
Ïîñîáèå ïî âåêòîðíîé àëãåáðåÑåðãåé ÌàòâååâÑîäåðæàíèå1 Ââåäåíèå 12 Âåêòîðû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 23 Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè 34 Áàçèñû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå 55 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 76 Ïðîåêöèè. 87 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå 98 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå 129 Êîîðäèíàòíûå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ 1410 Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå 1511 Ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû 1812 Êàê ðåøàòü à��èííûå çàäà÷è 191 ÂâåäåíèåÖåëü ýòîãî ïîñîáèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîìî÷ü ñòóäåíòàì ïåðâîãî êóðñàìàòåìàòè÷åñêîãî è �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòîâ ïðè èçó÷åíèè ðàçäåëà "Âåê-òîðíàÿ àëãåáðà" êóðñîâ "Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ", "�åîìåòðèÿ", "Àíà-ëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà". Âìåñòå ñ ïðåäåëüíî êðàòêèìèçëîæåíèåì òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïîñîáèå ñîäåðæèò ïðèåìû ðåøåíèÿòèïîâûõ çàäà÷, çíàíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïîíèìà-íèÿ êóðñà. Â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ýòèì ïðèåìàì íå óäåëÿåòñÿ äîëæíîãîâíèìàíèÿ. ×àñòü çàäà÷ ñíàáæåíà ðåøåíèÿìè, ÷àñòü � îòâåòàìè. Â êîíöå1



ïîñîáèÿ ïðèâåäåí ñïèñîê òèïîâûõ çàäà÷. Ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðèþ ìîæ-íî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñì. [1, 2, 3, 4℄, àäîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è � â ëþáîì çàäà÷íèêå (íàïðèìåð, â [5℄.2 Âåêòîðû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòÄåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ïåð-ïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ ñ âûáðàííûì íà íèõ îäèíàêîâûì ìàñøòàáîì. Îáû÷-íî ðèñóåòñÿ òàê (ñì. ðèñ. 1):
�èñ. 1: Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòèÅñëè íà ïëîñêîñòè �èêñèðîâàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî êàæäîé òî÷êå Aïëîñêîñòè îòâå÷àþò äâà ÷èñëà � åå x-àÿ è y-àÿ êîîðäèíàòû. Çàïèñü: A =(x; y) èëè A(x; y).�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íà (x1; y1) è (x2; y2) çàäàåòñÿ �îðìóëîé d =p(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2. Ýòà �îðìóëà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðå-ìû Ïè�àãîðà.Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà òî÷åê.Ïðîêîììåíòèðóåì ýòî îïðåäåëåíèå. Îáû÷íî âåêòîð ïðåäñòàâëÿþò ñåáå ââèäå ñòðåëêè. Îäíàêî, ñòðåëêó ðèñîâàòü âîâñå íå îáÿçàòåëüíî. Äîñòàòî÷íîçíàòü äâå òî÷êè � íà÷àëî âåêòîðà è åãî êîíåö.Îïðåäåëåíèå. Äâà âåêòîðà AB è DC, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, íà-çûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè �èãóðà ABCD åñòü ïàðàëëåëîãðàìì (ò.å. ïðÿìàÿAB ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé DC, à ïðÿìàÿ AD � ïðÿìîé BC). Ñì. ðèñ. 2a. Åñëèâåêòîðû AB è DC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé `, òî èõ ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåòñÿñ ïîìîùüþ òðåòüåãî âåêòîðà MN , êîòîðûé íå ëåæèò íà `, ðèñ. 2á.Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ðàâíûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì âåêòîðîì.�àçëè÷èå ìåæäó âåêòîðàìè è ñâîáîäíûìè âåêòîðàìè íå î÷åíü ñóùå-ñòâåííî. Î÷åíü ÷àñòî (íàïðèìåð, âî �ðàçå "ëþáîé âåêòîð ìîæíî îòëîæèòüîò ëþáîé òî÷êè") ïîä âåêòîðîì ïîíèìàåòñÿ èìåííî ñâîáîäíûé âåêòîð.Ñëåäóþùåå ïðàâèëî ñëóæèò îïðåäåëåíèåì êîîðäèíàò âåêòîðà:2



�èñ. 2: Ôèãóðû ABCD;ABNM;DCNM äîëæíû áûòü ïàðàëëåëîãðàììàìè÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà, íóæíî èç êîîðäèíàò åãî êîíöàâû÷åñòü êîîðäèíàòû åãî íà÷àëà.Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè A = (x1; y1), B = (x2; y2), òî âåêòîð AB èìååòêîîðäèíàòû (x2 � x1; y2 � y1). Åñëè âåêòîð èñõîäèò èç òî÷êè (0,0), òî åãîêîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè êîíöà.Èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïðàâèëà âûòåêàåò ñëåäóþùåå:� ×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû êîíöà, íóæíî ê êîîðäèíàòàì íà÷àëà ïðè-áàâèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà.� ×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû íà÷àëà, íóæíî èç êîîðäèíàò êîíöà âû-÷åñòü êîîðäèíàòû âåêòîðà.Cëîæåíèå âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà: âåêòîð�a+�b çàäàåòñÿ äèàãîíàëüþ ïàðàëëåëîãðàììà, ñòîðîíû êîòîðîãî îáðàçîâàíûâåêòîðàìè �a è �b, ñì. ðèñ. 3. Ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ èõ êîîðäèíàòû ñêëà-äûâàþòñÿ; ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî åãî êîîðäèíàòû óìíîæàþòñÿíà ýòî ÷èñëî.
�èñ. 3: Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà3 Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèèÇàäà÷à 1. Íàéòè òî÷êó C, äåëÿùóþ îòðåçîê AB â îòíîøåíèè AC : CB =2 : 3 (ñì. ðèñ. 4) 3



�èñ. 4: Äåëåíèå îòðåçêà (ïðèìåð)�åøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:1. ACAB = 25 ; 2. AB = (5; 2);3. AC = 25AB = (2; 45 ); 4. C = (�1; 145 ) (Îòâåò).Íåòðóäíî âûâåñòè è îáùóþ �îðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè, äåëÿùåéäàííûé îòðåçîê â äàííîì îòíîøåíèè. Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êàæäóþòî÷êó ïëîñêîñòè ñ âåêòîðîì, èäóùèì â íåå èç íà÷àëà êîîðäèíàò O, à �îð-ìóëó íàïèøåì â âåêòîðíîì âèäå, íå ðàñïèñûâàÿ åå ïî êîîðäèíàòàì.Çàäà÷à 2. Íàéòè òî÷êó C, äåëÿùóþ îòðåçîê AB â îòíîøåíèè AC : CB =� : �.

�èñ. 5: Äåëåíèå îòðåçêà (îáùèé ñëó÷àé)�åøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:1. AC = ��+�AB = ��+� (B �A).2. C = A+ ��+� (B �A) = ��+�A+ ��+�B.Òàêèì îáðàçîì, òî÷êó C ìîæíî íàéòè ïî �îðìóëåC = ��+ �A+ ��+ �B4



Â ñëó÷àå � = �, ò.å. êîãäà èùåòñÿ ñåðåäèíà îòðåçêà, ïîëó÷åííàÿ �îðìóëàñòàíîâèòñÿ îñîáåííî ïðîñòîé: êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà åñòü ïîëóñóì-ìû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò åãî êîíöîâ. Ïîëåçíî òàêæå èìåòü â âèäó�èçè÷åñêèé ñìûñë òî÷êè C: îíà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òÿæåñòè (ïðàâèëü-íåå, ñ öåíòðîì ìàññ) ñèñòåìû èç äâóõ òî÷å÷íûõ ìàññ �; �, ðàñïîëîæåííûõâ òî÷êàõ B;A, ñîîòâåòñòâåííî.Çàäà÷à 3. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ G ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìèA = (1; 2); B = (3; 4); C = (�1; 0).�åøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì: AC;AB;AH = AB + AC;AG =13AH; çàòåì G = (1; 2). Ñì. ðèñ. 6.
�èñ. 6: Íàõîæäåíèå öåíòðà òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà4 Áàçèñû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâåÎïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷íàÿ ïàðà íåïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòèíàçûâàåòñÿ áàçèñîì. Ïðÿìûå, íà êîòîðûõ ëåæàò ýòè âåêòîðû, íàçûâàþòñÿêîîðäèíàòíûìè îñÿìè.Íàïîìíèì, ÷òî íóëåâîé âåêòîð 0 ñ÷èòàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ëþáîìó âåê-òîðó, ïîýòîìó áàçèñíûå âåêòîðû íåíóëåâûå).Òåîðåìà 1. Ïóñòü âåêòîðû a; b îáðàçóþò áàçèñ íà ïëîñêîñòè. Òîãäà ëþáîéâåêòîð 
 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó, ò.å. ïðåäñòàâèòü â âèäå 
 = �a + �b,ãäå �; � � íåêîòîðûå ÷èñëà (íàçûâàåìûå êîîðäèíàòàìè âåêòîðà 
 â äàííîìáàçèñå). Áîëåå òîãî, òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòëîæèì âåêòîð 
 îò íà÷àëà êîîðäèíàò O è ïðîâåäåì÷åðåç åãî êîíåö C ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå âåêòîðàì b è a: Îíè ïåðåñåêóò(ïî÷åìó?) êîîðäèíàòíûå îñè â òî÷êàõ A è B, ñì. ðèñ. 7. Èç ïàðàëëåëüíîñòèâåêòîðîâ è OA ñëåäóåò, ÷òî îíè ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå÷èñëî �, ÷òî OA = �a. Àíàëîãè÷íî, OB = �b. Ïîýòîìó 
 = OA + OB =�a+ �b:Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà: 
 = �a + �bè 
 = �0a + �0b. Âû÷èòàÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì (�0 � �)a =(�0 � �)b. Òàê êàê áàçèñíûå âåêòîðà íå ïàðàëëåëüíû, òî òàêîå ðàâåíñòâîâîçìîæíî òîëüêî ïðè � = �0 è �0 = �.5



�èñ. 7: �àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñóÇàäà÷à 4. �àçëîæèòü âåêòîð 
 = (2; 4) ïî áàçèñó a = (2; 1); b = (�1; 3).�åøåíèå. �àñïèñûâàåì ðàâåíñòâî 
 = �a+�b ïî êîîðäèíàòàì è ðåøàåìñèñòåìó. Îòâåò: = 107 a+ 67b:Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò 0, ò.ê. âåêòîðà a; bíå ïàðàëëåëüíû. Ïîýòîìó ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îòñþäà ìîæ-íî èçâëå÷ü äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðàçëî-æåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó.Ïðîñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîãî. Ïî-ýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèì ïåðå÷èñëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëå-íèé è óòâåðæäåíèé (óòâåðæäåíèÿ íóæíî äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).1. Áàçèñ � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ (ò.å. íå ïàðàëëåëü-íûõ îäíîé ïëîñêîñòè) âåêòîðîâ;2. Ëþáîé âåêòîð �d ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó:d = �a+ �b+ 

:Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû (êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ) îïðåäåëåíû îäíî-çíà÷íî. Ñì. ðèñ. 8.
�èñ. 8: �àçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî âåêòîðà ïî áàçèñó3. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì íàõîæäåíèè êîîðäèíàò ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó3-ãî ïîðÿäêà. 6



5 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåÎïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðîèç-âåäåíèå èõ ìîäóëåé íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:(a; b) =j a jj b j 
os'.Âñåãî èìåþòñÿ 4 âîçìîæíûõ óãëà, ñì. ðèñ. 9. Òàê êàê èõ êîñèíóñû ðàâíû,òî ìîæíî âçÿòü ëþáîé.
�èñ. 9: Êîñèíóñû âñåõ ÷åòûðåõ óãëîâ ðàâíûÂûÿñíèì, êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ. Ñíà-÷àëà ìû ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó äëÿ ïëîñêîãîñëó÷àÿ.Òåîðåìà 2. Åñëè a = (x1; y1) è b = (x2; y2), òî (a; b) = x1x2 + y1y2:Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì êâàäðàò äëèíû d îòðåçêà AB (ñì. ðèñ. 10) äâóìÿñïîñîáàìè.1. Ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà d2 = (x2 � x1) + (y2 � y1)2:2. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ d2 =j a j2 + j b j2 �2 j a jj b j 
os':�àñïèñûâàÿ jaj; jbj â êîîðäèíàòàõ, ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿè ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.Ñëîâåñíî òåîðåìó 2 ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî ñóììå ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé èõ êîîðäèíàò.Â òàêîé �îðìóëèðîâêå îíà âåðíà è äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëó÷àÿ: åñëè�a = (x1; y1; z1);�b = (x2; y2; z2),òî (�a;�b) = x1x2 + y1y2 + z1z2.

�èñ. 10: �àññòîÿíèå d ìîæíî íàéòè äâóìÿ ñïîñîáàìè7



Çàäà÷à 5. Íàéòè êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè (1,2) è (-3,1).�åøåíèå. 
os' = (�a;�b)j�ajj�bj = �3+2p5p10 = � 1p50 :Çàäà÷à 6. Íàéòè âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðó (x; y):�åøåíèå. Ïîäõîäèò êàê âåêòîð (�y; x), òàê è âåêòîð (y;�x). Ýòè âåêòîðàïåðïåíäèêóëÿðíû äàííîìó âåêòîðó (x; y), òàê êàê èõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-íèÿ íà íåãî ðàâíû 0. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîå ïðàâèëî äëÿ íàõîæäåíèÿâåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî äàííîìó: íóæíî ïåðåñòàâèòü êîîðäèíàòû èó îäíîé ñìåíèòü çíàê. �àçóìååòñÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîð ìîæíî óìíî-æàòü íà ëþáîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.Çàäà÷à 7. Îñòðûé èëè òóïîé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè �a = (1; 2; 2) è �b =(�1; 2;�1)?Îòâåò. (�a;�b) = 1 > 0, ïîýòîìó óãîë îñòðûé.Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.1. (�a;�b) = (�b; �a);2. (�a+�b; �
) = (�a; �
) + (�b; �
);3. (��a;�b) = �(�a;�b);4. (a; a) � 0; ïðè÷åì (�a; �a) = 0() �a = �0Ñâîéñòâà 1,3,4 ìîæíî äîêàçàòü êàê èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, òàê è ñ ïî-ìîùüþ êîîðäèíàòíîé çàïèñè (ïðîäåëàéòå ýòî). Ñâîéñòâî 2 èç îïðåäåëåíèÿèçâëå÷ü òðóäíî. Â êîîðäèíàòàõ îíî äîêàçûâàåòñÿ òàê: íóæíî çàïèñàòü ëå-âóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â êîîðäèíàòàõ è óâèäåòü,÷òî ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî 4-ãî ñâîéñòâà: (�a; �a) =j �a j2� 0:Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ �m; �n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî.( �m+ �n; 2 �m� �n) = 2 j �m j2 +( �m; �n)� j �n j2 :6 Ïðîåêöèè.Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêöèåé òî÷êè íà ïðÿìóþ ` íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèå ïåð-ïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà `.Íàïîìíèì, ÷òî îñü � ýòî íàïðàâëåííàÿ ïðÿìàÿ.Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà AB íà îñü ` íàçûâàåòñÿ äëè-íà îòðåçêà A1B1, âçÿòàÿ ñî çíàêîì `+', åñëè íàïðàâëåíèå âåêòîðà A1B1ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì `, è ñî çíàêîì `-', åñëè íåò. (A1; B1 � ïðîåêöèèòî÷åêA, B).Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà AB íà îñü ` íàçûâàåòñÿ âåê-òîð A1B1. 8



Òåîðåìà 3. Ñêàëÿðíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà �a íà îñü ` ðàâíà (�a; �s), ãäå �s �åäèíè÷íûé âåêòîð îñè `. Âåêòðíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà �a íà îñü ` ðàâíà (�a; �s)s.Äîêàçàòåëüñòâî. (�a; �s) =j �a jj �s j 
os' =j �a j 
os' = A1B1; åñëè 
os' � 0.Åñëè 
os' � 0, òî (�a; �s) = �A1B1, ñì. ðèñ. 11a. Ïîýòîìó (�a; �s) åñòü ñêàëÿðíàÿïðîåêöèÿ. Óìíîæàÿ åå íà âåêòîð �s, ïîëó÷àåì âåêòîðíóþ ïðîåêöèþ.

�èñ. 11: a) Åñëè óãîë ' òóïîé, òî ïðîåêöèÿ îòðèöàòåëüíà. b) Êàê íàõîäèòüïðîåêöèþ íà ïðÿìóþ.Çàäà÷à 9. Íàéòè îñíîâàíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, îïóùåííîé èç âåð-øèíû B, ñì. ðèñ. 11b. Èçâåñòíî, ÷òî A = (1;�1); B = (1; 2); C = (�2; 3):�åøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì: AB;AC; �s = ACjACj ; AD = (AB; s)s è,íàêîíåö, D = (� 1125 ; 2325 ):Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêöèåé òî÷êè íà ïëîñêîñòü � íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè íà ýòó ïëîñêîñòü.Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêöèåé âåêòîðà BC íà ïëîñêîñòü � íàçûâàåòñÿ âåêòîðB0C 0, ãäå B0; C 0 � ïðîåêöèè òî÷åê B;C, ñîîòâåòñòâåííî.Ïîëåçíî ñîïîñòàâèòü îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèé è ÷åòêî ïîíÿòü,÷åì îíè îòëè÷àþòñÿ. Ñ. ðèñ. 12.7 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèåÎïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ íàçûâà-åòñÿ ïðàâîé, åñëè ñ êîíöà 3-ãî âåêòîðà âðàùåíèå îò 1-ãî êî 2-ìó êàæåòñÿïîëîæèòåëüíûì (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ñì. ðèñ. 13Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà �a íà âåêòîð �b íàçûâà-åòñÿ òàêîé âåêòîð �
, ÷òî:1. �
 ? �a è �
 ? �b; 9



�èñ. 12: Ïðîåêöèè òî÷êè è âåêòîðà íà ïëîñêîñòü
�èñ. 13: Òðè ïðàâûõ è îäèí ëåâûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå2. Ìîäóëü âåêòîðà �
 ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íàâåêòîðàõ �a è �b;3. Âåêòîðû �a;�b; �
 îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó.Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ �a, �b îáîçíà÷àåòñÿ �
 = [�a;�b℄:Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè.Âî-ïåðâûõ, ÷òîáû óñëîâèå 3 èìåëî ñìûñë, íóæíî âñå òðè âåêòîðà îòêëàäû-âàòü îò îäíîé òî÷êè. Âî-âòîðûõ, êàê íàì áûòü, åñëè âåêòîðû �a;�b ïðîïîðöè-îíàëüíû (êîãäà íå ïîëó÷àåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììà è ïîíÿòèå ïðàâîé òðîéêèíå îïðåäåëåíî)? Âûõîä òàêîâ: åñëè �a;�b ïðîïîðöèîíàëüíû, òî ìû ïî îïðåäå-ëåíèþ ïîëàãàåì, ÷òî [�a;�b℄ åñòü íóëåâîé âåêòîð.Òåîðåìà 4. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ �a;�b ñóùåñòâóåòè åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðà �a;�b íå ïà-ðàëëåëüíû. Äîêàæåì, ÷òî âåêòîð �
, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1-3, ñóùå-ñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðà �a;�b; �
 îòëîæåíû îò íà÷àëàêîîðäèíàò O.Ïåðâîå óñëîâèå îäíîçíà÷íî çàäàåò ïðÿìóþ, íà êîòîðîé îáÿçàí ëåæàòüâåêòîð �
. Âòîðîå óñëîâèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîíåö âåêòîðà �
 ìîæåò íàõî-äèòüñÿ â îäíîé èç äâóõ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè j �
 j îò òî÷êè10



O. Íàêîíåö, òðåòüå óñëîâèå ñîîáùàåò, êàêóþ èç ýòèõ äâóõ òî÷åê íóæíî âû-áðàòü.Âûÿñíèì, êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ.Òåîðåìà 5. Åñëè �a = (x1; y1; z1);�b = (x2; y2; z2), òî [�a;�b℄ = (�1;��2;�3),ãäå�1 = ���� y1 z1y2 z2 ���� ; �2 = ���� x1 z1x2 z2 ���� ; �3 = ���� x1 y1x2 y2 ���� :Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáúåì íà òðè øàãà.1. Ïðîâåðèì, ÷òî âåêòîð �� = (�1;��2;�3) ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó�a :( ��; �a) = x1 ���� y1 z1y2 z2 ����� y1 ���� x1 z1x2 z2 ����+ z1 ���� x1 y1x2 y2 ���� = ������ x1 y1 z1x1 y1 z1x2 y2 z2 ������ = 0:Òî÷íî òàê æå �b ? ��:2. Ïðîâåðèì, ÷òî j �� j ðàâåí j �a jj �b jj sin' j (ò.å. ïëîùàäè ïàðàëëåëî-ãðàììà): j �a jj �b jj sin' j=j �a jj �b j p1� 
os2 ' =j �a jj �b j q1� (�a;�b)2j�aj2j�bj2 =pj �a j2j �b j2 �(�a;�b)2 =p�12 +�22 +�23:Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîâåðèòü ñàìèì, ðàñïèñàâ åãî ïî êîîðäèíàòàì.3. Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðà �a;�b; �� îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Äëÿ ýòîãî ìûèñïîëüçóåì èñêóññòâåííûé ïðèåì.Áóäåì íåïðåðûâíî ìåíÿòü âåêòîðû �a è �b òàê, ÷òîáû îíè îñòàâàëèñü íå ïà-ðàëëåëüíûìè äðóã äðóãó è â ðåçóëüòàòå ïåðåøëè â âåêòîðà �i = (1; 0; 0); �j =(0; 1; 0), ñîîòâåòñòâåííî (îáúÿñíèòå, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü). Òîãäà âåêòîð�� òîæå áóäåò ìåíÿòüñÿ è â ðåçóëüòàòå ïåðåéäåò â âåêòîð����� 0 01 0 ���� ;� ���� 1 00 0 ���� ; ���� 1 00 1 ����� = (0; 0; 1) = �k:Òàê êàê òðîéêà �i; �j; �k � ïðàâàÿ, òî è èñõîäíàÿ òðîéêà òîæå ïðàâàÿ. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïðè èçìåíåíèè âåêòîðîâ �a;�b òðîéêà �a;�b; �� îñòàåòñÿ íåêîìïëà-íàðíîé è âðàùåíèå îò �a ê �b, âèäèìîå ñ êîíöà ��; íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèÿ.Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.1. [�a;�b℄ = �[�b; �a℄;2. [�a+�b; �
℄ = [�a; �
℄ + [�b; �
℄;3. [��a;�b℄ = �[�a;�b℄;4. [�a;�b℄ = �0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðà �a è �b ïàðàëëåëüíû.
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Ñâîéñòâà 1,3,4 ìîæíî äîêàçàòü êàê èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, òàê è ñ ïî-ìîùüþ êîîðäèíàòíîé çàïèñè (ïðîäåëàéòå ýòî). Ñâîéñòâî 2 èç îïðåäåëåíèÿèçâëå÷ü òðóäíî. Â êîîðäèíàòàõ îíî äîêàçûâàåòñÿ òàê: íóæíî çàïèñàòü ëå-âóþ è ïðàâóþ ÷àñòü â êîîðäèíàòàõ è óâèäåòü,÷òî ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî.Ïîëåçíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íåäâóõ âåêòîðàõ, ðàâíà ìîäóëþ èõ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ýòî ñëåäóåò èçîïðåäåëåíèÿ.Çàäà÷à 10. Èçâåñòíî. ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà,ïîñòðîåííî íà âåê-òîðàõ �a è �b, ðàâíà 1. Íàéòè ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íàâåêòîðàõ 2�a+�b è �a� 3�b:�åøåíèå. S =j [2�a+�b; �a� 3�b℄ j=j �6[�a;�b℄ + [�b; �a℄ =j �7[�a;�b℄ j= 7:Çàäà÷à 11. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà, êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñ-êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A = (1; 2;�1), B = (3; 2; 0) è C = (0; 1;�1).�åøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì: AB;AC; [AB;AC ℄: Îòâåò: (1,-1,-2).Çàäà÷à 12. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A = (�1; 0; 2), B =(3;�1; 0), C = (2; 1; 1).�åøåíèå.Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:AB;AC; [AB;AC ℄; S = 12 j [AB;AC℄ j: Îòâåò: 12p62Çàäà÷à 13. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a =(x1; y1) è �b = (x2; y2):�åøåíèå.Äîáàâèì òðåòüþ êîîðäèíàòó : �a = (x1; y1; 0);�b = (x2; y2; 0); [�a;�b℄ =�0; 0; ���� x1 y1x2 y2 ����� : Ïîýòîìó S = 12 j [�a;�b℄ j= 12 �������� x1 y1x2 y2 �������� :Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ïëîñêîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ìîäóëþ îïðåäå-ëèòåëÿ ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç èõ êîîðäèíàò. Ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë èçíàêó îïðåäåëèòåëÿ: îïðåäåëèòåëü ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâðàùåíèå âäîëü íàèìåíüøåãî óãëà îò ïåðâîãî âåêòîðà êî âòîðîìó ïðîèñõî-äèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.8 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèåÎïðåäåëåíèå. Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ �a;�b; �
 íàçûâàåòñÿ ÷èñ-ëî (�a; [�b; �
℄): Îáîçíà÷åíèå:h�a;�b; �
iÂûÿñíèì, êàê ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ.Òåîðåìà 6. Åñëè �a = (x1; y1; z1);�b = (x2; y2; z2); �
 = (x3; y3; z3); òî h�a;�b; �
i =������ x1 y1 z1x2 y2 z2x3 y3 z3 ������ : 12



Äîêàçàòåëüñòâî. �àñïèñàòü â êîîðäèíàòàõ âåêòîðíîå è ñêàëÿðíîå ïðîèç-âåäåíèÿ.Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.1. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ñìåøàííîå ïðîèâåäåíèå ìå-íÿåò çíàê.2. h�a+�b; �
; �di = h�a; �
; �di+ h�b; �
; �di;3. h��a;�b; �
i = �h�a;�b; �
i;4. �a;�b; �
 êîìïëàíàðíû () h�a;�b; �
i = 0:Ïåðâîå ñâîéñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòå-ëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ñâîéñòâà 2 � 4 ìîæíî âûâåñòè êàê èç ñâîéñòâ îïðåäå-ëèòåëåé, òàê è èç îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð, ÷åò-âåðòîå ñâîéñòâî ìîæíî äîêàçàòü òàê.=) Äàíî: �a;�b; �
 ëåæàò â ïëîñêîñòè �. Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:1. �bk�
; òîãäà èõ êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû, [�b; �
℄ = �0 è h�a;�b; �
i = 0;2. �b , �
; òîãäà [�b; �
℄ ? � è [�b; �
℄ ? a, îòêóäà îïÿòü ñëåäóåò, ÷òî h�a;�b; �
i = 0:(= Äàíî: h�a;�b; �
i = 0: Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü � ÷åðåç �b è �
:Òîãäà [�b; �
℄ ? � è, ò.ê. a ? [�b; �
℄; òî �a ëåæèò â �:�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Òåîðåìà 7. Ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ �a;�b; è �
 ðàâåí îáú-åìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ.Äîêàçàòåëüñòâî. j h�a;�b; �
i j=j (�a; [�b; �
℄) j=j �a jj [�b; �
℄ jj 
os' j= Sh = V; ò.ê.j [�b; �
℄ j= S è j �a jj 
os' j= h. Ñì. ðèñ. 14.

�èñ. 14: Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî îáúåìóÎòìåòèì, ÷òî åñëè h�a;�b; �
i > 0; òî òðîéêà âåêòîðîâ �a;�b; �
 � ïðàâàÿ, âïðîòèâíîì ñëó÷àå � ëåâàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê (�a; [�b; �
℄) > 0, òî óãîëìåæäó âåêòîðàìè �a è [�b; �
℄ îñòðûé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð �a ñìîòðèò â òóæå ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè �, ÷òî è âåêòîð [�b; �
℄:13



Çàäà÷à 14. Íàéòè îáúåì òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìèA = (1; 0; 1),B = (2;�1; 0),C = (3;�1; 2) è D = (0;�1; 1).�åøåíèå.ÍàõîäèìAB;AC;AD; V = 16 j hAB;AC;ADi j :Îòâåò: V = 56 :9 Êîîðäèíàòíûå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿêðèâûõÊîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå êðèâîé.×òîáû äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå F (x; y) =0 çàäàåò êðèâóþ `; íóæíî:à) Äîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè íà ` óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-íèþ;á) Äîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ` íå óäîâëå-òâîðÿþò óðàâíåíèþ.(Òî æå ñàìîå: åñëè êîîðäèíàòû òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ, òîîíà ëåæèò íà `).Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé.Ôóíêöèè � x = '(t)y =  (t) çàäàþò êðèâóþ íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèì îáðà-çîì: �èêñèðóåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ïîëó÷èì äâà ÷èñëà, èëè, ÷òî òî æåñàìîå, òî÷êó íà ïëîñêîñòè. Áóäåì ìåíÿòü t. Òîãäà òî÷êà íà ïëîñêîñòè áóäåòäâèãàòüñÿ è îïèøåò íåêîòîðóþ êðèâóþ.Çàäà÷à 15. Ïîñòðîéòå êðèâûå � x = t+ 1y = �t , � x = 
os ty = sin t , � x = sin 2ty = 
os 3t .Îòâåòû: ïðÿìàÿ, îêðóæíîñòü, êðèâàÿ Ëèññàæó, ñì. ðèñ. 15.
�èñ. 15: Êðèâàÿ ËèññàæóÂ ïðîñòðàíñòâå îäíî êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå çàäàåò, êàê ïðàâèëî, ïî-âåðõíîñòü, à ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ � êðèâóþ. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå(x � a)2 + (y � b)2 + (z � 
)2 = R2 çàäàåò ñ�åðó, à óðàâíåíèÿ x = 
os t; y =sin t; z = t � âèíòîâóþ ëèíèþ. 14



�èñ. 16: Ïðÿìàÿ ` ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó (a; b).10 Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè è â ïðî-ñòðàíñòâå.Òåîðåìà 8. Åñëè ÷èñëà a è b îäíîâðåìåííî íå ðàâíû 0, òî óðàâíåíèå ax+by + 
 = 0 çàäàåò íà ïëîñêîñòè ïðÿìóþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì òî÷êóA = (x0; y0), óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó óðàâ-íåíèþ. (Ïî÷åìó òàêàÿ ñóùåñòâóåò?). Òîãäà óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå a(x� x0) + b(y � y0) = 0, ò.ê. 
 = �ax0 � by0.×åðåç òî÷êó (x0; y0) ïðîâîäèì ïðÿìóþ `, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó �n =(a; b). Óòâåðæäàåì, ÷òî óðàâíåíèå a(x � x0) + b(y � y0) = 0 çàäàåò ïðÿìóþ` . à) Ïóñòü òî÷êà M = (x; y) ëåæèò íà `, ñì. ðèñ. 16.Òîãäà âåêòîð AM = (x � x0; y � y0) ëåæèò íà ` , ïîýòîìó AM ? (a; b) èèõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0, ò.å. a(x� x0) + b(y � y0) = 0.á) Ïóñòü òî÷êà M = (x; y) íå ëåæèò íà ` , òîãäà AM 6? (a; b) è a(x �x0) + b(y � y0) 6= 0.Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïðÿìîé ` , íàçûâà-åòñÿ íîðìàëüíûì, íåíóëåâîé âåêòîð, ëåæàùèé íà ` , íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿ-þùèì.Ñëåäñòâèå èç äîêàçàòåëüñòâà. Âåêòîð (a,b) íîðìàëåí ïðÿìîé ax +by + 
 = 0Çàäà÷à 16. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A =(1; 2) è B = (�3; 1).�åøåíèå. AB = (�4;�1), íîðìàëüíûé âåêòîð �n = (1;�4); óðàâíåíèå: (x�1)� 4(y � 2) = 0 èëè x� 4y + 7 = 0. 15



Â ïðîñòðàíñòâå âñå òî æå ñàìîå:à) Óðàâíåíèå ax+ by + 
z + d = 0 çàäàåò ïëîñêîñòü (äîêàçàòü ñàìèì).á) Âåêòîð (a; b; 
) íîðìàëåí åé.Çàäà÷à 17. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A =(1;�1; 0); B = (2; 3;�1); C = (0; 2; 2);�åøåíèå. AB = (1; 4;�1); AC = (�1; 3; 2); �n = [AB;AC℄ = (11;�1; 7); óðàâ-íåíèå 11(x� 1)� (y + 1) + 7z = 0, èëè 11x� y + 7z � 12 = 0.Òåîðåìà 9. �àñ
òîÿíèå îò òî÷êè A(x0; y0) äî ïðÿìîé ax+by+
 = 0 çàäàåòñÿ�îðìóëîé d = j ax0 + by0 + 
 jpa2 + b2 :Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íà ïðÿìîé òî÷êó M = (x; y; ). Òîãäà ðàññòîÿ-íèå ðàâíî ìîäóëþ ïðîåêöèè âåêòîðà AM íà íîðìàëü ê ïðÿìîé, ò.å. d =j(AM; �s) j, ãäå s = �nj�nj . Òàê êàê AM = (x � x0; y � y0) è �n = (a; b), òîd = ��� a(x�x0)pa2+b2 + b(y�y0)pa2+b2 ��� = j ax0 + by0 + 
 jpa2 + b2 :�àññòîÿíèå îò òî÷êè (x0; y0; z0) äî ïëîñêîñòè ax+by+
z+d = 0 çàäàåòñÿàíàëîãè÷íîé �îðìóëîé � = jax0+by0+
z0+djpa2+b2+
2 (äîêàçàòü ñàìèì).Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.Íàïîìíèì, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè � ýòî âåêòîð, èäóùèé â íåå èç íà÷à-ëà êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû ðàäèóñ-âåêòîðà ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè åãîêîíöà.Ïóñòü �r0 = (x0; y0) � ðàäèóñ-âåêòîð �èêñèðîâàííîé òî÷êè íà ïðÿìîé `,�p = (m;n) � åå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð è �r = (x; y) - ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèç-âîëüíîé òî÷êè ïðÿìîé. Òîãäà âåêòîðû �r � �r0 è �p ïàðàëëåëüíû. Ïîýòîìó�r � �r0 = �pt, ò.å. �r = �r0 + �pt. Ýòî - âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. �àñïèøåìåãî â êîîðäèíàòàõ:x = x0 +mty = y0 + ntÝòî � ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.Çàäà÷à 18. Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-ðåç òî÷êè A = (3; 1) è B = (�1; 2).�åøåíèå. �p = AB = (�4; 1). Óðàâíåíèÿ:x = 3� 4ty = 1 + t.Â ïðîñòðàíñòâå òî æå ñàìîå: ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé èìåþòâèä:x = x0 + kt 16



y = y0 + ltz = z0 +mt,ãäå (x0; y0; z0) � êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè íà ïðÿìîé, a (k; l;m) � êîîð-äèíàòû åå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà.Çàäà÷à 19. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ X ïðÿìîé AB ñ ïëîñêîñòüþ 2x� y+z � 4 = 0, ãäå A = (1; 2; 0); B = (�3; 4; 1).�åøåíèå. AB = (�4; 2; 1);x = 1� 4ty = 2 + 2tz = t� ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé .Ïîäñòàâëÿåì: 2(1 � 4t) � (2 + 2t) + t � 4 = 0 è íàõîäèì t, à çàòåì è x.Îòâåò: X = ( 259 ; 109 ;� 49 ).Çàäà÷à 20. Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñ-êîñòåé 2x+ y � z = 0 è 3x+ y + 2z � 1 = 0.�åøåíèå. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð �n = [�n1; �n2℄, ãäå �n1 = (2; 1;�1) è �n =(3; 1; 2). ×òîáû íàéòè êàêóþ-íèáóäü òî÷êó íà ïðÿìîé, ïîëàãàåì z = 0 èíàõîäèì x è y. Îòâåò:x = 1 + 3ty = �2� 7tz = �tÊîîðäèíàòíûå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.Òåîðåìà 10. Åñëè ÷èñëà k; l;m îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â 0, òî óðàâ-íåíèÿ x�x0k = y�y0l = z�z0m çàäàþò â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìóþ ñ íà÷àëüíîéòî÷êîé (x0; y0; z0) è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (k; l;m).Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êàæäîåèç êîòîðûõ çàäàåò ïëîñêîñòü. Ýòè ïëîñêîñòè íå ïàðàëëåëüíû (ïî÷åìó?), èïîýòîìó ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé. Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè (x0; y0; z0) ïðÿìîéïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé - ïîëó÷àþòñÿ âåðíûå ðàâåíñòâà 0 = 0 = 0. Òî÷êà(x0+k; y0+l; z0+m) òàêæå ëåæèò íà ïðÿìîé (ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà 1=1=1),ïîýòîìó ñîåäèíÿþùèé èõ âåêòîð (k; l;m) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì.Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿì ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë è ïðè îáðàùåíèè â 0÷èñåë k, l, m (íî íå îäíîâðåìåííî).Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî çàäà÷ ïî ëèíåéíîé ÷àñòè àíàëè-òè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèé ðàññìîòðåííûõïðèåìîâ.Íàïðèìåð, êàê íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿ-ìûìè? Ñíà÷àëà íóæíî íàéòè íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ è èõ âåêòîð-íîå ïðîèçâåäåíèå. Îíî ñëóæèò íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò17



÷åðåç îäíó ïðÿìóþ è ïàðàëëåëüíà âòîðîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïè-ñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè è çàòåì íàéòè ðàññòîÿíèå äî íåå îò êàêîé-íèáóäüòî÷êè íà ïåðâîé ïðÿìîé. Ýòî ÷èñëî è áóäåò îòâåòîì.Äðóãîé ïðèìåð. Êàê íàéòè îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èçäàííîé òî÷êè íà äàííóþ ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå? Äîñòàòî÷íî íàïèñàòüóðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è ïåðïåíäè-êóëÿðíà äàííîé ïðÿìîé, à çàòåì íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè è ïðÿ-ìîé.
11 Ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðûÂ ýòîì ðàçäåëå î÷åíü êðàòêî èçëàãàþòñÿ ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû,êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â íà÷àëå âòîðîãî ñåìåñòðà.1. Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð: ïåðåâîäèò âåêòîðà â âåêòîðà.2. Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð: ñóììó ïåðåâîäèò â ñóììó è ïðîèç-âåäåíèå íà ÷èñëî � â ïðîèçâåäåíèå íà ÷èñëî.3. Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ íà ïëîñêîñòè: ïàðà íåïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ. Âïðîñòðàíñòâå: òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî: ëþáîé âåêòîð ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó.Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (ò.å. êîîðäèíàòû âåêòîðà) îïðåäåëÿþòñÿ îäíî-çíà÷íî.4. Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà îïåðàòîðà ïèøåòñÿ òàê: áåðåì ïåðâûé áàçèñ-íûé âåêòîð, ïðèìåíÿåì îïåðàòîð, ðåçóëüòàò ðàñêëàäûâàåì ïî áàçèñó, êîîð-äèíàòû ïèøåì â ïåðâûé ñòîëáèê, è.ò.ä.Ïðèìåðû.5. Òåîðåìà: Äåéñòâèå îïåðàòîðà íà âåêòîð çàêëþ÷àåòñÿ â óìíîæåíèèìàòðèöû îïåðàòîðà íà ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà, ò.å. �y = A�x.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöûîïåðàòîðà, äëÿ âñåõ äðóãèõ ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè.Ýòà òåîðåìà îáúÿñíÿåò, çà÷åì íóæíû ìàòðèöû.6. Ïðîàíàëèçèðóåì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè çàìåíå îäíîãî áàçèñà íà äðóãîé.Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà ïåðåõîäà Pef îò áàçèñà e ê áàçèñó f ïèøåòñÿ òàê:ðàñêëàäûâàåì âåêòîðà áàçèñà f ïî áàçèñó e è êîîðäèíàòû ïèøåì â ñîîòâåò-ñòâóþùèå ñòîëáöû.7. Òåîðåìà. Êîîðäèíàòû �xe âåêòîðà �x â áàçèñå e è åãî æå êîîðäèíàòû �xfâ áàçèñå f ñâÿçàíû òàê: �xe = Pef �xf .Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âåêòîðîâ áàçèñà f âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöûïåðåõîäà. Äëÿ âñåõ äðóãèõ ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè.8. Òåîðåìà. Ìàòðèöà Ae ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â áàçèñå e ñâÿçàíà ñ åãîæå ìàòðèöåé Af â áàçèñå f òàê:Af = P�1ef AePef :18



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �y = A(�x). Òîãäà ïî âûøåïðèâåäåííûì òåîðåìàìèìååì:�ye = Pef �yf ; �xe = Pef �xf ; �ye = Af �xe. Ýòî äàåò �yf = P�1ef AePef �xf . Ñðàâíèìýòî ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì �yf = Af �xf . Ïîñêîëüêó îáà ðàâåíñòâà ñïðàâåä-ëèâû äëÿ âñåõ âåêòîðîâ �xf , òî Af = P�1ef AePef .9. Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé âåêòîð �x íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîìîïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì �, åñëè A�x = ��x.Ïðèìåðû. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó õîðîøî èìåòü áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ.10. Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A åñòü îïðå-äåëèòåëü ìàòðèöû A� �E.Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ýòî ìíîãî÷ëåí, è êàêîé ñòåïåíè. Ïðèìåðû.11. Òåîðåìà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå çàâèñèò îò áàçèñà.Äîêàçàòåëüñòâî. jAf��Ej = jP�1ef AePef��Ej = jP�1ef AePef��P�1ef EPef =jP�1ef (Ae � �E)Pef j = jP�1ef jjAe � �EjjPef j = jAe � �Ej.12. Ñëåäñòâèå: Êîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðè-öû îïåðàòîðà íå çàâèñÿò îò áàçèñà.13. Îáúÿñíèòü ñìûñë êîý��èöèåíòîâ (ñëåä, ñóììà äèàãîíàëüíûõ ìèíî-ðîâ, îïðåäåëèòåëü).14. Òåîðåìà. � åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðàîïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî êîãäà îíî åñòü êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîìíîãî÷ëåíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êîðåíü, òî ìàòðèöà ñèñòåìû (A� �E)�x = �0 âûðî-æäåíà, ïîýòîìó ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Îáðàòíî, åñëè ñèñòåìàèìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí 0, ò.å. � åñòü êî-ðåíü.12 Êàê ðåøàòü à��èííûå çàäà÷èÍàïîìíèì, ÷òî à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ íà-÷àëîì è äâóìÿ íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè. Ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ à�-�èííûì, åñëè â íåêîòîðîé à��èííîé ñèñòåìà êîîðäèíàò îíî èìååò âèä�x! A�x+�b, ãäå �x � ñòîëáåö êîîðäèíàò, A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-êà 2, à �b � ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.Ñâîéñòâà à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.Ëþáîå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå1. Ïåðåâîäèò ïðÿìûå â ïðÿìûå;2. Ñîõðàíÿåò ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ;3. Ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå, â êîòîðîì òî÷êà äåëèò îòðåçîê;4. Ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ïëîùàäåé.
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Îïðåäåëåíèå. Ñâîéñòâî �èãóðû íàçûâàåòñÿ à��èííûì, åñëè îíî ñîõðà-íÿåòñÿ ïðè à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Íàïðèìåð, ñâîéñòâî �èãóðû áûòüïàðàëëåëîãðàììîì ÿâëÿåòñÿ à��èííûì, à ñâîéñòâî áûòü êâàäðàòîì � íåò.Ïðèíöèï ðåøåíèÿ à��èííûõ çàäà÷. Åñëè çàäà÷à ïðî òðåóãîëüíèêñ�îðìóëèðîâàíà â à��èííûõ òåðìèíàõ, òî åå äîñòàòî÷íî ðåøèòü äëÿ ëþ-áîãî êîíêðåòíîãî òðåóãîëüíèêà (íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíîãî èëè ïðàâèëüíî-ãî).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àëåêñàíäðîâ Ï. Ñ. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû// Ì., Íàóêà, 1979.[2℄ Áåêëåìèøåâ Ë. Â. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû// Ì., Ôèçìàòëèò, 2000.[3℄ Ìîäåíîâ Ï. Ñ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ // Ì., Íàóêà, 1969.[4℄ Ïîñòíèêîâ Ì. Ì. Ëåêöèè ïî ãåîìåòðèè // Ñåìåñòð I. Ì., Íàóêà, 1983.[5℄ Ìîäåíîâ Ï. Ñ.,Ïàðõîìåíêî À. Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåî-ìåòðèè // Ì., Íàóêà, 1976.

20


