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ВВЕДЕНИЕ 

 

К гетерогенным конденсированным смесям относятся конденсированные 

вещества, способные к самоподдерживающемуся горению и состоящие из по-

рошкообразных компонентов, либо спрессованных, либо распределенных в не-

прерывном полимерном связующем. Характерной особенностью гетерогенных 

конденсированных смесей является большое объемное содержание в них дис-

персных компонентов, которое может достигать 90% и более. Таким образом, 

гетерогенные конденсированные смеси представляют собой высоконаполнен-

ные композиты. 

Наиболее известными классами ГКС являются: 

- смесевые твердые ракетные топлива, 

- смесевые взрывчатые вещества, 

- пиротехнические составы, 

- термитные составы (СВС-системы). 

Все эти ГКС, несмотря на большое отличие в свойствах, как отдельных 

компонентов, так и систем в целом, обладают рядом общих особенностей. В 

первую очередь, это проявляется в том, что их самоподдерживающееся горение 

невозможно без взаимодействия (химического, теплового, механического и 

т.д.) компонентов, которое происходит как в гетерогенном режиме, так и в го-

могенном на этапе взаимодействия газообразных или жидких продуктов раз-

ложения. 

В силу этого многие закономерности, а также методы и модели оказыва-

ются справедливыми для широкого класса ГКС, независимо от их физических 

свойств и химической природы. 

В настоящей работе основное внимание уделяется первому и наиболее 

распространенному с точки зрения практических приложений классу ГКС – 

смесевым твердым ракетным топливам. Несмотря на это многие результаты и 



методы моделирования могут быть перенесены и на другие классы ГКС. 

Смесевые твердые ракетные топлива представляют собой сложные компо-

зиционные материалы, содержащие дисперсные компоненты, распределенные 

в непрерывном полимерном связующем. Дисперсными компонентами смесе-

вых твердых ракетных топлив являются окислитель (перхлорат аммония, нит-

рат аммония и др.), энергетические добавки, к которым относятся измельчен-

ные взрывчатые вещества, например, нитрамины (октоген (HMX) и гексоген 

(RDX)), а также порошкообразные металлы (алюминий, бор, магний и др.) или 

их гидриды. Размеры частиц дисперсных компонентов могут изменяться в пре-

делах от долей микрона до сотен микрон, а суммарная массовая доля дисперс-

ных компонентов в смесевых твердых ракетных топливах может достигать 

90%.  

Физико-механические, тепловые, баллистические, электрические и др. 

свойства смесевых твердых ракетных топлив, как высоконаполненных компо-

зитов, определяются не только свойствами компонентов, их содержанием и 

дисперсностью, но и распределением дисперсных компонентов в объеме мате-

риала. 

Так, например, устойчивое горение смесевых твердых ракетных топлив 

происходит благодаря случайному распределению компонентов в объеме, ко-

торое приводит к тому, что на поверхности горения всегда присутствуют в дос-

таточном количестве компоненты, обеспечивающие непрерывность процесса. 

Основной областью применения смесевых твердых ракетных топлив яв-

ляются РДТТ различного назначения, начиная от твердотопливных ускорите-

лей космического корабля многоразового использования «Спейс Шаттл», каж-

дый из которых содержит около 500 тонн СТРТ, твердотопливных ускорителей 

ракеты «Ариан-5», содержащих около 250 тонн СТРТ каждый, маршевых ра-

кетных двигателей баллистических ракет, содержащих от 1000кг до 60 тонн 

СТРТ, и заканчивая РДТТ специального назначения, содержащими несколько 



килограммов СТРТ. 

Баллистическая эффективность твердотопливных ракет различного класса 

определяется, в первую очередь, баллистической эффективностью ее марше-

вых РДТТ, поэтому прогресс в ракетной технике различного назначения во 

многом связан с совершенствованием РДТТ. 

Совершенствование РДТТ идет, по двум основным направлениям: совер-

шенствование конструкционных материалов и совершенствование твердых ра-

кетных топлив. 

Энерго-баллистическая эффективность топлива, как некоторое обобщен-

ное понятие, складывается из многих составляющих, основными из которых 

являются удельный импульс, плотность топлива и закон горения. Повышение 

первых двух параметров ведет к повышению энерго-баллистической эффек-

тивности топлива, что, в конечном счете, приводит к улучшению основных ха-

рактеристик РДТТ и ракеты в целом. Закон горения может быть охарактеризо-

ван уровнем скорости горения при некотором давлении и показателем степени 

в зависимости скорости горения от давления. Уровень скорости горения опре-

деляется задачами, стоящими перед РДТТ и ракетой в целом, и в каждом кон-

кретном случае формируется индивидуально под действием различных требо-

ваний, предъявляемых к траектории ракеты, допустимой величине перегрузок 

и т.д. Вместе с тем, снижение вплоть до нуля показателя степени в зависимости 

скорости горения от давления для маршевых двигателей и повышение этого 

показателя вплоть до единицы для регулируемых многорежимных двигатель-

ных установок почти всегда ведет к повышению баллистической эффективно-

сти РДТТ. 

Обеспечение высоких характеристик топлива, а также дальнейший про-

гресс в создании новых высокоэффективных топлив невозможны без детально-

го понимания сложных физико-химических процессов, происходящих при го-

рении ГКС и без создания моделей и теорий, позволяющих предсказывать 



влияние различных факторов, в том числе структуры и состава ГКС, на зако-

номерности их горения. 

Это особенно актуально в настоящее время, когда наметился значитель-

ный прогресс в твердых ракетных топливах, связанный с применением новых 

компонентов, таких как АДНА (ADN), CL-20 и др., а также ультрадисперсных 

компонентов, например ПХА с размерами частиц, менее 10мкм и алюминия с 

размерами частиц менее 1 мкм и даже наноалюминия с размерами частиц 10-

100нм [180]. 

Характерной особенностью ГКС является синергизм: горение индивиду-

альных компонентов существенно отличается от горения смеси компонентов в 

составе ГКС. Это приводит к тому, что горящую ГКС нельзя рассматривать 

просто как сумму горящих индивидуальных компонентов, т.к. большое значе-

ние приобретает взаимодействие компонентов в процессе горения: горение ка-

ждого компонента существенно зависит от того, в каком окружении оно про-

исходит. Например, при нормальной температуре, устойчивое горение ПХА, 

как индивидуального вещества, возможно только при давлениях, превышаю-

щих 2МПа [36], в то время, как в смеси с полимерным связующим он горит ус-

тойчиво даже при давлениях, ниже 0.1МПа [36,49,50,136,137]. Аналогично, 

инертные связующие в обычных условиях не способны к самоподдерживаю-

щемуся горению, но смесевые твердые ракетные топлива на их основе горят 

устойчиво в широком диапазоне внешних условий [36,152,167,171]. Это связа-

но с тем, что определяющим при горении ГКС является взаимодействие ком-

понентов: химическое, тепловое, механическое и т.д. 

Взаимодействие компонентов зависит не только от их свойств, но и от 

взаимного расположения дисперсных компонентов внутри ГКС и на поверхно-

сти горения. 

От того, как происходит это взаимодействие, зависит структура реакцион-

ной зоны, скорость горения ГКС, как макроскопической системы, а также хи-



мический состав и структура продуктов сгорания (в первую очередь конденси-

рованных). Наиболее сильно это проявляется при горении металлизированных 

ГКС, которое сопровождается слиянием частиц металла в агломераты, при 

этом металлическое горючее может активно вступать в химическую реакцию с 

кислородсодержащими продуктами разложения других компонентов, находясь 

в твердой, жидкой и газовой фазах. 

Дисперсные компоненты распределены внутри ГКС случайным образом и, 

следовательно, условия их взаимодействия будут различаться в разных частях 

ГКС. Другими словами, взаимодействие компонентов внутри ГКС, на ее по-

верхности горения и в газовой фазе будет случайным, и эта случайность будет 

определяться случайной структурой ГКС. Это означает, что говорить о процес-

сах, происходящих при горении ГКС, можно только в статистическом смысле. 

Вместе с тем, с макроскопической точки зрения процесс горения ГКС является 

детерминированным. Это проявляется в том, что, например, зависимость ско-

рости горения ГКС от давления и начальной температуры для макроскопиче-

ского образца, размеры которого существенно превышаю размеры внутренних 

структурных неоднородностей ГКС, является детерминированным, как и энер-

гетические характеристики ГКС, такие как удельный импульс или адиабатиче-

ская температура горения. Макроскопическое детерминированное поведение 

ГКС при горении связано с тем, что случайные процессы, происходящие на 

разных участках поверхности горения, осредняются для макроскопических об-

разцов и их случайные локальные флуктуации компенсируют друг друга. 

Таким образом, можно сделать вывод, что непротиворечивое описание 

процессов, происходящих при горении ГКС, возможно только в рамках стати-

стического подхода, использующего аппарат теории вероятностей, теории слу-

чайных процессов и статистической физики. 

Статистический подход к описанию процессов горения в настоящее время 

широко используется при моделировании турбулентного горения газов [72], 



однако практически не используется при описании горения гетерогенных кон-

денсированных смесей, имеющих изначально случайную структуру. В этом со-

стоит одно из главных внутренних противоречий современных теорий горения 

ГКС.  

Обычно, при описании процессов горения ГКС, имеющих случайную 

структуру, либо используют «гомогенные модели», в которых микронеодно-

родная ГКС заменяется некоторой осредненной гомогенной системой, либо 

рассматривают некоторую осредненную «характерную» ячейку ГКС, в которой 

сохраняется микронеоднородность, но теряется статистический характер про-

цесса. 

Дадим краткий анализ основных направлений, рассмотренных в данной 

работе. 

 

Структура ГКС 

 

В настоящее время не вызывает сомнения, что структура ГКС оказывает 

определяющее влияние на процессы, происходящие при горении ГКС и, в ча-

стности, на структуру поверхности горения и газового пламени, а также на 

процесс образования конденсированных продуктов сгорания - агломератов. 

В неявном виде структура ГКС учитывается в модели БДП [140] и в эста-

фетных моделях [43] для расчета стационарного горения СТРТ, в модели кар-

манов [42,148] для расчета процесса агломерации алюминия и в модели ячеек 

[88,89] для расчета безгазового горения ГКС (СВС-систем). 

Как известно, критерием неоднородности ГКС служит безразмерный па-

раметр κudd =0  [96], равный отношению характерного размера частиц d  к 

толщине прогретого слоя к-фазы uκ . При 10 <<d  ГКС может рассматриваться 

как гомогенная система, и к ней с достаточной точность применимы квазиод-

номерные модели. Как показывают оценки, реальные ГКС могут считаться ква-



зигомогенными только в том случае, если они содержат ультрадисперсные час-

тицы компонентов (<1мкм). Например, для современных высокоэнергетиче-

ских ГКС, имеющих скорость горения 15…20мм/с, толщина прогретого слоя к-

фазы составляет порядка 10мкм, в то время, как размеры частиц дисперсных 

компонентов лежат в пределах 50…250мкм. 

В последние 10-15 лет появились работы, в которых предпринято модели-

рование структуры ГКС или отдельных элементов этой структуры. Так, напри-

мер, в работах [13,118] рассматривается моделирование характерных структур-

ных ячеек ГКС, которые предполагается использовать для расчета скорости го-

рения ГКС или среднемассового диаметра агломератов. В работе [30] прово-

дится расчет координационных чисел частиц алюминия в СТРТ, необходимый 

для моделирования агломерации алюминия [42]. 

Более того, в последнее время появилось новое направление моделирова-

ния процесса горения безметальных СТРТ – прямое численное моделирование 

[146,165,174], в основе которого лежит расчет внутренней структуры ГКС. 

Подробный анализ методов моделирования высоконаполненных композитов 

будет дан в гл.1. 

Отметим, что проблема моделирования структуры композиционных мате-

риалов возникает не только применительно к ГКС, способным к самоподдер-

живающемуся горению, но и, например, для пористых сред, ячеистых пласт-

масс [108] и т.д. 

 

Стационарное горение ГКС 

 

Большой вклад в теоретические и экспериментальные исследования ста-

ционарного горения ГКС, в частности СТРТ, внесли советские и российские 

научные школы, возникшие в таких организациях, как ИХФ РАН им. Н.Н. Се-

менова (Беляев А.Ф., Бахман Н.Н., Манелис Г.Б., Струнин В.А., Глазкова А.П. 



и др.), ИХКиГ СО РАН (Зарко В.Е., Коробейничев О.П. и др.), ИСМАН (школа 

акад. Мержанова А.Г.), ФЦДТ «Союз» (школа акад. Жукова Б.П.) и многих др. 

Большой вклад в исследования и практическое применение процессов го-

рения ГКС в энергетических установках внесли такие организации, как ФЦДТ 

«Союз», ФНПЦ «Алтай» и др. 

Из иностранных ученых большой вклад в экспериментальные и теоретиче-

ские исследования стационарного горения ГКС внесли Бекстед М., Дерр  Р.Л., 

Прайс К.Ф., Боггс Т.Л., Коэн Н.С., Стрэнд Л.Д. и др. 

Большинство современных моделей стационарного горения ГКС доста-

точно подробно проанализированы в прекрасном обзоре [43]. Поэтому здесь 

будет дана лишь краткая классификация моделей горения ГКС и упомянуты 

модели, не вошедшие в [43]. 

Модели стационарного горения ГКС можно разделить на пять основных 

классов. 

A. Квазигомогенные модели [83,87,116,202]. В этих моделях реальная 

ГКС заменяется некоторой модельной гомогенной конденсированной систе-

мой. С физической точки зрения такой подход может быть оправдан только для 

ГКС с ультрадисперсными компонентами, размеры которых существенно 

меньше толщины прогретого слоя в к-фазе. Среди всех известных квазигомо-

генных моделей следует особо выделить модель [83,116,202], разработанную 

для СТРТ на основе ПХА. Основные недостатки квазигомогенных моделей 

связаны с пренебрежением роли внутренней структуры ГКС в процессе горе-

ния и вытекающей отсюда невозможностью предсказания зависимости скоро-

сти горения ГКС от размеров частиц окислителя. 

B. Модель характерной ячейки поверхности горения ГКС. В этих мо-

делях рассматривается не вся поверхность горения ГКС, а некоторая ее харак-

терная ячейка, состоящая из частицы окислителя, выступающей над поверхно-

стью и прилегающей к ней поверхности связующего. Размер частицы окисли-



теля в характерной ячейке берется равным некоторому среднему размеру час-

тиц окислителя в составе ГКС. 

Эти модели можно разделить на две группы: 

- полуаналитические модели [140,147,162], которые используют инте-

гральные законы сохранения массы и энергии, для расчета температуры 

поверхности компонентов и массовой скорости их разложения, при этом 

газовое пламя рассматривается в рамках модели Бурке-Шумана. Наибо-

лее известными из этих моделей являются модель БДП [140] и «улуч-

шенная модель» [147]; 

- прямое численное моделирование [172,203], основанное на численном 

решении трехмерных уравнений Навье-Стокса с учетом теплопроводно-

сти и кинетики в газовой и конденсированной фазах применительно к ха-

рактерной ячейке на поверхности горения. В этих моделях учитывается 

многостадийная кинетика химических реакций в газовой фазе. 

Модели характерных ячеек представляют собой значительный шаг вперед 

по сравнению с квазигомогенными моделями, т.к. учитывают, хотя и в упро-

щенном виде, структуру ГКС. Вместе с тем, эти модели обладают общим не-

достатком: они рассматривают некоторую среднюю ячейку на поверхности го-

рения, в то время как реальную поверхность горения ГКС можно представить 

состоящей из множества ячеек, имеющих существенно отличающиеся размеры, 

и распределенных по поверхности горения случайным образом. При этом в 

процессе горения происходит взаимодействие ячеек между собой через газо-

вую и конденсированную фазы. Модели средних ячеек позволяют рассчитать 

зависимость скорости горения от некоторых средних размеров частиц окисли-

теля в ГКС. Вместе с тем, хорошо известно [19,63,129,151,152,167], что ско-

рость горения ГКС зависит не только от среднего размера частиц окислителя, 

но и от функции распределения частиц окислителя по размерам. Получить та-

кие зависимости в рамках моделей характерных ячеек невозможно. 



C. Эстафетные модели. Модели этого класса разрабатывались приме-

нительно к СТРТ [19,21,49,141,171] и к СВС-системам [28,86,89,112,117,175-

180]. В эстафетных моделях реальная ГКС заменяется слоевой системой, со-

держащей периодически чередующиеся слои связующего и окислителя, или 

последовательной системой одинаковых элементарных ячеек, между которыми 

происходит теплообмен. Рассматривая последовательное горение слоев или 

ячеек, находится скорость горения ГКС в целом. 

D. Модель малых групп [147,156,200]. Эти модели разработаны при-

менительно к ГКС с частицами окислителя, существенно отличающимися по 

размерам. Идея метода, обсуждавшаяся впервые в работе [19], заключается в 

том, что связующее вместе с мелкодисперсным окислителем можно рассматри-

вать как некоторое «псевдотопливо», имеющее свою температуру горения, при 

этом для крупнодисперсных частиц окислителя это псевдотопливо будет вы-

ступать в качестве активного связующего, продукты горения которого будут 

служить горючим для продуктов разложения крупнодисперсных частиц окис-

лителя. Горение мелкодисперсных частиц окислителя в окружении связующего 

и крупнодисперсных частиц окислителя в окружении «псевдотоплива» рас-

сматривается обычно в рамках модели БДП [140] или «улучшенной модели» 

[147]. Недостатком этих моделей является то, что они применимы только для 

составов с фракциями окислителя, существенно отличающимися по размерам. 

Для монодисперсного окислителя модели малых групп переходят в модели ха-

рактерных ячеек со всеми их недостатками. Кроме того, модели малых групп, 

хотя и позволяют учесть структуру ГКС при расчете скорости горения, не учи-

тывают статистическую структуру поверхности горения ГКС. Например, они 

не учитывают, что даже для узкой фракции частиц окислителя в ГКС размеры, 

с которыми эти частицы участвуют в процессе на поверхности горения, будут 

существенно отличаться. 

E. Прямое численное моделирование процесса горения ГКС 



[146,165,174]. Это направление возникло менее трех лет назад и связано с пря-

мым численным моделированием процесса горения ГКС с учетом ее внутрен-

ней структуры. В основе метода лежит моделирование структуры ГКС (распре-

деление частиц окислителя в объеме ГКС) и последующее численное решение 

трехмерных уравнений теплопроводности в к-фазе и в газовой фазе с учетом 

кинетики газофазных реакций и течения газообразных продуктов разложения 

компонентов. В настоящее время задача решена для безметальных СТРТ на ос-

нове ПХА. По-видимому, это наиболее общий и многообещающий метод мо-

делирования процессов горения ГКС. К недостаткам этого метода можно отне-

сти его большую трудоемкость и большой объем требуемой памяти компьюте-

ра, поэтому прямые расчеты горения ГКС возможны только на суперкомпью-

терах, но и на них эти расчеты занимают несколько часов. Это приводит к то-

му, что прямое численное моделирование процесса горения ГКС, по крайней 

мере, при современном уровне развития компьютерной техники будет оста-

ваться скорее уникальной исследовательской, чем инженерной задачей, а сами 

расчеты этим методом будут проводиться только в исключительных случаях. В 

частности, это не позволит использовать данный метод при поиске новых со-

ставов или при расчете различных вариаций данного состава, т.к. это потребует 

большого объема вычислений при разных значениях параметров ГКС. Все это 

указывает на то, что основой инженерных расчетов и поисково-

конструкторских работ должна быть методика, не обладающая большой трудо-

емкостью и позволяющая на доступных инженерам, конструкторам и техноло-

гам компьютерах проводить большие серии необходимых расчетов. 

Следует отметить также новое направление в моделировании горения кон-

денсированных систем, развиваемое в работах акад. Липанова А.М. с сотруд-

никами [76-78], названное авторами «количественная теория горения твердых 

топлив», в основе которого лежит молекулярно–кинетическое моделирование 

процессов в жидко-вязком слое и в газовой фазе. 



Проведенный анализ позволяет сделать вывод о том, что, несмотря на 

большие успехи в моделировании стационарного горения ГКС, в настоящее 

время отсутствует статистическая теория горения, учитывающая случайную 

структуру ГКС и ее поверхности горения и рассматривающая взаимодействие 

различных структурных элементов в к-фазе ГКС, на ее поверхности горения и в 

газовой фазе в процессе горения. 

 

Агломерация металла при горении ГКС 

 

Для повышения энергетических характеристик ГКС в их состав вводят по-

рошкообразные металлы. Наиболее распространенным в настоящее время  ме-

таллическим компонентом ГКС является алюминий. Его содержание в твердых 

ракетных топливах обычно не превышает 20-22%, а в пиротехнических соста-

вах может доходить до 70-80%. 

Применение металлического горючего в твердых ракетных топливах по-

зволяет существенно повысить их энергетику, в частности термодинамический 

удельный импульс, но, вместе с тем, приводит к ряду дополнительных про-

блем, которые приходится решать при проектировании и эксплуатации РДТТ 

[91]. 

В первую очередь это связано с тем, что при горении металлизированных 

ГКС образуются агломераты, размеры которых в десятки раз превышают раз-

меры исходных частиц металла в ГКС. Столь крупные агломераты образуются 

в результате многостадийного процесса нагрева, плавления и слияния исход-

ных частиц металла, прежде чем они покинут поверхность горения. 

Образование агломератов приводит к тому, что продукты сгорания ГКС 

представляют собой двухфазную смесь газа и конденсированных частиц (в 

первую очередь, оксидов метала).  

За счет тепловой и механической инерционности конденсированных час-



тиц, а также за счет неполного сгорания металла в крупных частицах, возника-

ют, так называемые, двухфазные потери удельного импульса [131], которые 

могут достигать 8-10% от его термодинамического значения. Увеличение сред-

них размеров частиц к-фазы, образующихся при горении ГКС, всегда вызывает 

рост двухфазных потерь удельного импульса. 

Кроме этого, за счет своей инерционности частицы к-фазы, двигаясь в ка-

налах сложной формы, могут оседать на стенках камеры сгорания. Это особен-

но сильно проявляется в условиях повышенных перегрузок и в области над 

утопленной частью сопла [131]. Чем крупнее агломераты, образующиеся при 

горении ГКС, тем интенсивнее идет процесс их выпадения. Выпадение частиц 

к-фазы приводит к ее накоплению в камере сгорания РДТТ и, следовательно, к 

увеличению пассивной массы энергетической установки, что, в конечном сче-

те, ведет к снижению ее баллистической эффективности. Вместе с тем, выпаде-

ние частиц к-фазы, имеющих температуру, более 3000К, приводит к значитель-

ному повышению локальных тепловых нагрузок на стенку камеры сгорания, 

что в ряде случаев вызывает прогар корпуса и потерю работоспособности уста-

новки. Для предотвращения прогара стенок камеры сгорания в местах интен-

сивного выпадения к-фазы увеличивают толщину теплозащитного покрытия, 

что также ведет к увеличению пассивной массы РДТТ и снижению его балли-

стической эффективности. 

Разработка любых мер, способствующих уменьшению размеров агломера-

тов, покидающих поверхность горения ГКС, в конечном счете, позволяет по-

высить баллистическую эффективность энергетических установок на твердом 

топливе. 

Для создания надежных способов регулирования (в первую очередь по-

давления) агломерации металла при горении ГКС необходимы детальное зна-

ние всех механизмов и стадий этого сложного процесса и, в конечном счете, 

надежная теория, способная предсказывать результат агломерации – спектр, 



структуру и химический состав агломератов, образующихся при горении ГКС в 

разных условиях. 

Процесс агломерации был открыт и исследован в работах П.Ф. Похила, 

В.С. Логачева и В.М. Мальцева [99,100]. Большой вклад в дальнейшее исследо-

вание этого процесса внесли сотрудники Института химической физики им. 

Н.Н. Семенова, РАН (О.И. Лейпунский, Ю.В. Фролов и др.), Балтийского госу-

дарственного технического университета (В.А. Бабук с сотрудниками), Инсти-

тута химической кинетики и горения СО РАН (В.Е. Зарко с сотрудниками), 

Федерального центра двойных технологий «Союз» (школа акад. Б.П. Жукова) и 

др. Из рубежных ученых следует отметить М. Бекстеда, Н.Коэна, Е.Прайса, 

Т.Самбамурти, чьи работы, посвященные экспериментальному и теоретиче-

скому исследованию процесса агломерации металла при горении ГКС, стали 

классическими. 

Рассмотрим кратко основные результаты экспериментальных и теоретиче-

ских исследований процесса агломерации алюминия. 

 

Экспериментальные исследования 

 

Экспериментальному исследованию процесса агломерации алюминия при 

горении ГКС посвящено большое число работ, в которых рассматривалось 

влияние различных факторов как на распределение агломератов по размерам, 

так и на структуру и химический состав агломератов. 

Рассмотрим основные результаты экспериментальных исследований про-

цесса агломерации. 

 

Распределение агломератов по размерам 

Экспериментально установлено [11,157,198] что частицы к-фазы в продук-

тах сгорания ГКС имеют двухмодальное и даже полимодальное распределение 



по размерам. Это связано с двумя основными процессами их образования. Пер-

воначальным является процесс образование агломератов металла, которые 

формируют крупнодисперсную фракцию (>10мк) частиц к-фазы в продуктах 

сгорания.  

Нагрев агломератов на поверхности горения и агломератов, оторвавшихся 

от поверхности горения, происходит в окислительной среде, и всегда заканчи-

вается их воспламенением и горением. 

Горение крупных частиц алюминия (агломератов) происходит в двух ре-

жимах: газофазном и гетерогенном [9,10,32,39,40,99,138,144]. Горение в газо-

фазном режиме связано с испарением металла и горением его паров в смеси с 

газообразным окислителем. Результатом этого процесса является образование 

газообразных высших окислов алюминия, которые в результате химической 

конденсации образуют высокодисперсные частицы окиси алюминия [32,138]. 

Эти частицы имеют размеры менее 5-10мкм и формируют первую (высокодис-

персную) моду конденсированных продуктов сгорания ГКС.  

Гетерогенный режим горения агломератов связан с диффузией газообраз-

ного окислителя к поверхности частицы и протеканием химической реакции 

окисления на ее поверхности. Это приводит к образованию на поверхности аг-

ломерата слоя оксида алюминия. Кроме того, на крупном агломерате могут 

оседать высокодисперсные частицы окиси алюминия, образовавшиеся в газо-

вой фазе за счет химической конденсации, что также ведет к увеличению мас-

сы оксида алюминия, входящего в состав агломерата [12,138].  Таким образом, 

агломерат представляет собой бинарную каплю металл-оксид и состоит, в ос-

новном, из несгоревшего алюминия и окиси алюминия, которые в условиях ка-

меры сгорания энергетических установок находятся в жидком состоянии. От-

метим, что в состав агломератов могут также входить продукты неполного раз-

ложения органического связующего, в первую очередь углерод [12,35,61,115]. 

За счет поверхностного натяжения окись алюминия обычно собирается в ком-



пактное образование (нашлепку) [9-12,138,153], занимающее некоторую часть 

поверхности агломерата. 

 Так как обычно температура агломерата существенно меньше температу-

ры испарения окиси алюминия, в процессе эволюции агломерата происходит 

необратимый процесс накопления окиси алюминия и уменьшения доли чистого 

алюминия в агломерате. Другими словами, масса окиси алюминия, в агломера-

те монотонно возрастает до тех пор, пока не выгорит весь свободный алюми-

ний или не прекратится процесс горения агломерата. Существуют теоретиче-

ские соображения [138] о том, что в результате химической реакции Al+Al2O3 

(в к-фазе агломерата) возможно образование газообразных высших окислов 

Al2O и AlO, что должно приводить к некоторому уменьшению массы Al2O3 в 

агломерате. Однако, по-видимому, этот процесс является более медленным, 

чем процесс накопления Al2O3 в агломерате за счет гетерогенного окисления 

алюминия, и не может изменить качественной картины образования крупно-

дисперсной фракции частиц Al2O3. 

Таким образом, основные моды функции плотности распределения (ФПР) 

по размерам частиц окиси алюминия в продуктах сгорания ГКС имеют простое 

объяснение: первая мода ФПР связана с высокодисперсным оксидом алюми-

ния, образовавшимся в результате конденсации из газовой фазы, в то время как 

остальные моды ФПР описывают крупные фракции частиц окиси алюминия, 

возникшие за счет агломерации металла при горении ГКС и накоплении в них 

Al2O3 в ходе гетерогенных реакций с газообразным окислителем. 

Экспериментально установлено [11,138,157,198], что ФПР агломератов по 

размерам также является многомодальным. Это связано с несколькими процес-

сами, участвующими в агломерации. Так, например, существует конечная ве-

роятность того, что часть исходных частиц металла вылетит с поверхности го-

рения ГКС, не объединившись с другими частицами. Именно одиночные ис-

ходные частицы металла, вылетевшие с поверхности горения, образуют первую 



моду ФПР агломератов [11,138]. Возникновение остальных мод ФПР агломера-

тов не получило до настоящего времени удовлетворительного объяснения. 

 

Структура агломератов 

Важную роль в понимании процесса агломерации металла и дальнейшей 

эволюции частиц играют исследования структуры агломератов. Как уже отме-

чалось, в состав агломерата обычно входят несгоревший алюминий, окись 

алюминия и продукты неполного распада органического связующего. В работе 

[12] описаны два качественно отличающихся вида агломератов, образующихся 

при горении ГКС разного состава. В работе [12] показано, что можно выделить 

два класса (A и B) ГКС. Для ГКС класса А характерно воспламенение металла 

в нижней части каркасного слоя. Частицы первоначально горят в гетерогенном 

режиме, а затем, в верхней части каркасного слоя и на его поверхности – в па-

рофазном режиме [9]. Размеры частиц алюминия, горящих в гетерогенном ре-

жиме, близки к размерам исходных частиц металла в ГКС. Эти составы отлича-

ет высокая связность частиц металла с углеродистыми элементами каркасного 

слоя. В результате, поры в углеродистом каркасе заполняются жидкой окисью 

алюминия. Большая поверхность контакта расплавленной окиси алюминия с 

углеродистым каркасом делает агломераты малоподвижными и обеспечивает 

высокую адгезионную силу, удерживающую их на поверхности горения ГКС.  

При горении ГКС класса А образуются агломераты двух типов. Первые 

агломераты, названные авторами [12] «матричными», представляют собой сфе-

рическую частицу Al2O3, в которую внедрены отдельные частицы алюминия. 

Среди этих частиц алюминия, как правило, несколько крупных и множество 

мелких, которые расположены, обычно, на свободной поверхности жидкой 

окиси, однако, некоторые мелкие частицы Al могут быть полностью капсюли-

рованы окисью алюминия. Металл «матричных» агломератов, имеющий сво-

бодную поверхность, горит в парофазном режиме с образованием шлейфа, 



имеющего слоистую структуру. Массовая доля окиси алюминия в «матричных» 

агломератах может достигать 60-70%. Агломераты второго типа состоят из 

частиц металла, на поверхности которых имеется нашлепка окиси алюминия. 

Соотношение между агломератами первого и второго типов меняется при из-

менении условий горения ГКС класса А. Существует пороговое давление, вы-

ше которого агломераты первого типа практически отсутствуют. Пороговое 

давление зависит от свойств ГКС. Агломераты первого типа, как правило, 

имеют большие размеры, которые увеличиваются с ростом давления. 

При горении ГКС класса B воспламенение частиц металла происходит на 

поверхности горения (после выхода из каркасного слоя). Верхняя часть кар-

касного слоя состоит из исходных частиц металла, покрытых твердой окисной 

пленкой. После воспламенения эти частицы соединяются между собой по мес-

там растрескивания окисной пленки, а затем горят в гетерогенном и парофаз-

ном режимах [9]. При горении ГКС класса B образуются только агломераты 

второго типа, при этом нашлепка окиси алюминия на частицах алюминия в оп-

ределенных условиях может отсутствовать. Содержание Al2O3  в агломератах в 

основном определяется гетерогенным горением на поверхности каркасного 

слоя. 

Массовая доля окиси алюминия в агломератах разного типа отличается, 

более того, она зависит от давления, при котором происходит горение ГКС. В 

работе [12] установлено, что массовая доля Al2O3 в агломератах, образующихся 

при горении ГКС класса A, уменьшается с ростом давления и при давлении 

p>4МПа выходит на постоянный уровень, равный, примерно, 0.28. В то же 

время, содержание Al2O3 в агломератах, образующихся при горении составов 

класса В, практически не зависит от давления и находится на уровне, пример-

но, 0.16. Отметим, что, вообще говоря, данные разных авторов по массовой до-

ле Al2O3 в агломерате отличаются. Это связано с разными методиками отбора 

агломератов для химического анализа. Чем дальше от поверхности горения 



происходит отбор, тем меньше активного алюминия содержится в агломератах 

[37,38]. 

Сложная структура агломератов, содержащих Al, Al2O3, продукты непол-

ного распада органического связующего и, в некоторых случаях, газовые 

включения, приводит к тому, что плотность агломератов зависит от их разме-

ров, состава ГКС и условий сжигания ГКС, в первую очередь, давления 

[12,35,61]. В работе [12] показано, что для ГКС класса А с ростом давления 

средняя плотность агломератов увеличивается и при p>4МПа выходит на по-

стоянный уровень, примерно соответствующий, массовому соотношению 

Al/Al2O3 в агломерате. 

В некоторых случаях наблюдается раздувание агломератов за счет объем-

ного газовыделения, связанного с протеканием химических реакций  Al+Al2O3 

и Al2O3+2С= Al2O↑+2CO↑ [12,91]. Это приводит к изменению средней плотно-

сти агломератов, а также к различию среднемассового и среднеобъемного диа-

метра агломератов. 

 

Влияние различных факторов на процесс агломерации 

На процесс агломерации влияет большое число факторов, которые можно 

разбить на две группы. К первой группе относятся факторы, характеризующие 

саму ГКС (состав, структура, дисперсность компонентов, скорость горения и 

т.д), ко второй группе относятся факторы, характеризующие внешние условия, 

в которых происходит горение ГКС (давление, обдув поверхности горения, пе-

регрузки и т.д.). 

Рассмотрим кратко влияние основных факторов на процесс агломерации. 

Концентрация и размеры частиц металла в ГКС. Установлено, что сущест-

вует некоторая пороговая концентрация металла в ГКС, начиная с которой эф-

фект агломерации становится заметным [99]. Пороговая концентрация алюми-

ния находится в прямой зависимости от размеров частиц: чем меньше размер 



частиц, тем меньше их концентрация, при которой проявляется агломерация. В 

табл.1 приведены данные работы [99], показывающие, как меняется пороговая 

концентрация алюминия в ГКС в зависимости от среднемассовых размеров ис-

ходных частиц алюминия. 

 

 Таблица 1 

Зависимость пороговой концентрации алюминия, при которой 

начинает проявляться эффект агломерации, от среднемассового 

диаметра исходных частиц алюминия в ГКС [99] 

Среднемассовый размер час-

тиц Al, мкм 
≤ 1 10 50-70 160 

Пороговая концентрация, % 1 2-3 5-7 10 

 

Процесс агломерации может быть охарактеризован степенью агломера-

ции, равной отношению среднего диаметра агломератов к среднему диаметру 

исходных частиц металла в ГКС. 

Переход от мелкодисперсного алюминия к крупнодисперсному сопровож-

дается увеличением среднемассового диаметра агломератов и одновременным 

уменьшением степени агломерации [35,198]. 

С ростом концентрации алюминия в ГКС среднемассовый размер агломе-

ратов увеличивается по экспоненциальному закону [35,61]. 

Влияние дисперсности и концентрации металлического горючего в ГКС 

на размеры образующихся агломератов имеет простое объяснение [42]: чем 

мельче частицы исходного металла и больше его массовая концентрация в 

ГКС, тем больше концентрация частиц металла в ГКС, тем больше контакти-

рующих частиц и, следовательно, тем больше вероятность объединения частиц 

в агломераты при прохождении тепловой волны по к-фазе ГКС [33]. 

Концентрация и размеры ПХА и других дисперсных компонентов ГКС. С 



увеличением среднемассового диаметра частиц окислителя (ПХА) степень аг-

ломерации и среднемассовый размер агломератов возрастают [35,41-

43,61,99,115,198]. Между среднемассовыми размерами агломератов и частиц 

ПХА существует, практически, прямая пропорциональность. 

Такой связи между размерами агломератов и частиц ПХА обычно дается 

простое объяснение: порошкообразный металл концентрируется в «карманах» 

между частицами ПХА [35,41-43,61,99,115,148,198], размеры которых тем 

больше, чем больше размеры самих частиц ПХА. 

Вместе с тем, прямая пропорциональность между среднемассовыми раз-

мерами агломератов и частиц  ПХА наблюдается только для относительно 

крупнодисперсных порошков ПХА. В работе [138], приведены данные, демон-

стрирующие увеличение размеров агломератов с уменьшением среднего диа-

метра частиц ПХА для составов, содержащих мелкодисперсный порошок ПХА 

(меньше 30мкм). Объяснение этого эффекта в рамках модели «карманов» не-

возможно. 

Скорость горения. Практически все исследователи отмечают положитель-

ную роль скорости горения ГКС в процессе агломерации: любые изменения, 

приводящие к увеличению скорости горения ГКС, способствуют снижению аг-

ломерации металла при горении металлизированных ГКС [35,41-

43,61,99,115,138,148,198]. В действительности очень трудно отделить влияние 

на агломерацию собственно скорости горения ГКС от влияния других факто-

ров (давления, дисперсности окислителя и т.д.), изменяющих также и скорость 

горения. Например, известно [61], что на составах с тонко измельченными 

компонентами, содержащих 15-20% алюминия, при скорости горения 40-

50мм/с агломерация алюминия практически не наблюдается. Трудно сказать, 

что в данном случае сыграло большую роль: увеличение дисперсности ПХА и, 

следовательно, уменьшение размеров «карманов», или вызванное им повыше-

ние скорости горения. В работе [99] скорость горения ГКС изменялась за счет 



изменения гравитационной плотности прессованного образца. Изменяя таким 

образом скорость горения ГКС с 5.8 до 7.6мм/с, удалось уменьшить среднеобъ-

емный размер агломератов в полтора раза. При этом, однако, массовая скорость 

оттока газа от поверхности горения (массовая скорость горения ГКС) изменя-

лась в узких пределах от 0.98 до 1.04 10-7кг/см2с, таким образом, снижение сте-

пени агломерации было вызвано, скорее, изменением структуры ГКС, чем соб-

ственно скоростью горения (скоростью образования газообразных продуктов 

сгорания). 

Ответ на поставленный вопрос могли бы дать опыты, в которых скорость 

горения изменяется в широких пределах за счет введения катализаторов и ин-

гибиторов горения при неизменном химическом и фракционном составе ГКС. 

К сожалению, такие количественные данные в настоящее время отсутствуют. 

Роль горючего и окислителя. Все имеющиеся данные указывают на важ-

ную роль, которую играют природа связующего и его концентрация в ГКС. Из-

вестно, что замена связующего в ГКС при прочих равных условиях непосред-

ственно сказывается на размерах образующихся агломератов. В первую оче-

редь это связано с поведением связующего в процессе нагрева при горении 

ГКС. В настоящее время достигнуто лишь качественное понимание роли свя-

зующего в процессе агломерации: чем больше образуется углеродистого остат-

ка и меньше выход летучих при термическом разложении связующего, тем 

больше (в среднем) размеры агломератов [11,12,35,61,99,198].  

Например [35,61], переход от связующих, содержащих 30-40% углерода, к 

связующим, содержащим 80-85% углерода, приводит к резкому увеличению (в 

2-5раз) среднемассового размера агломератов, а также к качественному изме-

нению зависимости среднемассового размера агломератов от давления. 

Это объясняется тем, что агломераты могут быть связаны с поверхностью 

горения ГКС через углеродистый каркас или углеродистые нити – продукты 

неполного разложения связующего. Чем больше и прочнее углеродистый оста-



ток, тем крепче агломераты связаны с поверхностью горения; следовательно, 

тем дольше они будут находиться на поверхности и, тем больше вероятность 

их укрупнения. 

Важную роль в процессе агломерации играет поведение связующего и 

окислителя в процессе нагрева. Так, например, ГКС на плавящемся в процессе 

горения перхлорате калия дают агломераты меньших размеров, чем ГКС на 

ПХА (при прочих равных условиях) [35,99]. Это же относится и к связующим: 

ГКС на плавящемся в процессе горения связующем дает агломераты меньших 

размеров, чем на связующем, разлагающемся без образования жидкой фазы. 

Эта закономерность объясняется, по-видимому, тем, что связь агломератов с 

жидким слоем на поверхности ГКС в среднем более слабая, чем с конденсиро-

ванным пористым каркасным слоем, что способствует более раннему отрыву 

агломератов, не успевающих укрупниться на поверхности горения. 

Давление. В настоящее время установлено, что можно выделить три типа 

ГКС отличающихся зависимостью среднемассового размера агломератов от 

давления. 

Для ГКС первого типа характерно уменьшение среднемассового размера 

агломератов с ростом давления [11,35,61,99,198]. Это наиболее представитель-

ный класс ГКС, более того, ранее считалось, такая зависимость характерна для 

всех ГКС [35,61,99]. Так, например, для полибутадиен-акрилонитрильных ГКС 

было установлено, что степень агломерации изменяется с ростом давления 

пропорционально 3.0−p [99]. 

В работах [11,198] показано, что зависимость среднемассового размера аг-

ломератов от давления для ГКС первого типа более сложная. При низких дав-

лениях (<1.5МПа) среднемассовый размер агломератов практически не зависит 

от давления и лишь для p>2МПа эту зависимость можно считать степенной 

[11]. В работе [198] показано, что уровень давления (пороговое давление), ни-

же которого размеры агломератов не зависят от давления, при прочих равных 



условиях увеличивается с уменьшением среднемассовых размеров частиц 

ПХА. Были рассмотрены составы, содержащие две фракции ПХА с соотноше-

нием крупной к мелкой 80:20; составы отличались только дисперсностью мел-

кой фракции ПХА [198]. В табл.2 приведены пороговые значения давления, 

полученные в работе [198] для разных размеров частиц мелкой фракции ПХА. 

 

 Таблица 2 

Зависимость порогового давления, выше которого давление влияет на 

размеры агломератов, от размеров частиц мелкой фракции ПХА [198] 

Среднемассовый размер частиц 

мелкой фракции ПХА, мкм 
17 49 82.5 196 

Пороговое давление, МПа 2 1.4 0.4 <0.1 

 

Для ГКС второго типа среднемассовые размеры агломератов увеличива-

ются с ростом давления [11]. Здесь также имеются области, в которых размеры 

агломератов практически не зависят от давления. Для состава, рассмотренного 

в [11] отсутствие зависимости от давления наблюдается в областях p<1.5МПа и 

p>6МПа. 

Для ГКС третьего типа среднемассовые размеры агломератов практически 

не зависят от давления во всем исследованном диапазоне [11]. 

Объяснение этих закономерностей в рамках модели «карманов», по-

видимому, не возможно. Вместе с тем, все это указывает на отсутствие единого 

механизма агломерации, которая зависит от природы связующего, дисперсно-

сти частиц металла, а также концентрации связующего и металла в ГКС. 

Обдув поверхности горения. Во многих случаях горение ГКС сопровожда-

ется обдувом поверхности горения продуктами сгорания. В работе [97] уста-

новлено, что поперечный поток, имеющий скорость 60м/с, на составах с круп-

ным окислителем увеличивает, примерно в два раза, число частиц, превышаю-



щих по размеру исходные. 

В работе [99] приведены данные, полученные при горении щелевого заря-

да, в котором средняя скорость потока регулировалась в пределе от нуля до 

100м/с. Было установлено, что среднеобъемный размер агломератов в зависи-

мости от скорости обдува поверхности горения проходит через максимум, со-

ответствующий, примерно, V=15м/с. Дальнейшее увеличение скорости обдува 

вызывает снижение средних размеров агломератов. В частности, оказалось, что 

в рассматриваемом примере, практически совпали интегральные кривые рас-

пределения частиц по размерам, полученные для заряда торцевого горения 

(V=0) и при обдуве поверхности горения со скоростью V=100м/с. Следует от-

метить, что в данном случае нельзя говорить только о влиянии обдувающего 

потока, так как этот поток является двухфазным и, следовательно, у поверхно-

сти горения и в самом потоке идут интенсивные процессы коагуляции и дроб-

ления частиц, которые изменяют спектр агломератов.  

Перегрузки. Эксперименты показывают, что перегрузки, действующие по 

нормали к поверхности горения, ускоряют процесс агломерации [35,145]. Чем 

меньше размеры исходных частиц алюминия в ГКС, тем выше степень их аг-

ломерации под действием нормальных перегрузок, направленных к поверхно-

сти горения. Это связано с увеличением времени пребывания агломератов на 

поверхности горения под действием прижимающих перегрузок, что способст-

вует укрупнению агломератов. 

Под действием перегрузок, направленных к поверхности горения, агломе-

рат прижимается к поверхности связующего, что способствует ускорению пи-

ролиза связующего и, в конечном счете, увеличению скорости горения ГКС 

[84,85]. 

Слияние агломерата на поверхности с частицами алюминия, поступающи-

ми из к-фазы, приводит к быстрому укрупнению агломератов и способствует 

слиянию агломератов, находящихся на поверхности горения. В результате, по-



верхность горения покрывается слоем расплавленного алюминия и его окиси.  

Увеличение скорости горения ГКС за счет уменьшения дисперсности ПХА 

или за счет введения катализатора позволяет уменьшить степень агломерации, 

однако, все равно, за счет перегрузок на поверхности горения остаются круп-

ные агломераты, не способные ее покинуть. Размер таких агломератов с тече-

нием времени увеличивается и может достигать нескольких миллиметров. 

Технология изготовления ГКС. На конечные размеры агломератов влияют 

не только дисперсность, химический и фракционный состав ГКС, но и способ 

изготовления смеси, определяющий внутреннюю структуру ГКС и равномер-

ность распределения в ней компонентов. Например [99], одна и та же смесь 

(10% ПММА) приготавливалась двумя способами: путем обычного механиче-

ского перемешивания компонентов во вращающемся барабане, когда неравно-

мерность распределения компонентов закономерна, и методом «желатиниза-

ции», когда алюминий и окислитель вводили в предварительно приготовлен-

ный раствор горючего в дихлорэтане. После тщательного перемешивания и ис-

парения растворителя образовывалась достаточно однородная масса, в которой 

горючее тонким слоем обволакивает частицы алюминия и ПХА. При сжигании 

образцов из желатинизированного состав, содержащего 7% алюминия, средний 

размер агломератов был в полтора раза меньше, чем на образцах из смеси, при-

готовленной обычным методом. Это также указывает на важную роль структу-

ры ГКС в процессе агломерации. Вместе с тем, следует отметить, что при этом 

и скорость горения у желатинизированного состава была несколько выше. 

 

Горение частиц алюминия и агломератов 

Воспламенение и горение частиц алюминия и агломератов на поверхности 

горения ГКС является очень важным фактором, влияющим на размеры обра-

зующихся агломератов. Существует большое число работ, посвященных под-

робному исследованию воспламенения и горения частиц алюминия, как оди-



ночных, так и в условиях, соответствующих горению ГКС 

[27,32,64,101,144,153]. 

 

Теоретические исследования 

 

В отличие от экспериментальных работ, количество теоретических иссле-

дований, посвященных созданию моделей агломерации, значительно меньше. 

Это связано, видимо, с наличием большого числа различных факторов, в раз-

ной степени влияющих на процесс агломерации. Только в последнее время, 

благодаря тонким и детальным экспериментальным исследованиям, накопился 

материал, достаточный для построения теории агломерации. 

Процесс агломерации алюминия является многостадийным и начинается 

со спекания контактирующих частиц алюминия в ГКС при прохождении теп-

ловой волны. Поэтому необходимым, хотя и не достаточным условием, для на-

чала агломерации является наличие в ГКС достаточно большого числа контак-

тирующих частиц алюминия. В работе [42] с позиции «геометрической вероят-

ности» установлен критерий, определяющий наличие непрерывной цепочки 

контактирующих частиц. При этом частицы считаются сферическими и имеют 

одинаковые размеры. Для моделирования реальных ГКС представляется целе-

сообразным обобщить эту модель на любой спектр частиц алюминия в ГКС. 

По-видимому, аналитические решения этой задачи отсутствуют, и надежды на 

ее решения связаны с разработкой численных методов моделирования структу-

ры ГКС. 

Процесс слияния расплавленных контактирующих частиц исследовался во 

многих работах, результаты которых описаны в достаточно подробном обзоре 

[33]. Основной вывод, который можно сделать из этих работ заключается в 

том, что время слияния частиц алюминия примерно на порядок меньше време-

ни их выхода на поверхность горения ГКС. Это означает, что процесс слияния 



контактирующих частиц после достижения ими температуры плавления можно 

считать мгновенным. 

Основной прогресс в моделировании процесса агломерации связан с мо-

делью карманов [11,42,43,99,115,138,148,198]  – некоторых структурных еди-

ниц ГКС в пределах которых происходит слияние исходных частиц алюминия 

в агломераты. В соответствии с этой моделью считается, что крупные частицы 

ПХА образуют в ГКС ячейки, названные карманами, внутри которых распре-

делены частицы алюминия. При прохождении тепловой волны по ГКС проис-

ходит спекание частиц алюминия, принадлежащих одной ячейке, их плавление 

и объединение в единую каплю – агломерат, который в дальнейшем отрывается 

от поверхности горения. Таким образом, распределение агломератов по разме-

рам в соответствии с моделью карманов является чисто геометрической харак-

теристикой ГКС и определяется только распределением объемов карманов 

внутри ГКС. Модель карманов стала важным шагом в понимании явления аг-

ломерации: она позволила объяснить прямую пропорциональность между 

среднемассовыми размерами агломератов и частиц ПХА и установила сущест-

вование связи между процессом агломерации и внутренней структурой ГКС. 

Вместе с тем, модель карманов имеет ряд недостатков, основными из ко-

торых являются следующие. 

1. При анализе структуры реальных ГКС не удается строго выделить изо-

лированные карманы между частицами ПХА, в пределах которых происходит 

формирование агломератов [11,143,145,169]. Это противоречие было устранено 

в работе [11] дополнительным введением «межкарманного» механизма агломе-

рации, когда в агломерат сливаются частицы алюминия, принадлежащие со-

седним карманам. Хотя такой подход и позволяет объяснить различие между 

распределением агломератов и карманов в ГКС, его практическое применение 

становится затруднительным, так как не ясно как учитывать вклад «межкар-

манного» слияния частиц алюминия. 



2. Распределение агломератов, образующихся по карманному механизму, 

определяется только структурой ГКС (распределением карманов по размерам) 

и не зависит от других характеристик ГКС (скорости горения др.). Это не по-

зволяет объяснить наблюдаемые в экспериментах зависимости среднемассовых 

размеров агломератов от скорости горения, давления, нормальных перегрузок и 

т.д. Для устранения этого противоречия в работе [148] модель карманов была 

усовершенствована. Было введено достаточно правдоподобное допущение о 

том, что не все исходные частицы алюминия до выхода на поверхность горения 

успевают расплавиться. Чем больше скорость горения, тем меньше максималь-

ный размер частиц, достигающих температуры плавления при выходе на по-

верхность горения. Учет этого факта позволил получить в рамках карманного 

механизма агломерации зависимость среднемассового размера агломератов от 

скорости горения. Однако, в соответствии с этой моделью, для ГКС с мелко-

дисперсным алюминием, частицы которого всегда выходят на поверхность го-

рения в расплавленном виде, среднемассовый размер агломератов должен оп-

ределяться только распределением карманов по размерам и также не должен 

зависеть от скорости горения и от давления. Это противоречит эксперимен-

тальным данным, полученным для ГКС с ультрадисперсным алюминием ALEX 

[159]. 

3. Обнаруженное в работе [138] увеличение размеров агломератов с 

уменьшением размеров частиц ПХА (менее 30мкм) в ГКС также не укладыва-

ется ни в одну из модификаций модели карманов и требует, по-видимому, дру-

гого подхода к моделированию процесса агломерации. 

4. Модель «карманов» не позволяет объяснить агломерацию алюминия при 

горении металлизированных баллиститных систем, в которых отсутствуют ка-

кие-либо структурные ячейки. Для таких систем модель карманов просто теря-

ет смысл. Следует отметить, что ГКС с ультрадисперсными частицами ПХА 

можно рассматривать как гомогенную конденсированную систему, для которой 



механизм агломерации должен быть таким же, как и для металлизированных 

баллиститных систем. Таким образом, теория агломерации алюминия при го-

рении ГКС должна иметь в качестве предела, соответствующего ультрадис-

персному порошку ПХА, теорию агломерации при горении гомогенных, в ча-

стности баллиститных, конденсированных систем.  

Были предприняты попытки усовершенствовать модель карманов с целью 

устранения указанных противоречий, например, учетом условий отрыва агло-

мерата от поверхности горения. В работах [11,34] рассматривается модель от-

рыва, основанная на балансе сил, действующих на агломерат. С одной стороны 

на агломерат действует отрывающая сила, имеющая аэродинамическую приро-

ду, а с другой стороны его удерживают на поверхности горения связи с элемен-

тами каркасного слоя ГКС: углеродистого каркаса и спекшихся частиц алюми-

ния.  

В работах [64,65,66] рассматривается модель, совмещающая в себе кар-

манный механизм слияния частиц алюминия в агломерат и условие отрыва аг-

ломерата от поверхности. Модель [64-66] учитывает в упрощенной постановке 

химические реакции, приводящие к разогреву агломерата и его воспламенению 

на поверхности горения. Предполагается, что отрыв агломерата от поверхности 

горения происходит сразу после его воспламенения, при этом до воспламене-

ния агломерат может перекатываться по поверхности горения, сливаясь с дру-

гими агломератами. Это противоречит имеющимся экспериментальным дан-

ным, согласно которым агломерат может отрываться от поверхности горения 

как до, так и после своего воспламенения [11], более того, в ряде случаев на-

блюдаются агломераты, горящие на поверхности горения [37,180]. Следует 

также отметить, что наблюдения за поверхностью горения ГКС (в том числе 

киносъемка) не выявили агломератов, перекатывающихся вдоль поверхности; 

агломераты на поверхности горения малоподвижны и обычно совершают не-

большие колебания, амплитуда которых не превышает их радиуса. 



В работе [14] предпринята попытка расчета функции распределения агло-

мератов по размерам из анализа функции распределения карманов в ГКС по 

размерам. Карманы рассчитываются методом, описанным в работе [13], кото-

рый сводится к моделированию некоторой характерной ячейки внутри ГКС. К 

сожалению, в работе [14] не приведена подробная математическая модель и ал-

горитм расчета, что затрудняет ее анализ, кроме того, в работе не дана четкая 

математическая процедура выделения из случайной структуры ГКС отдельных 

карманов. 

Достаточно подробная критика модели карманов, как основы теории аг-

ломерации, приведена в работе [198], в которой выявлены как логические, так 

и физические противоречия этой модели. 

Следует также отметить, что предложенные ранее модели агломерации в 

основном носили корреляционный характер, т.к., фактически, устанавливали 

корреляцию между среднемассовыми размерами агломератов и некоторыми 

средними размерами дисперсных компонентов ГКС. Ни одна из ранее предло-

женных моделей не рассматривала процесс агломерации алюминия в динами-

ке, когда конечный результат процесса может зависеть от длительности той 

или иной стадии. 

Все это указывает на ограниченность существующих моделей агломера-

ции, в первую очередь модели «карманов», и на необходимость построения 

статистической теории агломерации алюминия, рассматривающей процесс в 

динамике и учитывающей случайную структуру ГКС и процессы, происходя-

щие при ее горении в к-фазе, каркасном слое и на поверхности горения. 

 

Нестационарное горение ГКС 

 

Нестационарное горение гетерогенных конденсированных смесей, в пер-

вую очередь, смесевых твердых ракетных топлив, существенно отличается от 



нестационарного горения гомогенных конденсированных систем, например, 

баллиститных порохов. Это отличие связано, в основном, с неоднородной 

структурой ГКС, состоящих из дисперсных компонентов, например порошко-

образного ПХА, скрепленных полимерным связующим.  

В настоящее время накоплен большой экспериментальный материал, вы-

являющий особенности нестационарного горения ГКС. 

Обычно, при исследовании нестационарного горения ГКС основное вни-

мание уделяется области высоких частот, которые существенно больше харак-

терных частот сгорания структурных неоднородностей ГКС (например, частиц 

ПХА). В этих условиях гетерогенная структура ГКС проявляется слабо в виде 

некоторых среднестатистических параметров. Этим объясняется тот факт, что 

при моделировании, например, акустической неустойчивости в РДТТ с успе-

хом используются одномерные модели горения гомогенных конденсированных 

систем. 

Напротив, при низких частотах могут наблюдаться резонансные явления, 

связанные с совпадением внешней задающей частоты, например частоты коле-

баний давления, и частоты сгорания частиц окислителя в ГКС. Исследование 

нестационарного горения ГКС при низких частотах, соизмеримых с частотами 

сгорания структурных неоднородностей ГКС, позволяет получить достаточно 

подробную информацию о процессов, протекающих при стационарном и не-

стационарном горении ГКС, а также выявить роль гетерогенности системы в 

этих процессах. Более того, исследование низкочастотных колебаний различ-

ных параметров (давления, светимости пламени, концентрации химических со-

единений в газовой фазе и т.д.) при стационарном и нестационарном горении 

ГКС при низких частотах может дать новый инструмент диагностики процес-

сов горения ГКС. Это говорит о фундаментальном значении теории нестацио-

нарного горения ГКС. Вместе с тем, теория нестационарного горения ГКС 

имеет большое прикладное значение, так как именно на ее базе строятся моде-



ли нестационарных процессов в энергетических установках на твердом топливе 

[4,5,8,55,96,132,133], используемые для анализа устойчивости работы РДТТ и 

расчета нестационарных процессов [52,60,131]. 

Анализ поверхности горения ГКС [142,143] показывает, что на ней имеют-

ся существенные неоднородности, связанные с неравномерным выгоранием 

дисперсного компонента (окислителя) и связующего. На это же указывают из-

мерения температурного профиля [151,152] в газовой фазе у поверхности горе-

ния ГКС при стационарных условиях: наблюдаются значительные флуктуации 

температуры в зависимости от того в какой области (у поверхности ПХА или 

связующего) производится измерение.  

При изменении условий горения, например давления, высота неоднород-

ностей поверхности горения и их характер также изменяются [143]. Это свиде-

тельствует о том, что неравноменность выгорания компонентов ГКС во многом 

зависит от условий горения. 

В работе [57] исследовался спектр собственных колебаний (шумов) давле-

ния при горении ГКС в бомбе постоянного давления в стационарных условиях. 

Было установлено, что в спектре частот пульсаций давления существует основ-

ная частота, характеризующаяся наибольшей амплитудой. Отношение этой 

частоты к частоте сгорания частиц окислителя близко к единице в широком 

диапазоне давлений и размеров частиц окислителя. Киносъемка процесса горе-

ния ГКС, проведенная в работе [57], показала, что отток продуктов сгорания от 

горящей поверхности также имеет пульсирующий характер с частотой, совпа-

дающей с частотой сгорания частиц окислителя. 

В работе [59] исследовалось нестационарное горение ГКС при быстром 

сбросе давления. В опытах регистрировалось изменение давления и светимость 

пламени. По осциллограмме светимости определялась длительность переход-

ного процесса. Опыты проводились для широкого диапазона размеров частиц 

ПХА (4μ-1600μ). Было установлено, что для мелких частиц, размер которых 



соизмерим с толщиной прогретого слоя к-фазы ГКС, длительность переходно-

го процесса в пределах точности эксперимента не зависит от размеров частиц. 

В этом диапазоне дисперсности частиц ПХА ГКС ведет себя при нестационар-

ном горении как гомогенное топливо. Для крупных частиц окислителя с разме-

рами, превышающими толщину прогретого слоя к-фазы, длительность пере-

ходного процесса пропорциональна (с коэффициентом 1.25) времени сгорания 

частиц, определенному по скорости горения ГКС при конечном давлении. 

В работах [17,18] исследовался процесс горения ГКС при наложении по-

стоянного или переменного электрического поля. Было установлено, что при 

наложении постоянного электрического поля происходит перестройка процес-

са горения и переход его на новый режим. Переходной процесс носит колеба-

тельный характер, при этом характерная частота колебаний пропорциональна 

«частоте сгорания» частиц окислителя [17]. Кроме этого, в процессе перехода с 

одного режима на другой наблюдалось возникновение крупных неоднородно-

стей поверхности горения, которые исчезали после завершения переходного 

процесса. Размеры этих неоднородностей были соизмеримы с размерами круп-

ных кристаллов ПХА. При наложении периодического электрического поля 

наблюдались резонансные эффекты, если частота внешнего электрического по-

ля была порядка «частоты сгорания» частиц ПХА [18]. 

Обобщая эти данные, можно утверждать, что характерным масштабом 

времени для нестационарных процессов, протекающих у поверхности горения 

ГКС как при стационарном, так и при нестационарном горении является харак-

терное время сгорания частиц дисперсных компонентов, а не время релаксации 

прогретого слоя к-фазы, как это имеет место для гомогенных конденсирован-

ных систем. 

Эти данные и многие другие говорят о том, что горение ГКС даже в ста-

ционарных условиях происходит нестационарно не только в пределах малых 

участков поверхности горения, но и для образцов конечных размеров в целом. 



Это означает, что эффекты нестационарного выгорания компонентов и отдель-

ных участков поверхности горения ГКС должны учитываться даже в моделях 

стационарного горения ГКС. 

С теоретической точки зрения, гетерогенность ГКС проявляется в том, что 

температурные поля в конденсированной и газовой фазах у поверхности горе-

ния являются существенно неодномерными и нестационарными, что ведет к 

неравномерному выгоранию различных участков поверхности горения. В ре-

зультате этого поверхность горения ГКС всегда покрыта неоднородностями 

различной высоты и протяженности. Наиболее крупные неоднородности име-

ют масштаб, соизмеримый с размерами крупных частиц ПХА.  

Существуют ряд теоретических работ [45,58,107,114,139], в которых с 

разных позиций рассматривается нестационарное горение ГКС, а также влия-

ние неоднородности ГКС на этот процесс, однако, следует признать, что в от-

личие от теории нестационарного горения гомогенных конденсированных сис-

тем [55,96], теория нестационарного горения ГКС еще далека от завершения. 

В работе [114] предложена модель нестационарного горения ГКС, являю-

щаяся обобщением феноменологической теории нестационарного горения го-

могенных систем. В этой модели предполагается, что массовая скорость горе-

ния зависит от давления и градиентов температуры у поверхности каждого 

компонента. Вместе с тем в этой модели не учитывается изменение поверхно-

стей горения компонентов в процессе нестационарного горения, которое может 

существенно влиять на характер процесса. 

В работе [45] рассматривается изменение поверхности горения компонен-

тов в процессе нестационарного горения. При этом считается, что поверхность 

горения связующего в каждый момент плоская и постоянная, а поверхность го-

рения частиц окислителя в каждый момент - сферическая. Исходя из статисти-

ческого характера распределения частиц окислителя в объеме ГКС, найдена 

функция отклика суммарной площади поверхности горения частиц окислителя 



при гармоническом изменении давления. Эта функция отклика (или аналогич-

ные ей) может быть положена в основу линейных моделей нестационарного 

горения ГКС. В рамках этой модели в работе [47] рассмотрено влияние колеба-

ний давления на собственные пульсации скорости горения. 

Следует отметить также ряд работ [46,149,150,161], посвященных иссле-

дованию нестационарного горения более сложных ГКС, в частности металли-

зированных, горение которых сопровождается накоплением на поверхности 

горения металла, его плавлением, агломерацией и отрывом от поверхности. 

Следует отметить, что детальное моделирование нестационарного горения та-

ких систем возможно только совместно с моделированием агломерации метал-

ла на поверхности горения. 

Очевидно, логически замкнутая теория нестационарного (также как и ста-

ционарного) горения ГКС должна учитывать статистическую структуру ГКС, 

нестационарное горение компонентов, тепловое и химическое взаимодействие 

пламени отдельных компонентов и связанное с ним перераспределение тепло-

вых потоков к поверхности горения, а также тепловое взаимодействие компо-

нентов через конденсированную фазу [107]. Отметим, что температурное поле 

газового пламени ГКС также является существенно неодномерным, однако, в 

широком диапазоне частот его можно считать квазистационарным, зависящим 

только от мгновенного состояния и структуры поверхности горения [107]. 

Цель работы. Создание единого статистического подхода к описанию раз-

личных процессов, происходящих при горении гетерогенных конденсирован-

ных смесей с разупорядоченной структурой, начиная с моделирования самой 

структуры и заканчивая процессами, происходящими на поверхности горения 

и в газовой фазе, а также установление связи между внутренней структурой 

ГКС и процессами, происходящими при ее горении. 

Основные задачи исследования. В работе рассмотрены основные задачи, 

возникающие при моделировании процессов горения ГКС и их практическом 



применении, такие как: 

1. Моделирование методами статистической физики внутренней структуры 

гетерогенных конденсированных смесей, содержащих дисперсные ком-

поненты с различными распределениями частиц по размерам, определе-

ние основных статистических характеристик, описывающих внутреннюю 

структуру ГКС. 

2. Моделирование стационарного процесса горения ГКС с учетом стати-

стической структуры его поверхности горения, разработка статистиче-

ской модели стационарного горения ГКС. 

3. Разработка статистической теории агломерации алюминия при горении 

металлизированных ГКС, учитывающей их статистическую структуру и 

описывающей многостадийный процесс агломерации алюминия в дина-

мике. 

4. Разработка феноменологических моделей нестационарного горения слое-

вых конденсированных систем и ГКС, учитывающих нестационарное го-

рение отдельных компонентов и инерционность структуры поверхности 

горения. 

5. Исследование очагового распространение реакции в ГКС с конденсиро-

ванными продуктами сгорания; возникновения бифуркаций при потере 

устойчивости различных режимов распространения реакции. Исследова-

ние роли тепловых процессов в к-фазе и микрогетерогенности ГКС в 

процессе горения ГКС. 

Научная новизна работы. В диссертации получены следующие новые ре-

зультаты:  

1. Создано новое научное направление: статистическое моделирование 

структуры и процессов горения гетерогенных конденсированных смесей, 

в основе которого лежат методы статистической физики и теории слу-

чайных процессов, позволяющее с единых статистических позиций ис-



следовать процессы, происходящие при горении ГКС, и влияние струк-

туры ГКС на особенности протекания различных стадий процесса горе-

ния. 

2. Разработан новый эффективный метод моделирования структуры высо-

конаполненных композитов, в том числе, гетерогенных конденсирован-

ных смесей, содержащих дисперсные компоненты, не имеющий ограни-

чений по объемной концентрации и спектру размеров дисперсных ком-

понентов. Исследована внутренняя структура ГКС, показано, что контак-

тирующие частицы в ГКС образуют кластеры, размеры которых экспо-

ненциально растут с ростом объемной концентрации частиц и при дос-

тижении объемной концентрации 0.15-0.17 в смеси возникает перколя-

ционный кластер, пронизывающий всю систему. Показано, что кластеры 

контактирующих частиц в ГКС имеют фракталоподобную структуру с 

фрактальной размерностью 1.8-2.0 в зависимости от соотношения разме-

ров частиц разных фракций. 

3. Разработан новый метод моделирования стационарного горения ГКС, 

учитывающий статистическую структуру поверхности горения и осно-

ванный на анализе иерархической системы «вложенных псевдотоплив и 

псевдосвязующих». 

4. Впервые разработана динамическая теория агломерации алюминия при 

горении металлизированных ГКС, описывающая процесс в динамике от 

прогрева исходных частиц алюминия в к-фазе ГКС до отрыва агломера-

тов от поверхности горения. Получено новое интегральное уравнение, 

описывающее агломерацию алюминия, найдены его точные решения. 

5. Впервые разработан метод прямого численного моделирования агломе-

рации алюминия при горении ГКС, основанный на методе Монте-Карло, 

позволяющий описывать эволюцию отдельных частиц алюминия и их аг-

ломератов во времени. Показано, что для любой ГКС имеется некоторый 



спектр размеров частиц дисперсных компонентов, для которого средне-

массовые размеры агломератов будут минимальными. 

6. Разработана феноменологическая теория нестационарного горения без-

метальных ГКС. Показано, что для крупнодисперсных частиц окислителя 

нестационарное горение связано не с тепловой инерционностью к-фазы, 

а с перестройкой структуры поверхности горения и, соответственно, га-

зового пламени. Установлено, что для крупнодисперсных частиц окисли-

теля переходной процесс горения при ступенчатом изменении давления 

является автомодельным. 

7. Разработана модель очагового распространения реакции в ГКС. Впервые 

показано, что «аррениусовская» зависимость между макроскопической 

скоростью горения ГКС и адиабатической температурой системы может 

возникать даже в том случае, если в микрокинетике процесса аррениу-

совская зависимость отсутствует. Показано, что при очаговом распро-

странении реакции в ГКС имеется стационарный режим и множество не-

стационарных режимов горения, причем переход между режимами все-

гда происходит в виде бифуркации удвоения периода. 

Практическая ценность. Разработанные в диссертации теоретические мо-

дели и программы расчета используются при проектировании энергетических 

установок в ФГУП «Московский институт теплотехники» (см. Приложение). 

Апробация работы. Результаты работы докладывались на всесоюзных, все-

российских и международных конференциях, семинарах и симпозиумах: Мос-

ковский семинар по горению (ИПМ РАН, Москва, 2002, 2003); IX Всесоюзный 

симпозиум по горению и взрыву (Суздаль, 1989); III Всесоюзная школа-

семинар по макроскопической кинетике, химической и магнитной газодинами-

ке, (Красноярск, 1989); Международная школа-семинар «Реофизика и теплофи-

зика неравновесных систем» (Минск, 1991); IV International Seminar on Flame 

Structure (Новосибирск, 1992); X Симпозиум по горению и взрыву (Черного-



ловка, 1992); Seventh International Conference on Numerical Combustion (Йорк, 

Великобритания, 1998); Forth International Conference on Greenhouse Gas Con-

trol Technology – GHGT-4 (Интерлакен, Швейцария, 1998); III Международная 

школа-семинар «Внутрикамерные процессы, горение и газовая динамика дис-

персных систем» (Санкт-Петербург, 2000); XII Международный симпозиум по 

горению и взрыву (Черноголовка, 2000); Second European Conference on 

Launcher Technology “Space Solid Propulsion” (Рим, Италия, 2000); Combustion 

Symposium of ISCI (Иерусалим, Израиль, 2002); The Ninth International Work-

shop on Combustion and Propulsion (9-IWCP) “Novel Energetic Materials and Ap-

plication” (Леричи, Италия, 2003); The Tenth International Workshop on Combus-

tion and Propulsion (10-IWCP) “In-Space Propulsion” (Леричи, Италия, 2003); 

European Combustion Meeting ECM-2003 (Орлеан, Франция, 2003) и ряде дру-

гих. 

Публикации. По теме диссертации автором опубликовано более 40 работ 

[4-8,102-111,132-134,184-195 и др.] (из них около 30 без соавторов), получено 

13 авторских свидетельств и один патент на изобретения, часть из которых вне-

дрена. 

Структура и объем работы. Работа состоит из введения, пяти глав, заклю-

чения и списка литературы. Работа содержит 314 страниц машинописного тек-

ста, 88 рисунков, 4 таблицы и одно приложение. Список литературы включает 

204 наименования. Общий объем работы 422 страницы. 

Краткое описание работы. В работе рассматривается горение гетероген-

ных конденсированных смесей, в первую очередь, смесевых твердых ракетных 

топлив, состоящих из порошкообразных компонентов, соединенных полимер-

ным связующим, и имеющих случайную структуру. 

В первой главе разрабатывается метод моделирования внутренней струк-

туры ГКС, содержащей дисперсные компоненты, основанный на модифициро-

ванном методе молекулярной динамики. Дается физическое обоснование этого 



метода, и приведены результаты демонстрационных расчетов, показывающих 

возможности созданного метода. Проводится анализ задачи в рамках традици-

онного для статистической физики описания с помощью системы зацепляю-

щихся уравнений, аналогичных известной системе ББГКИ. Найдено прибли-

женное аналитическое решение этих уравнений и проведено сравнение корре-

ляционной функции, полученной численно с помощью разработанного метода 

и аналитически решением системы уравнений. С помощью предложенного ме-

тода исследуется внутренняя структура ГКС с моно- и бидисперсными компо-

нентами. Анализируются кластеры контактирующих частиц, исследуется их 

структура, координационные числа частиц в кластера, парные корреляционные 

функции. 

Во второй главе разрабатывается статистическая модель стационарного 

горения ГКС, учитывающая случайную структуру поверхности горения. В рам-

ках иерархического подхода, аналогичного спектральной теории турбулентно-

сти, рассматривается система «вложенных псевдотоплив и псевдосвязующих», 

взаимодействующих между собой через газовое пламя. Получена система 

обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих такую иерархи-

ческую систему, решением которой является структура газового пламени и 

скорость горения ГКС как макроскопической системы. Проведено численное 

моделирование стационарного горения безметальных ГКС, результаты расче-

тов сравниваются с известными экспериментальными данными. 

В третьей главе разрабатывается статистическая теория агломерации алю-

миния при горении ГКС. Обосновываются два основных механизма отрыва 

частиц от поверхности горения: аэродинамический и столкновительный. В 

рамках развитых представлений получено интегральное уравнений, описы-

вающее агломерацию алюминия. Найдены точные решения этого уравнения 

для монодисперсных и полидисперсных частиц алюминия. Проведено подроб-

ное исследование условий отрыва агломератов от поверхности горения, с уче-



том ее статистической структуры. Предложен и обоснован метод прямого чис-

ленного моделирования агломерации алюминия, основанный на методе Монте-

Карло. Проведено численное моделирование агломерации алюминия методом 

Монте-Карло, исследованы спектры агломератов, образующихся в разных ус-

ловиях. Показано, что для любой ГКС имеется некоторый спектр размеров час-

тиц окислителя, для которого среднемассовые размеры образующихся агломе-

ратов оказываются минимальными. Проведено сравнение результатов модели-

рования с известными экспериментальными данными.   

В четвертой главе разрабатываются модели нестационарного горения 

ГКС, учитывающие как инерционность прогретого слоя в к-фазе, так и инерци-

онность структуры поверхности горения. Как обычно, в теории нестационарно-

го горения, здесь принимается, что газовое пламя является безынерционным, 

но в каждый момент времени определяется мгновенной структурой поверхно-

сти горения. В рамках этой модели рассматривается горение слоевых конден-

сированных систем («сэндвичей») при параллельном и последовательном горе-

нии компонентов. Предложен метод моделирования переходного процесса при 

резком изменении параметров системы, используя функцию отклика скорости 

горения на изменение этого параметра. Проведено численное моделирование 

структуры поверхности горение компонентов и массовой скорости горения 

слоевых систем в нестационарных условиях (при ступенчатом изменении дав-

ления или свойств слоев). Разработана феноменологическая модель нестацио-

нарного горения ГКС со случайной структурой. Исследован предельный слу-

чай таких ГКС, когда толщина прогретого слоя в к-фазе существенно меньше 

размеров частиц дисперсных компонентов ГКС. Исследован переходной про-

цесс горения такой системы при ступенчатом изменении давления. Показано, 

что время переходного процесса пропорционально времени сгорания частиц 

дисперсных компонентов. 

В пятой главе исследовано очаговое распространение реакции в ГКС, со-



стоящей из химически активных частиц, распределенных в инертном тепло-

проводящем связующем. Подробно исследован случай, когда расстояние меж-

ду частицами существенно превышает их размеры и как предельный случай – 

точечных источников энерговыделения, распределенных в инертном связую-

щем. Подробно анализируется процесс распространения реакции в системе то-

чечных очагов, имеющих температуру воспламенения. Исследовано стацио-

нарное и нестационарное распространение горения в такой системе для одно-

мерного случая. Анализируется устойчивость стационарного горения такой 

системы, а также переходы от стационарного горения к нестационарному и 

между различными нестационарными режимами. Исследована роль тепловой 

инерционности связующего в макрокинетических закономерностях горения та-

кой системы. 
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1. СТРУКТУРЫ ГЕТЕРОГЕННЫХ КОНДЕНСИРОВАННЫХ СМЕСЕЙ 

 

С математической точки зрения моделирование структуры ГКС сводится к 

случайному размещению в пространстве непересекающихся твердых (в про-

стейшем случае сферических) частиц с заданной дисперсностью и объемной 

концентрацией [13,30,42,109,118,165,189]. 

 

1.1. Случайное размещение частиц в пространстве 

 

Задача случайного размещения в пространстве твердых сфер (или твердых 

дисков на плоскости), имеющих заданное распределение диаметров, имеет не 

только прикладное, но и фундаментальное значение, так как встречается во 

многих разделах науки. Задача относится к разряду комбинаторных, исследуе-

мых методами статистической геометрии [3,62,117,160,166,196,199,201].  

Аналитическое решение этой задачи, даже в простейшем случае, отсутст-

вует, поэтому основным методом исследования остается компьютерное моде-

лирование. Однако, и в этом случае не существует общего метода размещения 

в пространстве частиц, имеющих произвольное заданное распределение диа-

метров. Прямое решение этой задачи методом перебора даже для небольшого 

числа частиц занимает недопустимо большое время и очень часто не приводит 

к конечному результату. 

Основная трудность заключается в том, что размещенные частицы не 

должны пересекаться. 

В настоящее время известны и достаточно подробно исследованы такие 

методы размещения частиц в пространстве, как "точечный процесс твердых 

оболочек", "точечный процесс Гиббса", "модель Штраусса", "пространствен-

ный процесс рождения и гибели" и др. [3,62,173,196,199,201]. Однако, область 

применения этих методов очень ограничена, так как они обладают слабой схо-



димостью при больших объемных плотностях заполнения пространства, близ-

ких к максимальным, и требуют больших затрат времени на расчет одного ва-

рианта. 

Наибольшие трудности возникают при размещении в пространстве частиц, 

имеющих широкий спектр размеров. Перечисленные выше методы очень часто 

приводят к тому, что распределение по размерам уже размещенных частиц от-

личается от распределения исходных частиц. 

Предложенный в работе [109] метод размещения частиц в пространстве 

(дисков на плоскости) не зависит от распределения исходных частиц по разме-

рам и от объемной плотности их размещения в пространстве, имеет хорошую 

сходимость, позволяющую исследовать системы с объемными плотностями за-

полнения, близкими к максимальным, и является, по-видимому, наиболее об-

щим методом решения подобных задач. 

 

1.1.1. Физическая модель и компьютерная реализация 

 

Отвлекаясь от реальной исследуемой системы, рассмотрим следующую 

модельную физическую задачу.  

Имеется система N сферических частиц с известными радиусами ir  

(i=1,...,N). Будем считать, что частицы могут свободно двигаться, сближаться 

на расстояния, меньшие, чем сумма их радиусов и между ними действует сила 

отталкивания, обращающаяся в нуль для непересекающихся частиц. Это позво-

ляет заменить систему сферических частиц системой точечных частиц, совпа-

дающих с центрами соответствующих сфер. 

Таким образом, будем рассматривать систему, состоящую из N точечных 

частиц, между которыми действуют отталкивающие силы. Силы считаются 

центральными, парными и для двух точечных частиц i и j, соответствующих 

сферам с радиусами ir  и jr , сила определяется следующими соотношениями 
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где xi  - радиус-вектор i - той частицы; xx jiijr −=  - расстояние между цен-

трами сфер, )(0 ijrF  - некоторая функция, о выборе которой будет сказано да-

лее. 

Движение частиц в такой системе может быть исследовано численно ме-

тодом молекулярной динамики [23,71]. Частицы системы находятся в непре-

рывном, хаотическом движении. Для того, чтобы этот процесс можно было ис-

пользовать для случайного размещение сфер в пространстве, необходимо «за-

морозить» систему в некоторый момент, т.е. прекратить расчет, зафиксировав 

координаты частиц. Такой метод можно назвать «молекулярно динамическим 

точечным процессом» и он может рассматриваться как молекулярно динамиче-

ский вариант «точечного процесса Гиббса»[ 3,62,173,196,199,201]. Эти процес-

сы соотносятся между собой так же, как метод молекулярной динамики и ме-

тод Монте-Карло в статистической физике [23]. Очевидно, в «замороженном» 

состоянии системы некоторые сферические частицы будут пересекаться и по-

требуются дополнительные, достаточно сложные процедуры, например проце-

дура прореживания, для того, чтобы получить систему непересекающихся, слу-

чайно размещенных частиц.  

Эта трудность проявляется тем сильнее, чем ближе объемная плотность 

заполнения системы к максимально возможной.  

Чтобы устранить ее будем считать, что на частицу действует вязкая сила, 

равная )( vμ− , где v - скорость частицы, μ  - коэффициент пропорциональности 

(вязкость). 

За счет действия вязкой силы свободные (непересекающиеся) частицы с 



течением времени будут останавливаться и при достаточно большом значении 

коэффициента μ  система очень быстро должна прийти в состояние равнове-

сия, в котором все частицы неподвижны и не пересекаются. Это состояние и 

будем считать случайным размещением твердых сферических частиц в про-

странстве. Если в системе имеются хотя бы две пересекающиеся частицы, они 

будут разлетаться за счет отталкивающей силы.  

Динамика такой системы описывается системой уравнений 
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где mi  - масса i-той частицы, t - время. 

Приведенное уравнение описывает динамику вязкой суспензии, состоящей 

из системы частиц, между которыми действуют отталкивающие силы.  

В общем случае реализация этого метода ничем не отличается от метода 

молекулярной динамики.  

В уравнение динамики системы входит ряд неопределенных параметров и 

функций ( Fmi 0,,μ ). Эти параметры несущественны с точки зрения решаемой 

задачи случайного размещения частиц в пространстве, но весьма существенны 

с точки зрения реализации и сходимости метода расчета. 

Учитывая, что в данной задаче нас интересует конечное стационарное 

распределение частиц в пространстве и совершенно не интересует, как проис-

ходил процесс релаксации системы к этому состоянию, можно существенно 

упростить модель. 

Увеличение вязкости системы μ  приводит к ускорению процесса релакса-

ции системы к равновесному состоянию, поэтому в расчетах величина μ  

должна выбираться достаточно большой, чтобы инерционный член в левой 

части уравнения не играл сколько-нибудь существенной роли. Это позволяет 

пренебречь инерционным членом и записать уравнение эволюции системы в 



виде 
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Легко видеть, что при соответствующем определении параметра F 0  мож-

но принять 1=μ . 

В дальнейшем ограничимся случаем constF =0 . Заметим, что, задавая 

функцию F 0 , зависящей от расстояния между частицами и от их радиусов, на-

пример возрастающей с уменьшением расстояния между центрами частиц, 

можно добиться некоторого ускорения сходимости процесса к равновесному 

состоянию за счет более быстрого разлета пересекающихся частиц, однако, как 

показывают расчеты, выигрыш от этого минимальный и не оправдывает ус-

ложнение модели.  

Таким образом, уравнение эволюции запишем в виде 
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Так как в решаемой задаче зависимость координат частиц от времени в 

процессе эволюции не представляет интереса, можно переопределить масштаб 

времени, приняв 10 =F . 

Таким образом, окончательно, уравнение эволюции системы твердых сфер 

в рассматриваемой модельной задаче имеет вид 
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Это уравнение не содержит никаких несущественных параметров, описы-

вающих частицы или вязкую среду и соответствует геометрической задаче 



размещения твердых сфер в пространстве. 

Решение уравнений (1.2) сходится к состоянию, в котором правая часть 

для всех i равна нулю. В этом состоянии система может находиться неограни-

ченно долго, если отсутствуют внешние возмущения. Такое состояние является 

равновесным. 

Таким образом, описанный процесс может быть использован для случай-

ного размещения частиц в пространстве. Предлагаемый метод будем называть 

методом «вязкой суспензии» или, по аналогии с другими процессами размеще-

ния твердых сфер в пространстве [3,62,173,196,199,201], «точечным процессом 

вязкой суспензии». 

Система уравнений (1.2) описывает регулярную динамику системы твер-

дых сфер и не содержит в себе элементов случайности. Случайный характер 

равновесного распределения твердых частиц в пространстве определяется слу-

чайными начальными условиями. Начальные условия задаются по определен-

ному алгоритму с помощью датчика случайных чисел, который определяет на-

чальные координаты каждой частицы. 

В зависимости от решаемой задачи, т.е. от того, какая система моделиру-

ется,  начальные условия могут отличаться. Соответственно будет отличаться и 

алгоритм случайного начального размещения частиц. Можно, например, моде-

лировать систему, в которой вероятность контактов между частицами конеч-

ная, а можно моделировать систему, (далекую от плотной упаковки), в которой 

частицы равномерно распределены в заданном объеме так, что контакты между 

ними будут маловероятны. Однако, такая система не соответствует реальным 

ГКС, в которых существует достаточно большая доля контактирующих частиц 

[35,41]. Например, в ГКС, способных к самостоятельному горению, именно 

контакты между дисперсными компонентами, обеспечивают начальные усло-

вия для агломерации и химического реагирования веществ, первоначально на-

ходившихся в конденсированном состоянии. 



Известно [35], что в зависимости от способа приготовления металлизиро-

ванных ГКС можно получить различное распределение частиц алюминия в 

пространстве между частицами ПХА. При обычном механическом перемеши-

вании компонентов во вращающемся барабане (что соответствует реальному 

технологическому процессу) получается ГКС с существенно неравномерным 

распределением алюминия по объему связующего, при этом, имеется доста-

точно большое число частиц алюминия, расположенных вдоль поверхности 

частиц ПХА. Напротив, при изготовлении ГКС методом «желатинизации» [35], 

когда алюминий и окислитель вводят в предварительно приготовленный рас-

твор горючего в дихлорэтане и после тщательного перемешивания испаряют 

растворитель, образуется весьма однородная масса, в которой горючее тонким 

слоем обволакивает частицы алюминия и ПХА. В этой смеси алюминий доста-

точно равномерно распределен по объему связующего между частицами ПХА. 

Как показывает опыт [35], такая система при прочих равных условиях имеет 

более высокую скорость горения и значительно меньшую степень агломерации 

алюминия по сравнению с системами, полученными простым механическим 

перемешиванием.  

Для обеспечения ненулевой вероятности контактов между частицами в на-

стоящей работе в качестве начального условия использовалось независимое 

случайное размещение всех частиц системы. Это означает, что центры частиц 

случайным образом и независимо размещаются в заданной области простран-

ства и далее система эволюционирует к равновесному состоянию в соответст-

вии с уравнениями (1.2). Таким образом, состав системы в процессе случайного 

размещения не изменяется. Это означает, что в отличие, например, от точечно-

го процесса твердых оболочек, в котором распределение диаметров частиц, 

размещенных в пространстве, может отличаться от распределения диаметров 

исходных частиц за счет того, что частицы постоянно помещаются в систему и 

изымаются из нее, если они пересекаются с какими-либо другими частицами 



системы [3,62,173,196,199,201], в методе вязкой суспензии можно заранее 

сформировать систему частиц с заданными характеристиками, которая затем 

случайным образом будет размещена в пространстве. При этом, можно наде-

яться, что если имеется хотя бы одно состояние системы, в котором частицы не 

пересекаются, система рано или поздно его достигнет. К сожалению, строгое 

математическое доказательство этого утверждения в настоящее время отсутст-

вует, однако многочисленные расчеты, проведенные для разных систем вплоть 

до объемных плотностей заполнения пространства равных 0.95 от максимально 

возможной для данной системы (если оно было известно), не обнаружили ка-

ких-либо аттракторов, не совпадающих с равновесным состоянием системы.  

Рассмотрим особенности компьютерной реализации метода вязкой сус-

пензии, основанного на численном решении системы уравнений (1.2). 

В основном реализация метода вязкой суспензии аналогична реализации 

метода молекулярной динамики в статистической физике, однако, она имеется 

и ряд особенностей. 

Во-первых, нет необходимости применять расчетные схемы высокого по-

рядка для решения уравнений (1.2), которыми приходится пользоваться в ме-

тоде молекулярной динамики вследствие неустойчивости («разбегания») фазо-

вых траекторий. В данном случае достаточно использовать простую схему ин-

тегрирования tttt iii δδ vxx +=+ )()( , где δ t  - шаг интегрирования по времени, 

vi  - правые части уравнений (1.2). Шаг интегрирования можно выбирать дос-

таточно большим, например δ t = 0 01. , не опасаясь неустойчивости расчетной 

схемы. При этом, однако, следует иметь в виду, что численный метод имеет 

инерционность, равную элементарному шагу расчета и смещение пересекаю-

щихся частиц за один шаг будет порядка δ t . Это следует учитывать при расче-

те координационного числа системы (числа контактов частиц), а также при 

расчете состояний, близких к плотным упаковкам. В первом случае необходи-

мо иметь в виду, что в стационарном состоянии системы будут отсутствовать 



контактирующие (в строгом смысле) частицы, а во втором случае выбор боль-

шого шага интегрирования приводит к тому, что потенциально достижимая 

плотность упаковки оказывается несколько меньше теоретически возможной, 

соответствующей δ t = 0 . 

Расчет процесса заключается в переборе всех частиц системы на данном 

шаге и вычислении новых координат частиц. При вычислении правых частей 

уравнений (1.2) для каждой частицы производится перебор остальных частиц 

системы. При простом переборе всех частиц системы для определения силы, 

действующей на данную частицу, время расчета растет пропорционально квад-

рату числа частиц в системе и даже при небольших плотностях заполнения 

расчет системы может длиться недопустимо долго. Для сокращения времени 

расчета, следует перебирать только ближайших соседей данной частицы. Для 

этого вся расчетная область разбивалась на ячейки с размером, равным диамет-

ру самой крупной частицы. Это позволило при расчете силы, действующей на 

данную частицу, принимать во внимание только те частицы, которые находи-

лись в 27 ближайших ячейках для пространственной задачи или в 9 ближайших 

ячейках для плоского случая. Программная реализация этого алгоритма заклю-

чалась в следующем: список всех частиц структурировался таким образом, что 

частицы, находящиеся в данной ячейке можно было находить без дополни-

тельных проверок. При расчете перемещения частицы на каждом шаге прове-

рялось: перешла она в другую ячейку или нет; если перешла, то список частиц 

корректировался. 

В качестве граничных условий в методе вязкой суспензии, как и в методе 

молекулярной динамики, используются либо периодические условия, либо 

считается, что объем, в котором размещаются частицы, ограничен твердыми, 

непроницаемыми стенками. 

Как и в методе молекулярной динамики, основным ограничением служит 

продолжительность расчета одного варианта, которая связана с числом частиц 



в системе и, следовательно, с максимальными размерами расчетной области. В 

проведенных исследованиях размер области выбирался вплоть до 40Х40Х40 

для размещения сфер в пространстве и 25Х25 для размещения дисков на плос-

кости. Здесь размеры приведены в относительных единицах; в качестве мас-

штаба взят средний диаметр частиц. Заметим, что для плоской задачи разумное 

время расчета сохраняется даже для размеров расчетной области порядка 

200Х200.  

 

1.1.2. Иллюстрация «метода вязкой суспензии» 

 

Рассмотрим некоторые результаты расчетов, иллюстрирующие возможно-

сти метода вязкой суспензии. 

Так как задача размещения твердых частиц является геометрической, бу-

дем рассматривать ее в безразмерном виде: все размеры отнесем к некоторому 

геометрическому масштабу, в качестве которого будем обычно выбирать диа-

метр какой-либо характерной частицы. В расчетах в качестве граничных усло-

вий будем использовать твердые, непроницаемые стенки. 

В начале каждого расчета проводилось случайное начальное размещения 

частиц в расчетной области. Это размещение заканчивалось, как только дости-

гались заданные значения объемных концентраций частиц разного типа. Расчет 

заканчивался, когда правые части всех уравнений (1.2) обращались в ноль. 

Для наглядности исследуем плоскую задачу размещению твердых дисков 

на плоскости. 

 

1.1.2.1. Монодисперсная система частиц 

 

Рассмотрим систему одинаковых дисков единичного диаметра. 

Единственным переменным параметром, определяющим состояние систе-



мы, является объемная плотность заполнения ρ  (объемная концентрация час-

тиц), которую определим как отношение объема всех частиц к объему запол-

няемой области. Очевидно, ρρ ≤ max , где 
32max

πρ =  - максимально возмож-

ная плотность заполнения, соответствующая плотной упаковке одинаковых 

дисков на плоскости. 

На рис. 1.1a-d показаны варианты случайного размещение твердых дисков 

внутри квадратной области 25Х25 при разных объемных концентрациях час-

тиц. Считается, что пространство между частицами заполнено непрерывным 

связующим, что обеспечивает прочность системы при любых объемных кон-

центрациях частиц. 

Рис.1.1 показывают, как возникает упорядоченное расположение частиц 

по мере возрастания их объемной плотности в рассматриваемой области. При 

5.0<ρ  регулярные структуры, образованные частицами, не наблюдаются: час-

тицы в объеме распределены хаотически. При 5.0=ρ  уже наблюдается доста-

точно большое число кластеров контактирующих частиц, в которых частицы 

образуют упорядоченную гексагональную структуру, характерную для плотной 

упаковки. 

Дальнейший рост объемной плотности ρ  приводит к увеличению числа 

частиц, объединенных в упорядоченные структуры, близкие к гексагональным. 

При ρ = 0 8.  полученная структура напоминает разрозненные элементы 

кристаллической решетки, окруженные областями с аморфной структурой. При 

ρ ≥ 0 84.  система состоит из отдельных областей плотно упакованных частиц, 

разделенных тонкими переходными зонами. Тем не менее, даже при этой плот-

ности в системе имеются небольшие области аморфной структуры.  

Таким образом, мы видим, что появление регулярной структуры в системе 

твердых дисков не связано с определенным механизмом взаимодействия час-

тиц, а является чисто геометрическим свойством системы. 
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Рис.1.1. Размещение жестких дисков на плоскости 

методом вязкой суспензии для разных объемных плотностей 

заполнения: a – 0.5; b – 0.7; c – 0.8; d – 0.84 



Одной из наиболее важных характеристик системы частиц является пар-

ная корреляционная функция )(rg , которая определяется как  

                                                   
drnr

drrdNrg 24
),()(

π
=                                                 (1.3) 

для пространственной задачи и 

                                                  
drnr
drrdNrg

π2
),()( =                                                   (1.4) 

для плоской задачи, где dN(r,dr) - число частиц в шаровом (круговом) слое 

[r,r+dr], усредненное по всем частицам, выбранным в качестве центра шарово-

го (кругового) слоя;  n - среднее число частиц в единице объема пространства. 

Парная корреляционная функция является одной из наиболее общих ста-

тистических характеристик системы твердых частиц, независимо от области 

применения (см., например, [14,71]). Для периодических структур корреляции 

на бесконечности не затухают, а также имеют периодический характер. Если 

парная корреляционная функция с ростом расстояния r стремится к единице, 

распределение частиц является случайным. Это иллюстрируют проведенные 

расчеты парной корреляционной функции. 

Так как реальный расчетный объем имеет ограниченные размеры, для ка-

ждой частицы определялось минимальное расстояние до границ объема и 

вклад данной частицы в dN(r,dr) определялся для всех r, меньших этого рас-

стояния. Это позволяет избежать искажений функции g r( )  за счет краевых эф-

фектов. При расчете dN(r,dr) и корреляционной функции принималось dr = 01. .  

На рис.1.2 приведены парные корреляционные функции системы одинако-

вых дисков, единичного диаметра, для нескольких плотностей заполнения 

прямоугольной области. При малых плотностях заполнения 7.0≤ρ  корреляци-

онная функция быстро затухает и уже на расстоянии порядка 3-4 диаметров 

частиц она близка к единице. С увеличение плотности заполнения радиус кор-

реляции растет, и затухание корреляционной функции становится более сла-
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Рис.1.2. Парная корреляционная функция системы жестких дисков 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



бым. При высоких плотностях заполнения 84.0>ρ  корреляционная функция 

практически не затухает, что отражает возникновение регулярной структуры, 

имеющей бесконечный радиус корреляции. Для сравнения на рис.1.2 приведе-

на теоретическая парная корреляционная функция (пунктирная линия) для 

плотной упаковки одинаковых дисков на плоскости, полученная с той же дис-

кретностью по радиусу. Видно, что уже при 84.0=ρ  парная корреляционная 

функция повторяет все характерные особенности корреляционной функции для 

плотной упаковки. 

С увеличением объемной плотности заполнения пространства частицами 

растет время, требуемое для расчета одного варианта (время релаксации систе-

мы к равновесному состоянию). Как показал анализ, время расчета имеет силь-

ную нелинейную зависимость от ρ . 

По мере увеличения плотности заполнения уменьшается свободный объем 

пространства, в пределах которого возможно движение частиц в процессе ус-

тановления равновесия. Чем ближе система к плотной упаковке, тем меньше 

свободное пространство, и тем больше времени в среднем требуется системе 

для установления равновесия. 

Введем параметр ρρς −= max , который назовем подвижностью частиц. 

Этот параметр характеризует возможность взаимного перемещения частиц без 

их пересечения. Чем выше подвижность ς , тем дальше система частиц нахо-

дится от плотной упаковки и тем меньше времени в среднем ей требуется для 

установления равновесия. Хотя аналогия рассматриваемой геометрической 

системы и термодинамики в значительной степени условна, введем понятие 

“геометрической температуры” системы твердых частиц, которую естественно 

определить, как монотонную функцию подвижности ( )T f= −maxρ ρ , причем, 

0)0( =≤ςf . При нулевой “геометрической температуре” подвижность частиц в 

системе равна нулю и система никогда не сможет прийти в равновесное со-



стояние; с увеличением “температуры” подвижность частиц увеличивается, что 

позволяет им быстрее найти равновесное состояние. Таким образом, как и в 

термодинамике, с ростом «температуры» процесс установления равновесного 

состояния ускоряется.  

На рис.1.3 приведена зависимость времени релаксации τ  к равновесному 

состоянию от параметра ( ) 1
max

−− ρρ , для системы твердых дисков, описывае-

мой уравнениями (1.1), (1.2). Время измерялось в шагах; в качестве шага вы-

бран цикл расчета перемещения всех частиц за время tδ . 

Зависимость времени релаксации системы от “температуры” может быть 

приближенно представлена в виде аррениусовской зависимости, хорошо из-

вестной из кинетической теории ( )τ = A B Texp , где A и B - некоторые коэф-

фициенты, не зависящие от типа компьютера и слабо зависящие от алгоритма 

расчета и его компьютерной реализации. При малой подвижности частиц зави-

симость температуры от подвижности может быть представлена в виде степен-

ной функции: ( )T n= −maxρ ρ , где n > 1.  

На рис.1.3 сплошной линией показана функция  

                                               ( )( )τ ρ ρ= −160 0 022 2exp . max                                (1.5) 

которая удовлетворительно описывает “экспериментальную” зависимость в об-

ласти малой подвижности частиц ( )max .ρ ρ− ≤ 0 25. 

Таким образом, следует признать, что достигнуть равновесного состояния 

при плотной упаковке частиц методом вязкой суспензии за конечное время не-

возможно. Этот результат, по-видимому, является фундаментальным, а не 

только свойством метода вязкой суспензии.  

Это позволяет сформулировать следующее утверждение: каким бы ни был 

алгоритм размещения частиц в пространстве, для достижения равновесного со-

стояния при плотной упаковке частиц требуется бесконечное время.  
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Рис.1.3. Безразмерное время релаксации системы жестких дисков 

к равновесному состоянию в зависимости от объемной концентрации 
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Рис.1.4. Распределение кластеров по «массе» 

в системе твердых дисков для разных объемных концентраций 



Анализ рис.1.1a-d показывает, что контактирующие частицы образуют 

кластеры, причем, с ростом объемной плотности заполнения среднее число 

частиц, входящих в кластер, растет.  

После завершения процесса размещения частиц в системе (т.е. после уста-

новления равновесия) проводилось выделение кластеров. Алгоритм выделения 

кластеров в равновесном состоянии системы очевиден и основан на следую-

щем определении кластера: частица относится к данному кластеру, если она 

касается хотя бы одной частицы, принадлежащей этому кластеру. Реализация 

алгоритма выделения “изолированных кластеров” достаточно проста и заклю-

чается в том, что создается список частиц и пополняемый список кластеров. 

Частицы, входящие в список частиц анализируются последовательно; каждая 

частица из этого списка проверяется - касается ли она какой-либо частицы, уже 

входящей в какой-либо кластер. Если касается, то эта частица изымается из 

списка частиц и помещается в соответствующий кластер из списка кластеров; 

если нет, то она опять-таки помещается в список кластеров, но уж как новый 

кластер; и т.д.  

Понятие «контактирующие частицы» требует некоторого пояснения. 

Инерционность расчетной схемы, связанная с конечной величиной шага tδ , 

приводит к тому, что в конечном равновесном состоянии, строго говоря, будут 

отсутствовать контактирующие частицы, причем, средний зазор между по-

верхностями частиц будет порядка 2tδ . Поэтому в дальнейшем считается, что 

в равновесном состоянии частицы контактируют, если зазор между ними не 

превышает значения tkeδ , т.е., если  выполняется условие 

tkrr ejiji δ++<− xx , где ek  - некоторый коэффициент, который в расчетах 

принимался равным ek =1.2-1.5. 

Кластеры характеризуются числом содержащихся в них частиц (номер 

моды кластера или безразмерная масса кластера – масса кластера, отнесенная к 



массе одной частицы). Как показывают расчеты систем твердых дисков (см. 

рис.1.4), при низких плотностях заполнения 3.0≤ρ  основная масса системы 

приходится на кластеры, содержащие не более 10-20 частиц. Однако, уже при 

6.0=ρ  более 70% массы системы сосредоточено в одном крупном кластере, 

обеспечивающем связность системы.  

Возникает вопрос: как изменяется размер самого крупного кластера в сис-

теме с увеличением плотности заполнения, и при каких плотностях заполнения 

возникает связная структура, простирающаяся от одной границы системы к 

другой. Критическая плотность заполнения, при которой возникает связность 

системы, получила название перколяционного предела [119-121]. 

На рис.1.5 приведена зависимость максимального размера наибольшего 

кластера системы твердых дисков, отнесенного к размеру системы, в зависимо-

сти от плотности заполнения. 

Видно, что для системы дисков одинакового диаметра, начиная с плотно-

сти 6.0≈ρ , размеры максимального кластера совпадают с размерами всей сис-

темы. Таким образом, для плотностей заполнения 6.0≥ρ  в системе образуется 

кластер, простирающийся на всю систему и обеспечивающий ее связность. 

При плотностях заполнения 5.0<ρ  вероятность образования кластера, 

охватывающего всю систему близка к нулю. При плотностях заполнения в диа-

пазоне 6.05.0 −=ρ  наблюдаются значительные колебания размеров кластеров: 

в системе могут образовываться как небольшие кластеры, имеющие размеры, 

существенно меньше размеров системы, так и крупные кластеры, охватываю-

щие всю систему. Флуктуации убывают с ростом размеров системы и, можно 

утверждать, что для системы бесконечного объема будет существовать порого-

вое значение плотности, близкое к 6.0=ρ , выше которого в системе с вероят-

ностью единица образуется связный кластер, охватывающий всю систему. Для 

плотностей заполнения, меньших 0.6, образуются только отдельные изолиро-
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Рис.1.5. Зависимость максимального размера 

наибольшего кластера системы жестких дисков  

от объемной концентрации дисков 

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0 1 2 3 4 5 6
 

 
Рис.1.6. Распределение числа контактов частиц 

в системе твердых дисков для разных объемных концентраций 



ванные кластеры, размеры которых много меньше размеров системы. Таким 

образом, плотность заполнения 6.0=ρ  можно считать перколяционным пре-

делом для системы дисков одинакового диаметра. 

В химической стереологии фундаментальное значение имеет понятие ко-

ординационного числа [42], определяемое как число контактов данной частицы 

с соседними. Рассмотрим, как меняется координационное число в системе 

твердых дисков по мере увеличения плотности заполнения пространства. 

На рис.1.6 показана функция распределения числа контактов частиц в сис-

темах с различными объемными плотностями заполнения. Видно, что с увели-

чением плотности заполнения увеличивается число контактирующих частиц: 

при малых плотностях заполнения 4.0≤ρ  преобладают частицы, контакти-

рующие с 1-2 частицами или вообще не контактирующие с другими частицами, 

а при больших плотностях заполнения 8.0≥ρ  в системе преобладают частицы, 

контактирующие одновременно с 3-4 и более частицами. Заметим, что вплоть 

до значений 8.0=ρ  в системе отсутствуют частицы, контактирующие одно-

временно с шестью другими частицами, как это должно быть в плотной упа-

ковке.  

 

1.1.2.2. Полидисперсная система частиц 

 

Метод вязкой суспензии с одинаковым успехом применим как к монодис-

персным системам, так и к системам с произвольным распределением частиц 

по размерам. 

Для иллюстрации рассмотрим некоторые результаты моделирования би-

дисперсных систем твердых дисков. Отметим, что бидисперсные системы 

твердых дисков можно рассматривать как двумерные модели ГКС или как 

«срезы» реальных ГКС. Они позволяют наглядно показать, как распределены 

частицы в реальных системах, что затруднено для трехмерных систем. 



Считается, что в системе имеются твердые диски двух разных диаметров. 

Будем по-прежнему пользоваться безразмерными переменными: все линейные 

размеры отнесем к диаметру крупных частиц. Таким образом, диаметр круп-

ных частиц будет равен единице, а диаметр мелких частиц будет равен задан-

ному значению 1<d . 

Введем объемные концентрации крупных частиц v1  и мелких частиц vd , 

при этом плотность заполнения пространства vv d+= 1ρ . 

На рис. 1.7 и 1.8 показаны структуры бидисперсных систем для d = 0 5.  и 

5.01 =v , полученные моделированием методом вязкой суспензии. Структуры 

на рис.1.7 и 1.8 отличаются объемными концентрациями частиц мелкой фрак-

ции: для рис.1.7 dv = 0 2. ; для рис.1.8 dv = 0 32. . 

Анализ рис. 1.7 и 1.8 показывает, что частицы крупной фракции группи-

руются в компактные образования, по границам которых располагаются части-

цы мелкой фракции. Частицы мелкой фракции образуют линейные протяжен-

ные структуры, длина которых может достигать десятков частиц. 

Такая картина характерна для относительно больших значений диаметра 

d , частиц мелкой фракции. 

С уменьшением размеров частиц мелкой фракции картина несколько ме-

няется.  

На рис.1.9a и 1.9b показаны структуры бидисперсных систем для 2.0=d , 

полученные методом вязкой суспензии. В этом случае фиксировалась объемная 

концентрация частиц мелкой фракции: для обоих вариантов она равнялась 

137.0=vd . Объемные концентрации частиц крупной фракции выбирались, со-

ответственно, 5.01 =v  и 65.01 =v . 

Анализ рис.1.9a,b показывает, что в этом случае частицы мелкой фракции 

образуют компактные формирования, локализованные между несколькими со-

седними частицами крупной фракции. Однако и в этом случае кластеры кон-
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Рис. 1.8. Структура бидисперсной системы твердых дисков, 

полученная методом вязкой суспензии 

(d = 05. ; 1v = 05. ; 32.0=vd ) 

 



 



 



тактирующих частиц мелкой фракции вытянуты в одном из направлений. 

Можно говорить, что они образуют обрывки «нитей», уложенные между час-

тицами крупной фракции. Из приведенных рисунков хорошо видно, что на 

микроуровне частицы внутри заданной области распределены неравномерно. 

Это относится в первую очередь к частицам мелкой фракции; частицы крупной 

фракции распределены более равномерно. Чем больше концентрация частиц 

крупной фракции (при фиксированной концентрации частиц мелкой фракции) 

или мелкой фракции (при фиксированной концентрации частиц крупной фрак-

ции), тем более неравномерно распределены частицы мелкой фракции в задан-

ном объеме, тем более крупные скопления (кластеры) они образуют.  

 

1.2. Структура гетерогенных конденсированных смесей 

 

Разработанный выше метод вязкой суспензии может быть применен к мо-

делированию структуры широкого класса композиционных материалов, в каче-

стве наполнителя которых используются твердые частицы, по форме близкие к 

сферическим. 

Ниже приведены некоторые результаты численного моделирования струк-

туры безметальных и металлизированных ГКС методом вязкой суспензии. 

В общем случае система характеризуется объемными концентрациями 

компонентов, равными отношению суммарного объема частиц данного типа к 

объему всей системы. Введем объемную концентрацию частиц окислителя vAP  

и частиц алюминия vAl . Пример моделирования приведен на рис.1.10. 

В настоящей работе рассматривались ГКС, в которых массовая доля алю-

миния изменялась в пределах 10...20% ( 14.0...07.0Al =v ), а массовая доля окис-

лителя - в пределах 40...70% ( 66.0...38.0AP =v ). Остальная масса ГКС приходи-

лась на связующее. 

В дальнейшем для оценки плотности ГКС использовалась простая форму-



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1.10. Трехмерная структура металлизированной ГКС: 

крупные частицы – ПХА; мелкие частицы – алюминий 

( 11.0;5.0;25.0 1 === dvvd ). 

 
 



ла                 

                                 AlAlAPAPBAlAP )1( γνγνγννγ ++−−=                        (1.6) 

где Bγ =900кг/м3; APγ =1950кг/м3; Alγ =2700кг/м3.  

В расчетах в качестве граничных условий также были выбраны твердые, 

непроницаемые стенки. 

В начале каждого расчета проводилось случайное начальное размещения 

частиц в расчетной области. Это размещение заканчивалось, как только дости-

гались заданные значения объемных концентраций компонентов. Расчет закан-

чивался, когда правые части всех уравнений (1.2) обращались в ноль. 

Как уже говорилось, метод вязкой суспензии не имеет ограничений, свя-

занных с распределением частиц по размерам и хорошо сходится вплоть до 

объемных концентраций, близких к плотному заполнению. Существует огра-

ничение на количество частиц, участвующих в расчете, связанное только с 

производительностью компьютера и ограничением во времени расчета. 

Расчеты методом вязкой суспензии проводились для широкого класса 

ГКС, содержащих несколько видов дисперсных компонентов, каждый из кото-

рых имел свою функцию распределения по размерам. Вместе с тем, система 

частиц с одинаковыми диаметрами уже обладает всеми свойствами, присущи-

ми реальным ГКС. Кроме того, такое упрощение позволяет отвлечься от слож-

ного анализа, связанного с распределением размеров частиц. 

 

1.2.1. ГКС с монодисперсным компонентом 

 

Рассмотрим вначале структуру ГКС, содержащей монодисперсные части-

цы одного типа. 

Такая система соответствует, безметальной ГКС, содержащей связующее и 

дисперсный окислитель, например ПХА. В этом случае результаты моделиро-

вания описывают распределение частиц ПХА в объеме ГКС.  



Вместе с тем, рассматриваемая система позволяет моделировать и распре-

деление частиц алюминия в металлизированной ГКС, если размеры частиц 

алюминия существенно меньше размеров частиц окислителя. Как известно 

[42], если система состоит из частиц двух видов, с существенно отличающими-

ся размерами, можно сначала разместить в объеме крупные частицы, а затем, в 

пространстве между ними – мелкие частицы. Характерное расстояние между 

крупными частицами будет существенно больше диаметра мелких частиц. Это 

означает, что можно отвлечься от реальной структуры такой системы и рас-

сматривать распределение мелких частиц между крупными, как если бы мел-

кие частицы размещались в свободном пространстве с эффективной объемной 

концентрацией 

                                                     )1( APAl
ef
Al vvv −=                                             (1.7) 

В этом случае результаты моделирования будут описывать распределение 

частиц алюминия в пространстве между частицами ПХА. 

Таким образом, в этом разделе под объемной концентрацией частиц v  бу-

дет пониматься либо APv , либо ef
Alv , в зависимости от того, какая система моде-

лируется. Соответственно, все линейные размеры будем относить к диаметру 

либо частиц ПХА APD , либо частиц алюминия AlD . 

Многие свойства ГКС, в первую очередь акустические и электромагнит-

ные, определяются взаимным расположением частиц дисперсных компонен-

тов. Взаимное расположение частиц в ГКС определяет рассеяние и затухание 

звуковых и электромагнитных волн в материале, подобно тому, как взаимное 

расположение атомов в твердом теле или жидкости определяет рассеяние рент-

геновского излучения [71]. 

Важнейшей характеристикой системы, описывающей взаимное располо-

жение частиц, является парная корреляционная функция (1.3). Метод расчета 

этой функции для образцов конечного размера описан выше. 

На рис.1.11 показана парная корреляционная функция системы 
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Рис.1.11. Парная корреляционная функция системы одинаковых 

сферических частиц, полученная методом вязкой суспензии 

a – v=0.3; b – v=0.5; c – v=0.6; 



одинаковых твердых сфер, полученная методом вязкой суспензии для разных 

объемных концентраций частиц. 

Расчеты показывают, что для объемных концентраций частиц 3.0≤v   

корреляционная функция имеет два максимума при r=1 и r=2. При r=1 функция 

g(r) имеет δ  - образную особенность, описывающую контактирующие 

частицы. На рис 1.11 она получилась размытой из-за шага осреднения 0.1. 

Амплитуда этой δ -особенности определяется вероятностью пересечения 

частиц при начальном заполнении, которая равна ν, т.к. при малых ν именно 

пересекающиеся в начальный момент частицы в дальнейшем образуют пары 

контактирующих частиц. Второй максимум на расстоянии r =2 имеет 

значительно меньшую амплитуду, и появляется также благодаря присутствию в 

системе контактирующих частиц. 

Рис.1.11 показывает, что при ν≤0.3 частицы распределены в объеме 

случайным образом, так как корреляции очень быстро затухают: уже при r >2 

корреляционная функция практически равна единице. С увеличением ν радиус 

корреляции растет, при этом изменение корреляционной функции имеет харак-

тер затухающих колебаний; что указывает на возникновение и рост регулярных 

структур. При ν=0.65 радиус корредяции превышает 10. Это означает, что при 

ν≥0.65 в ГКС уже существуют достаточно крупные регулярные структуры, в 

которых расположение частиц близко к плотной упаковке (см. для сравнения 

рис.1.1, 1.2). Таким образом, при больших объемных концентрациях частиц 

дисперсных компонентов в ГКС образуются регулярные структуры 

достаточной протяженности, в пределах которых расположение частиц не 

может считаться случайным. Однако, это справедливо только для 

монодисперсных частиц. Для полидисперсных частиц с широким спектром 

возникновение регулярных структур происходит при значительно больших 

объемных концентрациях, чем для монодисперсных, либо они вообще не 

возникают. 



   Отметим, что парная корреляционная функция, полученная методом вяз-

кой суспензии, отличается от парной корреляционной функции «твердых ато-

мов», полученной методом молекулярной динамики [15,71], наличием δ-

особенностей при r=1 и r=2, связанных с конечной вероятностью контактов 

частиц в ГКС. Если же отбросить контактирующие частицы, что будет соответ-

ствовать равномерному распределению частиц в свободном объеме (т.е. цен-

тров частиц в объеме между частицами), то нормированная парная корреляци-

онная функция совпадет с парной корреляционной функцией для «твердых ато-

мов» (см. раздел 1.3.4). 

Другой важной характеристикой ГКС является координационное число 

частиц – число контактов частиц с соседними, характеризующее реакционную 

способность ГКС, а также способность частиц алюминия к агломерации (под-

робнее см. в гл.3). На рис.1.12 показано распределение числа контактов частиц 

(координационных чисел) для системы одинаковых сфер при разных объемных 

концентрациях частиц. При ν≤0.25 существует большое число частиц, не кон-

тактирующих ни с одной частицей. При этом максимум приходится на 1-2 кон-

такта. Напротив, при ν=0.4 в системе уже очень мало свободных частиц, не 

контактирующих с другими, при этом, максимум приходится на 5 контактов и 

в системе имеется заметное число частиц, контактирующих одновременно с 8-9 

другими. 

Контактирующие частицы в ГКС образуют кластеры. При прохождении 

тепловой волны по ГКС в процессе горения частицы алюминия, входящие в 

кластеры, спекаются, образуя достаточно протяженные структуры. Эти струк-

туры играют заметную роль в процессе горения. Во-первых, они обладают бо-

лее высокой теплопроводностью и в процессе горения ГКС играют роль «теп-

ловых мостиков», передающих тепло из поверхностных слоев ГКС вглубь к-

фазы; во-вторых, именно эти кластеры являются «зародышами» агломератов, 

образующихся при горении металлизированных ГКС (см. гл.3) и изменяющих 
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Рис.1.12. Распределение числа контактов между одинаковыми 

сферическими частицами для разных объемных концентраций частиц 

 

 

 

 

 

 

 



энергетические характеристики установок на твердом топливе [52,60,131]. Все 

это указывает на то, что кластеры контактирующих частиц являются важным 

элементом структуры ГКС, определяющим процесс горения [41]. 

Статистической характеристикой системы кластеров является функция 

распределения кластеров по массе. Для рассматриваемой здесь ГКС, содержа-

щей частицы одинаковых размеров, имеет смысл говорить о массовой доле 

кластеров, образованных ровно k  частицами: 
N

kNkkP
Σ

=
)()( , где )(kN - число 

кластеров, содержащих ровно k  частиц, N Σ  - общее число частиц в ГКС. Оче-

видно, здесь k  играет роль относительной массы кластера (массы кластера, от-

несенная к массе одной исходной частицы). 

На рис.1.13 приведены функции распределения кластеров контактирую-

щих частиц по массе для разных объемных концентраций частиц в ГКС. На 

рис.1.13 приведены данные для малых относительных масс кластеров (мень-

ших 30). С увеличением объемной концентрации ν доля кластеров с малой мас-

сой уменьшается, однако увеличивается число кластеров с большими (и очень 

большими) массами. На рис.1.14 приведена функция распределения кластеров 

контактирующих частиц по массе для ν=0.25 для всего диапазона масс. Видно, 

что в системе имеются очень большие кластеры, содержащие более 5000 ис-

ходных частиц. Были проанализированы размеры кластеров, возникающих при 

разных объемных концентрациях ν. Интерес представляют наибольшие кла-

стеры, возникающие в «образце» ГКС при разных значениях ν. Для каждого из 

этих кластеров определялся максимальный размер – наибольшее расстояние 

между центрами двух частиц, входящих в кластер. 

На рис.1.15 приведены максимальные размеры наибольшего кластера сис-

темы при разных ν. Размеры кластеров представлены в безразмерном виде – 

отнесены к линейному размеру «образца». Для сравнения см. рис.1.5, описы-

вающий плоскую систему с твердыми дисками. 
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Рис.1.13. Распределение кластеров по массе в системе одинаковых 

твердых сфер для разных объемных концентраций частиц 

 
Рис.1.14. Распределение кластеров по массе в системе одинаковых 

твердых сфер для v =0.25 
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Рис.1.15. Зависимость максимального размера наибольшего кластера 

от объемной концентрации частиц для разных расчетных областей 

(система одинаковых сферических частиц) 



Результаты моделирования показывают, что с увеличением объемной кон-

центрации частиц увеличивается максимальный размер наибольшего кластера. 

При концентрациях ν частиц в ГКС, меньших критической ~crν 0.14-0.17 (в 

зависимости от размеров «образца»), в системе имеются только изолированные 

кластеры, размеры которых существенно меньше размеров расчетного «образ-

ца». С увеличением концентрации ν частиц происходит увеличение (в среднем) 

размеров кластеров, при этом растет вероятность появления кластера, прони-

зывающего весь «образец» (перколяционного кластера) и включающего в себя 

значительную массу исходных частиц [61]. При концентрациях алюминия 

crνν > , в системе, с вероятностью, близкой к единице, возникает перколяцион-

ный кластер, масса которого значительно колеблется от расчета к расчету. С 

увеличением размеров расчетного «образца» значение crν  несколько увеличи-

вается. Экстраполяция полученных данных на бесконечный «образец» ГКС по-

казывает, что перколяционным пределом системы одинаковых сферических 

частиц является концентрация ~crν 0.16-0.17. Эти данные хорошо согласуются 

с результатами работ [119-121], в которых исследовались концентрационные 

пределы распространения волны горения в гетерогенных системах. Горение в 

ГКС, рассмотренных в работах [119-121], происходило за счет передачи тепла 

по цепочке контактирующих частиц, а также за счет химической реакции кон-

тактирующих частиц и прекращалось, при обрыве этих цепочек. Таким обра-

зом, наличие перколяционного кластера являлось необходимым условием для 

возникновения устойчивого горения рассмотренных ГКС, что позволило уста-

новить ~crν 0.16±0.03 [119-121]. 

При приближении к перколяционному пределу crν  со стороны малых кон-

центраций наблюдаются значительные флуктуации размеров наибольшего кла-

стера, причем, чем меньше «образец», тем больше эти флуктуации. Наличие 

пороговой концентрации (перколяционного предела) приводит к явлению, ана-



логичному фазовому переходу второго рода [74,95]: при переходе через перко-

ляционный предел происходит скачкообразное изменение свойств ГКС, опре-

деляемых контактирующими частицами, например теплопроводности, элек-

тропроводности и др. В этом случае объемная концентрация частиц ν играет 

роль параметра порядка. 

В металлизированных ГКС при cr
ef
Al νν >  за счет спекания частиц перколя-

ционного кластера в процессе горения может образовываться каркас из метал-

лических частиц, который останется после сгорания образца ГКС и сохранит 

его исходную форму [61]. 

Рассмотрим результаты моделирования системы монодисперсных частиц 

применительно к распределению алюминия в металлизированных ГКС. На 

рис.1.16 приведены числа исходных частиц алюминия в различных кластерах 

при разных эффективных концентрациях ef
Alν . Здесь приведены данные для об-

разцов 20Х20Х20 и 30Х30Х30. 

Видно, что для каждого значения ef
Alν  максимальное число частиц, объеди-

ненных в один кластер, не превышает некоторого значения. Линия 

                                                       ( )ef
Almax 4.32exp3 ν=N                                      (1.8) 

ограничивает сверху все расчетные значения и может рассматриваться как за-

висимость (в статистическом смысле) максимального числа исходных частиц в 

кластере при данной эффективной концентрации алюминия в ГКС. Оценка по-

казывает, что зависимость (1.8) ограничивает массу максимального кластера с 

вероятностью не менее 0.96. 

Формула (1.8) показывает, что масса наибольшего кластера частиц алю-

миния в ГКС растет экспоненциально с концентрацией ef
Alν . 

В последнее время появились работы, в которых обосновывается фрак-

тальный характер энерговыделения при горении ГКС [122]. Очевидно, это воз-

можно, только при наличии каких-либо фрактальных структур в исходной 
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Рис.1.16. Число исходных частиц в кластерах  

для разных эффективных концентраций частиц в ГКС. 

Линия – верхняя граница. 

 
 

 
 
 
 
 

 
 



ГКС. Анализ результатов математического моделирования для монодисперс-

ных частиц показал, что фрактальные структуры (в строгом смысле этого поня-

тия) в исходной ГКС отсутствуют, однако было обнаружено, что кластеры кон-

тактирующих частиц алюминия в исходной ГКС образуют фракталоподобные 

структуры. 

Анализ показывает, что кластеры в среднем вытянуты в одном из направ-

лений. На рис.1.17 приведена корреляция числа частиц в кластере и макси-

мального линейного размера кластера (наибольшего расстояния между цен-

трами его частиц) для разных значений ef
Alν . 

Видно, что расчетные точки группируются вблизи степенной зависимости 

                                                             ( )AlDLAN D=                                         (1.9) 

характерной для фрактальных структур, где D  - некоторый коэффициент, ко-

торый можно рассматривать как «фрактальную размерность» кластера; A  - по-

стоянный множитель. Для одинаковых сферических частиц  распределенных в 

свободном пространстве D=2; A=0.6. 

Заметим, что подобная зависимость была получена для агрегатов сажи, 

образующихся при горении углеводородных топлив [168], при этом фракталь-

ная размерность агрегатов была 1.74. Это может говорить о едином механизме 

формирования структуры агрегатов (кластеров) частиц, независимо от их при-

роды.  

Нижняя пунктирная линия на рис.1.17 соответствует максимально воз-

можной длине кластера при данном числе частиц, когда кластер представляет 

собой прямолинейную цепочку. Верхняя пунктирная линия на рис.1.17, напро-

тив, соответствует компактному размещению частиц в кластере, когда они 

сконцентрированы внутри сферы минимально возможного радиуса. Получен-

ное значение фрактальной размерности показывает, что кластеры одинаковых 

контактирующих частиц образуют ажурные поверхностные структуры. Это со-

гласуется с результатами работы [198], в которой такие структуры, образован-



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.1.17. Корреляция числа частиц в кластере и его максимального размера. 



ные частицами алюминия, обнаружены в металлизированных ГКС. 

Так как кластеры вытянуты вдоль некоторой оси, они могут рассматри-

ваться как линейные тепло- и электропроводящие элементы, связывающие по-

верхность горения ГКС с ее глубинными слоями и, следовательно, активно 

участвующие в процессе горения. 

Отметим, что зависимость (1.9) справедлива как для частиц ПХА, так и 

для частиц алюминия  в составе металлизированной ГКС, когда распределение 

частиц алюминия не зависит от распределения и размеров частиц ПХА (т.е. ко-

гда частицы ПХА и алюминия могут быть независимо размещены в объеме 

ГКС). 

Сравнение зависимостей (1.8), (1.9) показывает, что максимальный размер 

наибольшего кластера контактирующих частиц алюминия растет экспоненци-

ально с ростом эффективной концентрации алюминия в ГКС: 

( ) ( )ef
AlmaxAl 2.16exp2.2 ν=DL . 

Эта зависимость позволяет оценить область применимости рассмотренно-

го выше метода независимого размещения частиц ПХА и мелкодисперсного 

алюминия при моделировании структуры ГКС. Очевидно, такая процедура оп-

равдана только в том случае, когда характерное расстояние между частицами 

ПХА существенно больше размеров максимального кластера частиц алюминия: 

maxAP L>>Δ , где характерное расстояние между частицами ПХА APAP DkD=Δ , 

а коэффициент пропорциональности ( ) 31
AP 11~ −νDk . 

Таким образом, независимое размещение частиц ПХА и алюминия в объе-

ме ГКС при моделировании ее структуры возможно только в том случае, когда 

                                  ( ) ( )( )APAlAPAl 12.16exp2.2 νν −−< DkDD                       (1.10) 

Из этого соотношения, например, следует, что при Alν =0.1 и APν =0.4 

структура кластеров не будет зависеть от размеров частиц ПХА, если 

APAl DD <0.035, а при APν =0.6 и том же значении Alν  – если  APAl DD <0.007. 



Если неравенство (1.10) не выполняется, размеры и средние массы класте-

ров даже для ультрадисперсных ( 0APAl →DD ) исходных частиц алюминия 

будут зависеть от размеров частиц ПХА. 

Одной из важных характеристик кластера является среднее координаци-

онное число (среднее число контактов, приходящееся на одну частицу класте-

ра), определяющее прочность кластера и, следовательно, прочность каркасного 

слоя на поверхности горения, а также склонность кластера к объединению в 

единую каплю после его плавления. 

На рис.1.18 значками отмечены средние координационные числа C кла-

стеров, полученных в результате моделирования структуры ГКС, в функции от 

числа частиц в кластере N. Оказалось, что зависимость C(N) распадается на 

дискретное число ветвей, асимптотически приближающихся к значению C=2, 

которое также является одной из ветвей этой зависимости. В пределах каждой 

ветви зависимость C(N) является регулярной. Разброс средних координацион-

ных чисел кластеров в ГКС проявляется в том, что они могут принадлежать 

разным ветвям зависимости C(N). 

Анализ показал, что координационное число кластера C  связано с числом 

частиц в кластере простым соотношением 

                                                           NkC 22 +=                                            (1.11) 

где ;...2;1;0;1−=k  - структурный фактор; определяющий тип кластера. Каждой 

ветви зависимости C(N) соответствует свое значение k  и свой тип кластера. На 

рис.1.18 зависимости (1.11) показаны линиями. 

Анализ кластеров, относящихся к разным ветвям зависимости, показывает, 

что кластеры разного типа отличаются числом циклических структур (петель). 

Структурный фактор связан с числом петель s в кластере соотношением 

1−= sk . На рис.1.19 показано несколько простейших типов кластеров, для 

первых трех значений параметра k , иллюстрирующих зависимость (1.11). От-

метим, что зависимость (1.11) легко может быть получена теоретически мето-
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Рис.1.18. Зависимость среднего координационного числа кластера 

от количества в нем исходных частиц. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Рис.1.19. Простейшие типы кластеров для первых трех значений 

структурного фактора k . 
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дами теории графов [56]. 

 

1.2.2. ГКС с бидисперсным компонентом 

 

Более подробно ГКС с бидисперсным наполнителем будут рассмотрены в 

гл.3 на примере металлизированных ГКС, содержащих порошки ПХА и алю-

миния.  

Здесь и далее под мелкими частицами понимаются частицы алюминия, а 

под крупными – частицы ПХА и других неметаллических компонентов ГКС. 

Вместе с тем, к таким системам могут быть отнесены и безметальные ГКС, со-

держащие ПХА двух существенно разных фракций. 

Для простоты считается, что порошки ПХА и алюминия имеют узкие 

фракции, поэтому все частицы в пределах одного типа считаются одинаковы-

ми. 

При моделировании структуры металлизированной ГКС методом вязкой 

суспензии проводилось совместное размещение частиц двух типов в заданном 

объеме. Задача решалась в безразмерном виде, когда все линейные размеры от-

несены к диаметру крупных частиц. Таким образом, частицы ПХА имели диа-

метр, равный единице, а частицы алюминия – диаметр 1Al <d . 

На рис.1.10 показана трехмерная структура ГКС, содержащей частицы 

ПХА и Al, полученная методом вязкой суспензии. В общем случае достаточно 

трудно показать трехмерное изображение ГКС; структуру таких ГКС можно 

представить, рассматривая бинарные системы дисков (рис.1.7-1.9). Распреде-

ление частности алюминия) в объеме ГКС аналогично распределению мелких 

частиц на этих рисунках. Частицы алюминия также неравномерно распределе-

ны по объему ГКС, группируясь в кластеры контактирующих частиц, располо-

женные между частицами окислителя. Чем больше объемная концентрация 

окислителя  и  алюминия,   тем   более   неравномерно   распределен   алюми-



ний в объеме ГКС. Форма кластеров и число частиц, входящих в них, являются 

случайными.  

В результате проведенных расчетов было установлено, что кластеры кон-

тактирующих частиц алюминия, также имеют фракталоподобную структуру и 

описываются соотношением (1.9). В частности, для APν =0.38 и разных значе-

ниях Alν  и Ald  было получено 8.0=A , 8.1=D . Таким образом, наличие круп-

ных частиц ПХА несколько уменьшает фрактальную размерность кластеров.  

Было установлено, что кластеры контактирующих частиц алюминия име-

ют ту же статистическую структуру, что и в отсутствии частиц ПХА. В частно-

сти, координационное число кластеров описывается зависимостью (1.11). 

С увеличением концентрации алюминия в ГКС увеличиваются размеры 

максимального кластера. 

Анализ результатов показал, что при малых объемных концентрациях 

( 08.0ef
Al ≤v ) основная масса алюминия приходится на кластеры, содержащие не 

более 10-20 частиц. Однако уже при 17.0ef
Al ≈v  более 70% массы алюминия, со-

держащегося в топливе, сосредоточено в одном крупном кластере, обеспечи-

вающем связность системы. При спекании частиц такой системы будет получен 

монолит (каркас), содержащий внутри себя вкрапления (не связанных с ним) 

более мелких кластеров. 

Для рассмотренной системы, начиная с концентрации 17.0ef
Al ≈v , размеры 

наибольшего кластера совпадают с размерами всей системы. Таким образом, 

для плотностей заполнения 17.0ef
Al ≥v  в системе образуется перколяционный 

кластер, простирающийся на всю систему и обеспечивающий ее связность. При 

сгорании такого топлива может образовываться твердый несгоревший остаток 

(каркас), форма которого повторяет форму заряда твердого топлива [35,61,115]. 

При плотностях заполнения 15.0ef
Al <v  вероятность образования кластера, 

охватывающего всю систему, близка к нулю. При плотностях заполнения в 



диапазоне 17.0...15.0ef
Al ≈v  наблюдаются значительные колебания размеров 

наибольших кластеров: от опыта к опыту в системе могут образовываться как 

небольшие кластеры, имеющие размеры, существенно меньше размеров систе-

мы, так и крупные кластеры, охватывающие всю систему. Флуктуации убыва-

ют с ростом размеров системы и можно утверждать, что для системы беско-

нечного объема будет существовать пороговое значение концентрации, близ-

кое к 17.0ef
Al ≈v , выше которого в системе с вероятностью единица образуется 

связный кластер, охватывающий всю систему. Таким образом, многие стати-

стические свойства, установленные для ГКС с монодисперсными частицами 

остаются справедливыми и для ГКС с бидисперсными наполнителями. 

Заметим, что многие свойства ГКС определяются кластерами контакти-

рующих частиц алюминия. К таким свойствам относятся, например, теплопро-

водность и электропроводность ГКС. Контактирующие частицы алюминия об-

разуют мостики, способствующие повышению тепло- и электропроводности 

материала. Электропроводность неметаллизированных ГКС близка к нулю. 

Добавление металла в малых концентрациях ( 15.0ef
Al <v ) не приводит к замет-

ному изменению электропроводности ГКС. Если объемная концентрация ме-

талла превышает значение 17.0ef
Al =v , в системе образуются цепочки контакти-

рующих частиц, пересекающие весь образец, что приводит к качественному 

изменению электропроводности. Дальнейшее повышение концентрации метал-

ла в ГКС приводит к плавному увеличению электропроводности материала, но 

со значительно большим градиентом, чем в «допороговой» области. Для кон-

центраций алюминия в диапазоне 17.0...15.0ef
Al ≈v  должны наблюдаться суще-

ственные флуктуации электропроводности ГКС, связанные с тем, что вероят-

ность образования цепочки контактирующих частиц, пересекающей весь обра-

зец ГКС, меньше единицы.  

 



1.3. Описание структуры ГКС методами кинетической теории 

 

Динамическая система, описываемая уравнениями (1.1), (1.2) напоминает 

систему молекул, а метод вязкой суспензии аналогичен методу молекулярной 

динамики в кинетической теории. Разница заключается в том, что в методе вяз-

кой суспензии не учитываются инерционные эффекты, но учитывается вязкое 

трение. В общем случае описание коллективных (статистических) свойств сис-

темы частиц в ГКС подобно описанию коллективных свойств системы атомов 

и молекул. Это позволяет применить методы статистической физики к описа-

нию структуры и свойств ГКС, состоящих из твердых частиц. Отличие системы 

атомов и молекул от ГКС заключается в том, что в последних отсутствует теп-

ловое движение частиц, а динамическая система используется только как алго-

ритм для размещения частиц в пространстве. 

Тем не менее, сходство динамических систем позволяют использовать 

одинаковые методы для их описания. 

 

1.3.1. Общие свойства динамической системы 

 

Рассмотрим некоторые общие свойства динамической системы, описы-

ваемой уравнениями (1.1), (1.2), с точки зрения теории динамических систем 

[73,79,95]. 

Уравнения (1.2) можно записать в виде 

                                                            
i

i U
td

d
x

x
∂
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−=                                               (1.12) 

где 

                                               ( )∑ Δ−−+=
ji

ijjiji rrU
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1 xx                                (1.13) 

Как показано в разделе 1.1, уравнения (1.12), (1.13) описывают эволюцию 



в сильно вязкой среде, системы точек (центров частиц), взаимодействующих 

посредством центральных потенциальных сил. 

Для того, чтобы во всех точках пространства система уравнений (1.12), 

(1.13) приводила к уравнениям (1.2), постулируем дополнительное условие 

                                         [ ] 0)()(lim =Δ−+
+→

ijijijji
jiij

drdrrr
rrr

                         (1.14) 

Отметим, что условие (1.14) является формальным и не влияет на резуль-

таты численного моделирования; оно необходимо только для обоснования пе-

рехода от уравнений (1.12), (1.13) к уравнению (1.2). 

Легко видеть, что система уравнений (1.12), (1.13) не является гамильто-

новой [73,79,95]. 

Из уравнений (1.12) следуют перечисленные ниже свойства. 

1. Из условия 

                                                          0)( =∑ ∂∂
i

iU x  

вытекает 

                                                               00 =
td

d x                                                 (1.15) 

где 

                                                              ∑=
i

ixx0                                                (1.16) 

Другими словами, координата 0x  «центра системы» в процессе эволюции 

не изменяется и, следовательно, является первым интегралом системы уравне-

ний (1.12). 

2. Из уравнения (1.2) следует соотношение 
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Из него видно, что 



                                                                 0≤
td

Ud                                               (1.17) 

Таким образом, в процессе эволюции системы функция U  монотонно 

убывает, и система стремится к состоянию с минимумом «потенциальной энер-

гии» U . С практической точки зрения это означает, что алгоритм размещения 

частиц в пространстве, основанный на решении системы уравнений (1.12) оп-

тимален: на каждом шаге расчета система монотонно стремится к состоянию 

равновесия. 

Легко видеть, что система (1.12), (1.13) имеет глобальный минимум 0=U  

в равновесном состоянии, когда ни одна пара частиц не пересекается (если та-

кое состояние возможно). Следует иметь в виду, что, вообще говоря, существу-

ет не одно равновесное состояние, отвечающее глобальному минимуму 0=U , 

а континуум таких состояний. Чем дальше система находится от состояния с 

плотной упаковкой, тем шире континуум равновесных состояний с глобальным 

минимумом «энергии» 0=U . Но кроме этого, в фазовом пространстве { }ix , 

формально, возможны стационарные точки, не совпадающие с глобальным ми-

нимумом, в которых, тем не менее 

                                                        0=
∂
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i

U
x

  и  0=
td

Ud                                     (1.18) 

В этих состояниях некоторые частицы могут пересекаться, но при этом 

они должны взаимно уравновешиваться. Очевидно, это возможно только при 

размещении частиц в области с конечными размерами, имеющими твердые 

границы или периодические граничные условия. Если размещение данной сис-

темы частиц в заданной области возможно (т.е. объемная концентрация частиц 

меньше, чем при плотной упаковке), стационарные точки (1.18) с 0≠U  не яв-

ляются локальными минимумами, а представляют собой седловые точки функ-

ции U  в фазовом пространстве { }ix . В любом случае, учитывая, что стацио-

нарные точки с 0≠U  дискретны, а области глобального минимума «потенци-



альной энергии» непрерывны, легко видеть, что вероятность того, что система 

в процессе эволюции попадет в одну из стационарных точек 0≠U , близка к 

нулю. По-видимому, этим объясняется тот факт, что многочисленные расчеты 

системы уравнений (1.1), (1.2) для разных систем всегда приводили к одному 

из состояний равновесия с глобальным минимумом 0=U . 

Заметим, что, вообще говоря, система уравнений (1.1), (1.2), как и другие 

известные динамические системы [79], может иметь и нестационарные аттрак-

торы, когда система не приходит к состоянию равновесия с пересекающимися 

частицами, а находится в непрерывном (часто хаотическом) движении. Отме-

тим, что многочисленные расчеты также не выявили наличие таких аттракто-

ров. По-видимому, нестационарные аттракторы возможны только в системах, у 

которых объемная концентрация частиц превышает концентрацию, соответст-

вующую плотной упаковке, т.е. в системах, которые не имеют ни одного рав-

новесного состояния с глобальным минимумом «потенциальной энергии» 

0=U . Такие системы не представляют интереса с точки зрения моделирования 

структуры ГКС, и в настоящей работе не рассматриваются. Хотя, следует отме-

тить, что с точки зрения теории динамических систем [79] они представляют 

несомненный интерес. 

Можно сделать следующий вывод: если в системе, описываемой уравне-

ниями (1.1), (1.2), возможно хотя бы одно состояние с глобальным минимумом 

«потенциальной энергии», она его обязательно достигнет. 

3. Теорема Лиувилля [73] для системы уравнений (1.1), (1.2) не выполняет-

ся. 

В самом деле, дивергенция скорости { }tdd ii xvv ≡=  в фазовом про-

странстве { }ixx = , как следует из уравнений (1.2), (1.12), (1.13), равна 
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Это означает, что фазовый объем, занимаемый системой, с течением вре-



мени увеличивается, что, впрочем, очевидно, так как частицы за счет отталки-

вания расходятся. 

 

1.3.2. Кинетическое уравнение для функций распределения 

 

Рассмотрим общую задачу. 

Имеется система частиц, между которыми действуют парные потенциаль-

ные силы взаимодействия ijiijjiij U xxxxxF ∂−∂−=− )()( . Кроме этого, бу-

дем считать, что на каждую частицу действует случайная сила )(tif  с нулевым 

средним (броуновская сила), причем броуновские силы для разных частиц - 

статистически независимые и изотропные. Это позволяет ввести коэффициент 

диффузии i-той частицы [155] 
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Если частицы находятся в сильно вязкой среде, их движение описываются 

уравнением Ланжевена [155] 
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ijii fFv +∑=
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где iμ  - коэффициент трения i-той частицы. 

Очевидно, при iμ ≡1; if ≡0 и силе Δ
−

−
= ij

ji

ji
ij

xx

xx
F

)(
, уравнения (1.12) опи-

сывают размещение частиц в заданной области пространства методом вязкой 

суспензии. В такой системе, вообще говоря, существует конечная вероятность 

контактов между частицами. Отметим, что методом вязкой суспензии можно 

моделировать и пористые системы, образованные спекшимися частицами. Для 

этого необходимо разместить частицы в объеме с концентрацией crvv >  (при 

меньших v  пористая система не может существовать), выделить перколяцион-

ный (наибольший) кластер и удалить все остальные кластеры, не связанные с 



перколяционным. Выделенный перколяционный кластер и будет моделировать 

пористую систему, образованную спекшимися сферическими частицами.  

Возможен и другой предельный случай. Если задать if ≠0 или 

ijij
ji

ji
ij Q

xx

xx
F +Δ

−

−
=

)(
, где ijQ  - некоторая слабая дальнодействующая сила, та-

кая, что 1<<ijQ , то уравнения (1.12) могут использоваться для моделирования 

структуры ГКС с равномерным распределением частиц и нулевой (или очень 

малой) вероятностью контактов между частицами. Это соответствует, напри-

мер, ГКС полученным методом «желатинизации» [35]. 

Введем фазовую плотность системы, которая пропорциональна плотности 

вероятности ),( tP x  нахождения системы в заданной точке фазового простран-

ства. Для фазовой плотности, как и для плотности вероятности ),( tP x  можно 

записать уравнение неразрывности [15,16,128] 
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которое можно рассматривать как уравнение Фоккера-Планка для системы 

взаимодействующих частиц [155], где 

                                                        })1{( ∑≡
≠ij

iji
d Fv μ  

Вводя производную по времени вдоль фазовой траектории  

xv ∂∂+∂∂= ttdd , из уравнения (1.14) при Di≡0 ( if ≡0; vv ≡d ) получим 

                                                       0div1
≤−= v

td
Pd

P
                                        (1.15) 

Отсюда также следует, что вдоль фазовой траектории элементарный фазо-

вый объем системы увеличивается, а фазовая плотность уменьшается. 

Начальным условием для уравнения (1.14), (1.15) является случайное раз-

мещение частиц в заданной области; только после этого система начинает эво-



люцию в соответствии с уравнениями (1.1), (1.2). Это означает, что начальные 

координаты частиц ix  являются случайными, независимыми и распределены 

равномерно в заданной области пространства. Если V  - объем области, в кото-

рой производится размещение N  частиц, можно записать начальное условие 

для функции NPP ≡ : 

                                                         N
N VtP −== )0,(x                                       (1.16) 

Формальное решение уравнения (1.15) с начальным условием (1.16) имеет 

вид 
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где интеграл берется вдоль фазовой траектории, а осреднение >< ...  произво-

дится по всем случайным реализациям (по всем случайным начальным услови-

ям). 

 

1.3.3. Цепочка зацепляющихся кинетических уравнений 

 

Из уравнения (1.14) может быть получена цепочка зацепляющихся урав-

нений для частичных функций распределения, аналогичная цепочке ББГКИ в 

кинетической теории [15,16,75]. 

Для простоты рассмотрим систему одинаковых частиц. Для нее 

)()1( jiiji xxFF −=μ  и DDi =  где функция )r(F  и коэффициент диффузии D  - 

одинаковые для всех частиц. 

В этом случае уравнение (1.14) запишем в виде 
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            (1.18) 

Частичные функции распределения, как обычно, определяются соотноше-

нием 



                               ∫= ++ NSNSSNSS ddPP xxxxxxxx ...),...,,,...,(),...,( 1111         (1.19) 

Интегрируя уравнение (1.18) по координатам некоторых частиц, получим 

систему зацепляющихся уравнений 
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           (1.20) 

Здесь учтена симметрия функций ),...,( 1 SSP xx  по любой паре координат. 

Система уравнений (1.20) для частичных функций распределения 

),...,( 1 SSP xx , Ns ,...,1= , аналогична системе зацепляющихся уравнений ББГКИ 

в кинетической теории. 

В частности, для s=1 и s=2, имеем 
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      (1.22) 

 

1.3.4. Решение кинетических уравнений 

 

Для замыкания и решения системы уравнений (1.20) можно использовать 

методы, разработанные в кинетической теории [15,16,75]. 

Для размещения одинаковых частиц в пространстве необходимо принять 

D=0 и Δ
−

−
=− ij

ji

ji
ji xx

xx
xxF

)(
)( . В частности, для равномерного размещения 



частиц в пространстве функция распределения constP =1 , а функция 2P  зави-

сит только от расстояния между частицами. В этом случае уравнение (1.21) 

превращается в тождество. 

При моделировании структуры ГКС с помощью кинетических уравнений 

(1.20) возникают те же трудности, что и при моделировании системы атомов в 

кинетической теории. Поэтому, рассмотрим приближенное моделирование 

двухчастичной функции 2P  для малых объемных концентраций частиц. 

Вместо функции распределения 2P  будем рассматривать связанную с ней 

корреляционную функцию )(rg . 

Рассмотрим систему одинаковых частиц диаметра 0d , размещенных в 

пространстве с объемной концентрацией v . Прежде всего, отметим, что алго-

ритм вязкой суспензии предполагает конечную вероятность существования 

контактирующих частиц: контактировать между собой будут, в первую оче-

редь, те частицы, которые в начальный момент (т.е. после случайного началь-

ного размещения центров частиц в объеме) пересекались. 

Можно ввести вероятность )(nPc  того, что данная частица контактирует 

ровно с n частицами. Эта функция описывает распределение координационных 

чисел в системе; для некоторых частных случаев графики этой функции приве-

дены на рис.1.6, 1.11. Очевидно, среднее координационное число всей системы 

частиц ∑
∞

=
=

1
)(

n
cc nnPp . В предположении, что число контактов подчиняется 

распределению Пуассона, показано, что среднее координационное число свя-

зано с объемной концентрацией частиц в системе соотношением [42,43] 

                                                      )1ln(8 vpc −−=  

Для каждой выбранной частицы остальные частицы системы можно раз-

бить на две группы. К первой группе относятся частицы, контактирующие с 

данной (если такие существуют). Очевидно, на N рассмотренных частиц будет 



приходиться cNp  частиц, контактирующих с ними. Ко второй группе относятся 

частицы, не контактирующие с данной и по условию равномерно распределен-

ные во всей оставшейся части пространства (при условии, что они не пересе-

каются). 

В соответствии с определением (1.3) среднее число частиц внутри шарово-

го слоя радиуса r и толщиной r+dr вокруг данной частицы будет 

                                                   drnrrgrdN 24)()( π=                                         (1.23) 

Тогда, в соответствии со сказанным выше, парную корреляционную функ-

цию можно представить в виде 

                                           ( ) )()(4)( *0
2
0 rgdrndprg c +−= δπ                           (1.24) 

где )(rδ  - дельта-функция; )(* rg  - некоторая непрерывная функция. 

Первое слагаемое (1.24) описывает вклад в корреляционную функцию час-

тиц, контактирующих с данной; второе слагаемое – вклад частиц второй груп-

пы (не контактирующих с данной). Таким образом, )(* rg  представляет собой 

парную корреляционную функцию системы, рассчитанную без учета частиц, 

контактирующих с данной. 

Определим функцию )(* rg . 

Рассмотрим произвольно выбранную частицу 1 (рис.1.20). Проведем во-

круг нее шаровой слой радиуса r>d0  и толщиной dr. В соответствии с (1.23), 

(1.24) для N выбранных частиц 1 среднее число частиц 2, центры которых по-

падают в этот шаровой слой, равно 

                                                drnrrNgrdN N
2

*
* 4)()( π=                                     (1.25) 

Рассмотрим влияние третьей частицы на корреляционную функцию. Пусть 

частица 3 находится от данной частицы 1 на расстоянии R  (рис.1.20). Тогда не 

весь объем шарового слоя будет доступен частице 2: она не может находиться 

внутри сектора с углом полураствора α . Это означает, что для N  частиц 1 сум-

марный объем шаровых слоев, доступный для размещения частиц 2, будет ра-
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где )(RdN N  - число частиц 3, центры которых находятся в шаровых слоях 

[R,R+dR] вокруг N частиц 1; 

                                            ( ) RrrRdRr 2)(),(cos1 22
0 −−=− α                          (1.27) 

В соответствии с определением (1.23)  

                                                dRnRRNgRdN N
24)()( π=                                    (1.28) 

Заметим, что в формуле (1.25) стоит )(* rg , а в формуле (1.28) - )(Rg . 

 

 

 

 

 

Рис.1.20. К выводу уравнения для парной корреляционной функции )(rg . 

 

Так как частица 3 может находиться в любом месте, для нахождения сум-

марного объема шаровых слоев радиуса r, доступного частице 2, необходимо 

просуммировать соотношение (1.26) по всем допустимым R с учетом (1.27), 

(1.28). Заметим, при этом, что всегда R≥1. Таким образом, для объема шарового 

слоя, доступного частице 2, получим выражение 
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По определению, суммарное число частиц 2 в объеме NdV  рассматривае-

мых шаровых слоев равно 

                                                          NN dVndN *
* =                                             (1.31) 

где *n  - концентрация частиц, не учитывающая контактирующие частицы; она 

будет определена далее. 

Учитывая, что это же число частиц определяется соотношением (1.25), по-

лучим уравнение для функции )(* rg : 

                          ( )∫
+

−−−=
0

)(

22
0** )()()()()(

dr

ra
dRRRgrRdrnnnrg π                (1.32) 

Заметим, что в уравнении (1.32) вместо множителя *n  используется мно-

житель n . Это в некоторой степени искусственный прием, позволяющий в 

дальнейшем избежать результатов, не имеющих физического смысла, но он оп-

равдан тем, что рассматриваемая схема является приближенной и соответству-

ет малым концентрациям n , когда *nn ≈ , поэтому проведенная замена скажет-

ся на эффектах высокого порядка. 

Подставляя в правую часть соотношение (1.24), получим 
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Из (1.24) следует, что 

                                                1)(lim)(lim * ==
∞→∞→

rgrg
rr

                                      (1.35) 

Для 02dr ≤  уравнение (1.33) можно записать в виде 
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+

−−−−−=
0

0

)()()()2)(4()()( *
22

000**

dr

d
c dRRRgrRdrnrddpnnrg π       (1.36) 



Аналогично, для 02dr >  имеем 
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Перейдем к безразмерным переменным, отнеся все линейные размеры к 

диаметру частиц 0d , при этом, оставим для безразмерного радиуса прежнее 

обозначение r . Тогда уравнения (1.36), (1.37) запишем в виде: 

для 2≤r   
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1
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c dRRRgrRrvrpvvrg          (1.38) 

для 2>r  
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r
dRRRgrRrvvvrg                    (1.39) 

где 63
0dnv π=  - объемная концентрация частиц в пространстве; 63

0** dnv π= . 

Учитывая предел (1.35), из уравнения (1.39) получим 

                                                        vvv 81* +=                                                  (1.40) 

при этом, уравнение (1.39) имеет тривиальное решение 

                                                  1)(* =rg   при 1>r                                            (1.41) 

Если бы перед интегралами в уравнении (1.32) стоял множитель *v , а не v , 

вместо соотношения (1.40) имело бы место соотношение 1
* )81( −−= vvv  и при 

81≥v  все дальнейшие результаты не имели бы физического смысла. 

Из рис.1.11a следует, что вплоть до v =0.3 функция )(* rg  слабо отличается 

от единицы. Это позволяет разложить функцию )(* rg  при 1≤r  по степеням v : 

                                          ...)()(1)( 2*
2

1** +++= rgvrvgrg                                (1.42) 

где ),...(),( 2*1* rgrg  - некоторые функции. 

Подставляя (1.42), в уравнение (1.38) с учетом (1.40), в первом приближе-

нии получим решение для 2≤r  
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При 0=cp , т.е. в отсутствие контактирующих частиц, решение (1.43) пе-

реходит в точное аналитическое решение для системы твердых сфер единично-

го радиуса, полученное в кинетической теории [15]. 

Подставляя (1.41), (1.43) в уравнение (1.38), после простых преобразова-

ний получим 
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На рис.1.21 показаны функции )(* rg  для системы твердых сфер при 

v =0.1. Линией 1 показано второе приближение функции )(* rg , рассчитанное 

по формулам (1.42)-(1.44); линия 2 показывает эту же функцию, полученную 

прямым расчетом методом вязкой суспензии. Для сравнения на рис.1.21 приве-

дена функция (1.43) при 0=cp , соответствующая первому приближению, по-

лученному в кинетической теории, для системы атомов с нулевой вероятно-

стью контактов (линия 3). Видно, что функция (1.42)-(1.44) качественно пра-

вильно описывает «экспериментальную» корреляционную функцию )(* rg  (в 

частности, скачок при r=2), но полного количественного совпадения получить 

не удается. Это связано с тем, что разложение функции )(* rg  по степеням v  

требует разложения в ряд функции 1)81( −− v , но при v =0.1 величина v8  уже не 

может считаться малой и, по-видимому, второе приближение не достаточно 

для количественного совпадения. Кроме того, уравнение (1.33) соответствует 

только парным контактам частиц и не учитывает контакты более высокого по-

рядка, что также вносит ошибку в расчетное значение функции )(* rg . 

Вместе с тем, сравнение линий 1,2 и линии 3 (рис.1.21) показывает, что 

ненулевая вероятность контактов частиц в системе ( 0≠cp ) существенно изме-

няет корреляционную функцию )(* rg . Этим объясняется качественное отличие 
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Рис.1.21. Сравнение теоретической (во втором приближении) парной 

корреляционной функции )(* rg  системы одинаковых сфер (линия 1) 

и полученной прямым расчетом методом вязкой суспензии (линия 2) 

для v =0.1. Линия 3 – первое приближение для 0≡cp . 



парной корреляционной функции, полученной методом вязкой суспензии, от 

парной корреляционной функции системы твердых сфер, полученной в кине-

тической теории (линия 3). 

Отметим, что уравнение (1.33) может быть использовано для описания 

химически реагирующего газа. В самом деле, пусть имеются атомы некоторого 

газа, которые могут вступать в реакцию, образовывая соединение из двух ато-

мов. Рассматривая атомы как твердые сферы и обозначая через cp  вероятность 

образования химического соединения из двух атомов, при малых концентраци-

ях мы получим рассмотренную выше задачу. Следовательно, система химиче-

ски реагирующих газов в приближении твердых сфер также описывается пар-

ной корреляционной функцией (1.24), (1.42)-(1.44), которая качественно отли-

чается от парной корреляционной функции для нереагирующих газов. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ВЫВОДЫ 

 

1. Предложена аналоговая модель и новый алгоритм случайного размеще-

ния твердых сфер в пространстве (твердых дисков на плоскости), применимый 

для любого распределения диаметров частиц и для объемных концентраций 

вплоть до максимально возможных, соответствующих плотной упаковке час-

тиц. Предложенный метод назван методом вязкой суспензии. 

2. Проведено моделирование структуры гетерогенных конденсированных 

смесей, содержащих один или два вида монодисперсных частиц в широком 

диапазоне их объемных концентраций. Определены основные статистические 

характеристики, описывающие внутреннюю структуру ГКС. Показано, что ме-

тод вязкой суспензии позволяет моделировать возникновение регулярных 

структур, когда объемная концентрация частиц приближается к максимально 

возможной, соответствующей плотной упаковке. 

3. Показано, что контактирующие частицы в ГКС образуют протяженные 

кластеры, размеры которых возрастают с ростом объемной концентрации час-

тиц. Если объемная концентрация частиц в системе превышает значение 

0.15…0.17, в системе с вероятностью единица возникает перколяционный кла-

стер, пронизывающий всю систему, способный изменить ее теплофизические и 

баллистические характеристики. 

4. Показано, что кластеры контактирующих частиц алюминия в металли-

зированных ГКС имеют фракталоподобную структуру, фрактальная размер-

ность которой изменяется от 2.0 для малых концентраций частиц алюминия в 

ГКС до 1.8 для относительно больших концентраций. 

5. Исследована структура кластеров контактирующих частиц. Показано, 

что среднее координационное число кластеров, содержащих одинаковое число 

частиц, может принимать только дискретные значения, которые определяются 

наличием в структуре циклических элементов. 




