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ÂâåäåíèåÏðèìåðû ó÷àò íå ìåíüøå, ÷åì ïðàâèëà,à îøèáêè � áîëüøå, ÷åì ïðàâèëüíûå,íî íåïîíÿòíûå äîêàçàòåëüñòâà.Àðíîëüä Â.È.1Çàäà÷è î ðàâíîâåñèè è ïåðåìåùåíèè òåë ïðè íàëè÷èè ñèë ñóõî-ãî òðåíèÿ çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî ñðåäè çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,ó÷èòûâàþùèõ äèññèïàöèþ (ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ). Äåëî â òîì, ÷òî ýëå-ìåíòàðíàÿ ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ òàêîâà, ÷òî ìîäóëü åå, âîîáùå ãîâîðÿ,íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ êîíòàêòèðóþùèõòî÷åê, íî íàïðàâëåíèå âñåãäà àíòèïàðàëëåëüíî âåêòîðó ýòîé ñêîðîñòè.Àíàëèòè÷åñêè ýòîò �àêò âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé:
d~Fòð = −k · p · dS · ~v

|~v| , (0.1)ãäå k � êîý��èöèåíò (òðåíèÿ), p � íîðìàëüíîå äàâëåíèå â ðàññìàòðè-âàåìîì ýëåìåíòå ïëîùàäè dS, ~v � ñêîðîñòü (îòíîñèòåëüíàÿ) ýëåìåíòà
dS. Îñîáåííîñòü è íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà â (0.1) ñêî-ðîñòü ~v îáðàùàåòñÿ â íóëü. Êðîìå òîãî, èç (0.1) ìû âèäèì, ÷òî d~Fòð ïðèïåðåõîäå âåêòîðà ~v ÷åðåç çíà÷åíèå ~v = 0 ìîæåò ñêà÷êîì èçìåíèòü ñâîåíàïðàâëåíèå, ñîõðàíÿÿ ñâîé ìîäóëü íåèçìåííûì. Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿïðè÷èíîé ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ìåõàíè÷åñêèõ (äèíàìè÷åñêèõ) ý��åêòîâ,âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, íàïðèìåð ëåãêîñòü ïåðåâîäà äâèæóùåãîñÿðåìíÿ ñ îäíîãî øêèâà íà äðóãîé, ëåãêîñòü ïîâîðà÷èâàíèÿ àâòîìîáèëÿíà õîäó, çàíîñ áëîêèðîâàííûõ êîëåñ àâòîìîáèëÿ íà ñêîëüçêîé äîðîãå èò. ä. Íåîïðåäåëåííîñòü â (0.1) ïðè v = 0 ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ òà-êîãî ïîíÿòèÿ, êàê ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ. Íàïðàâëåíèå è ìîäóëü ýòîé ñèëû,1Àðíîëüä Â.È. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíèìàíèå ïðèðîäû: Î÷åðêè óäèâèòåëüíûõ �è-çè÷åñêèõ ÿâëåíèé è èõ ïîíèìàíèÿ ìàòåìàòèêàìè (ñ ðèñóíêàìè àâòîðà). � Ì.: ÌÖ-ÍÌÎ, 2009. � 144 ñ. 3



âîîáùå ãîâîðÿ, íåîïðåäåëåííû. Äëÿ ìîäóëÿ ìîæíî óêàçàòü ëèøü âåðõ-íþþ ãðàíèöó, áëèçêóþ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñèëå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ.Äëÿ íàïðàâëåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà Ïýíëåâå [1℄, êîòîðàÿ ïðåäïè-ñûâàåò àíòèïàðàëëåëüíîñòü âåêòîðà ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ ãëàâíîìó âåê-òîðó ñèë, ñòðåìÿùèõñÿ çàñòàâèòü ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò ñêîëüçèòü.Ýòè �àêòû îáóñëîâëèâàþò íàëè÷èå èíòåðåñíûõ ý��åêòîâ â ñòàòè÷å-ñêèõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð ý��åêòû çàêëèíèâàíèÿ è ñàìîòîðìîæåíèÿ,êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òîðìîçíûõ óñòðîéñòâ äëÿòðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ.Â ïðåäñòàâëåííîì ïîñîáèè îáñóæäàþòñÿ ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ ¾ýëå-ìåíòàðíûõ¿ çàäà÷ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ó÷åáíî-íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîéëèòåðàòóðå ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñèëàìè ñóõîãîòðåíèÿ. Êðîìå òîãî, (ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà) ýòè çàäà÷è ïðåäñòàâëÿ-þò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è äîñòóïíû äëÿ ïîíèìàíèÿ øêîëüíèêàìèñòàðøèõ êëàññîâ è ñòóäåíòàì âóçîâ. Íåêîòîðûì çàäà÷àì ïðèñâîåíî èìÿàâòîðà, èç ïóáëèêàöèè êîòîðîãî îíè áûëè ïî÷åðïíóòû.Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ïîìåùåíî äåñÿòü çàäà÷, âîñåìü èç êîòîðûõêàñàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñóõîãî òðåíèÿ, à äâå ïîñëåäíèå � íåóïðó-ãîãî óäàðà, ñ ïîñëåäóþùèì èññëåäîâàíèåì ïîñëåóäàðíîãî äâèæåíèÿ.Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ è ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì â ìàðòå2009 ãîäà íà çàñåäàíèè Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà ïî òåîðåòè÷åñêîéìåõàíèêå ïðè Ìèíîáðíàóêè �Ô (ïðåäñåäàòåëü, àêàäåìèê ÌÀÍ ÂØ,ïðî�åññîð Ìàðòûíåíêî Þ.�.). Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, àâòîð âûðàæàåòñâîþ áëàãîäàðíîñòü çà îáñóæäåíèå è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ âñåì ó÷àñò-íèêàì ýòîãî çàñåäàíèÿ è, â îñîáåííîñòè, ïðî�åññîðàì Ñàìñîíîâó Â.À.,Ôîðìàëüñêîìó À.Ì. è Èâàíîâó À.Ï. Ïîñëåäíèå äâå çàäà÷è îá óäàðåîáñóæäàëèñü ñ àêàäåìèêîì �ÀÍ Æóðàâëåâûì Â.Ô., êîòîðîìó àâòîðòàêæå âûðàæàåò ñâîþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü çà âûñêàçàííûå çà-ìå÷àíèÿ è ïîëåçíûå äîïîëíåíèÿ. Ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîñòàíîâêîéè ðåøåíèåì çàäà÷è 8 íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ, îáñóæäàëàñü ñ àêàäåìèêîì�ÀÍ Â.Â.Êîçëîâûì, êîòîðîìó àâòîð âûðàæàåò ñâîþ ïðèçíàòåëüíîñòüçà âíèìàíèå, âûñêàçàííûå çàìå÷àíèÿ è ïîääåðæêó.Îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü àâòîð âûðàæàåò ïðî�åññîðó À.Â.Áîðè-ñîâó è ñîòðóäíèêàì èçäàòåëüñòâà �ÕÄ çà îïåðàòèâíóþ ïîääåðæêó ïðèî�îðìëåíèè íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ.
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α�èñ. 1. Çàäà÷à �.Ôåéíìàíà. Òåëî íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ òðåíèåì [2℄:
Axyz � ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ; xy′ � ãîðè-çîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü; ~H � ñäâèãàþùàÿ ñèëà, ïàðàëëåëüíàÿ ïëîñêîñòè xy′;
β � óãîë, îáðàçóåìûé âåêòîðîì ~H ñ ãîðèçîíòàëüþ Ax; α � óãîë íàêëîíàøåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè1. Çàäà÷à �.Ôåéíìàíà (çàäà÷à 12.3 èç [2℄, ñòð. 39, ðåøåíèå �ñòð. 184). Öèòèðóåì ïî êíèãå [2℄.¾Òåëî âåñîì W ïîêîèòñÿ íà øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, íàêëî-íåííîé ê ãîðèçîíòó ïîä óãëîì α (ñì. ðèñ. 1).a) Êîý��èöèåíò ñòàòè÷åñêîãî òðåíèÿ µ = 2 tg α; íàéòèìèíèìàëüíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ (êóðñèâ �.Ôåéíìàíà) ñèëó

Hmin, êîòîðàÿ ñïîñîáíà áóäåò ïðèâåñòè òåëî â äâèæåíèå(ñì. ðèñ. 1).á) Â êàêîì íàïðàâëåíèè íà÷íåò äâèãàòüñÿ òåëî?¿Ïðèâåäåì êðàòêî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ñèñòåìàêîîðäèíàò Axyz, ñâÿçàííàÿ ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ, β � óãîë, îáðà-çóåìûé ñèëîé ~H ñ ãîðèçîíòàëüþ Ax, ïðè÷åì ~H ïàðàëëåëüíà ãîðèçîí-òàëüíîé ïëîñêîñòè xy′. Èìååì:
Hx = H cosβ, Hy = H sin β cosα, Hz = −H sin β sinα,ãäå H > 0, åñëè ~H íàïðàâëåíà ê íàêëîííîé ïëîñêîñòè, H < 0, åñëè íà-îáîðîò, ïðè÷åì β ∈

[
0, π

2

]. Ïðèíèìàÿ â ó÷åò ñèëó òÿæåñòè ~W , ìû ïîëó-5



÷àåì äëÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé ~Φ ñèë, êîòîðûå äåéñòâóþò íà òåëî (êðîìåñèëû òðåíèÿ ~Fòð!):
Φx = H cosβ, Φy = H sin β cosα − W sin α,

Φz = N − H sinα sin β − W cosα = 0,ãäå N � íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïëîñêîñòè.Ñèëà òðåíèÿ ~Fòð â ìîìåíò íà÷àëà ñäâèãà òåëà äåéñòâóåò â íàêëîí-íîé ïëîñêîñòè, íàïðàâëåíà ïðîòèâ âåêòîðà {Φx, Φy, 0} è â òî÷íîñòè ðàâ-íà åìó ïî ìîäóëþ. Â ìîìåíò íà÷àëà ñêîëüæåíèÿ Fòð = µN . Ïîýòîìóâåëè÷èíà H óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:
µ2(W cosα+H sinα sinβ)2 = H2 cos2 β+(H sin β cosα−W sin α)2, (1.1)êîòîðîå èìååò (êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî H) â òî÷íîñòè äâà êîðíÿ.Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèé ñòà-òèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ!Ïðèìåì W = 1 è îáîçíà÷èì y = sin β

(
β ∈

(
0, π

2

)). Òîãäà, ó÷èòû-âàÿ, ÷òî tg α =
µ

2
, ïîëó÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1):1◦) åñëè H > 0 (ñèëà ~H ê íàêëîííîé ïëîñêîñòè):

H1,2 = µ

[
−2y(1 + µ2)

z ±
√

4y2(1 + µ2)2 − 3z

|z|

]
, (1.2)ãäå z = y2µ2(1 + µ2) − 4 − µ2.2◦) åñëè H < 0 (ñèëà ~H îò íàêëîííîé ïëîñêîñòè):

|H | = H1,2 = µ

[
2y(1 + µ2)

z ±
√

4y2(1 + µ2)2 − 3z

|z|

]
, (1.3)ãäå z = y2µ2(1 + µ2) − 4 − µ2.�àññìîòðèì ñëó÷àé 1◦. Åñëè y = sin β òàêîâî, ÷òî z > 0, òî îáà êîð-íÿ â (1.2) îòðèöàòåëüíû, ò. å. ñèëà ~H ïðè òàêèõ β íå ìîæåò ñäâèíóòü6



òåëî (çàêëèíèâàíèå!). Åñëè y = sin β òàêîâî, ÷òî z < 0, òî ïîëîæèòåëü-íûé êîðåíü â (1.2) ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå çíàêà + è ðàâåí
H1 = µ

[
2y(1 + µ2) +

√
4y2(1 + µ2)2 + 3|z|
|z|

]
.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìèíèìóì ýòîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè y =

= sinβ = 0 → β = 0 è ðàâåí
H∗

1 =

√
3µ√

4 + µ2
.�àññìîòðèì ñëó÷àé 2◦. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî íàèìåíüøèé ïî-ëîæèòåëüíûé êîðåíü èç (1.3) áóäåò òàêîé:

H2 = µ

[
2y(1 + µ2)

z −
√

4y2(1 + µ2)2 − 3z
z

]

=
3µ

2y(1 + µ2) +
√

4y2(1 + µ2)2 − 3z
.Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàêñèìóì çíàìåíàòåëÿ âïîñëåäíåì âûðàæåíèè, ò. å. ìèíèìóì H2, äîñòèãàåòñÿ ïðè y = sin β = 1,ò. å. ïðè β = π

2
. Ïîëó÷èì:

H∗

2 =
µ

2 + µ2
.ßñíî, ÷òî H∗

2 < H∗

1 , ò. å. ìèíèìàëüíîå óñèëèå ðåàëèçóåòñÿ ïðè β =

= π
2
è ñèëà ~H íàïðàâëåíà îò ïëîñêîñòè. Òàêîé æå îòâåò ïðèâåäåí âêíèãå [2℄, îäíàêî ñîñòàâèòåëè ðåøåíèÿ çàðàíåå ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ìè-íèìàëüíîå óñèëèå ~H ðåàëèçóåòñÿ ïðè β = π

2
, à çàòåì âûáðàëè èç äâóõñèë (H > 0 è H < 0) ìåíüøóþ. ßñíî, ÷òî ýòîò �àêò íå î÷åâèäåí, òåìáîëåå, êàê ïîêàçàíî â íàñòîÿùåì ðåøåíèè, ïðè òðåáîâàíèè H > 0 (ñè-ëà íàïðàâëåíà ê ïëîñêîñòè) ìèíèìóì ðåàëèçóåòñÿ ïðè β = 0 (ñèëàíàïðàâëåíà âäîëü ïëîñêîñòè, ò. å. ïàðàëëåëüíà îñè Ax!).Îòìåòèì, ÷òî ýòîò æå îòâåò (H < 0, β = π/2) ñïðàâåäëèâïðè tg α = ε · µ, ãäå ε ∈ (0, 1). 7



2. Çàäà÷à Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. Â êíèãå Ñ.Òèìîøåíêî, Ä.Þíã [3,ñòð. 56℄ ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Öèòèðóåì ïî êíèãå [3℄.¾×åëîâåê ñ ïîìîùüþ âåðåâêè AB (ñì. ðèñ. 2) òàùèò ïîãîðèçîíòàëüíîìó áåòîííîìó ïîëó êàìåííóþ ãëûáó âåñîì G =
= m2g. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì óãëå α ìåæäó âåðåâêîé è ãî-ðèçîíòîì òÿíóùàÿ ñèëà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ñêîëü-æåíèÿ êàìíÿ, áóäåò ìèíèìàëüíîé? Êàêîâà áóäåò âåëè÷è-íà ýòîé ìèíèìàëüíîé ñèëû, åñëè óãîë òðåíèÿ ðàâåí ϕ =
= arctgµ?¿Àâòîðû êíèãè [3℄ ïðèâîäÿò ýëåãàíòíîå è êîðîòêîå ðåøåíèå, ñîñòàâ-ëÿÿ òðåóãîëüíèê ñèë äëÿ ãëûáû â ìîìåíò íà÷àëà ñêîëüæåíèÿ (ò. å. âìîìåíò ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ). Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3,îòêóäà ïîëó÷àþòñÿ îòâåòû:

α = ϕ = arctg µ, Pmin = G sin ϕ = G
µ√

1 + µ2
.Îäíàêî áîëåå âíèìàòåëüíûé àíàëèç ýòîé çàäà÷è äîëæåí ó÷èòû-âàòü âîçìîæíîñòü ñêîëüæåíèÿ ñàìîãî ÷åëîâåêà ïðè ïîïûòêå ñäâèíóòüãëûáó! Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ðåàëüíî ñóùåñòâóåò, ò. ê. ìàññà ÷åëîâåêàìåíüøå ìàññû ãëûáû, à êîý��èöèåíò òðåíèÿ äëÿ ÷åëîâåêà íåáåñêî-íå÷åí. Ïðèìåì (äëÿ ïðîñòîòû), ÷òî êîý��èöèåíò òðåíèÿ äëÿ ÷åëîâåêàòàêæå ðàâåí µ. �åøåíèå òàêîé çàäà÷è (ò. å. ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ íåïî-äâèæíîñòè ÷åëîâåêà) ïîäðîáíî ïðèâåäåíî â êíèãå [4℄, ïîýòîìó ñ�îð-ìóëèðóåì ëèøü ðåçóëüòàò, ïðåäïîëàãàÿ µ < 1.PSfrag repla
ements

B

m1

m2 A α

~g�èñ. 2. Çàäà÷à Ñ.Ï.Òèìîøåíêî [3℄: m2 � ìàññà ãðóçà; m1 � ìàññà ÷åëîâåêà;
α � óãîë íàêëîíà âåðåâêè ê ãîðèçîíòàëè1) Åñëè m1 > m2

1 − µ2

1 + µ2
, òî Pmin = G

µp
1 + µ2

; α = arctgµ, G = m2g.8



PSfrag repla
ements ϕ

ϕ

R

R

~G
~G

~Pmin

~Pmin

�èñ. 3. Òðåóãîëüíèê ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî m2 â ìîìåíò íà÷àëà ñêîëü-æåíèÿ [3℄2) Åñëè m1 < m2

1 − µ2

1 + µ2
, òî

Pmin =
g

2

√
µ2(m1 + m2)2 + (m2 − m1)2, α = arctg

[
m2 − m1

µ(m2 + m1)

]
.Ýòîò ðåçóëüòàò íåòðóäíî îáîáùèòü è íà òîò ñëó÷àé, êîãäà êîý�-�èöèåíòû òðåíèÿ äëÿ ãëûáû è ÷åëîâåêà ðàçíûå.Ïðèâåäåì ÷èñëîâîé ïðèìåð. Ïóñòü µ = 1/2, m1 = 100 êã, m2 =

= 1000 êã. Òîãäà ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé 2, è ìû èìååì Pmin = 25 · g
√

445 ≈
525g, α = arctg 18

11
≈ 60◦.Îòâåòû èç êíèãè [3℄ ïðèâîäÿò ê òàêèì ÷èñëàì: Pmin ≈ 484g, α =

= arctg(1/2). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñòàâàòüñÿ íà ìåñòå è ñäâèíóòüãëûáó, ÷åëîâåê äîëæåí òÿíóòü ñ ÷óòü áîëüøåé ñèëîé, íî ïîä óãëîì,áëèçêèì ê 60◦!
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3. Çàäà÷à Ë.Á.Ëåâåíñîíà [5, ñòð. 145℄. Öèòèðóåì ïî êíèãå [5℄.¾Îïðåäåëèòå, êàê âûãîäíåå, â ñìûñëå ñêîðåéøåé îñòà-íîâêè, òîðìîçèòü ïîåçä: ÷òîáû êîëåñà åùå êàòèëèñü èëèæå çàòîðìîçèòü èõ ïîëíîñòüþ, ÷òîáû íà÷àëîñü ñêîëüæå-íèå ïîåçäà ïî ðåëüñàì? Òðåíèåì êà÷åíèÿ êîëåñ ïî åãî íåçíà-÷èòåëüíîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.¿
PSfrag repla
ements

~N~N

~v

~F

~S

r

1

23

~g

P

O

ω

�èñ. 4. Çàäà÷à Ë.Á.Ëåâåíñîíà. Ñõåìà òîðìîæåíèÿ êîëåñà: 1 � äèñê êîëåñà,ìàññà êîòîðîãî m, à ðàäèóñ � r; 2 � òîðìîçíûå êîëîäêè, ~N � íîðìàëüíàÿñèëà, ïðèæèìàþùàÿ êîëîäêè ê ïîâåðõíîñòè êîëåñà; ~v � ñêîðîñòü öåíòðàìàññ O êîëåñà; ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü êîëåñà; ~F � êàñàòåëüíàÿ ñèëà ðåàêöèèïëîñêîñòè (ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ); ~S � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà ðåàêöèè ñî ñòîðîíûïîåçäà; P � ìãíîâåííûé öåíòð ñêîðîñòåé êîëåñàÎòâåò â ýòîé çàäà÷å ïðîñò. Òîðìîçèòü âûãîäíåå êàòÿùèìèñÿ áåçïðîñêàëüçûâàíèÿ â òî÷êå êîíòàêòà êîëåñàìè, ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå â òî÷-êå êîíòàêòà ðåàëèçóåòñÿ ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ, âåðõíÿÿ ãðàíèöà êîòî-ðîé ïðåâîñõîäèò ñèëó òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Ïðè÷åì íå ñëåäóåò òàêæåïðåíåáðåãàòü è ìîìåíòîì ñîïðîòèâëåíèÿ êà÷åíèþ, ÷òî îñîáåííî âàæ-íî äëÿ àâòîìîáèëüíûõ (óïðóãèõ) êîëåñ. Èìåííî ýòè âíåøíèå ñèëûçàìåäëÿþò äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ïîåçäà. Àâòîð öèòèðîâàííîé êíè-ãè [5℄ ïðèõîäèò ê òîìó æå âûâîäó î ïðåèìóùåñòâå òîðìîæåíèÿ êà-òÿùèìèñÿ êîëåñàìè, îäíàêî ïðèïèñûâàåò ýòîò �àêò íàëè÷èþ òðåíèÿ10
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PSfrag repla
ements
~N01

~N01
~N02

~N02

~v

a
b

1 2

3

~g

~F1
~F2

C

�èñ. 5. Çàäà÷à î òîðìîæåíèè âàãîíà: 1, 2 � òîðìîçÿùèå êîëåñà; 3 � êóçîââàãîíà; ~N01, ~N02 � íîðìàëüíûå òîðìîçÿùèå óñèëèÿ íà êîëîäêè êîëåñ; ~v �ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ñèñòåìû; C � öåíòð ìàññ êóçîâà; a, b � ðàññòîÿíèÿ îòöåíòðà êîëåñà äî öåíòðà ìàññ êóçîâàâ öàï�àõ îñåé â áóêñàõ. ßñíî, ÷òî ýòè ñèëû ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìèè íèêàê íå ìîãóò ïîâëèÿòü íà äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ïîåçäà! Îòìå-òèì, ÷òî ñàì ïðîöåññ òîðìîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìûì è ïðèâîäèòê ïîñòåïåííîìó óâåëè÷åíèþ ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ, âïëîòü äî åå ïðå-äåëüíî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà òîðìî-æåíèÿ êàòÿùåãîñÿ êîëåñà, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñóòü ñëå-äóþùèå:
mv̇ = −F + S, mr2

2
ω̇ = F · r − 2µ1N · r, v̇ = ω̇r, (3.1)ãäå µ1 � êîý��èöèåíò òðåíèÿ ìåæäó êîëîäêàìè è êîëåñîì, ïðè-÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòñóòñòâóåò ìîìåíò òðåíèÿ â öåíòðå êî-ëåñà.�àññìîòðèì ïëîñêóþ çàäà÷ó î äâèæåíèè âàãîíà ìàññû M ñ äâóìÿñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûìè îäèíàêîâûìè òîðìîçÿùèìè êîëåñàìèìàññû m êàæäîå. Ýòà ñèñòåìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.Çàïèñûâàÿ àíàëîãè÷íî (3.1) óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ êàæäîãî èçêîëåñ è ïðèñîåäèíÿÿ ê íèì óðàâíåíèå äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî äâèæåíèÿ
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öåíòðà ìàññ êóçîâà, ïîëó÷èì:
mv̇ = −F1 + S1,

m
2

v̇ = F1 − 2µ1N01,

mv̇ = −F2 + S2,
m
2

v̇ = F2 − 2µ1N02,

Mv̇ = −S1 − S2,ãäå S1, S2 � ãîðèçîíòàëüíûå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ öåíòðîâ êîëåñ ñ êó-çîâîì.Ïðåäïîëàãàÿ N01, N02 çàäàííûìè, èç ýòîé ñèñòåìû íåòðóäíî ïîëó-÷èòü ñîîòíîøåíèÿ:
F1 =

µ1

3m + M

[
(5m + 2M)N01 − mN02

]
,

F2 =
µ1

3m + M

[
(5m + 2M)N02 − mN01

]
,

v̇ = − 2µ1

3m + M
(N01 + N02).Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï Äàëàìáåðà äëÿ êóçîâà, ìû ïîëó÷èì äëÿâåðòèêàëüíûõ ðåàêöèé T1, T2 â öåíòðàõ êîëåñ âûðàæåíèÿ:

T1 = M
2

[
g + a

b

2µ1

3m + M
(N01 + N02)

]
,

T2 = M
2

[
g − a

b

2µ1

3m + M
(N01 + N02)

]
,ãäå a, b � ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðîâ ìàññ êîëåñ äî öåíòðà ìàññ êóçîâà ñî-îòâåòñòâåííî ïî âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè. È íàêîíåö, äëÿ íîðìàëüíûõðåàêöèé N1 è N2, äåéñòâóþùèõ íà êîëåñà, ìû ïîëó÷èì:

N1 = mg + T1, N2 = mg + T2.Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ñëóæàò äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé F1 6 µN1,
F2 6 µN2, ãäå µ � êîý��èöèåíò ñòàòè÷åñêîãî òðåíèÿ. Ýòè óñëî-âèÿ îçíà÷àþò îòñóòñòâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ â òî÷êàõ êîíòàêòà êîëåñ.12



Ïîëó÷åííûå �îðìóëû ñëóæàò òàêæå äëÿ âûáîðà òîðìîçÿùèõ óñèëèé
N01, N02 íà êîëîäêè ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ îïðåäåëåííîãî ðåæèìà òîð-ìîæåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò îáîáùåíèÿè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëó÷àÿ. Äâèæåíèå æåëåçíîäîðîæíûõ ñîñòà-âîâ ïî êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ ðàññìàòðèâà-ëîñü Í.Å.Æóêîâñêèì â åãî ðàáîòå [6℄.
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4. Çàäà÷à î âûíóæäåííîì äâèæåíèè òî÷êè ïî äâóì øå-ðîõîâàòûì ïîâåðõíîñòÿì [7, ñòð. 13, ïðèìåð 6℄. Ïðèâîäèì �îð-ìóëèðîâêó çàäà÷è, ñëåäóÿ [7℄.¾Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m äâèæåòñÿ ïî ðàñïîëî-æåííîé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè êðóãîâîé íàïðàâëÿþùåéðàäèóñà r ïîä äåéñòâèåì êðèâîøèïà, îñü âðàùåíèÿ êîòîðî-ãî íàõîäèòñÿ íà ëåâîì êîíöå ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà íà-ïðàâëÿþùåé (ñì. ðèñ. 6). Âðàùåíèå êðèâîøèïà íà÷èíàåòñÿèç ïîëîæåíèÿ, ñîâïàäàþùåãî ñ ãîðèçîíòàëüíûì äèàìåòðîì,è ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó ϕ = ωt, ω = const. Êîý��èöèåíòûòðåíèÿ ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî êðèâîøèïó è íàïðàâëÿþùåéîäèíàêîâû è ðàâíû f . Ïðè êàêîì çíà÷åíèè óãëà ϕ äâèæåíèåòî÷êè ñòàíåò íåâîçìîæíûì ïðè ëþáîé ñèëå äàâëåíèÿ êðè-âîøèïà íà òî÷êó?¿Ýòà çàäà÷à ïîñâÿùåíà ý��åêòó ¾çàêëèíèâàíèÿ¿, êîòîðûé ÷àñòîèìååò ìåñòî â ðåàëüíûõ ìåõàíèçìàõ. Ïðèâåäåì îòâåò èç [7, ñòð. 14℄:çàêëèíèâàíèå ïðîèñõîäèò ïðè ϕ = ϕ∗ òàêîì, ÷òî ϕ∗ = π
2
− arctg

2f

1 − f2
,ò. å. ϕ∗ = arctg

1 − f2

2f
.Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò îòâåò íåïîëîí è çàêëèíèâàíèå èìå-åò ìåñòî íå âñåãäà. Ïðàâèëüíûé îòâåò òàêîâ:à) åñëè f ∈ [0, 1/

√
3] è 0 < ω2 <

g(1 − 3f2)

4rf(1 + f2)
= ω2

0 , òî çàêëèíèâàíèÿíå áóäåò ïðè âñåõ ϕ ∈ [0, π/2];á) åñëè f ∈ [0, 1/
√

3] è ω2 > ω2
0 , òî çàêëèíèâàíèå áóäåò ïðè ϕ =

= ϕ∗ = arctg
1 − f2

2f
;â) åñëè f ∈ [1/

√
3, 1], òî çàêëèíèâàíèå áóäåò ïðè ëþáîì ω è ñëó÷èò-ñÿ îíî ïðè ϕ = ϕ∗;ã) åñëè f ∈ [1,∞), òî çàêëèíèâàíèå áóäåò ïðè ëþáîì ω è ñëó÷èòñÿîíî ïðè ϕ = 0.Ïðèâåäåì ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è, îïóñêàÿ íåñóùåñòâåííûå äåòàëè.Íà ðèñ. 6 ~v � àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè, ïðè÷åì ~v⊥ ~O1M è v = 2ωr.Ñèëû ~R è ~F � ýòî ñèëû òðåíèÿ, íàïðàâëåííûå ïðîòèâ ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ñêîðîñòåé: ~R � ïðîòèâ ñêîðîñòè ~v, à ~F � ïðîòèâ ñêîðîñòè ~vr �îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè òî÷êè M ïî êðèâîøèïó OB (ñì. ðèñ. 6). ßñíî,14



÷òî íàïðàâëåíèÿ ~v è ~vr, à âìåñòå ñ íèìè è ñèëû òðåíèÿ ~R è ~F �èê-ñèðîâàíû è òàêîâû, êàê îíè óêàçàíû íà ðèñ. 6. Îäíàêî íàïðàâëåíèÿñèë íîðìàëüíûõ äàâëåíèé ~N è ~Q ìîãóò â ïðîöåññå äâèæåíèÿ, âîîáùåãîâîðÿ, ìåíÿòüñÿ. Òå íàïðàâëåíèÿ ~N è ~Q, êîòîðûå óêàçàíû íà ðèñ. 6,ïðèìåì çà ïîëîæèòåëüíûå. Ïîëàãàÿ m = 1, çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ òî÷êè M â ïðîåêöèÿõ íà ~τ è ~n (ñì. ðèñ. 6):
0 = −R − g cos 2ϕ − F sin ϕ + Q cosϕ

v2

r = N + g sin 2ϕ − F cosϕ − Q sinϕ.




 (4.1)Òàê êàê â ïðîöåññå äâèæåíèÿ çíàêè ñèë òðåíèÿ ~R è ~F íå ìåíÿþòñÿ, òîñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:
R = f |N |, F = f |Q|,êîòîðûå ó÷èòûâàþò âîçìîæíîå èçìåíåíèå çíàêîâ ñèë íîðìàëüíîãî äàâ-ëåíèÿ N è Q. Îáîçíà÷àÿ Q = x, N = y, èç (4.1) ïîëó÷èì ñèñòåìó:

x cosϕ − |x| · f sinϕ − f |y| = g cos 2ϕ

−x sin ϕ − |x| · f cosϕ + y = h − g sin 2ϕ,

}
(4.2)ãäå îáîçíà÷åíî h = v2/r.Îòìåòèì, ÷òî â [7℄ ïðè çàïèñè ñèñòåìû (4.2) îòñóòñòâîâàëè çíàêèìîäóëåé, ÷òî è ïðèâåëî ê íåïîëíîìó ðåçóëüòàòó.Äàëüíåéøåå ðåøåíèå ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè êóñî÷íî-ëèíåéíîéàëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (4.2). Âîçìîæíû 4 âàðèàíòà: 1) x1 > 0, y1 > 0,2) x2 > 0, y2 < 0, 3) x3 < 0, y3 > 0, 4) x4 < 0, y4 < 0. Òîãäà ñîîòâåò-

15



g
B

R

A

mg

M

v
r Q

vr

2j

N
n

j

w

O O1

F

�èñ. 6. Äâèæåíèå òî÷êè ïî äâóì øåðîõîâàòûì íàïðàâëÿþùèì. OB � êðè-âîøèï, M � ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (âòóëêà), ~v � àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè(ïî êðóãó), ~vr � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè (ïî êðèâîøèïó), ~N , ~Q �ñèëû íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ, ~R, ~F � ñèëû òðåíèÿ äëÿ êðóãà è êðèâîøèïà,ñîîòâåòñòâåííîñòâóþùèå ðåøåíèÿ:
1) x1 =

− h · (ε − f) · S1(z) cosϕ

1 − f2 − 2fz
, y1 =

h[(1 + εf) − (ε + f)z]

1 − f2 − 2fz
, (4.3)

2) x2 =
− h(ε + f)S2(z) cosϕ

1 + f2
, y2 =

h[(1 + εf) − (ε + f)z]

1 + f2
, (4.4)

3) x3 =
− h(ε − f)S1(z) cosϕ

1 + f2
, y3 =

h[(1 − εf) − (ε − f)z]

1 + f2
, (4.5)

4) x4 =
− h(ε + f)S2(z) cosϕ

1 − f2 + 2fz
, y4 =

h[(1 − εf) − (ε − f)z]

1 − f2 + 2fz
, (4.6)ãäå îáîçíà÷åíî: ε = g/h = gr/v2, z = tg ϕ, S1(z) = z2 +

2fε

ε − f
z − ε + f

ε − f
,

S2(z) = z2 − 2fε

ε + f
z − ε − f

ε + f
.Åñëè 0 < ε < f/

√
1 + f2, òî êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû S1(z) è S2(z)â íóëü íå îáðàùàþòñÿ, ò. å. S1 > 0, S2 > 0. Òîãäà ðåøåíèå (4.4) íå16



ðåàëèçóåòñÿ, ò. ê. x2 < 0, à ðåøåíèå (4.5) íå ðåàëèçóåòñÿ ò. ê. x3 > 0
(ε < f !). Äàëåå, ïðè 0 < f < 1 èìååì εf < f2 < 1, ò. å. y4 > 0, è íåðåàëèçóåòñÿ (4.6). Îñòàåòñÿ ðåøåíèå (4.3), â êîòîðîì çàêëèíèâàíèå (ò. å.
x1 → ∞, y1 → ∞) áóäåò ïðè z = (1 − f2)/(2f) = tg ϕ∗. Åñëè æå f > 1,òî íå ðåàëèçóåòñÿ (4.3), ò. ê. x1 < 0, à (4.6) íå ïîäõîäèò, ò. ê. ïðè z = 0áóäåò x4 > 0.Òàêèì îáðàçîì, íåçàêëèíèâàíèå ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü ïðè ε >

f/
√

1 + f2.Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèè S1(z) è S2(z) èìåþò âåùåñòâåííûå êîðíè:
S1(z) = 0 → z1 =

ε + f

εf +
√

f2ε2 + ε2 − f2
,

z2 = − ε + f

− εf +
√

f2ε2 + ε2 − f2
,

S2(z) = 0 → z̃1 = 1
z1

, z̃2 = 1
z2

.

(4.7)Òîãäà ìû èìååì
S1(z) = (z − z1)(z − z2), S2(z) =

(
z − 1

z1

)(
z − 1

z2

)
. (4.8)�àññìîòðèì èíòåðâàë f/

√
1 + f2 < ε < f .Ïóñòü 0 < f < 1. Òîãäà íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ,÷òî íà èíòåðâàëå 0 6 z < z∗ =
1 − f2

2f
ðåàëèçóåòñÿ ëèøü ðåøåíèå (4.3)(èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî z2 > z1 > z∗!), ò.å. çàêëèíèâàíèå áóäåò ïðè

z = z∗.Åñëè 1 < f < ∞, òî îïÿòü æå ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ïðè
z = 0 íè îäíî èç ðåøåíèé (4.3)�(4.6) íå ðåàëèçóåòñÿ, ò. å. çàêëèíèâàíèåáóäåò ñðàçó ïðè z = 0!�àññìîòðèì èíòåðâàë f < ε < ∞.Åñëè 1 < f < ∞, òî ïðè z = 0 èìååì y1 < 0, y2 > 0, y3 < 0, y4 >
0, ò. å. íè îäíî èç ðåøåíèé (4.3)�(4.6) íå ðåàëèçóåòñÿ, è çàêëèíèâàíèåïðîèñõîäèò ñðàçó ïðè z = 0, ò. å. ϕ = 0.Ïóñòü 0 < f < 1. Òàê êàê f < ε, òî èç (4.7) èìååì z1 > 0, z2 < 0.Âûïèøåì ðåøåíèÿ èç (4.3)�(4.6), îòáðîñèâ ñîìíîæèòåëè, íå âëèÿþùèå17



íà çíàê:
x1 = −z − z1

z∗ − z
> 0, y1 =

1 + εf

ε + f
− z

z∗ − z
> 0, (4.9)

x2 = −
(

z − 1
z1

)
> 0, y2 =

1 + εf

ε + f
− z < 0, (4.10)

x3 = −(z − z1) < 0, y3 =
1 − εf

ε − f
− z > 0, (4.11)

x4 = −
(

z − 1
z1

)
< 0, y4 =

1 − εf

ε − f
− z < 0, (4.12)ãäå z1 äàåòñÿ �îðìóëîé èç (4.7).Ñíà÷àëà âûáèðàåì òî ðåøåíèå, êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ ïðè z = 0 (ϕ =

= 0). ßñíî, ÷òî ýòî � ðåøåíèå (4.9). Íåòðóäíî ïîêàçàòü (äîêàçàòåëü-ñòâà çäåñü îïóñêàþòñÿ), ÷òî ïðè f ∈
(
1/

√
3, 1
) è ε > f ñïðàâåäëèâûíåðàâåíñòâà

1 + εf

ε + f
> f > z∗ =

1 − f2

2f
, (4.13)

z1 > z∗,
1
z1

> z∗. (4.14)Íåðàâåíñòâà (4.13) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à íåðàâåíñòâà
(4.14) ñëåäóþò èç òîãî �àêòà, ÷òî z1 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-ùåé �óíêöèåé îò ε, à 1/z1 � ìîíîòîííî óáûâàþùåé �óíêöèåé îò ε.Ïîýòîìó:

z1 > z1

∣∣∣
ε=f

= f > z∗,
1
z1

>
1
z1

∣∣∣
ε=∞

= 1

f +
√

1 + f2
> z∗.Èç íåðàâåíñòâ (4.13), (4.14) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < z < z∗ðåàëèçóåòñÿëèøü ðåøåíèå (4.9), êîòîðîå äàåò çàêëèíèâàíèå ïðè z = z∗.Ïóñòü òåïåðü 0 < f < 1/

√
3 è ε > f .�àññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:1) f < ε < 1 è f ∈ (0,
√

2 − 1). Òîãäà z∗ =
1 − f2

2f
> 1. Òîãäàñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

z1 > 1 > 1/z1,
1 − εf

ε − f
>

1 + εf

ε + f
> 1.18



Ôóíêöèè z1 è 1 + εf

ε + f
� ìîíîòîííî óáûâàþùèå ïî ε �óíêöèè, ïðè÷åìïðè

ε = ε∗ =
f(1 + f2)

1 − 3f2
< 1îíè îäíîâðåìåííî (!) ïðèíèìàþò çíà÷åíèå z∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

0 < ε < ε∗ ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ðåøåíèå (4.9) (ïðè 0 < z < z∗!), â êîòî-ðîì ñëó÷èòñÿ çàêëèíèâàíèå ïðè z = z∗. Åñëè æå ε∗ < ε < 1, òî ïðè
0 < z < z1 ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå (4.9), ïðè z1 6 z <

1−εf

ε−f
ðåàëèçóåò-ñÿ ðåøåíèå (4.11), à ïðè 1−εf

ε−f
<z<∞ ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå (4.12) ò. å.çàêëèíèâàíèå íå ïðîèñõîäèò.2) 1 < ε < ∞ è f ∈ (0,

√
2 − 1). Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

z∗ > 1 > z1 >
1 + εf

ε + f
>

1 − εf

ε − f
.Â ýòîì ñëó÷àå ïðè 0 < z <

1 + εf

ε + f
ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå (4.9), ïðè

1 + εf

ε + f
6 z < 1

z1
ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå (4.10), à ïðè 1

z1
6 z < ∞ ðåàëè-çóåòñÿ ðåøåíèå (4.12), ò. å. çàêëèíèâàíèå íå ïðîèñõîäèò.3) f ∈

(√
2 − 1, 1/

√
3
). Òîãäà z∗ < 1, è ìû èìååì, ïî àíàëîãèèñ ïðåäûäóùèìè ïóíêòàìè, ïðè 0 < ε < ε∗ çàêëèíèâàíèå â ðåàëèçóþ-ùåìñÿ ðåøåíèè (4.9) ïðè z = z∗ < 1. Åñëè æå ε > ε∗ > 1, òî ìû èìååìíåðàâåíñòâà:

1
z1

> 1 > z∗ > z1 >
1 + εf

ε + f
.Òîãäà ïðè 06z<

1+εf

ε+f
ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå (4.9), ïðè 1+εf

ε+f
6z <

1
z1

ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèå (4.10), à ïðè 1
z1

6 z < ∞ ðåàëèçóåòñÿ ðåøå-íèå (4.12) (ò. ê. 1 − εf

ε − f
ïðè ε > ε∗ > 1), ò. å. çàêëèíèâàíèå íå ïðîèñõîäèò.Òàêèì îáðàçîì, âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè èñ÷åðïàíû, è îòâåò ê çà-äà÷å îáîñíîâàí. Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèè, ÷òî âñå ïåðåõîäû ðåøåíèé äðóãâ äðóãà îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðè îáíóëåíèè x èëè y, ïðè ýòîì íåíóëåâàÿïåðåìåííàÿ ñîõðàíÿåò ñâîþ íåïðåðûâíîñòü (ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-ñòâåííî). 19



5. Çàäà÷à Ïýíëåâå��àóñà. Â êíèãå Ý.Ä. �àóñà [8, ñòð. 147℄ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à (öèòèðóåì ïî êíèãå [8℄):¾Îäíîðîäíûé øàð áðîøåí áåç íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðî-ñòè ïðÿìîëèíåéíî ââåðõ ïî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, íàêëî-íåííîé ê ãîðèçîíòó ïîä óãëîì α. Êîý��èöèåíò òðåíèÿ ðà-âåí µ. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëíîå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî øàðïîäíèìàëñÿ ïî ïëîñêîñòè, áóäåò òàêèì æå, êàê è â ñëó-÷àå ãëàäêîé ïëîñêîñòè, è ÷òî âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî îíñêîëüçèë, îòíîñèòñÿ ïî âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî îí êà-òèòñÿ, êàê 2 tg α/(7µ)¿Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè
µ > 2 · tg α/7. Åñëè æå µ < 2 tg α/7, òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî ïîòî-ìó, ÷òî ó øàðà âî âðåìÿ åãî ïîäúåìà (ò.å. ïîêà ñêîðîñòü åãî öåíòðàíå îáðàòèòñÿ â íóëü) íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü ðåæèìà êà÷åíèÿ. Êðîìåòîãî, âðåìÿ åãî ïîäúåìà â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò îò µ. Î÷åíü ïîäðîáíîðåøåíèå ïîäîáíîé çàäà÷è (äëÿ îáðó÷à è îäíîðîäíîãî øàðà) ïðèâåäåíîâ êíèãå Ïýíëåâå ( [1, ñòð. 119, 135℄), ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëü-íûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó çäåñü äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ðàññìàòðèâàåìûõ�àóñîì, ïðèâåäåì ëèøü îñíîâíûå ïóíêòû ðåøåíèÿ.Ïóñòü ~v � ñêîðîñòü öåíòðà øàðà, ~ω � åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü (ÿñíî,÷òî çàäà÷à ïëîñêàÿ, ò.å. ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü êà÷åíèÿ øàðà).Èìååì v(0) = v0, ω(0) = 0. Íàïðàâëåíèå ïîëîæèòåëüíûõ îòñ÷å-òîâ � âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè ââåðõ. Îáîçíà÷èì v1 = v − ωr �ñêîðîñòü òî÷êè êàñàíèÿ øàðà. Â ýòîé òî÷êå âîçíèêàåò ñèëà òðåíèÿ F ,óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

~F = − ~v1

|~v1|
µmg cosα, v1 6= 0, |~F | 6 µmg cosα, v1 = 0.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðè v1 6= 0:
mv̇ = −mg sin α − µmg cosα · (sgnv1),

(2/5)mr2ω̇ = µmg cosα · (sgnv1) · r,ãäå m � ìàññà, r � ðàäèóñ øàðà.Èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé èìååì:
v̇1 = (v − ωr)· = −g sin α − 7

2
µg cosα(sgnv1).20



à) Ïóñòü µ > 2
7

tg α. Òîãäà v1(t) ìîíîòîííî óáûâàåò îò v0 äî íóëÿïî çàêîíó:
v̇1 = −g sin α − 7

2
µg cosα.Ýòîò ïðîöåññ ïðîèñõîäèò â òå÷åíèå âðåìåíè:

t1 = v0/(g sin α + 7
2
µg cosα).Äàëåå áóäåò v1(t) = 0, t > t1 (ò. å. êà÷åíèå). Äðóãèå âàðèàíòû âåäóòê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïðè êà÷åíèè ðåàëèçóåòñÿ ñèëà òðåíèÿ F òàêàÿ, ÷òî:

F = 2
7
mg cosα 6 µmg cosα (ò. ê. µ > 2

7
tg α),ïðè÷åì íàïðàâëåíà F ñòðîãî ââåðõ. Òîãäà ñêîðîñòü öåíòðà ìåíÿåòñÿ ïîçàêîíó:

v̇ = −g sinα + 2
7
g sin α = −5

7
g sin α (t > t1).ßñíî, ÷òî v(t) îáðàòèòñÿ â íóëü ÷åðåç âðåìÿ t2:

t2 = 1
5
7
g sin α

· v(t1) = 1
5
7
g sin α

·
v0

5
2
µg cosα

g sin α + 7
2
µg cosα

.Òîãäà ïîëó÷èì t∗ = t1 + t2 = v0/(gsinα), ò. å. óòâåðæäåíèå �àóñà.á) Ïóñòü µ < 2
7

tg α. Òîãäà îïÿòü v1(t) áóäåò ìîíîòîííî óáûâàòü îò
v1(0) = v0 äî íóëÿ â òå÷åíèå âðåìåíè t1 èç ïóíêòà à).Îäíàêî â òî÷êå t1, ãäå v1(t1) = 0, ìû äîëæíû ïðèíÿòü v̇1(t1) < 0(äðóãèå âàðèàíòû âåäóò ê ïðîòèâîðå÷èþ). Òîãäà ïðîöåññ óìåíüøåíèÿ
v1(t) ïîéäåò äàëüøå, ïðè÷åì ñèëà òðåíèÿ F ìåíÿåò çíàê è áóäåò íà-ïðàâëåíà ââåðõ, ò.ê. òî÷êà êàñàíèÿ ñêîëüçèò ïðîòèâ ñêîðîñòè öåíòðàøàðà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêèå:

v̇ = −g sinα + µg cosα, (ωr)· = −5
2
µg cosα, t > t1.21



Òàêèì îáðàçîì, v(t) óìåíüøàåòñÿ îò v(t1) äî íóëÿ â òå÷åíèå âðåìåíè:
t21 = 1

g sin α − µg cosα
·

v0 · 5
2
µg cosα

g sinα + 7
2
µg cosα

.Òîãäà èìååì ïîëíîå âðåìÿ ïîäúåìà:
t∗1 = t1 + t21 =

v0

g

sin α + 3
2
µ cosα

(sin α − µ cosα)(sin α + 7
2
µ cosα)

< t∗ =
v0

g sin αïðè µ < 2
7

tg α. Èòàê, çäåñü óòâåðæäåíèå �àóñà ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì(t∗1 < t∗ è t∗1 ÿâíî çàâèñèò îò êîý��èöèåíòà µ). Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå,÷òî çäåñü t∗1(µ) 6 t∗ ïðè 0 6 µ 6 2
7

tg α. Ïðè÷åì:
t∗1(µ = 0) = t∗ è t∗1(µ = 2

7
tg α) = t∗.Ìèíèìàëüíîå æå çíà÷åíèå âðåìåíè t∗1(µ) äîñòèãàåòñÿ ïðè

µ = µ∗ = 1
3

(√
40
7

− 2

)
· tg α.Ïðè ýòîì min t∗1(µ) = 0,944 · t∗, ò. å. îøèáêà íåâåëèêà!

22



6. Çàäà÷à Çîììåð�åëüäà. Â êíèãå [À. Çîììåð�åëüä. ¾Ìåõàíè-êà¿, Ì., �îñóäàðñòâåííîå èçäàòåëüñòâî èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðû, 1947,391 
.℄ íà ñòðàíèöå 114 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Öèòèðóåì:¾. . .Ê âåðòèêàëüíîé îñè ïðèêðåïëåí ïîä óãëîì π
2

+ αáîêîâîé ñòåðæåíü, íà êîòîðûé íàäåòà ïîäâèæíàÿ âòóëêà(ñì. ðèñ. 7). Åñëè îñü íå âðàùàåòñÿ, òî âòóëêà ïîêîèòñÿ,ñìîòðÿ ïî òîìó, èìååò ëè ìåñòî α < φ èëè α > φ (φ = arctgf ,
f � êîý��èöèåíò òðåíèÿ). . . ¿Â ýòîé çàäà÷å À. Çîììåð�åëüä ïðåäëàãàåò îïðåäåëèòü îáëàñòü ðàâ-íîâåñèÿ (îòíîñèòåëüíîãî) âòóëêè ïðè ω 6= 0. Ïðèâîäèì ïîëíîå ðåøåíèåýòîé çàäà÷è (ðåøåíèå, ïðèâåäåííîå â öèòèðîâàííîé êíèãå [9℄, ñ òî÷-êè çðåíèÿ àâòîðà íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàïóòàííûì èíåïîëíûì).

z

ω

g

mg

ξ

FN

Φ

α

r

�èñ. 7Ïóñòü r� ðàññòîÿíèå âòóëêè äî îñè âðàùåíèÿ z, ~N � ñèëà íîð-ìàëüíîé ðåàêöèè, äåéñòâóþùåé íà âòóëêó ñî ñòîðîíû áîêîâîãî ñòåðæ-íÿ, ~F � ñèëà òðåíèÿ (ïîêîÿ ïðè îòíîñèòåëüíîì ðàâíîâåñèè âòóëêè), ~Φ�ñèëà èíåðöèè. Îáîçíà÷èì ξ �îñü, íàïðàâëåííóþ âäîëü ïîëîæèòåëüíî-ãî íàïðàâëåíèÿ áîêîâîãî ñòåðæíÿ. Åñëè ω = const, òî ìîæíî óòâåð-23



æäàòü, ÷òî ñèëû ~N è ~Φ ëåæàò â ïëîñêîñòè zξ (ñì. ðèñ. 7). Ïðèìåíÿÿïðèíöèï Äàëàìáåðà ê âòóëêå â ñîñòîÿíèè å¼ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâå-ñèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
F + Φ cosα − mg sinα = 0

N − Φ sinα − mg cosα = 0

}
(6.1)Êðîìå òîãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êóëîíà:

|F/N | < f. (6.2)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ = mω2r, ìû ïîëó÷èì èç (6.1) è (6.2) íåðàâåíñòâà:
r > k

tgα − f

1 + ftgα
, (6.3)

r(1 − ftgα) < k(tgα + f), (6.4)ãäå k = g/ω2. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:à) 0 < ftgα < 1. Òîãäà èç (6.3) è (6.4) ñëåäóåò, ÷òî çîíà ðàâíîâåñèÿîïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè:
r1 < r < r2, (6.5)ãäå r2 = k

tgα + f

1 − ftgα
, r1 = max{0, k

tgα − f

1 + ftgα
};á) 1 < ftgα < ∞. Òîãäà (6.4) âûïîëíåíî çàâåäîìî ïðè ëþáîì r > 0,à çîíà ðàâíîâåñèÿ çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè (6.5), ãäå ãäå ñëåäóåòïîëàãàòü r2 = ∞. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé çîíû îò-íîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ áûë óïóùåí À. Çîììåð�åëüäîì!
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7. Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ñòåðæíÿ íà øåðîõîâàòîé ïëîñ-êîñòè.Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü âåñà P îïèðàåòñÿ ñâîèì íèæíèìêîíöîì A (ñì. ðèñ. 8) íà øåðîõîâàòóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñ-êîñòü è óäåðæèâàåòñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä óãîëîì α ê ãîðèçîí-òó âåðåâêîé, ïðèâÿçàííîé ê åãî âåðõíåìó êîíöó B. Âåðåâ-êà ïåðåêèíóòà ÷åðåç íåïîäâèæíûé øåðîõîâàòûé öèëèíäð èíà äðóãîì êîíöå íåñåò ãðóç âåñîì Q. Êîý��èöèåíò òðåíèÿñòåðæíÿ î ïëîñêîñòü è êîý��èöèåíò òðåíèÿ âåðåâêè î öè-ëèíäð ðàâíû f . Íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Q.

�èñ. 8�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è óãîë α �èêñèðîâàí. Çà�èêñèðóåìòàêæå óãîë β � óãîë, ñîñòàâëÿåìûé íèòüþ ñ ãîðèçîíòîì. Áóäåì èñêàòüäîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ Q äëÿ ðàâíîâåñèÿ, à çàòåì áóäåì èõ ìàêñèìèçè-ðîâàòü ïî β ∈
(
0,

π

2

)
. Ïðè÷åì ÿñíî, ÷òî β > α, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àåñòåðæåíü AB áóäåò âðàùàòüñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã òî÷êè A.Ïóñòü íàòÿæåíèå íèòè â òî÷êå B åñòü S. Òîãäà óðàâíåíèÿ ðàâíî-âåñèÿ äëÿ ñòåðæíÿ ñóòü ñëåäóþùèå:

F + S cosβ = 0, N − P + S sin β = 0,

−P

2
l cosα+Sl sin β cosα − Sl cosβ sin α = 0,

(7.1)25



ãäå F, N � ñèëû, ñîîòâåòñòâåííî, òðåíèÿ ïîêîÿ è íîðìàëüíîé ðåàêöèèâ òî÷êå îïîðû A, ïðè÷åì, ò.ê. ñâÿçü îäíîñòîðîííÿÿ, òî N ≥ 0; S �íàòÿæåíèå íèòè, äëÿ êîòîðîãî ïîëàãàåì S > 0; l � äëèíà ñòåðæíÿ.Èç (7.1) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:
F = −S cosβ, N = P − S sin β > 0,

S = P
2 cosβ(tgβ − tgα)

.
(7.2)Êðîìå òîãî, äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ íåðàâåíñòâî Êóëîíà:

∣∣∣∣
F

N

∣∣∣∣ ≤ f. (7.3)Èç ñîîòíîøåíèé (7.2) è (7.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿíåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:tgβ > tgα, tgβ ≥ 2tgα, tgβ ≥ 2tgα + 1
f

.Âñå ýòè íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû îäíîìó íåðàâåíñòâótgβ ≥ 2tgα + 1
f

= u1. (7.4)Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåðàâåíñòâî (7.4) âûïîëíåí-íûì.Íàòÿæåíèå âåðåâêè ñëåâà îò áëîêà äàåòñÿ �îðìóëîé èç (7.2), êî-òîðóþ çàïèøåì òàê
S =

P

2

√
1 + tg2βtgβ − tgα . (7.5)Äàëåå, äëÿ íàòÿæåíèÿ S, äàâàåìîãî �îðìóëîé (7.5), èùåì èíòåð-âàë èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ñèëû Q, ïðè êîòîðûõ íå ðåàëèçóåòñÿ ñêîëü-æåíèÿ âåðåâêè ïî îêðóæíîñòè áëîêà (êàê ïðîòèâ, òàê è ïî ÷àñîâîéñòðåëêàì). Â ñîîòâåòñòâèå ñ �îðìóëîé Ýéëåðà (âûâîä êîòîðîé ïðèâå-äåí, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå ïîä ðåä. Ê.Ñ.Êîëåñíèêîâà [10℄, èçä-âî Ì�-ÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà, 2005, ñòð. 243�245) èìååì ñëåäóþùèé èíòåðâàë:

Q2 < Q <Q1, Q2 = S exp
[
−f
(π

2
+ β

)]
,

Q1 = S · exp
[
f
(π

2
+ β

)]
,

(7.6)26



ãäå S äàåòñÿ �îðìóëîé (7.5), à óãîë β óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (7.4).Òàê êàê â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå Q, ïðè êîòîðîì ðåà-ëèçóåòñÿ ðàâíîâåñèå, òî áóäåì èñêàòü ìàêñèìóì Q1 ïî óãëó β, óäîâëå-òâîðÿþùåìó íåðàâåíñòâó (7.4).Îáîçíà÷èì u = tgβ. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìàêñèìóìà�óíêöèè:
Q1(u) =

P

2

√
1 + u2

u − tgα exp
[
f
(π

2
+ arctgu

)]
, (7.7)ïðè u ∈ [u1,∞], ãäå u1 = 2tgα +

1

f
.Áåðåì ïðîèçâîäíóþ ýòîé �óíêöèè ïî u :

dQ1

du
=

P

2
exp

[
f
(π

2
+ arctg u

)]
· u(f − tgα) − (1 + ftgα)√

1 + u2(u − tgα)2
. (7.8)Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: à) 0 < f < tgα; á) tgα < f < ∞.à) 0 < f < tgα. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèå ñ �îðìóëîé (7.8), èìååì

dQ1

du
< 0 ïðè âñåõ u > u1, ò.å. ìàêñèìóì �óíêöèè Q1 ðåàëèçóåòñÿ âòî÷êå u = u1 :

maxQ = Q1(u1) =
P

2

√
f2 + (2ftgα + 1)2

1 + ftgα exp
[
f
(π

2
+ β1

)]
,ãäå β1 = arctg

1 + 2ftgα
f

.á) tgα < f < ∞. Òîãäà �óíêöèÿ Q1 èç (7.7) äîñòèãàåò ñòðîãîãî,èçîëèðîâàííîãî è åäèíñòâåííîãî ìèíèìóìà â òî÷êå
u = u∗ =

1 + ftgα
f − tgα . (7.9)Èíûìè ñëîâàìè, ãðà�èê ýòîé �óíêöèè âûïóêëûé êíèçó. Çäåñüñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ: á1) u∗ < u1 → tgα <

1

2

(
f − 1

f

)
,á2) u∗ > u1 → tgα >

1

2

(
f − 1

f

)
. �àññìîòðèì ýòè ñëó÷àè â îòäåëü-íîñòè.á1) tgα <

1

2

(
f − 1

f

)
. ßñíî, ÷òî ýòîò ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ëèøüïðè f > 1. Òîãäà �óíêöèÿ Q1(u) èç (7.7) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè27



âñåõ u > u1, ò.å. åå ìàêñèìóì ðåàëèçóåòñÿ ïðè u = ∞
(
β =

π

2

) è ðàâåí,â ñîîòâåòñòâèå ñ �îðìóëîé (7.7):
maxQ = Q1(∞) =

P

2
exp (fπ).á2) tgα >

1

2

(
f − 1

f

)
. Êðîìå òîãî, çäåñü (ïî èñõîäíîìó ïðåäïî-ëîæåíèþ) tgα < f, ò.å. ìíîæåñòâî òàêèõ α íåïóñòî! ßñíî, ÷òî â ýòîìñëó÷àå, â ñèëó âûïóêëîñòè ãðà�èêà �óíêöèè Q1(u), ìàêñèìóì ðåàëè-çóåòñÿ íà îäíîì èç êîíöîâ èíòåðâàëà [u1,∞), ò.å.

maxQ = max {Q1(u1), Q1(∞)} .Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìàêñèìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ êàê â òî÷êå
u = u1, òàê è â òî÷êå u = ∞. Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ìàêñèìóìà Qâ òî÷êå u = ∞ ñîîòâåòñòâóåò óãëó β =

π

2
(îáà êîíöà âåðåâêè âåðòè-êàëüíû), ïðè÷åì íàðóøåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè Q > Q1(∞) ïðîèñõîäèò ñïðîñêàëüçûâàíèåì âåðåâêè ïî áëîêó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ îäíîâðåìåí-íûì ïîâîðîòîì ñòåðæíÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã òî÷êè îïîðû

A, â êîòîðîé ïðè ýòîì ðåàëèçóåòñÿ ïî÷òè íóëåâàÿ ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ,ò.å. òî÷êà A îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé!�åàëèçàöèÿ æå ìàêñèìóìà Q â òî÷êå u = u1 ñîîòâåòñòâóåò óãëó
β = arctg

(
1 + 2ftgα

f

)
<

π

2
, ïðè÷åì íàðóøåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè Q >

Q1(u1) ïðîèñõîäèò ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì âåðåâêè ïî áëîêó ïî ÷àñîâîéñòðåëêå ñ îäíîâðåìåííûì äâèæåíèåì ñòåðæíÿ AB, ïðîèñõîäÿùèì ñîñêîëüæåíèåì â òî÷êå A (âïðàâî!). Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòàäîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.Ïîäâåäåì èòîãè è ñ�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàò è îòâåòû êçàäà÷å.I. f ∈ (0, tgα). Òîãäà maxQ ðåàëèçóåòñÿ ïðè
β = β1 = arctg

(
1 + 2ftgα

f

) è îí ðàâåí:
maxQ =

P

2

√
f2 + (2ftgα + 1)2

1 + ftgα exp
[
f
(π

2
+ arctg u1

)]
= Q1(u1);ãäå u1 = 2tgα +

1

f
. 28



II

I

III

0

0.5

1

1

b g= 2

b b= 1

l a=tg

f

l=0.5( – 1/ )f f

l=0.5f

l=f

�èñ. 9. Äèàãðàììà ðåàëèçàöèè maxQ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ {tgα, f}II. f ∈ (tgα,∞). ÒîãäàII.1. Åñëè tgα >
1

2

(
f − 1

f

) (ò.ê. tgα < f, òî ýòî ìíîæåñòâîçàâåäîìî íåïóñòî!), òî maxQ ðåàëèçóåòñÿ ëèáî ïðè β = β1, ëèáîïðè β =
π

2
, è îí ðàâåí:

maxQ = max

{
Q1(u1),

P

2
efπ

}
.II.2. Åñëè 0 < tgα <

1

2

(
f − 1

f

) (ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòîëèøü ïðè f > 1), òî max Q ðåàëèçóåòñÿ ïðè β =
π

2
, è îí ðà-âåí:

maxQ =
P

2
efπ.Èçîáðàçèì ýòîò ðåçóëüòàò íà äèàãðàììå â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ

{λ = tgα, f}. 29



Îáëàñòü I � (
f > 1; tgα <

1

2

(
f − 1

f

))
, maxQ ðåàëèçóåòñÿ ïðè

β =
π

2
è ðàâåí max Q =

P

2
efπ.Îáëàñòü II � (tgα = λ > f), max Q ðåàëèçóåòñÿ ïðè

β = β1 = arctg

(
1 + 2fλ

f

) è ðàâåí max Q = Q1(u1).Îáëàñòü III � {
1

2

(
f − 1

f

)
< λ < f

}
, max Q ðåàëèçóåòñÿ ëèáîïðè β = β1, ëèáî ïðè β =

π

2
è ðàâåí max Q = max

{
Q1(u1),

P

2
efπ

}
.
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8. Çàäà÷à ñ òðåíèåì èç ñáîðíèêà È.Â.Ìåùåðñêîãî [11,ñòð. 55, çàäà÷à 5.14℄:Öèëèíäð âåñà Q ëåæèò íà äâóõ îïîðàõ A è B, ðàñïîëî-æåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè, ïðîõîäÿ-ùåé ÷åðåç öåíòð öèëèíäðà (ñì. ðèñ. 10). Êîý��èöèåíò òðå-íèÿ ìåæäó öèëèíäðîì è îïîðàìè ðàâåí f.

�èñ. 10. Ê çàäà÷å 81) Ïðè êàêîé âåëè÷èíå òàíãåíöèàëüíîé ñèëû T öèëèíäðíà÷íåò âðàùàòüñÿ?2) Ïðè êàêîì óãëå θ ýòî óñòðîéñòâî áóäåò ñàìîòîðìî-çÿùèìñÿ?Ïîÿñíèì �îðìóëèðîâêó çàäà÷è. Â ïóíêòå 1) ñëåäîâàëî áû ãîâî-ðèòü î âåëè÷èíå ìèíèìàëüíîé ñèëû T, ïðè êîòîðîé öèëèíäð íà÷íåòâðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåãî öåíòðà O. À åùå òî÷íåå, ñëåäóåò èñêàòü çíà-÷åíèå ìèíèìàëüíîé ñèëû T, ïðè êîòîðîé íàðóøàåòñÿ ðàâíîâåñèå öè-ëèíäðà, ò.ê. ñâÿçè â òî÷êàõ A è B ïðåäïîëàãàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè èäî íà÷àëà ýòîãî âðàùåíèÿ öèëèíäðà ìîæåò íà÷àòüñÿ åãî îïðîêèäûâà-íèå âîêðóã îïîðû B ñ îòðûâîì îò îïîðû A. Ìîæíî, êîíå÷íî, èñêëþ-÷èòü âîçìîæíîñòü îïðîêèäûâàíèÿ, ñäåëàâ êîíòàêòû â òî÷êàõ A è Bíåòî÷å÷íûìè, îäíàêî ýòî óñëîæíèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Â ïóíêòå 2)ñëåäóåò ãîâîðèòü îá óãëàõ θ, ò.ê. òàêèõ óãëîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Êðîìåòîãî, òåðìèí ¾ñàìîòîðìîæåíèå¿ ñëåäóåò ïîíèìàòü, êàê âîçìîæíîñòü31



ðàâíîâåñèÿ öèëèíäðà ïðè ëþáîé (êàê óãîäíî áîëüøîé) âåëè÷èíå ñèëû
T, ò.å. ¾çàêëèíèâàíèå¿ (¾çîíà çàñòîÿ¿).Öèòèðóåì îòâåòû èç óêàçàííûõ âûøå èñòî÷íèêîâ. Äëÿ ïóíêòà 1):

T = T1 = Q
f

cos θ(1 + f2) − f
. (8.1)Äëÿ ïóíêòà 2):

cos θ ≤ f

1 + f2
. (8.2)Îòìåòèì, ÷òî â öèòèðîâàííîì ñáîðíèêå [11℄ â ÷èñëèòåëå ïðàâîé ÷àñòèíåðàâåíñòâà (8.2) ñòîèò 1 (à íå f !), îäíàêî ýòî, ñêîðåå âñåãî, îïå÷àòêà!Íåòðóäíî âîññòàíîâèòü ïðèíöèï ðåøåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áû-ëè ïîëó÷åíû îòâåòû (8.1) è (8.2). Ýòîò ïðèíöèï áûë ðåàëèçîâàí (â÷àñòíîñòè) â ïîñîáèÿõ [12,13℄. Çàêëþ÷àåòñÿ îí â ñëåäóþùåì: ðàññìàò-ðèâàåòñÿ ñàìîå íà÷àëî äâèæåíèÿ öèëèíäðà, êîòîðîå (àïðèîðè) ïîëàãà-åòñÿ âðàùåíèåì âîêðóã òî÷êè O ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è áåç îòðûâà îòòî÷åê êîíòàêòà A è B. Â ýòîì ñëó÷àå â òî÷êàõ êîíòàêòà âîçíèêàþòñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, íàïðàâëåííûå ñòðîãî ïðîòèâ âðàùåíèÿ öè-ëèíäðà, ïðè÷åì ìîäóëè ýòèõ ñèë ñîâåðøåííî îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ÷åðåç êîý��èöèåíò òðåíèÿ f è ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìàëüíûå ðåàêöèè.Ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ öèëèíäðà â òàêîì ïðåäåëüíîì ñîñòî-ÿíèè, ïðèõîäÿò ê �îðìóëå (8.1) äëÿ ñèëû T, à çàòåì äåëàåòñÿ âûâîä(åñëè çíàìåíàòåëü â �îðìóëå (8.1) ïîëîæèòåëåí!), ÷òî ýòî è åñòü ìè-íèìàëüíàÿ ñèëà T, íàðóøàþùàÿ ðàâíîâåñèå òåëà. Åñëè èñêëþ÷èòü âîç-ìîæíûé ïîâîðîò òåëà âîêðóã òî÷êè B ñ îòðûâîì îò òî÷êè A, òî ýòîòðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ âïîëíå êîððåêòíûì. Îäíàêî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,ìèíèìàëüíàÿ ñèëà T ìîæåò äàâàòüñÿ �îðìóëîé:

T = T2 = Q
sin θ

1 − sin θ
. (8.3)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè f · tgθ < 1 èìååì íåðàâåíñòâà:

T1 < T2 ïðè tgθ > f,

T1 > T2 ïðè tgθ < f.Åñëè æå ftgθ > 1, òî âñå íàîáîðîò.Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (8.1) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé òîëü-êî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà:
f < tg θ <

√
(1 + f2 + 1/f2).32



Ïðè íàðóøåíèè ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò cos θ(1 + f2) −
− f < 0, ò. å. T1 < 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòàíîâêå çàäà÷è, â êîòîðîéòàíãåíöèàëüíàÿ ñèëà T ÿâëÿåòñÿ ïðèæèìàþùåé. À ïðè íàðóøåíèè ëå-âîé ÷àñòè ïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà áóäåò îòðèöàòåëüíà íîðìàëü-íàÿ ðåàêöèÿ â òî÷êå A, êîòîðàÿ â óñëîâèÿõ íà÷àëà âðàùåíèÿ öè-ëèíäðà âîêðóã òî÷êè O äàåòñÿ (êàê ýòî íåòðóäíî ïðîâåðèòü) �îðìóëîé:

N1 = Q
cos θ(tg θ − f)

2 sin θ[(1 + f2) cos θ − f ]
,÷òî ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì, åñëè ñâÿçü â òî÷êå A ïðåäïîëàãàåòñÿ îä-íîñòîðîííåé!.Óñëîâèå æå (8.2), ñêîðåå âñåãî, ïîëó÷åíî èç òàêîãî ¾ïðàâäîïîäîáíî-ãî¿ ðàññóæäåíèÿ: åñëè (8.2) âûïîëíåíî, òî T1 < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èâî,çíà÷èò, ìèíèìàëüíîé ñèëû T, âðàùàþùåé öèëèíäð, íå ñóùåñòâóåò, àñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ïîêîé ïðè ëþáîé ñèëå T > 0! Ïîõîæåå ðàññóæäå-íèå (îñòàâøååñÿ íåïîíÿòíûì äëÿ àâòîðà íàñòîÿùåé ðàáîòû) ïðèâåäåíîâ [12, 13℄.Îäíàêî, óñëîâèå (8.2) îçíà÷àåò òîëüêî, ÷òî ðàâíîâåñèå öèëèíäðàðåàëèçóåòñÿ ïðè ëþáîé ñèëå T > 0 è ñèëàõ òðåíèÿ ïîêîÿ â òî÷êàõ A è

B, êîòîðûå îáå íàïðàâëåíû ñòðîãî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè æåíàïðàâëåíèå ñèë òðåíèÿ ïîêîÿ â òî÷êàõ A è B èíîå (íàïðèìåð, ñèëàòðåíèÿ ïîêîÿ â òî÷êå B îðèåíòèðîâàíà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ÷òî �è-çè÷åñêè ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî, íàïðèìåð, ¾âáèâàíèåì¿ öèëèíäðàìåæäó îïîðàìè A è B!), òî ðàâíîâåñèå ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî è ñ íàðó-øåíèåì íåðàâåíñòâà (8.2) ïðè T > T1 (èëè T > T2). Çäåñü ñëåäóåò òîëü-êî ïðèìåíèòü ïðèíöèï Àïïåëÿ è Ïýíëåâå (ñì. [1℄) âîñõîäÿùèé ê Æåëëåî ñòðåìëåíèè ñèñòåìû èçáåæàòü ñêîëüæåíèÿ ïðè ðàâíîâåñèè â óñëîâè-ÿõ òðåíèÿ ïîêîÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðèíöèïà íåîáõîäèìî ñîñòàâ-ëÿòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ òåëà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â òî÷êàõ
A è B äåéñòâóþò ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ, èìåþùèå íåîïðåäåëåííûå (àïðè-îðè!) íàïðàâëåíèÿ è ìîäóëè êîòîðûõ ñòåñíåíû íåðàâåíñòâàìè Êóëî-íà. �àçðåøèìîñòü (èëè íåðàçðåøèìîñòü) ýòèõ óñëîâèé ñâèäåòåëüñòâóåòî âîçìîæíîñòè (èëè íåâîçìîæíîñòè) ðàâíîâåñèÿ òåëà. Íåîáõîäèìîñòüïðèìåíåíèÿ ýòèõ ïðèíöèïîâ íàì êàæåòñÿ ëîãè÷íîé (ïðèåìëåìîé) åùåè ïîòîìó, ÷òî â ðåàëüíîñòè êîý��èöèåíò òðåíèÿ ïîêîÿ ïðåâîñõîäèòêîý��èöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Êðîìå òîãî, îñîáåííîñòü ñèë ñóõîãîòðåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ åùå è â òîì, ÷òî îíè ìîãóò ìåíÿòü ñâîå íàïðàâëå-íèå (è, âîçìîæíî, ìîäóëü) ñêà÷êîì. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåòïðè ïåðåõîäå òåëà èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ â óñëî-33



âèÿõ ñóõîãî òðåíèÿ. Àíàëîãè÷íûé ý��åêò èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, âìîìåíò ïåðåõîäà óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ â íåóïðàâëÿåìîåäâèæåíèå � åãî ¾çàíîñà¿.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî ïðèí-öèïà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì.1. f tg θ ∈ (1,∞) � ðàâíîâåñèå ïðè ëþáîì T ≥ 0 (¾ñàìîòîð-ìîæåíèå¿, ¾çîíà çàñòîÿ¿).2. f tg θ ∈ (0, 1) � ðàâíîâåñèå ïðè T ∈ [0, T1), äâèæåíèå ïðè
T ∈ [T1,∞), åñëè tg θ > f > 0; ðàâíîâåñèå ïðè T ∈ [0, T2), äâèæå-íèå ïðè T ∈ [T2,∞), åñëè 0 < tg θ < f.Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü, äàâàåìàÿ íåðàâåíñòâîì (8.2) öåëèêîì ëå-æèò â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì ftgθ > 1 (f > 0, tgθ > 0).Èçîáðàçèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà äèàãðàììå (�èñ. 11) â ïðîñòðàí-ñòâå ïàðàìåòðîâ {f, λ}, ãäå λ = tgθ.

�èñ. 11Îáëàñòü I : 0 < λf < 1, λ > f > 0 (T1 < T2): ðàâíîâåñèå ïðè
T ∈ (0, T1), äâèæåíèå ïðè T ∈ (T1,∞).Îáëàñòü II : 0 < λf < 1, f > λ > 0 (T1 > T2): ðàâíîâåñèå ïðè
T ∈ (0, T2), äâèæåíèå ïðè T ∈ (T2,∞).Îáëàñòü III : 1 < λf < ∞, λf <

√
1 + f2 + f4 (ò. å. cos θ(1 + f2) −

− f > 0): ðàâíîâåñèå ïðè ëþáîì T > 0 (ñàìîòîðìîæåíèå).Îáëàñòü IV : 1 < λf < ∞, λf >
√

1 + f2 + f4 (ò. å. cos θ(1 + f2) −
− f < 0): ðàâíîâåñèå ïðè ëþáîì T > 0 (ñàìîòîðìîæåíèå).Îïèøåì êàê îáîñíîâàòü ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò. Íà ðèñ. 10 ââî-34



äèì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy, îñü Oy � ïî âåðòèêàëè ââåðõ, O � öåíòðòÿæåñòè öèëèíäðà, −→Q � âåñ öèëèíäðà, −→T � òàíãåíöèàëüíàÿ ñèëà, N1,
N2 � íîðìàëüíûå ðåàêöèè â òî÷êàõ A, B; F1, F2 � ñèëû òðåíèÿ ïî-êîÿ â òî÷êàõ A, B; θ � óãîë, îáðàçóåìûé ñèëàìè N1, N2 ñ âåðòèêàëüþ.Ïðåäïîëàãàÿ ñâÿçè îäíîñòîðîííèìè, âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî N1 è N2íàïðàâëåíû òàê, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 10 (ê öåíòðó O öèëèíäðà), ò. å.
N1 > 0, N2 > 0. Íà íàïðàâëåíèÿ ñèë F1 è F2 íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íåíàëàãàåì. Èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî ìîäóëè ýòèõ ñèë óäîâëåòâîðÿþò íåðà-âåíñòâàì Êóëîíà:

|F1| ≤ fN1, |F2| ≤ fN2, N1 > 0, N2 > 0. (8.4)Ïðè ïîêîå öèëèíäðà ñîáëþäàþòñÿ ñëåäóþùèå òðè óðàâíåíèÿ:




ΣFx = 0 : −N2 sin θ + N1 sin θ + F1 cos θ + F2 cos θ = 0,

ΣFy = 0 : N2 cos θ + N1 cos θ − F1 sin θ + F2 sin θ − T − Q = 0,

ΣM0 = 0 : −Tr + F1r + F2r = 0 (r − ðàäèóñ öèëèíäðà). (8.5)Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå λ = tgθ.Áóäåì èñêàòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (8.5) ñîâìåñòíî ñ íåðà-âåíñòâàìè (8.4). Èç (8.5) èìååì ñîîòíîøåíèÿ:
N2 = N1 +

1

λ
T, F2 = T − F1. (8.6)Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà âî âòîðîå óðàâíåíèÿ ñèñòå-ìû (8.5), ïîëó÷àåì:

F1 =
1

λ
N1 +

T

2λ2
(1 + λ2 − λ

√
1 + λ2) − Q

√
1 + λ2

2λ
. (8.7)Òîãäà èç (8.6) èìååì:

−F2 =
1

λ
N1 +

T

2λ2
(1 − λ2 − λ

√
1 + λ2) − Q

√
1 + λ2

2λ
. (8.8)Îáîçíà÷àÿ â äàëüíåéøåì:

N1 = x > 0, Q∗ = Q

√
1 + λ2

2λ
,

y1 =
T

2λ2
(1 + λ2 − λ

√
1 + λ2),

y2 =
T

2λ2
(1 − λ2 − λ

√
1 + λ2),

(8.9)35



ìû ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ (8.7), (8.8) è (8.6) â íåðàâåíñòâà (8.4):




(
−f +

1

λ

)
x + y1 < Q∗ < x

(
f +

1

λ

)
+ y1,

(
−f +

1

λ

)
x + y2 −

fT

λ
< Q∗ < x

(
f +

1

λ

)
+ y2 +

fT

λ
.

(8.10)Åñëè íåðàâåíñòâà (8.10) ñîâìåñòíû (ðàçðåøèìû), òî è óðàâíå-íèÿ (8.5) âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè (8.4) èìåþò ðåøåíèÿ, ò.å. ðàâíîâåñèåâîçìîæíî â îïèñàííîì âûøå ñìûñëå (ðåàëèçóåòñÿ äîïóñòèìûìè ñèëà-ìè òðåíèÿ ïîêîÿ). Åñëè æå íåðàâåíñòâà (8.10) ïðè êàêîì-ëèáî íàáîðåïàðàìåòðîâ {f, Q, λ, T} íåñîâìåñòíû, òî ýòî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòüñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ò.å. íà÷àëî äâèæåíèÿ.Íåñëîæíûé àíàëèç íåðàâåíñòâ (8.10) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè
f ∈

(
1

λ
,∞
) è âûáîðå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N1 = x > 0 íåðàâåí-ñòâà (8.10) âñåãäà ñîâìåñòíû ïðè ëþáîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ {f, Q, λ, T}(ëåâûå ÷àñòè ýòèõ íåðàâåíñòâ ïðè x → +∞ ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíû-ìè, à ïðàâûå êàê óãîäíî áîëüøèìè è ïîëîæèòåëüíûìè). Ôèçè÷åñêèðåàëèçàöèÿ òàêèõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîðìàëüíûõ ðåàêöèé N1 è, ñî-îòâåòñòâåííî, N2 äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, óæå óïîìÿíóòûì âûøå ¾âáè-âàíèåì¿ öèëèíäðà ìåæäó îïîðàìè A è B. Ïðè ýòîì, â ñîîòâåòñòâèå ñ�îðìóëàìè (8.7) è (8.8), ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ F1 è F2 áóäóò íà-ïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò ðàâíîâåñèåäëÿ áîëüøèõ T è ïðè íàðóøåíèè íåðàâåíñòâà (8.2)!�àññìîòðèì ñëó÷àé f ∈

(
0,

1

λ

). Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà (8.10)ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
0 < x <

Q∗ − y1

−f +
1

λ

, x >
Q∗ − y1

f +
1

λ

, (8.11)

0 < x <
Q∗ − y2 +

fT

λ

−f +
1

λ

, x >
Q∗ − y2 −

fT

λ

f +
1

λ

. (8.12)Äëÿ ñîâìåñòíîñòè íåðàâåíñòâ (8.11) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-áû Q∗ > y1. Âñïîìèíàÿ ïðî îáîçíà÷åíèÿ (8.9), ìû ïîëó÷èì íåðàâåí-ñòâî:
0 < T < Q

λ√
1 + λ2 − λ

= Q
sin θ

1 − sin θ
= T2. (8.13)36



Áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåðàâåíñòâî (8.13) âûïîëíåííûì. Èç (8.11)è (8.12) ìû ïîëó÷èì òàêèå äâîéíûå íåðàâåíñòâà:
0 <

Q∗ − y1

f +
1

λ

< x <
Q∗ − y1

−f +
1

λ

, (8.14)

Q∗ − y2 −
fT

λ

f +
1

λ

< x <
Q∗ − y2 +

fT

λ

−f +
1

λ

. (8.15)Íåðàâåíñòâà (8.14) è (8.15) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçêè íà âåùå-ñòâåííîé îñè {x : −∞ < x < ∞}. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè îòðåçêè èìåëèíåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íèæíÿÿ îöåí-êà îäíîãî èç íèõ íå ïðåâîñõîäèëà âåðõíåé ãðàíèöû äðóãîãî. Îòñþäàïîëó÷èì ñëåäóþùèå äâà íåðàâåíñòâà:
0 <

Q∗ − y1

f +
1

λ

<
Q∗ − y2 +

fT

λ

−f +
1

λ

, (8.16)

Q∗ − y2 −
fT

λ

f +
1

λ

<
Q∗ − y1

−f +
1

λ

. (8.17)Èñïîëüçîâàíèå îáîçíà÷åíèé (8.9) è íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâà-þò, ÷òî íåðàâåíñòâî (8.16) âûïîëíåíî çàâåäîìî, à íåðàâåíñòâî (8.17)ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó:
0 < T < Q

f
√

1 + λ2

1 + f2 − f
√

1 + λ2
= Q

f

cos θ(1 + f2) − f
= T1. (8.18)Èòàê, îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (8.13) è (8.18) ýê-âèâàëåíòíî ðàçðåøèìîñòè (ñîâìåñòíîñòè) íåðàâåíñòâ (8.10), ò.å. âîç-ìîæíîñòè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ òåëà ïðè f ∈

(
0,

1

λ

)
. Íàðóøå-íèå îäíîãî èç íåðàâåíñòâ (8.13), (8.18) âëå÷åò íåñîâìåñòíîñòü íåðà-âåíñòâ (8.10), ò.å. íåâîçìîæíîñòü ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ òåëà. Îòìå-òèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ 0 < fλ < 1 ìû âñåãäà áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî

cos θ(1 + f2) − f > 0, ò.å. íåðàâåíñòâî (8.18) êîððåêòíî.37



Íà ýòîì âñå óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåííîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ñ÷èòàòüäîêàçàííûìè.Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåòáûòü òàêæå ïîëó÷åíî ãåîìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì ñ èñïîëüçîâàíèåì êî-íóñîâ òðåíèÿ â òî÷êàõ A è B è òåîðåìû î òðåõ ñèëàõ, êîòîðûå äîëæíûïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå ïðè ðàâíîâåñèè ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àåýòè òðè ñèëû ñóòü ñèëû ðåàêöèè RA, RB â òî÷êàõ A, B è ðàâíîäåé-ñòâóþùàÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñèë Q è T .Çàìå÷àíèå. Ïîñòàíîâêó çàäà÷è 8 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàêïðîöåññ ïîñòåïåííîãî (¾êâàçèñòàòè÷åñêîãî¿) íàãðóæåíèÿ ëåæàùåãî íàîïîðàõ A, B öèëèíäðà êàñàòåëüíîé ñèëîé T (t) îò 0 ïðè t = 0 äî (âî-îáùå ãîâîðÿ) ∞. Çàäà÷à òîãäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòüóñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ öèëèíäð âñåãäà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè.Îêàçûâàåòñÿ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ (ïîìèìî ïðî÷èõ óñëîâèé) çàâèñèò îòíà÷àëüíûõ ñèë ðåàêöèé, äåéñòâóþùèõ íà öèëèíäð (ïðè t = 0). Ñ�îð-ìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ Q = 0.Òåîðåìà 1. Ïóñòü Q = 0, λf > 1 (λ = tg θ), è ñèëà T (t) ìîíîòîííîè íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò îò T (0) = 0 äî ∞. Òîãäà:1). Åñëè ïðè t = 0 íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå öèëèíäðà ÿâëÿåòñÿ íàïðÿ-æåííûì è îí íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè (ò. å. ïðè t = 0 ñâÿçè â îïîðàõ A,
B íàïðÿæåíû, è èìååì N1(0) = N2(0) > 0 (ñòðîãî!), F1(0) = −F2(0) =
= N1(0)/λ), òî ïðè t > 0 ñîõðàíèòñÿ ðàâíîâåñèå ïðè ëþáîì íåïðåðûâ-íîì èçìåíåíèè ñèëû T (t) â èíòåðâàëå (0, ∞) è ëþáûõ íåïðåðûâíûõçàêîíàõ èçìåíåíèÿ ðåàêöèé Ni(t), Fi(t), i = 1, 2, ïðåäïèñûâàåìûõ êà-êîé-ëèáî êîíñòðóêòèâíîé ðåàëèçàöèåé îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé â îïîðàõ
A, B. Ïðè ýòîì äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå λ2 6= 1 + f2 + 1/f2.2). Åñëè ïðè t = 0 íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå öèëèíäðà ÿâëÿåòñÿ íåíà-ïðÿæåííûì è îí íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè (ò. å. ïðè t = 0 ñâÿçè â îïî-ðàõ A, B îñëàáëåíû, è èìååì Ni(0) = 0, Fi(0) = 0, i = 1, 2), òî ïðè t > 0ìîæåò áûòü ëèáî ðàâíîâåñèå, ëèáî äâèæåíèå, ïðè÷åì:2.1) ïðè λ2 > 1+ f2 +1/f2, ò. å. ïðè cos θ < f/(1+ f2), îáÿçàòåëüíîñîõðàíèòñÿ ðàâíîâåñèå ïðè óêàçàííûõ â ï. 1) óñëîâèÿõ;2.2) ïðè λ2 < 1+ f2 +1/f2, ò. å. ïðè cos θ > f/(1+ f2), îáÿçàòåëüíî(ñðàçó!) áóäåò äâèæåíèå (ëèáî âðàùåíèå öèëèíäðà âîêðóã òî÷êè O,ëèáî ïîâîðîò åãî âîêðóã òî÷êè B ñ îòðûâîì îò òî÷êè A è, âîçìîæíî,ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì â òî÷êå B).Òåîðåìà 2. Ïóñòü Q = 0, 0 < λf < 1. Òîãäà ïðè t = 0 â ðàâíî-âåñèè öèëèíäðà íàïðÿæåííîãî åãî ñîñòîÿíèÿ áûòü íå ìîæåò, è (ñðàçó!)38



âîçíèêíåò îäíî èç îïèñàííûõ â ï. 2.2) òåîðåìû 1 äâèæåíèé, ò. å. ðàâ-íîâåñèÿ öèëèíäðà â ýòîì ñëó÷àå áûòü íå ìîæåò.Äîêàçàòåëüñòâà ñ�îðìóëèðîâàííûõ òåîðåì îñóùåñòâëÿþòñÿ íåïî-ñðåäñòâåííûì ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé ïðè íåïðåðûâíîìèçìåíåíèè êàñàòåëüíîé ñèëû è ñèë ðåàêöèé è çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ ââè-äó èõ ãðîìîçäêîñòè.Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû (êîòîðûå ìû çäåñü ïîäðîáíî íå ïðèâî-äèì) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è â ñëó÷àå Q > 0 (ñòðîãî). �àçíèöà òîëüêîâ òîì, ÷òî ïðè Q > 0 íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå öèëèíäðà (ïðè t = 0 è
T (0) = 0) âñåãäà áóäåò íàïðÿæåííûì, ïðè÷åì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

N1(0) > N10 = Q

√
1 + λ2

2(1 + λf)
.Òîãäà âîïðîñ î ðàâíîâåñèè èëè äâèæåíèè öèëèíäðà ïðè äàëüíåéøåììîíîòîííîì è íåïðåðûâíîì óâåëè÷åíèè òàíãåíöèàëüíîé ñèëû T (t) çà-âèñèò òàêæå è îò òîãî, íàñêîëüêî ñèëüíî íàïðÿæåííûì áûëî íà-÷àëüíîå ñîñòîÿíèå (ò. å. îò âåëè÷èíû N1(0)). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

λf > 1 ñóùåñòâóåò òàêîå N1∗, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ Q, λ,
f , ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáîãî N1(0) > max{N10, N1∗} áóäåò ñîõðàíÿòü-ñÿ ðàâíîâåñèå ïðè t > 0 è ïðîèçâîëüíîì ìîíîòîííîì è íåïðåðûâíîìèçìåíåíèè òàíãåíöèàëüíîé íàãðóçêè T (t) â èíòåðâàëå (0, ∞). Åñëè æå
0 < λf < 1, òî íà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ õàðàêòå-ðèçóåòñÿ äâîéíûì íåðàâåíñòâîì

0 < Q

√
1 + λ2

2(1 + λf)
< N1(0) < Q

√
1 + λ2

2(1 − λf)
.Òîãäà íåòðóäíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (8.10), ÷òî ïðè T >

max{T1, T2}, ãäå T1, T2 äàþòñÿ �îðìóëàìè (8.1), (8.3), îáÿçàòåëüíî íà-ðóøèòñÿ ðàâíîâåñèå öèëèíäðà.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé óïðîùåííóþ ìîäåëü òàê íàçûâàåìîé êîíòàêòíîé çàäà÷è ñ òðåíèåì,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òðóäíåéøèõ â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè óïðó-ãîñòè. Ïðèâåäåì çäåñü ñëîâà ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà �ÀÍ �.Â. �îëüä-øòåéíà èç ïðåäèñëîâèÿ ê êíèãå [15, ñòð. 6℄: ¾Â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõñ òðåíèåì âàæíà èñòîðèÿ íàãðóæåíèÿ (êóðñèâ íàø), à íå òîëü-êî òåêóùèå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ è ñäâèãîâûõ íàãðóçîê.¿39



9. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè óäàðà ñ îäíîñòîðîííèìèñâÿçÿìèÇàäà÷à � 1. (Çàäà÷à � 16.21 èç [14℄).Â öèðêîâîì àòòðàêöèîíå èñïîëüçóåòñÿ ïîäêèäíàÿ äîñêà,íà ïðàâûé êîíåö êîòîðîé ñ âûñîòû H ïàäàåò øàð A ìàññû M1è îñòàåòñÿ íà äîñêå â òî÷êå êîíòàêòà. Íà äðóãîì êîí-öå äîñêè íàõîäèòñÿ øàð B ìàññû M2, êîòîðûé, ïðèîáðåòÿñêîðîñòü, îòäåëÿåòñÿ îò äîñêè ïðè ïîâîðîòå åå âîêðóã ãî-ðèçîíòàëüíîé îñè. Ìîìåíò èíåðöèè äîñêè îòíîñèòåëüíî ãî-ðèçîíòàëüíîé îñè âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O, ðà-âåí J, óãîë íàêëîíà äîñêè ê ãîðèçîíòó ðàâåí α.à) Îïðåäåëèòü íàèáîëüøóþ âûñîòó ïîäúåìà øàðà B, åñ-ëè OA1 = l1, OB = l2.á ) �åøèòü çàäà÷ó, åñëè øàðó B ñîîáùåíà â êîíöå óäàðà îò-íîñèòåëüíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê äîñêå ñêîðîñòü v, íàïðàâ-ëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê äîñêå.
y1

g

A

H

x1

O

y

B

x

A1

a�èñ. 12.Çàìå÷àíèå 1. Ôðàçà, âûäåëåííàÿ â óñëîâèè çàäà÷è, íóæäàåòñÿ âóòî÷íåíèè. Äåëî â òîì, ÷òî íà øàð B íàëîæåíà ñóùåñòâåííî îäíî-ñòîðîííÿÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçü, à ïîýòîìó ïðîöåññ è ìîìåíò ñõîäàñ ýòîé ñâÿçè (î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â �îðìóëèðîâêå çàäà÷è) äîëæåíáûòü îïðåäåëåí ñòðîãî, êàê ñ �îðìàëüíîé, òàê è ñ �èçè÷åñêîé òî÷åê40



çðåíèÿ. Â ïðèâîäèìîì íèæå ðåøåíèè ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà èçëîæèòüýòîò âîïðîñ íàó÷íî�ìåòîäè÷åñêè òàê, ÷òîáû ñäåëàòü åãî ïîíÿòíûì äëÿñòóäåíòîâ ÂÓÇà.Çàìå÷àíèå 2. Ïóíêò 2) â �îðìóëèðîâêå çàäà÷è òàêæå íóæäàåòñÿâ óòî÷íåíèè. Íåïîíÿòíî, êàê ñîîáùèòü øàðó B äîïîëíèòåëüíóþ ñêî-ðîñòü â êîíöå óäàðà. Íàâåðíîå, ðå÷ü èäåò î òîé äîïîëíèòåëüíîé ñêîðî-ñòè, êîòîðóþ ñîîáùàåò ñâîåìó òåëó öèðêîâîé àêðîáàò (øàð B) â ìîìåíòóäàðà, îòòàëêèâàÿñü îò äîñêè.�åøåíèå çàäà÷è. à) Äîóäàðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èçâåñòíî: äîñêàè øàð B â ïîêîå, ò. å. ω− = 0, ãäå ω− � óãëîâàÿ ñêîðîñòü äîñêè äîóäàðà, øàð A íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä óäàðîì èìååò âåðòèêàëüíóþ ñêî-ðîñòü v−1 =
√

2gH (ýòà ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà ïîëíîé ìåõàíè-÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ïðîöåññà ñâîáîäíîãî ïàäàíèÿ øàðà A ñ âûñîòû H :
M1gH =

1

2
M1(v

−

1 )2). Ïîñëåóäàðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû òàêæå îïðåäå-ëåíî: äîñêà âìåñòå ñ øàðàìè A è B íà÷èíàåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóãòî÷êè O. Íåèçâåñòíà òîëüêî ïîñëåóäàðíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ýòîãî ïî-âîðîòà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ω+.Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå óäàðà îáà øàðàñîõðàíÿþò ñâîé êîíòàêò ñ äîñêîé (øàð A ïî óñëîâèþ ¾ïðèëèïàåò êäîñêå¿, à øàð B ìîæåò îòîðâàòüñÿ îò äîñêè òîëüêî ïðè äàëüíåéøåìåå âðàùåíèè!). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ω+, ïðèìåíÿåì òåîðåìó îá èçìåíåíèèêèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïðè óäàðå îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Âûáîð òî÷-êè O ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî âíåøíèå óäàðíûå èìïóëüñû âîçíèêàþò òîëüêî âøàðíèðå O, ò. å. èõ ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ðàâåí 0, à ïîýòîìóêèíåòè÷åñêèé ìîìåíò âñåé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ñîõðàíÿåòñÿ.Äî óäàðà èìååì
K−

O = M1v
−

1 l1 cosα,ïîñëå óäàðà èìååì
K+

O = Jω+ + M1ω
+l21 + M2ω

+l22.Ò. ê. K−

O = K+

O , òî ïîëó÷èì
ω+ =

M1

√
2gHl1 cosα

J + M1l21 + M2l22
(9.1)á) Èññëåäóåì òåïåðü âîïðîñ îòðûâà øàðà B îò äîñêè. Áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî äîñêà àáñîëþòíî øåðîõîâàòàÿ, èëè øàð ïîìåùåí âíåáîëüøîì æåëîáå äîñêè, ÷òîáû èñêëþ÷èòü âîçìîæíîñòü ïåðåìåùåíèÿ41



åãî âäîëü äîñêè. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Bxy ñ íà÷àëîì â òî÷êå Bè îñüþ y, ïåðïåíäèêóëÿðíîé äîñêå (ðèñ. 12). Îñíîâíûì êðèòåðèåì áåç-îòðûâíîãî äâèæåíèÿ ãðóçà B íà äîñêå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü íîð-ìàëüíîé (ò. å. âäîëü îñè By) ñèëû, äåéñòâóþùåé íà øàð ñî ñòîðîíûäîñêè. Çàïèøåì óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ ãðóçà B âäîëü îñè y ïðè áåç-îòðûâíîì äâèæåíèè (ò. å. âìåñòå ñ äîñêîé):
M2ω̇l2 = N − M2g cosϕ, (9.2)ãäå N � íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ, ω̇ � óãëîâîå óñêîðåíèå äîñêè, ϕ � óãîëíàêëîíà äîñêè ê ãîðèçîíòó: ϕ ∈ (−α, α). Çäåñü ìû äëÿ ïðîñòîòû ïðåä-ïîëàãàåì, ÷òî ãðàíè÷íûå ïîëîæåíèÿ äîñêè ñèììåòðè÷íû ïðè îïîðåíà A èëè B, ò. å. óãîë íàêëîíà ϕ äîñêè ê ãîðèçîíòàëè ìåíÿåòñÿ â ïðå-äåëàõ îò −α äî +α. Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ïîäíÿâ èëè îïóñòèâóðîâåíü ïîëà ïîä òî÷êîé A (èëè B).Ïóñòü M3 � ìàññà äîñêè, x3 � êîîðäèíàòà öåíòðà åå ìàññ â ñèñòå-ìå Bxy, òîãäà óðàâíåíèå ìîìåíòîâ äëÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî òî÷êè Oâ ïîñëåóäàðíîì äâèæåíèè èìååò âèä:

ω̇(J+M1l
2
1+M2l

2
2) = M1gl1 cosϕ−M2gl2 cosϕ+M3g(x3−l2) cosϕ. (9.3)Èç (9.2) è (9.3) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ �îðìóëó äëÿ N :

N = M2g cosϕ +
M2l2g cosϕ

J + M1l21 + M2l22
[M1l1 − M2l2 + M3(x3 − l2)]. (9.4)Èçó÷èì ñëåäóþùèå äâå âîçìîæíûå ñèòóàöèè:10. îòðûâ ïðîèñõîäèò ñðàçó, ò. å. ïðè ϕ = −α;20. îòðûâà ïðè ϕ ∈ [−α, α) íåò, è îí ïðîèñõîäèò ¾åñòåñòâåííûì¿îáðàçîì ïðè ϕ = α, êîãäà êîíåö A äîñêè óäàðèòñÿ îá îïîðíóþ ãîðè-çîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü, è äîñêà íà÷íåò îáðàòíîå âðàùåíèå (åñëè, êîíå÷-íî, ó ñèñòåìû õâàòèò ïðèîáðåòåííîé, â ðåçóëüòàòå óäàðà, êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè!).Èç �îðìóëû (9.4) âèäíî, ÷òî ñëó÷àé 10 èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíå-íèè íåðàâåíñòâà:

J + M1l
2
1 + M1l1l2 + M3l2(x3 − l2) < 0. (9.5)Ïðè âûïîëíåíèè ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà

J + M1l
2
1 + M1l1l2 + M3l2(x3 − l2) > 0 (9.6)42



áóäåò èìåòü ìåñòî ñëó÷àé 20.Ïóñòü, íàïðèìåð, äîñêà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, òîãäà:
x3 =

l1 + l2
2

, J = M3

(l1 + l2)
2

12
+ M3

(l1 − l2)
2

4
.Íåðàâåíñòâà (9.5) è (9.6) ïðèíèìàþò âèä:

1

6
M3(2l21 − l22 + l1l2) + M1l

2
1 + M1l1l2 < 0, (9.7)

1

6
M3(2l21 − l22 + l1l2) + M1l

2
1 + M1l1l2 > 0. (9.8)Èç ýòèõ �îðìóë âèäíî, ÷òî åñëè M3 äîñòàòî÷íî âåëèêî è 2l21 − l22 +

+l1l2 < 0 (l2 > 2l1!), òî ãðóç B îòñêî÷èò ñðàçó, à åñëè l2 < 2l1, òî ãðóç Bîòñêî÷èò ëèøü â ìîìåíò óäàðà êîíöà A äîñêè î çåìëþ!Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (9.5). Òîãäà ãðóç B, ïîëó÷èâ ñêî-ðîñòü v+

2 = ω+l2 ïåðïåíäèêóëÿðíî ê äîñêå, ñðàçó ïîñëå óäàðà íå áóäåòêîíòàêòèðîâàòü ñ äîñêîé è ïîëåòèò ïî ïàðàáîëå âëåâî îò äîñêè (ò. ê.ïðåäïîëîæåíèå êîíòàêòà ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíîñòè íîðìàëüíîé ðå-àêöèè, äåéñòâóþùåé íà øàð B âäîëü îñè By). Íàèáîëüøóþ âûñîòó åãîïîäúåìà ìû îïðåäåëèì îïÿòü æå èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè-÷åñêîé ýíåðãèè, çàïèñàííîãî â íåïîäâèæíûõ îñÿõ Ox1y1 (ñì. ðèñ. 12):
M2

2

[
(v+

2x1
)2 + (v+

2y1
)2
]

= M2gymax +
M2

2
(v+

2x1
)2

⇒ ymax =
1

2g

(
v+

2y1

)2
=

1

2g

(
ω+
)2

l22 cos2 α =

= H cos4 α

(
M1l1l2

J + M1l21 + M2l22

)2

.

(9.9)Ýòîò æå îòâåò ïðèâåäåí â çàäà÷íèêå [14℄, ïðàâäà, áåç íåðàâåíñòâà (9.5).Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (9.6). Òîãäà ãðóç B îòîðâåòñÿ ëèøüïðè ϕ = α, ò. å. â ìîìåíò óäàðà êîíöàA äîñêè î çåìëþ. Â ýòîò ìîìåíò îíáóäåò èìåòü ñêîðîñòü v2 = ω2l2, ãäå ω2 6= ω+, ω2 > ω+. Ïðè÷åì ýòà ñêî-ðîñòü áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà äîñêå è íàïðàâëåíà âïðàâî. Ñêîðîñòü ω2ìû íàéäåì èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ñè-ñòåìû ¾äîñêà + øàðû A è B¿:
1

2
(J + M1l

2
1 + M2l

2
2)[ω

2
2 − (ω+)2] = M1gl12 sinα−

− M2gl22 sinα + M3g(x3 − l2)2 sin α.43



Îòñþäà ïîëó÷àåì:
ω2

2 = (ω+)2 + 4g sin α
M1l1 − M2l2 + M3(x3 − l2)

J + M1l21 + M2l22
(9.10)Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäúåìà. ßñíî, ÷òîïðè ìàëûõ α ýòà âûñîòà êîëè÷åñòâåííî áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò óæåïîëó÷åííîãî îòâåòà (9.9). Îäíàêî êà÷åñòâåííî ðåçóëüòàòû îòëè÷àþòñÿñèëüíî: â îäíîì ñëó÷àå øàð B ïîëåòèò âëåâî, à â äðóãîì � âïðàâî.Îòìåòèì åùå îäíó âîçìîæíóþ ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò ðåàëèçî-âàòüñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (9.6). Åñëèâìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (9.6) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

M1l1 − M2l2 + M3(x3 − l2) < 0, (9.11)òî ñèòóàöèÿ 2 èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà
(ω+)2 + 4g sin α

M1l1 − M2l2 + M3(x3 − l2)

J + M1l21 + M2l22
> 0.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (9.1), îòñþäà ïîëó÷èì:

M2
1 Hl21 cos2 α + 2 sinα(J + M1l

2
1 + M2l

2
2)[M1l1 −M2l2 + M3(x3 − l2)] > 0.Åñëè áóäåò âûïîëíåíî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî (íàïðèìåð,Hî÷åíü ìàëî èëè α áëèçêî ê π

2
), òî ïîñëå óäàðà äîñêà ñ øàðàìè áóäåòñîâåðøàòü çàìåäëåííîå âðàùåíèå, è, êðîìå òîãî, áóäåò ñóùåñòâîâàòüòàêæå ϕ∗ ∈ (−α, α), ïðè êîòîðîì ω(ϕ∗) = 0. Ïîñëå ýòîãî äîñêà íà÷íåòâðàùàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è óäàðèòñÿ î çåìëþ óæå êîíöîì B.Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâàìè (9.6) è (9.11),íå ïóñòî. Ïóñòü äîñêà îäíîðîäíàÿ. Òîãäà èìååì íåðàâåíñòâà:

1

6
M3(2l21 − l22 + l1l2) + M1l

2
1 + M1l1l2 > 0,

M1l1 − M2l2 + M3

l1 − l2
2

< 0.ßñíî, ÷òî ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ìàññû M2 ýòè íåðàâåí-ñòâà çàâåäîìî èìåþò ðåøåíèÿ.Ïîäâåäåì èòîãè. Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà ïîñëåóäàðíîãîäâèæåíèÿ øàðà B. 44



(I) Ïîñëå óäàðà øàð B îòðûâàåòñÿ îò äîñêè è ëåòèò ïî ïàðà-áîëå âëåâî îò íåå.(II) Ïîñëå óäàðà øàð B âðàùàåòñÿ âìåñòå ñ äîñêîé, è ýòîò ïðî-öåññ äëèòñÿ âïëîòü äî óäàðà êîíöà A î çåìëþ, ïîñëå ÷åãîøàð B îòðûâàåòñÿ îò äîñêè è ëåòèò ïî ïàðàáîëå âïðàâî îòíåå.(III) Ïîñëå óäàðà øàð B âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âìåñòåñ äîñêîé çàìåäëåííî âïëîòü äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà äîñêàîñòàíîâèòñÿ â ñâîåì âðàùåíèè (íå óäàðèâøèñü êîíöîì A).Çàòåì ïðîäîëæàåòñÿ óñêîðåííîå âðàùåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîéñòðåëêè âïëîòü äî ìîìåíòà óäàðà äîñêè î çåìëþ êîíöîì B.Çàäà÷à � 2. (Çàäà÷à � 16.38 èç [14℄).Êîëåñî ìàññû m è ðàäèóñà r, êàòÿñü áåç ñêîëüæåíèÿïî ãîðèçîíòàëüíîé íàïðàâëÿþùåé LL, íàòàëêèâàåòñÿ íàóñòóï O è, îãèáàÿ åãî, ïîäíèìàåòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ íà-ïðàâëÿþùóþ OM . Âûñîòà óñòóïà h. Óäàð êîëåñà îá óñòóïíåóïðóãèé, ñêîëüæåíèå ïðè óäàðå è îãèáàíèè óñòóïà îòñóò-ñòâóåò.à) Îïðåäåëèòü, êàêîâà äîëæíà áûòü ñêîðîñòü öåíòðà C êî-ëåñà ïåðåä óäàðîì, ÷òîáû êîëåñî âêàòèëîñü íà âåðõíþþíàïðàâëÿþùóþ.á) Ïðè çàäàííîé ñêîðîñòè öåíòðà êîëåñà vC äî óäàðà îïðå-äåëèòü èìïóëüñ óäàðíîé ðåàêöèè óñòóïà S. Êîëåñî ñ÷è-òàòü îäíîðîäíûì äèñêîì.Çàìå÷àíèå. Ôðàçà, âûäåëåííàÿ â �îðìóëèðîâêå çàäà÷è, íóæäàåòñÿâ ðàçúÿñíåíèè è óòî÷íåíèè. Ïðåæäå âñåãî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî òî÷êàêîëåñà, êîíòàêòèðóþùàÿ â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ (è óäàðà) ñ óñòóïîì O,îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé è ïîñëå óäàðà. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûé â çà-äà÷å óäàð, ñëåäóåò íàçûâàòü àáñîëþòíî íåóïðóãèì (êîý��èöèåíò âîñ-ñòàíîâëåíèÿ ðàâåí 0). Äàëåå, ïðåäïîëîæåíèå îá îòñóòñòâèè ñêîëüæåíèÿïðè óäàðå è ïîñëåäóþùåì îãèáàíèè óñòóïà ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå ïî-ëîæèòåëüíîé íîðìàëüíîé ðåàêöèè, äåéñòâóþùåé íà êîëåñî ñî ñòîðîíûóñòóïà, ò. ê. ñâÿçü â òî÷êå êîíòàêòà ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé. Êîíå÷íî,ìîæíî äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëàãàòü ýòó ñâÿçü äâóõñòîðîííåé, îäíàêî,òàêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ íåðåàëèñòè÷íîé.45



�èñ. 13.�åøåíèå çàäà÷è. Ïóñòü Sx è Sy � óäàðíûå èìïóëüñû, ïðèëîæåííûåâ òî÷êå êîíòàêòà O (ñì. ðèñ. 13). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë, îáðàçóåìûéðàäèóñîì CO ñ âåðòèêàëüþ (α = ∠OCP ). ßñíî, ÷òî
cosα = 1 − ε, sin α =

√
2ε − ε2, ε = h/r. (9.12)Äîóäàðíîå ñîñòîÿíèå êîëåñà ÿâëÿåòñÿ êà÷åíèåì áåç ïðîñêàëüçûâà-íèÿ, à ïîñëåóäàðíîå � ýòî âðàùåíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ âîêðóã òî÷-êè O. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy (ðèñ. 13) èìååì äëÿ ñêîðîñòåé öåíòðàìàññ C è óãëîâîé ñêîðîñòè ω êîëåñà:

v−Cx = vC , v−Cy = 0, ω = ω− =
vC

r

v+

Cx = ω+r cosα, v+

Cy = ω+r sin α, ω = ω+



 , (9.13)ãäå çíàê ¾-¿ îòíîñèòñÿ ê äîóäàðíîìó ñîñòîÿíèþ, à çíàê ¾+¿ îòíîñèòñÿê ñîñòîÿíèþ, íàñòóïèâøåìó ñðàçó ïîñëå ìîìåíòà óäàðà. Ò. ê. óäàðíûåèìïóëüñû Sx è Sy íå ñîçäàþò ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, òî ñî-õðàíÿåòñÿ êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò êîëåñà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Èìååì,èñïîëüçóÿ (9.2):

K−

O = mvC(r − h) + JCω− =
3

2
mvCr

(
1 − 2

3
ε

)
,

K+

O = m(ω+r)r + JCω+ =
3

2
mr2ω+.46



Ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, íàéäåì ω+:
ω+ =

vC

r

(
1 − 2

3
ε

)
. (9.14)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óäàðíûõ èìïóëüñîâ çàïèøåì, èñïîëüçóÿ �îðìó-ëû (9.13), óðàâíåíèÿ èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íàâûáðàííûå îñè êîîðäèíàò:

Sx = m(ω+r cosα − vC), Sy = mω+r sin α.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà �îðìóëó (9.14) è èñïîëüçóÿ �îðìóëó (9.12), ïîëó÷èì:
Sx = mvC

ε

3
(2ε − 5), Sy = mvC

(
1 − 2

3
ε

)√
ε(2 − ε).Ýòî è åñòü îòâåòû ê ïóíêòó 2 çàäà÷è.Ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ ïóíêòà 1 çàäà÷è. Ïîñëå óäàðà êîëåñî íà-÷èíàåò âðàùàòüñÿ âîêðóã òî÷êè O ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ò. å. ïîäíèìà-åòñÿ ââåðõ. Åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ýòîãî äâèæåíèÿ â äåòàëÿõ,òî ÿñíî, ÷òî êîëåñî ïîäíèìàåòñÿ äî óðîâíÿ âêàòûâàíèÿ íà OM , åñëèó íåãî áóäåò äîñòàòî÷íûé çàïàñ ïîñëåóäàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.Ò. ê. ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè òàêîì äâèæåíèè áåç ïðîñêàëü-çûâàíèÿ â òî÷êå O ñîõðàíÿåòñÿ, òî ìèíèìàëüíîå ω1, íåîáõîäèìîå äëÿòàêîãî âêàòûâàíèÿ, íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ T + = Π, ãäå

T + =
m

2
(ω1r)

2 +
JC

2
ω2

1 Π = mgh.Îòñþäà ω2
1 =

4

3

gh

r2
.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âêàòûâàíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû

(ω+)2 ≥ ω2
1 =

4

3

gh

r2
. (9.15)Èñïîëüçóÿ (9.14), ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ vC :

v2
C ≥ 4

3

gh
(

1 − 2

3

h

r

)2
. (9.16)47



Ôîðìóëà (9.16) ïðèâåäåíà â [14℄, ãäå óêàçàíî òàêæå è íåðàâåíñòâî, ïðèêîòîðîì ýòîò îòâåò ñïðàâåäëèâ: 0 ≤ h

r
≤ 1. Ýòî íåðàâåíñòâî, âîîáùåãîâîðÿ, î÷åâèäíî, ò. ê. ïðè h > r êîëåñî ìîæåò îòñêî÷èòü òîëüêî íà-çàä èëè ¾ïðèëèïíóòü¿ ê óñòóïó â ìîìåíò óäàðà, à äàëåå, ñêîðåå âñåãî,îñòàíåòñÿ â ïîêîå.�àññìîòðèì ïðîöåññ ïîñëåóäàðíîãî äâèæåíèÿ êîëåñà áî-ëåå äåòàëüíî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â òî÷êå O îòñóòñòâóåò ïðî-ñêàëüçûâàíèå. Ïóñòü ϕ � óãîë ìåæäó ðàäèóñîì CO è îòðèöàòåëü-íîé ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ Ox (ðèñ. 13). Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿöåíòðà ìàññ C êîëåñà â ïðîåêöèè íà ðàäèóñ CO:

mϕ̇2r = mg sinϕ − N, (9.17)ãäå N � íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà êîëåñî ñî ñòîðîíû óñòó-ïà O.Äëÿ îñóùåñòâèìîñòè òàêîãî áåçîòðûâíîãî äâèæåíèÿ êîëåñà íåîá-õîäèìî, ÷òîáû N > 0, ò. å. èç (9.17) èìååì íåðàâåíñòâî:
N = mg sin ϕ − mϕ̇2r > 0. (9.18)ßñíî, ÷òî ϕ ∈

[π
2
− α,

π

2

].Çàïèøåì òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà êîëåñà îò-íîñèòåëüíî òî÷êè O:
3

2
mr2ϕ̈ = −mgr cosϕ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ̈ < 0, ò. å. ϕ̇(ϕ) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ,à sin ϕ � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ ïðè ϕ ∈

[π
2
− α,

π

2

]. Òîãäà,åñëè íåðàâåíñòâî (9.18) âûïîëíåíî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðè ϕ = ϕ0 =

=
π

2
−α, òî îíî áóäåò âûïîëíåíî âïëîòü äî âêàòûâàíèÿ êîëåñà íà OM .Òàêèì îáðàçîì, íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà (9.18) (ò. å. íåîñóùåñòâèìîñòüîïèñàííîãî äâèæåíèÿ) ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü ïðè ϕ = ϕ0 =

π

2
−α, ò. å.ñðàçó ïîñëå óäàðà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

g sin(
π

2
− α) − (ω+)2r < 0 ⇒ (ω+)2 >

g cosα

r
.Èòàê, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:48



à) åñëè
4

3

gh

r2
≤ (ω+)2 ≤ g

r

(
1 − h

r

)
, (9.19)òî áåçîòðûâíîå âêàòûâàíèå êîëåñà âîçìîæíî è ðåàëèçóåòñÿ ïðè îòñóò-ñòâèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ â òî÷êå O;á) åñëè (ω+)2 ≤ 4

3

gh

r2
, òî âêàòûâàíèå íåâîçìîæíî, à åñëè (ω+)2 >

g

r

(
1 − h

r

), òî áåçîòðûâíîå äâèæåíèå âîîáùå íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòüïðè îòñóòñòâèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ â òî÷êå O.Íåïóñòîòà ìíîæåñòâà äâèæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïóíêòó à), ìî-æåò áûòü îáåñïå÷åíà òîëüêî ïðè ñîáëþäåíèè íåðàâåíñòâà, âûòåêàþùå-ãî èç (9.19):
4

3

gh

r2
≤ g

r

(
1 − h

r

)
⇒ 0 ≤ h ≤ 3

7
r.Åñëè h >

3

7
r, òî âêàòûâàíèå êîëåñà ïðè îòñóòñòâèè ïðîñêàëüçû-âàíèÿ â òî÷êå O, íå ðåàëèçóåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò â äàííîéçàäà÷å ê ïóíêòó 1 äîëæåí áûòü òàêèì: ïîñëåóäàðíîå âêàòû-âàíèå êîëåñà íà âåðõíþþ íàïðàâëÿþùóþ OM ïðè îòñóòñòâèèïðîñêàëüçûâàíèÿ â òî÷êå êîíòàêòà O âîçìîæíî òîëüêî ïðèñîáëþäåíèè íåðàâåíñòâ:

4

3

gh
(

1 − 2

3

h

r

)2
< v2

C <
g(r − h)

(
1 − 2

3

h

r

)2
, 0 ≤ h ≤ 3

7
r.Íàðóøåíèå îäíîãî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñâèäåòåëüñòâóåò îíåâîçìîæíîñòè âêàòûâàíèÿ êîëåñà â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîéìîäåëè äâèæåíèÿ ñ îòñóòñòâèåì ïðîñêàëüçûâàíèÿ êîëåñà âòî÷êå O.Îòìåòèì, ÷òî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå äàííîé çàäà÷è(êîòîðîå çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ) âåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ ïàðà-äîêñàëüíûõ ñèòóàöèé òèïà ¾ïàðàäîêñîâ Ïýíëåâå¿.
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