
 

РОССИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ПЕДАГОГИЧЕСКИЙ 

УНИВЕРСИТЕТ им. А.И.ГЕРЦЕНА 

 

На правах рукописи    

 

 

Делюкова Яна Валерьевна 

 

МЕТОД СЛЕДА ДЛЯ ПОИСКА ДИСКРЕТНЫХ МЕТАГРУПП 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ НА ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ 

МНОГООБРАЗИЯХ 

 

01.01.01 – математический анализ 

01.01.02 – дифференциальные уравнения 

 

 

Диссертация 

на соискание ученой степени кандидата  

физико-математических наук     

    

 

научный руководитель 

доктор физ.-мат. наук, профессор 

Валентин Федорович Зайцев 

 

 

Санкт-Петербург  

1999 



 2

ОГЛАВЛЕНИЕ 
 
 

ВВЕДЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

ГЛАВА 1. Точечные дискретные метагруппы преобразований . . . . . . . 18

§1. Основные определения дискретно-группового анализа, кон-

кретизация постановки задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  18

§ 2. Поиск точечной ДМП при наличии допускаемой алгебры Ли 

операторов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 

26

§ 3. Доказательство  максимальности точечной дискретной мета-

группы класса обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера . . . . 32

ГЛАВА 2.  Дискретные метагруппы преобразований, заданные в клас-

се преобразований Беклунда . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   

 

44

§ 1. Предварительные сведения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

§ 2. Преобразования Беклунда, сохраняющие точечную структу-

ру оператора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 

49

§ 3. Применение метода следа для доказательства максимальности 

дискретной метагруппы преобразований класса обобщенных 

уравнений Эмдена-Фаулера,  найденной методом RF-пар . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 

 

 

59

§ 4. Описание алгоритма . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

§ 5. Пример использования оператора непрерывной группы для 

поиска экспоненциальных нелокальных операторов . . . . . . . . 

 

76

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  82

 

 



 3

ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность исследования. Работа посвящена исследованию 

дискретных метагрупп преобразований на дифференцируемых многообра-

зиях. Появление в математике понятия многообразия (впервые сформули-

рованного Риманом), являющегося абстракцией весьма различных кон-

кретных множеств, было вызвано потребностями геометрии, математиче-

ского анализа и механики. Наиболее важное значение приобрели диффе-

ренцируемые многообразия, поскольку именно они позволяют определить 

дифференцируемые функции на многообразиях и другие понятия матема-

тического анализа. Кроме того, определение дифференцируемого много-

образия делает возможным применение методов математического анализа 

вне зависимости от того, какие координаты положены в основу вычисле-

ний. Это обстоятельство и обусловливает широкое использование диффе-

ренцируемых многообразий в приложениях и в смежных областях, где 

многообразия изучаются не сами по себе, а в соединении с некоторыми 

другими объектами. 

Ярким примером к сказанному может служить теория непрерывных 

групп, одним из стимулов к изучению которых для Софуса Ли явилось их 

применение для исследования дифференциальных уравнений. При этом 

особенно существенной и важной оказалась трактовка дифференциального 

уравнения как многообразия в продолженном пространстве, что позволяет 

использовать инфинитезимальный критерий инвариантности многообра-

зий, базирующийся на разработанном С.Ли методе сопоставления каждой 

непрерывной группе преобразований некоторого линейного дифференци-

ального оператора. По предложению С.Ли говорят, что уравнение  E  до-

пускает группу (или оператор), если  E  есть инвариантное многообразие 

надлежащим образом продолженной группы. Одним из впечатляющих 

достижений С.Ли явилось открытие, что все известные методы интегриро-
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вания обыкновенных дифференциальных уравнений на самом деле явля-

ются частными случаями общей процедуры интегрирования, основанной 

на инвариантности многообразия относительно некоторой группы симмет-

рий. Непрерывные группы, представляющие собой соединение в одном 

объекте групповой и топологической структур, взаимно связанных требо-

ванием непрерывности групповой операции, впоследствии стали называть 

группами Ли. 

Математическое направление, предметом которого является совме-

стное рассмотрение многообразий, заданных дифференциальными уравне-

ниями, и их симметрий,  являющееся, таким образом, “пограничным” меж-

ду математическим анализом и дифференциальными уравнениями, полу-

чило название группового анализа. 

Групповой анализ не ставит целью решение классических задач 

теории дифференциальных уравнений (доказательство существования и 

единственности решений, изучение асимптотик и поведения решений в ок-

рестности особых точек и т.д.), а дает методы описания симметрий много-

образий и задающих их уравнений (в широком смысле, не только диффе-

ренциальных). Это, в свою очередь, позволяет находить и классифициро-

вать способы понижения порядка и методы отыскания общих решений 

обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) и инвариантных ре-

шений уравнений математической физики, и что особенно важно, доказы-

вать максимальность (неулучшаемость в рамках сделанных предположе-

ний) полученного результата. 

Начало широкого применения идей Ли в теории уравнений с част-

ными производными связано с именем академика Л.В.Овсянникова. Такое 

расширение области применения потребовало разработки новых понятий и 

алгоритмов, стимулировало большое число исследований, связанных как с 

конкретными уравнениями механики и физики, так и с углублением самой 

теории. В частности, было введено понятие уравнения с произвольным 
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элементом, которое позволяет подвергнуть групповому анализу целый 

класс уравнений (семейство многообразий), зависящих от произвольных 

параметров или функций. Одной из целей, которой при этом можно до-

биться, служит достижение максимально широкой непрерывной группы 

(имеются серьезные причины предпочитать уравнения с наиболее высокой 

степенью симметрии). В работе [37] Л.В.Овсянников впервые предложил 

идею группового анализа определяющих уравнений (уравнений, опреде-

ляющих группу). 

Систематическое исследование дискретных симметрий и их эффек-

тивное использование в теории ОДУ началось в работах В.Ф.Зайцева (пер-

вая публикация появилась в 1976 году). Знание дискретной метагруппы 

преобразований (ДМП) значительно расширяет границы использования 

симметрийного принципа в теории ОДУ и, тем самым, дает возможность 

найти точные решения уравнений, которые не удается решить классиче-

скими методами. Результаты этих исследований – большое число неиз-

вестных ранее интегрируемых уравнений, часто встречающихся в прило-

жениях – опубликованы в нескольких справочниках [21,23,24,53], по числу 

рассмотренных уравнений значительно превосходящих известную книгу 

[29]. В частности, описано 99 уравнений класса обобщенных уравнений 

Эмдена-Фаулера, интегрируемых в замкнутой форме, в том числе 3 двух-

параметрических подкласса и 13 однопараметрических. 

Несмотря на весьма содержательные результаты, полученные бла-

годаря дискретно-групповому подходу, до последнего времени оставалась 

нерешенной одна из важнейших задач – доказательство максимальности 

найденной ДМП (где максимальность означает, что эта ДМП не содержит-

ся ни в какой более широкой допускаемой ДМП, т.е. ставится задача оты-

скания структурного максимума). Причина этого заключается в проблеме 

полного решения переопределенных определяющих систем нелинейных 

уравнений (сравнимых друг с другом по сложности), возникающих при 
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поиске ДМП (в противоположность легко решаемым линейным системам, 

возникающим при отыскании непрерывных групп). В связи с этим остается 

актуальным поиск альтернативных методов, позволяющих находить ДМП, 

допускаемую заданным классом ОДУ и отображения различных классов. 

В настоящей работе рассматриваются дифференцируемые многооб-

разия, заданные в так называемой неявной форме с помощью дифференци-

альных уравнений. Работа посвящена дальнейшему развитию практически 

значимого метода поиска дискретных метагрупп преобразований (ДМП) 

обыкновенных дифференциальных уравнений, который с одной стороны 

опирается на классический  алгоритм С.Ли поиска непрерывных груп ин-

вариантности заданного многообразия, а с другой стороны служит для 

отыскания нетрадиционных с теоретико-групповой точки зрения дискрет-

ных симметрий. Общая схема метода следа (содержащая неформализован-

ные процедуры) была впервые предложена в работах [12, 20, 21].  

Цели и задачи исследования.  Целью настоящей работы является 

построение метода поиска дискретных метагрупп преобразований (точеч-

ной и заданной преобразованиями Беклунда) некоторого класса ОДУ, за-

дающего семейство многообразий, и отображений этого класса в другой 

при условии: указанные многообразия инвариантны относительно непре-

рывной группы преобразований. 

Благодаря наличию допускаемой алгебры Ли точечных операторов  

метод следа позволяет понизить размерность нелинейного определяющего 

уравнения для поиска дискретных преобразований. Более того, при поиске 

точечных преобразований определяющее уравнение “расщепляется” до пе-

реопределенных определяющих систем ОДУ с двумя неизвестными. При 

этом для класса уравнений второго порядка определяющая система содер-

жит как минимум четыре ОДУ, а с увеличением порядка исследуемых 

уравнений число уравнений, входящих в определяющую систему, резко 



 7

возрастает (для уравнений третьего порядка их не меньше десяти), в силу 

чего она всегда принципиально решается.  

Таким образом, метод следа дает возможность: 

1. При поиске точечной ДМП свести нелинейную систему уравне-

ний с частными производными к переопределенной системе ОДУ. 

2.  При поиске ДМП, заданной в классе преобразований Беклунда, 

понизить на единицу размерность определяющего уравнения, существенно 

упростив его анализ. 

3.  Доказывать максимальность точечной ДМП и максимальность 

ДМП, заданной в классе преобразований Беклунда, найденной методом  

RF-пар (т.е. решить задачу поиска структурного максимума). 

В работе решены следующие задачи: 

1.  Доказаны теоремы, служащие теоретическим обоснованием ме-

тода следа. 

2.  Доказана максимальность ДМП (как точечной, так и заданной 

преобразованиями Беклунда, найденной с помощью универсальных  RF-

пар), допускаемых классом обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера, ко-

торый является модельным для дискретно-группового анализа и для ряда 

областей нелинейной механики. 

3.  Показана возможность применения оператора точечной группы 

для решения других задач группового анализа, в частности, для отыскания 

экспоненциальных нелокальных операторов, поиск которых также приво-

дит к нелинейному определяющему уравнению. 

Основные определения.  Напомним ключевые понятия и утвер-

ждения группового анализа. Исходным является понятие однопараметри-

ческой непрерывной локальной группы Ли локальных преобразований не-

которого банахова пространства (коротко называемой однопараметриче-

ской или непрерывной группой, обозначается  G1). Приводимые опреде-

ления теории непрерывных групп соответствуют принятым в монографии 
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[38], в которой автор отдает предпочтение векторной (бескоординатной) 

форме записи величин, необходимой в случае бесконечномерных банахо-

вых пространств. Однако в случае, когда объектом исследования становит-

ся дифференциальное уравнение, как правило, делается предположение о 

конечномерности пространства, преобразования которого являются эле-

ментами группы. Учитывая это, мы, в основном, формулируем определе-

ния и теоремы в интересующем нас случае преобразований на плоскости  

· 2 ( , )x y   (применительно к обыкновенным дифференциальным уравне-

ниям). 

Определение 1. Преобразованием множества  M  называется взаим-

но однозначное отображение  M  на  M. 

Рассмотрим совокупность  τ( )M   всех преобразований множества  

M,  образующих группу, в которой роль групповой операции играет ком-

позиция преобразований. Множество точек, которые получаются из дан-

ной точки  x M∈   под действием всевозможных элементов g M∈τ( ) , на-

зывается орбитой точки  x:  

{ }O g x g Mx i i= ∈( ) ( )τ . 

Пусть  Z – банахово пространство,  V  – некоторое открытое множе-

ство в  Z,  ∆  – некоторый симметричный относительно нуля интервал в ·. 

 Определение 2. Локальным преобразованием пространства  Z  на-

зывают преобразование открытого множества  V Z⊂ , т.е. отображение 

v V Z: → , для которого  v V( )   открыто в  Z  и отображение  v V v V: ( )→  

является взаимно однозначным. 

Определение 3. Отображение  h V Z: × →∆   называется однопа-

раметрическим семейством локальных преобразований пространства  Z,  

если для каждого  а ∈∆   частное отображение  h V Za : →   является пре-

образованием открытого множества  V. 
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Определение 4. Локальной однопараметрической группой Ли ло-

кальных преобразований пространства  Z  называется такое однопарамет-

рическое семейство локальных преобразований   h V Z: × →∆ ,  которое 

обладает следующими свойствами:  

1.  h z( , )0 = z  для любого  z V∈ . 

2.  h h z a b h z a b( ( , ), ) ( , )= +   для любых  а b a b z V, , , .+ ∈ ∈∆  

3.  Если   a ∈∆   и  h z a z( , ) =  для всех  z V∈ ,  то  a = 0. 

4.  h C V∈ ×∞ ( )∆ , то есть отображение  h  бесконечно дифференци-

руемо. 

Вообще, некоторая локальная группа Ли  G  с групповой операцией 

°  (в определении 4 – это  ∆  с операцией  +) будет реализована как локаль-

ная группа Ли локальных преобразований пространства  Z, если каждому 

элементу  a   группы  G  поставлено в соответствие отображение ha :  

V Z→ , что при этом соблюдены условия 1) – 4) с заменой  ∆  на G  и 

групповой операции  +  на  ° . 

Далее полагаем  Z = · 2 ( , )x y , тогда преобразование  h  можно 

представить покомпонентно : 
~ ( , , ), ~ ( , , )x g x y a y f x y a= =                                (1) 

Преобразование вида (1) называется точечным (в отличие, например, от 

контактного, когда функции  g,  f  зависят также от производной  ′y ), а 

группа  G1 – группой точечных преобразований. 

Определение 5. Для каждого фиксированного  z V∈   частное ото-

бражение  h Zz : ∆ →  задает некоторую кривую  hz ( )∆   в пространстве  Z,  

проходящую через точку  z. Кривая  hz ( )∆   называется орбитой точки  z. 

Вектор с компонентами  ξ
∂

∂
η

∂
∂

= =
= =

g x y a
a

f x y a
aa a

( , , ) , ( , , )

0 0
 яв-

ляется касательным к орбите   hz ( )∆  в точке  z = (x, y). 
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Определение 6. Линейный дифференциальный оператор  

X x y
x

x y
y

x y x yx y= + ≡ +ξ
∂

∂
η

∂
∂

ξ ∂ η ∂( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,                         (2) 

действующий на дифференцируемое отображение   F Z: →  · ( F C∈ ∞ ) 

по правилу 

XF = ξ
∂
∂

η
∂
∂

ξ η( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y F
x

x y F
y

x y F x y Fx y+ ≡ + , 

называется инфинитезимальным оператором (точечной) группы G1 (в 

дальнейшем – оператор группы или оператор). 

Согласно классическим теоремам Ли существует взаимно одно-

значное соответствие между однопараметрическими группами и операто-

рами (2) ( )ξ η, ( )∈ ∞C V , если оператор считать определенным с точностью 

до ненулевого числового множителя. Именно этот факт является решаю-

щим во всех приложениях теории групп Ли. Благодаря ему оказывается 

возможным сводить сложные нелинейные задачи к более простым линей-

ным (в некоторых источниках инфинитезимальный оператор называется 

оператором универсальной линеаризации). При этом локально действие 

групп преобразований заменяется действием линейных дифференциальных 

операторов – инфинитезимальных операторов. 

Определение 7. Отображение  J  : Z →  · называется инвариан-

том группы G1, порожденной отображением  h, если для любых  

( , )z a V∈ × ∆   

J h z a J z( ( , )) ( )= . 

Отображение  J z( )   также называют инвариантом оператора  X  группы  

G1. 

Теорема 1. Отображение  J(z)  является инвариантом тогда и только 

тогда, когда выполняется равенство  X J = 0. 
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Для дальнейшего нам понадобится понятие продолженного опера-

тора. С этой целью при рассмотрении однопараметрической группы  G1  в 

пространстве  Z X Y= × ,  где  X = ·(x), Y = ·(y),  заданной с помощью 

отображения  h  c компонентами (1), вводят дополнительную переменную  

′y � 
dy
dx

  и задают её преобразование 

′ = ′~ ( , , , )y f x y y a1 .                                                  (3) 

При этом должно соблюдаться условие: формула (3) и преобразова-

ние производной  
dy
dx

  при замене переменных (1) должны быть согласова-

ны с равенствами  ′ =y dy
dx

. Этим условием преобразование (3) однозначно 

определяется для каждой группы  G1  и в результате получается однопа-

раметрическая группа G1
1( )

  в пространстве  Z1 = · 3 ( , , )x y y ′ . Группа G1
1( )

 

называется первым продолжением группы  G1, пространство Z1 – первым 

продолжением пространства  Z,  а формулы (1), (3) определяют первое 

продолжение  h1  отображения  h. 

Продолжение более высокого порядка осуществляются путем опре-

деления действия группы G1  на переменные  ′ ′′y y, , ...  . Оператор про-

долженной  n-раз группы имеет вид 

X x y x y x y y x y y y y
n x y y n

n
y n

( )
( )( , ) ( , ) ( , , ) ( , , , , , ) ( )= + + ′ + + ′ ′′′ξ ∂ η ∂ ζ ∂ ζ ∂1 K K , 

компоненты   ζ s s n( , , )= 1 2 K   находятся с помощью известных формул  

[25, 26, 38, 39] по компонентам  ξ η, : 

ζ η ξ ξi
i iD y y= − ′ + +( ) ,( )1  

где  Di  – i-я степень оператора полного дифференцирования. 
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Определение 8. Инварианты продолженной однопараметрической 

группы  G
n
1

( )
 называются дифференциальными инвариантами (порядка  n) 

группы  G1  или оператора  X. 

 Дифференциальные инварианты однопараметрической группы по-

рядка не выше  n  являются решениями дифференциального уравнения 

X J x y y y
n

n
( )

( )[ ( , , , , )]′ =K 0 . 

Вычисление дифференциальных инвариантов старших порядков 

удобно проводить в соответствии со следующей теоремой. 

Теорема 2. Пусть для заданного оператора (2) известны инвариант  

J x y( , )   и дифференциальный инвариант первого порядка  J x y y1 ( , , )′ . То-

гда  производная   

                          J x y y y
dJ
dJ

DJ
DJ2

1 1( , , , )′ ′′ = = , 

где  D – оператор полного дифференцирования, представляет собой инва-

риант второго порядка. 

Путем дальнейших дифференцирований можно получить диффе-

ренциальные инварианты более высоких порядков, тогда  J J J
dJ
dJ

, , ,1 2
1=  

J
d J
dJ

J
d J
dJn

n

n3

2
1

2

1
1

1= =
−

−, ,K   множество функционально независимых ин-

вариантов (базис инвариантов) для  n-го продолжения оператора  X.  Отме-

тим, что всякий оператор вида (2) однопараметрической группы G1 в 

плоскости  · 2 ( , )x y   имеет ровно один независимый инвариант, оператор  

X
n( )

  имеет  (n + 1) функционально независимых дифференциальных инва-

риантов. 

Определение 9. Пусть  X = ·�(x), Y = · ( ),y Z X Y= × . Урав-

нение вида 
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ε( , , , , ) ,( )x y y y n′ =K 0                                  (4) 

образованное с помощью некоторого отображения  ε: Zn →· ( Zn  – n-ое 

продолжение пространства  Z ), называется обыкновенным дифференци-

альным уравнением  n-го порядка и обозначается  E. 

Предполагается, что отображение  ε ∈ ∞C Zn( )  и удовлетворяет ус-

ловиям теоремы о неявной функции по отношению к старшей производной  

y n( ) , то есть уравнение (4) может быть приведено к виду 

y F x y y yn n( ) ( )( , , , , )= ′ −K 1 . 

Определение 10.  n-мерное дифференцируемое многообразие – это 

множество  N  вместе со счетным набором подмножеств  U Nα ⊂   и вза-

имно однозначных функций  χα α α: ,U V→   где  Vα  – открытые связные 

подмножества пространства  ·
n
,  называемых локальными координатами, 

которые обладают следующими свойствами: 

1. U Nα
α
U = ;  

2. Для пересечения любой пары  U Uα β∩   композиция отображе-

ний 

χ χ χ χβ α α α β β α βo − ∩ → ∩1: ( ) ( )U U U U  

является гладкой (бесконечно дифференцируемой) функцией. 

3. Если  x U x U∈ ∈α β, ~   – различные точки множества  N ,  то су-

ществует открытое подмножество  W  в  Vα ,  содержащее точку  χα ( )x ,  и 

открытое подмножество  ~W   в  Vβ ,  содержащее точку  χβ (~)x ,  такие, что  

χ χα β
− −∩ = ∅1 1( ) ( ~)W W . 

Таким образом, многообразия – топологические пространства, ло-

кально изоморфные евклидову пространству. 

Далее многообразием мы называем дифференцируемое связное 

многообразие. 
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Известно следующее утверждение. 

Теорема 3 [39]. Пусть  N – гладкое  n-мерное многообразие и  

ε : N →·
m
,  m n≤   гладкое отображение. Если  ε   имеет максимальный 

ранг на подмножестве M z z= ={ : ( ) }ε 0 , то  M  – регулярное  (n – m)-

мерное подмногообразие многообразия  N. 

Определение 9 и теорема 3 позволяют говорить, что формула (4) за-

дает многообразие  E   в продолженном пространстве Zn . 

Определение 11.   

A. Говорят, что обыкновенное дифференциальное уравнение  E  за-

данное формулой (4), допускает преобразование  h  пространства  Z, если 

многообразие  E  инвариантно относительно продолженного преобразова-

ния  hn , то есть  ε( ( ))h zn n = 0  для любого  z En ∈ .  

В. Если  уравнение (4) допускает любое преобразование из некото-

рой группы G1, то говорят, что (4) допускает группу G1 (инвариантно от-

носительно G1). Если группа G1 характеризуется оператором  X,  то гово-

рят, что  уравнение (4) допускает оператор  X.  При этом  G1  или  X  назы-

вают соответственно группой или оператором, допускаемыми уравнением 

(4).  

Существует следующий критерий для вычисления допускаемой 

группы. 

Теорема 4.  Многообразие, заданное уравнением (4), инвариантно 

относительно группы G1 с инфинитезимальным оператором  X  тогда и 

только тогда, когда выполняется условие 

X x y y y
n

n

E( )
( )( , , , , )ε ′ =K 0.                                   (5) 

Приведенная теорема сводит задачу отыскания всех однопарамет-

рических групп, допускаемых данным дифференциальным уравнением, к 

решению уравнения (5) (в котором неизвестными являются координаты  
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ξ η,   допускаемого оператора), называемого определяющим уравнением 

(обозначается  DE).  Здесь действует четкий и хорошо апробированный ал-

горитм (алгоритм Ли) 

E DE→ , 

подробное изложение которого можно найти, например, в работах [38,39].  

Определяющее уравнение обладает рядом свойств, благодаря кото-

рым оно становится самостоятельным объектом исследования. Одно из 

важнейших свойств определяющего уравнения заключается в том, что оно 

линейно и однородно относительно  ξ η,  , а поэтому его можно решить 

явно в замкнутом виде. 

 В частности, определяющее уравнение (5) для поиска непрерывной 

группы, допускаемой уравнением  ′′ = ′y F x y y( , , ),   записывается в виде 

η η ξ η ξ ξ η ξ ξxx xy xx yy xy yy y x yy y y y F+ − ′ + − ′ − ′ + − − ′ −( ) ( ) ( )2 2 2 32 3   

[ ]− − − + − ′ − ′ =′ξ η η η ξ ξF F y y Fx y x y x y y( ) 2 0 

Дифференциальные уравнения первого порядка составляют исклю-

чение: для них использование определяющего уравнения для отыскания 

допускаемой группы неэффективно. Поэтому в дальнейшем (на протяже-

нии всей работы) рассматриваются дифференциальные уравнения порядка 

выше первого. 

Теорема 5. Множество всех операторов, допускаемых данным диф-

ференциальным уравнением, образует алгебру Ли. 

Таким образом, определяющее уравнение (5) порождает алгебру Ли 

операторов, базис которой получается в результате решения (5). Имея это в 

виду, часто говорят о допускаемой алгебре вместо допускаемых групп. Пу-

тем полного решения определяющего уравнения находят максимально ши-

рокую алгебру Ли, допускаемую исследуемым уравнением (4), то есть ос-

новную алгебру Ли уравнения (4), которая для уравнений порядка выше 

первого конечномерна. Вообще, для практического решения задач группо-
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вого анализа часто приходиться иметь дело не с самими группами преобра-

зований, а с их алгебрами Ли операторов. 

Справедливы следующие утверждения. 

Теорема 6. Дифференциальное уравнение  n-го порядка (4) допус-

кает однопараметрическую группу  G1, инфинитезимальный оператор  X 

которой не обращается в нуль на многообразии  E, заданной этим уравне-

нием, если и только если уравнение (4) может быть равносильным образом 

переписано в виде уравнения  ( )n − 1 -го порядка 

 Ψ( , , , )J J Jn1 0K = , 

где  J J Jn, , ,1 K  – базис инвариантов оператора  X. 

Теорема 7. Всякая однопараметрическая группа  G1  некоторой не-

вырожденной заменой переменной приводится к группе переносов X x= ∂ . 

Определение 12.   Рассматривается вспомогательное пространство  

T = ·
l
  векторов  t T∈ ,  называемое пространством параметров и отобра-

жение  ε : Z Tn × →  ·.  Для каждого отображения  θ : Z T→ , действую-

щего по формуле  t = θ(z),  определяется сложное отображение  

ε θ( ): Zn → ·, 

действующее по формуле  ( )ε θ ε θ( )( ) , ( ) .z z zn n=   Эта конструкция позволя-

ет определить класс  D(θ)  дифференциальных уравнений, представители 

которого имеют вид 

( )ε θz zn , ( ) = 0.                                        (6) 

Если  θ  не зависит от  z, то класс уравнений (6) будем обозначать  

D ( ).θ  

Можно сказать, что все уравнения класса   D ( )θ   имеют один и тот 

же вид, отличаясь друг от друга только значением произвольного элемента  

θ .  
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Определение 13. Группа преобразований топологического про-

странства  M  называется дискретной, если у любого элемента каждой её 

орбиты найдется окрестность, не содержащая никакого другого элемента 

этой орбиты. 

В теории дискретно-групповых методов рассматриваются преобра-

зования, замкнутые на классе уравнений (в отличие от непрерывных групп, 

которые переводят уравнение “в себя”, оставляя многообразие “не-

подвижным”). При этом оказывается, что свойства преобразований во мно-

гом определяются выбранным классом, а зачастую – элементом, на кото-

рый преобразование действует. Это приводит к необходимости введения 

нового термина – “метагруппа” [16, 17]. Естественными требованиями к 

множеству преобразований являются: 

a) наличие тождественного преобразования; 

b) обратимость любого преобразования множества. 

С учетом этого и формулируются определения дискретно-группового ана-

лиза, о которых пойдет речь в параграфе 1.  
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Глава 1.   ТОЧЕЧНЫЕ ДИСКРЕТНЫЕ МЕТАГРУППЫ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ  

 

В настоящей главе предложен способ поиска точечной метагруппы 

(по существу – широкое обобщение метода следа) некоторого класса урав-

нений, каждое из которых определяет дифференцируемое многообразие, 

инвариантное относительно непрерывной группы. При этом предполагает-

ся, что соответствующая допускаемая уравнениями алгебра Ли точечных 

операторов имеет размерность r ≥ 1, недостаточно широкую для их интег-

рирования. Доказанные утверждения иллюстрируются на примере класса 

обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера (ОУЭФ) для решения проблемы 

доказательства максимальности допускаемой ДМП. 

 

§ 1. Основные определения дискретно-группового анализа, кон-

кретизация постановки задачи 

 

Используемая ниже терминология и система определений в основ-

ном соответствует принятой в работах [16, 17, 20, 21]. 

Рассматривается класс ОДУ 

D = {D( a )}.                                 (1.1.1) 

Фиксация одной или нескольких компонент вектора параметров a  приво-

дит к различным подклассам (или специализациям) исходного класса  D. 

Определение 1.1. Множество допустимых значений вектора пара-

метров  a   называется пространством параметров  R(D)  класса  D. 

Определение 1.2. Преобразованием будем называть обратимую 

формальную подстановку вида  
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q

x g t u u udt t u u u dt
y f t u u udt t u u u dt

y
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Dg

:
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K K K

KKKK

ϕ
ϕ

                   (1.1.2) 

где  D u ut u u= + + +∂ ∂ ∂& && & K  – оператор полного дифференцирования.  

Правомерность такого определения и его применения следует из то-

го, что формальные решения уравнения находятся в аналитически замкну-

той форме, допускающей прямую проверку подстановкой в уравнение, и 

тогда могут быть оговорены все необходимые условия (“решение предъяв-

ляется”). 

Определение 1.3. Множество  M,  на котором задана частичная би-

нарная операция, содержащее совпадающие левую и правую единицы, и 

для каждого элемента – совпадающие левый и правый обратные элементы, 

называется метагруппой. 

Определение 1.4. Пусть заданы два класса уравнений D1 = {D1( a )} 

и  D2 = {D2(b )}. Преобразование  q,  переводящее любой элемент класса  

D1   в элемент класса  D2 , порождает отображение  Tq  класса  D1  в класс  

D2  

Tq :    D1  →  D2.                                (1.1.3) 

В дальнейшем всюду преобразование  и порожденное им отображе-

ние будут обозначаться одной буквой  q. 

Так как каждый элемент класса D однозначно определяется соот-

ветствующим вектором параметров, отображение (1.1.3) естественно ин-

дуцирует алгебраическое представление  α, действующее в пространстве 

параметров 

α: a b→ . 
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Говорят, что преобразования  qi  замкнуто на классе  D, если оно 

порождает отображение некоторого подкласса  Di   класса D  в класс  D: 

qi :  Di  →  D.                              (1.1.4) 

 

Определение 1.5. Множество  G преобразований  qi,  замкнутых на 

классе  D,  на котором задана частичная бинарная операция (композиция 

двух преобразований считается определенной на классе  D, если определе-

на композиция порожденных ими отображений), называется дискретной 

метагруппой преобразований (ДМП), допускаемой классом  D,  если  

а) тождественное преобразование  E  содержится в  G; 

б) вместе с каждым преобразованием  qi  из  G  множеству  G  при-

надлежит преобразование  q i
−1   такое, что  

q q q q Ei i i i
− −= =1 1 ;  

в) для любого  a ∈ R(D)  множество  { }α i a( )   не содержит пре-

дельных элементов. 

Замечание 1. Преобразования, содержащиеся в  G,  могут зависеть 

от компонент вектора параметров исходного или преобразованного урав-

нения, что влечет за собой возможную неассоциативность частичной би-

нарной операции. 

Возникающие при исследовании различных классов дифференци-

альных уравнений конкретные множества преобразований могут иметь 

различное алгебраическое строение. В частности, множество G может 
иметь строение классической группы, в этом случае говорят о дискретной 

группе преобразований (ДГП). 

По определению ДМП состоит из преобразований эквивалентности, 

другими словами, эти преобразования, действуя на уравнение, изменяют 

только вектор параметров, сохраняя структуру дифференциального урав-
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нения. Можно также рассматривать преобразования эквивалентности, при-

надлежащие некоторой однопараметрической группе  G1, в этом случае го-

ворят о непрерывной группе эквивалентностей. В дальнейшем будем счи-

тать, что все непрерывные группы эквивалентностей найдены (при их оты-

скании используется алгоритм Ли) и исключены из рассмотрения. 

Определение 1.6. Параметр называется существенным, если урав-

нение не допускает по нему непрерывной группы преобразований эквива-

лентности. 

Важнейшей задачей дискретно-группового анализа является поиск 

наиболее широкой (максимальной) в заданном классе преобразований ме-

тагруппы, допускаемой изучаемым классом  D.  

Определение 1.7. Множество всевозможных преобразований вида 

x g t u
y f t u
=
=

⎧
⎨
⎩

( , ),
( , ),

                                     (1.1.5) 

где g f g ft u u t− ≠ 0 , называется классом   P0   точечных преобразований. 

Легко видеть, что преобразование, обратное преобразованию 

(1.1.5), и композиция двух точечных преобразований снова принадлежит 

классу   P0.  

Основным методом поиска ДМП, порождаемой точечными преоб-

разованиями, является прямой метод [20,21], алгоритм которого заключа-

ется в следующем. В общее уравнение рассматриваемого класса  D  урав-

нений n-го порядка ( )n > 1  

y F x y y y an n( ) ( )( , , , , , )= ′ −K 1  

 

выполняют подстановку (1.1.5). В результате получается выражение, зави-

сящее от новых переменных  t, u, производных  &, &&, ,
( )

u u u
n

K , функций  f, g  и 

их частных производных до порядка  n  включительно. Условие замкнуто-
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сти действия преобразования (1.1.5) на данном классе соответствует тому, 

что преобразованное уравнение 

u F t u u u b
n n( ) ( )

( , , & , , , )=
−

K
1

                                  (1.1.6) 

может отличаться от исходного лишь вектором параметров. Подстановка 

(1.1.6) в получившееся выражение приводит к определяющему уравнению 

относительно функций  f, g  содержащему “свободные” переменные  

& , &&, ,
( )

u u u
n

K
−1

  от которых   f   и  g  не зависят. Поэтому определяющее урав-

нение после приведения его к виду 

A t u g f g f g f u uk s t t u u
k s

k
n

s
K

K

K K( , , , , , , , , )& ( )
, ,

( )

∑
−

=
1

0             (1.1.7) 

можно “расщепить” до переопределенной определяющей системы.  

Заметим, что определяющая система (определяющее уравнение) 

всегда имеет решение – тождественное преобразование  E. Найти все ре-

шения определяющей системы (или получить максимальную дискретную 

метагруппу), как правило, не удается вследствие нелинейности уравнений 

с частными производными, составляющих определяющую систему. 

Так например, для класса уравнений второго порядка с вектором 

параметров  a a s= ( , )1  

′′ = ′y F x y a y s( , , )1  

определяющее уравнение принимает вид 

 

( ) ( , , ) & ( ) & (g f f g F t u b u g f f g u g f f gt u t u u uu u uu t uu t uu− + − + − +1
3σ  

+ − + − + − + −2 2 2 22g f f g u g f f g g f f g u g fu tu u tu u tt u tt t tu t tu t tt) & ( ) &  

− = + + −f g f f u g g u F g f at tt t u
s

t u
s( &) ( &) ( , , )3

1 .               (1.1.8) 

При значениях  s, σ, принадлежащих множеству целых чисел, в общем 

случае (при f f g gt u t u ≠ 0) определяющая система, полученная “рас-

щеплением” уравнения (1.1.8), состоит из четырех нелинейных уравнений, 
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сравнимых по сложности, содержащих все шесть вторых частных произ-

водных f tt , f tu , f uu , gtt , gtu , guu , т.е. невозможно даже выразить по от-

дельности старшие производные относительно младших. 

Прямой метод может использоваться также для поиска отображе-

ний, порождаемых точечными преобразованиями (1.1.5) и связывающих 

разные классы уравнений  D  и  D1, тогда условие замкнутости заменяется 

условием принадлежности преобразованного уравнений классу  D1.  

Одним из возможных альтернативных подходов отыскания ДМП 

является метод следа, применимый лишь в тех случаях, когда соответст-

вующее многообразие инвариантно относительно непрерывной группы. 

Первоначально метод был предложен для снижения трудоемкости вычис-

лений для таких специализаций изучаемого класса  D,  которые обладают 

дополнительной непрерывной симметрией. На первом этапе с помощью 

алгоритма С.Ли находят  допускаемую основную алгебру Ли операторов 

для всех специализаций изучаемого класса ОДУ  D . Далее выделяют под-

класс  Dk  (это может быть одно уравнение), обладающий дополнительной, 

в сравнении со всем классом, непрерывной симметрией  Xk. Если для вы-

бранного подкласса на основе теоремы о подобии непрерывных групп 

(теорема 7) удается подобрать преобразование 

hk :          
x g t u
y f t u

k

k

=
=

⎧
⎨
⎩

( , ),
( , ),

                              (1.1.9) 

переводящее оператор  Xk  в некоторый оператор  Y  так, что преобразован-

ное уравнение принадлежит классу  D,  то говорят, что построен след об-

разующей некоторой ДМП на подклассе  Dk. Для восстановления следа hk  

до самой образующей h производят параметризацию преобразования 

(1.1.9), заменяя конкретные значения некоторых параметров, содержащих-

ся в (1.1.9), на неопределенные  α, β, … так, чтобы 
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                                 h hDk k= . 

Неизвестные α, β, … находятся из алгебраической системы, являющейся 

следствием условия замкнутости действия  h  на классе  D . 

Пример 1 [20]. Процедура групповой классификации (алгоритм Ли) 

класса  D  обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера  ′′ = ′y Ax y yn m l   пока-

зывает, что уравнение 

′′ =
−

y Ax y
20
7 2                                  (1.1.10) 

кроме оператора растяжения, допускаемого каждым уравнением класса  D, 

обладает дополнительной непрерывной симметрией c оператором 

X Ax Ax y xx y= + −
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

343
12

49
3

8
7

1
7∂ ∂ . 

Нетрудно найти преобразование  

                      
x At

y x u
A

x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

−49
12

6
49

7

4
7

6
7

,

,

 

которое приводит оператор  X  к оператору группы переносов  Y t= ∂ ,  а 

исходное уравнение (1.1.10) – к уравнению  &&u Au= 2 ,  то есть построен 

след образующей ДМП. Подстановка параметризованного преобразования  

x t
y ut at

r

k s
=
= +

⎧
⎨
⎩

,  

в произвольное уравнение подкласса  (n, 2, 0) и наложение условия замк-

нутости на классе  D  приводит к алгебраической системе 

s n
k k aA
s s aA

kr r

+ = −
− =
− =
= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2
1 2
1

2 1

,
( ) ,
( ) ,

,
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решение которой соответствует образующей 

u:( , , ) ( , , ), , ,n x t y t u atr k s2 0 2 0→ = = +ν                      

где       [ ]r n n n r k r= + + = + − = −−( ) , ( ) , ( ),/8 40 49 2 5 5 12 1 2 1

2

1

2
ν  

s n r a n n
A

= − + =
+ +( ) , ( )( )2 2 3

. 

 

Приведенный пример демонстрирует основное преимущество ме-

тода следа: он позволил заменить решение нелинейной определяющей сис-

темы двухэтапным процессом – решением линейной системы, к которой 

приводит алгоритм Ли, и далее алгебраической в пространстве параметров. 
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§ 2.  Поиск точечной ДМП при наличии допускаемой алгебры 

Ли операторов 

 

Основная идея метода следа – упрощение определяющей системы – 

может быть перенесена на случай, когда непрерывная симметрия всего од-

на. В этом случае, как будет видно из дальнейшего изложения, может быть 

понижена размерность определяющей системы.  

Известно, что при точечной замене переменных  

t g x y
u f x y
=
=

⎧
⎨
⎩

( , ),
( , ),

 

переводящей некоторое ОДУ  

),...,,,( )1()( −′= nn yyyxFy                                  (1.2.1) 

в уравнение  

),...,,,(
)1()( −

=
nn
uuutGu & ,                                      (1.2.2) 

инфинитезимальный оператор yx yxyxX ∂η+∂ξ= ),(),( , допускаемый 

уравнением (1.2.1), преобразуется в оператор ut ututY ∂η+∂ξ= ),(~),(
~

, до-

пускаемый уравнением (1.2.2), то есть свойство инвариантности многооб-

разия относительно непрерывной однопараметрической группы не зависит 

от выбора переменных. Координаты   ηξ ~,
~

  определяются равенствами 

).(~),(
~

fXgX =η=ξ                                  (1.2.3) 

Рассмотрим класс  

D = {D( a )}                                        (1.2.4) 

ОДУ, каждое из которых задает многообразие, инвариантное относительно 

непрерывной группы так, что соответствующая допускаемая алгебра Ли 

операторов имеет размерность  r = 1  и базис  aX  .   

        Лемма 1.1. Определяющее уравнение для поиска точечной дискрет-

ной метагруппы  преобразований 
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G : {q:  D( a )→D(b )}, 

 

допускаемой классом (1.2.4), может быть записано в инвариантах базисно-

го оператора bX . 

 Доказательство проведем для класса ОДУ второго порядка, так как  

для уравнений порядка выше второго доказательство совершенно анало-

гично при гораздо более громоздкой записи. Наличие одномерной основ-

ной алгебры позволяет конкретизировать вид преобразований, составляю-

щих ДМП, допускаемую классом  D  (1.2.4). А именно, всякое точечное 

преобразование, переводящее уравнение 

),,,( ayyxFy ′=′′                                   (1.2.5) 

класса  D  в уравнение 

),,,( buutFu &&& =                                     (1.2.6) 

того же класса, должно переводить оператор  yaxaaX ∂η+∂ξ=   в опера-

тор )( ubtbb ppX ∂η+∂ξ=  алгебры Ли, допускаемой уравнением (1.2.6), 

где  p≠ 0  – некоторая постоянная. Из теоремы 7 и формул (1.2.3) вытекает, 

что элементы ДМП следует искать среди преобразований вида 

 

⎩
⎨
⎧

=ΨΦ=
=ΨΦ=

),,())(),(,(
),,())(),(,(

1

1

utfJJtfy
utgJJtgx

                            (1.2.7) 

 

которые получаются в результате решения методом характеристик сле-

дующей системы  уравнений с частными производными первого порядка 

                  ⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

η=
∂
∂

η+
∂
∂

ξ

ξ=
∂
∂

η+
∂
∂

ξ

,
1

,
1

abb

abb
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y
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y
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x

t
x
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),( utJJ =  – инвариант оператора  bX , )(),( JJ ΨΦ  – произвольные функ-

ции. Выполним в уравнении (1.2.5) подстановку (1.2.7): 

 

−−−
⎩
⎨
⎧

+
+

+
−

= 33 )(,,,)(
)(

1
ugffga

ugg
uff

fgFugg
gffg

u uuuuuu
ut

ut
ut

utut
&

&

&
&&& вб  

−+−−−+−− tutttuttutuutuuuutuut fggffgugffggffg 2()22( 2&  

⎭
⎬
⎫

+− tttttttut gffgugf &)2  ,           (1.2.8) 

где  f g f gt t u u, , , , ... – частные производные сложных функций  

g g
t

g J
t

g J
tt = + ′ + ′

∂
∂

∂
∂Φ

∂
∂

∂
∂Ψ

∂
∂

Φ Ψ ,  

g g
t

g
t

J
t

g
t

J
t

g J
ttt = + ′ + ′ + ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

′ ′ +
∂

∂

∂
∂ ∂Φ

∂
∂

∂
∂ ∂Ψ

∂
∂

∂
∂Φ∂Ψ

∂
∂

2

2

2 2 2 2

2 2 2Φ Ψ Φ Ψ  

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ + ′ + ′ +
∂

∂Φ

∂
∂

∂

∂Ψ

∂
∂

∂
∂Φ

∂

∂

∂
∂Ψ

∂

∂

2

2

2
2

2

2

2
2

2

2

2

2
g J

t
g J

t
g J

t
g J

t
Φ Ψ Φ Ψ  

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′′ + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′′
∂
∂Φ

∂
∂

∂
∂Ψ

∂
∂

g J
t

g J
t

2 2

Φ Ψ ,  

..............................................   . 

Уравнение (1.2.8) с произвольными функциями  ΨΦ,   (которые, очевид-

но, содержатся в (1.2.8) вместе с производными до второго порядка вклю-

чительно) по построению допускает оператор  bX ,  а значит, согласно тео-

реме 6 может быть равносильными образом записано через дифференци-

альные инварианты (нулевого  J,  первого  1J   и второго  
dJ
dJ1

  
порядков):   

dJ
dJ

V J J a1
1= ′ ′ ′′ ′′( , , , , , , , , ).Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ                          (1.2.9) 
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Точно также  уравнение (1.2.6) может быть представлено в переменных 

1, JJ  :  

),,( 1
1 bJJW

dJ
dJ

= .                                       (1.2.10) 

Определяющее уравнение получают подстановкой в (1.2.8) правой 

части уравнения (1.2.6), что, очевидно, равносильно подстановке в (1.2.9) 

правой части уравнения (1.2.10): 

),,( 1 bJJW = ′ ′ ′′ ′′V J J a( , , , , , , , , )1 Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ .                   (1.2.11)  

Дифференциальное выражение (1.2.11) представляет собой определяющее 

уравнение (с неизвестными  ΨΦ, ) для поиска ДМП, записанное в инвари-

антах оператора  bX .  

Все приведенные рассуждения распространяются на уравнения 

произвольного  порядка  2>n , тогда определяющее уравнение может быть 

записано в виде: 

W J J J J bn( , , , , , )1 2 1K − =

= ′ ′ ′′ ′′−V J J J an
n n( , , , , , , , , , , , , , ).( ) ( )

1 1K KΦ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ      (1.2.12) 

где  )2(
1

)2(

)1(
1

21 ...,,,, −

−

− == n

n

n dJ
JdJ

dJ
dJJJJ  – базис инвариантов ( )n − 1 -го 

продолжения оператора  bX .  Лемма доказана. 

Замечание 1. Обратимое преобразование (1.2.7) можно искать в ви-

де 

⎩
⎨
⎧

ΨΦ=
ΨΦ=

)),~(),~(,(~
)),~(),~(,(~

JJxfu
JJxgt  

как решение системы уравнений 
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,
 

тогда определяющее уравнение запишется в инвариантах оператора  aX . 
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Замечание 2. Утверждение леммы остается справедливым, если ос-

новная алгебра Ли, допускаемая уравнениями класса  D,  имеет размер-

ность  r > 1.  

Действительно, пусть уравнения класса  D допускают основную ал-

гебру Ли размерности  1>r   с базисными операторами   

....,,, 21 r
aaa XXX                                    (1.2.13) 

Под действием любого элемента  q  точечной ДМП  G  каждый базисный 

оператор перейдет в оператор алгебры Ли преобразованного уравнения. 

Поэтому достаточно зафиксировать некоторый  riX i
a ≤≤1,   и для него 

предположить 

∑
=

=→
r

k

k
bk

i
a XpYX

1
, 

с неопределенными коэффициентами  kp . Производя построения, описан-

ные при доказательстве леммы, получим определяющее уравнение с неиз-

вестными  ΨΦ, ,  записанное в инвариантах оператора  Y   или (согласно 

замечанию 1) в инвариантах оператора  i
aX .  В силу произвольности  i

aX   

заключаем, что определяющее уравнение может быть записано в инвари-

антах любого из операторов (1.2.13). 

Теорема 1.1. Размерность определяющего уравнения для поиска то-

чечной дискретной метагруппы преобразований, допускаемой классом 

обыкновенных дифференциальных уравнений  D, основная алгебра Ли 

операторов которых r-мерна  (r > 0),  может быть понижена на единицу. 

Из доказательства леммы видно, что при записи определяющего 

уравнения в инвариантах допускаемого оператора число независимых пе-

ременных уменьшается на единицу. Тем самым теорема доказана. 

Следствие 1. Поиск точечной дискретной метагруппы преобразо-

ваний, допускаемой классом обыкновенных дифференциальных уравнений 
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D,  каждое из которых задает многообразие, инвариантное относительно 

одной или нескольких непрерывных однопараметрических групп преобра-

зований, сводится к решению переопределенных систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений. 

Доказательство. Поскольку в определяющее уравнение (1.2.12) вой-

дут переменные )1(21 ,...,, −nJJJ  )2( ≥n , от которых искомые функции  

ΨΦ,   не зависят, уравнение (1.2.12) будет “расщепляться” на несколько 

уравнений, становясь переопределенной системой ОДУ. 

Замечание 3. Утверждения леммы, теоремы и следствия легко пе-

реносятся на случай точечных отображений  ,iq  связывающих различные 

классы  уравнений, алгебра Ли которых имеет размерность  0>r    

iq : D →  D1 . 

При этом определяющее уравнение может быть записано как в инвариан-

тах оператора, допускаемого классом  D,  так и в инвариантах оператора, 

допускаемого классом  D1. 
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§ 3. Доказательство максимальности точечной дискретной ме-

тагруппы класса обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера 

 

Лемма 1.2 [28]. Множество всех уравнений вида 

′′ = ′ + ′ + ′ +y F x y y F x y y F x y y F x y3
3

2
2

1( , ) ( , ) ( , ) ( , )   

инвариантно относительно точечной замены переменных (1.1.5). 

Доказательство проводится прямой подстановкой. 

Рассмотрим в качестве примера класс  D обобщенных уравнений 

Эмдена-Фаулера 

′′ = ′y Ax y yn m l                                         (1.3.1) 

с трехмерным вектором существенных параметров  a n m l= ( , , ) . Во всех 

дальнейших рассуждениях будем считать, что  n m≠ ≠0 0; ;  n m+ + 3 ≠ 0 

при  l = 0  или при  l = 3;  | | | |l n m l− − + + − ≠2 1 0 ,  так как в этих пяти слу-

чаях допускаемая алгебра имеет размерность  r ≥ 2, и исходное уравнение 

легко интегрируется в квадратурах. В общем случае любое уравнение 

класса (1.3.1) допускает одномерную основную алгебру Ли с базисом  

X ax x= +∂ by y∂ ,  где  a = m + l – 1,  b  = l n− − 2   [12, 20]. 

Пусть точечное  преобразование 

                                     
t g x y
u f x y
=
=

⎧
⎨
⎩

( , ),
( , ),

                        (1.3.2) 

переводит уравнение  (1.3.1) в уравнение того же класса 

&& &u Bt u u= ν µ λ ,                                          (1.3.3) 

которое допускает алгебру Ли с базисом  ′ = + −X t t( )µ λ ∂1 +(λ ν− −  

− 2)u u∂ .  Естественно, что на значения  ν, µ, λ  накладываются те же огра-

ничения как соответственно на  n, m, l. Любое точечное преобразование 

сохраняет точечную структуру оператора, поэтому преобразование (1.3.2)  

переводит оператор  X   в оператор  p ′X , p ≠ 0 – некоторая постоянная. 

Учитывая  формулу преобразования координат оператора при замене пе-
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ременных (1.2.3) и замечание 1 параграфа 2  первой главы находим, что 

элементы преобразования (1.3.2) должны удовлетворять следующей сис-

теме уравнений с частными производными первого порядка: 

ax t
x

by t
y

t

ax u
x

by u
y

u

∂
∂

∂
∂

α

∂
∂

∂
∂

β

+ =

+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

,
                                      (1.3.4) 

решения которой при  ab ≠ 0  имеют вид 

t x z u x za a= =
α β

Φ Ψ( ) , ( ) ,                              (1.3.5) 

где  α µ λ β λ ν= + − = − −p p( ), ( ),1 2  z = x y
b
a

−
 – инвариант оператора  

X.  Заметим, что якобиан преобразования (1.3.5)  

J = f x y x y

a b
ag g f

a
x− = − ′ − ′

+ − −1 α β

αΦ β( )Ψ Φ Ψ                   (1.3.6) 

обращается в нуль, если и только если   Φ Ψβ α= ~C    ( ~C – произвольная  

константа). Подстановка преобразования (1.3.5) в определяющее уравне-

ние (1.1.8) (с заменой  t на  x, u  на  y) приводит к следующему уравнению 

относительно функций  Φ Ψ, , записанному, как гарантирует лемма 1.1, в 

инвариантах  z,  w  (где  w x y
a b

a= ′
−

  – дифференциальный инвариант опе-

ратора   X): 

[A
a

z w w
a

m l( ) ( )αΦ β αΦ β′ − ′ + ′ ′′ − ′′ ′ + ′′ − ′′ −Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Ψ Φ Ψ3 1  

] [− ′ ′′ − ′′ ′ + − ′ ′ + − − + ′ −3 2 1 2 22
2bz w

a
a b( ) ( ) ( )Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψβ α β β α  

− − − + ′ + − ′ ′ + ′′ − ′′ +α α β α β β αΦ( ) ( ) ( )2 2 4 2a b b z bzΦΨ Φ Ψ Φ Ψ Ψ  

] [+ ′ ′′ − ′′ ′ + − − + − ′ +3 1 22 2
3b z w

a
b b z( ) ( ) ( )Φ Ψ Φ Ψ ΦΨ Φ Ψαβ β α β β α  

+ + − ′ + − ′ ′ + ′′ − ′′ +b b z b z b zα α β β α αΦ β( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2ΦΨ Φ Ψ Ψ Φ Ψ  
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+ ]b z3 3 ( )′′ ′ − ′ ′′ =Φ Ψ Φ Ψ  

= − ′ + ′ − ′ + ′ −1
3

3

a
B bz aw bz awΦ Ψ Ψ Ψ Φ Φν µ λ λβΨ αΦ( ) ( ) .         (1.3.7) 

 

Поскольку в  уравнение (1.3.7)  входит величена  w,  от которой ис-

комые функции  Φ   и  Ψ не  зависят, то  (1.3.7)  будет “расщепляться” на 

несколько уравнений, полученных приравниванием нулю коэффициентов 

при различных степенях  w,  становясь переопределенной системой обык-

новенных дифференциальных уравнений. 

Случай, когда хотя бы одна из частных производных   fx,  fy,  gx,  gy  

тождественно равна нулю, исследован в [20, 21]. При этом показано, что на 

всем классе уравнений замкнуто только преобразование годографа 

 

r : ( , , ) ( , , ), , ,n m l m n l y t x u→ − = =3                  (1.3.8) 

 

которое задает циклическую группу второго порядка   C2 ,  и найдены об-

разующие   s  и  u, действующие на подклассах 

 

s:( , , ) ( , , ), , ,n m n m m x t y t u0 3 0 1 1→ − − − = =− −         (1.3.9)          

u:( , , ) ( , , ), , ,n x t y t u atr k s2 0 2 0→ = = +ν                    (1.3.10)    

где           [ ]r n n n r k r= + + = + − = −−( ) , ( ) , ( ),/8 40 49 2 5 5 12 1 2 1

2

1

2
ν  

s n r a n n
A

= − + =
+ +( ) , ( )( )2 2 3 . 

 

Там же доказано, что группа, порожденная образующей (1.3.8) максималь-

на тогда, когда l  и (или)  λ  не являются  целыми числами, поэтому будем 

считать, что  l,λ ∈Ζ   и  ′ ′ ≠Φ Ψ 0  (т.е. f gy y ≠ 0). Условие   ′ ′ ≠Φ Ψ 0  ис-
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ключает из множества решений определяющего уравнения тождественное 

решение. 

Покажем, что при  { }l, , , ,λ ∉ 0 1 2 3  решений уравнения (1.3.7) нет, 

так как приравнивание коэффициента при старшей (если l > 3) или при 

младшей (если l < 0 ) степени  w   нулю влечет равенство нулю якобиана  J  

(1.3.6) преобразования (1.3.5). Действительно, для значений  l  > 3,  λ  < 0 

домножим обе части уравнения (1.3.7) на выражение ( )βΨ λ− ′+ ′ −bz awΨ Ψ   

и приравняем нулю коэффициент при w l( )−λ :  

A
a

zm
λ

λαΦ β+
−′ − ′ ′ =1 ( )Ψ Φ Ψ Ψ 0,  

отсюда с необходимостью вытекает равенство нулю якобиана  J . Для   l > 

> 3,  λ > 3  домножим обе части уравнения (1.3.7) на  ( )αΦ λ− ′ + ′bz awΦ Φ  

и приравняем нулю коэффициент при  w l( )+λ : 

 

 Aa zmλ λαΦ β− ′ − ′ ′ =1 0( )Ψ Φ Ψ Φ , 
 

отсюда следует  J = 0. К аналогичному выводу приходим, рассматривая 

значения  l < <0 0, ;λ  l < 0, λ > 3.  При  l > 3, { }λ ∈ 0 1 2 3, , , ; { }l ∈ 0 1 2 3, , , ,  

λ > 3;  { }l ∈ <0 1 2 3 0, , , , ;λ   l < 0, λ ∈{ }0 1 2 3, , ,   определяющее уравнение 

(1.3.7) не имеет решений согласно лемме 1.2.  

Таким образом, l ,  λ  могут принимать значения лишь из множества 

{ }0 1 2 3, , ,  и в силу преобразования годографа (1.3.8) достаточно рассмот-

реть следующие значения   l  и λ : 

 

А.  l = =λ 0;     В.  l = 0,  λ = 1;     С.   l = =λ 1. 

A. При   l = =λ 0  (классическое уравнение Эмдена-Фаулера) опре-

деляющая система, полученная  “расщеплением” по степеням  w   уравне-

ния (1.3.7), состоит из уравнений: 
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′ ′′ − ′ ′′ = ′
′′ − ′′ − ′ ′′ − ′′ ′ + − ′ ′ =

= − ′ ′
− − + ′ − − − + ′ + − ′ ′ +

+ ′′ − ′′ + ′ ′′ − ′′

Φ Ψ Ψ Φ Φ Ψ Φ
Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ

Φ Φ Ψ Φ
Φ Ψ ΦΨ Φ Ψ

Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ

B
bz

B bz
a b a b b z
bz b z

ν µ

ν µ
αΦ β β α

αΦ
β β α α α β α β

β αΦ

3

2

2 2

3 2
3

2 2 2 2 4
2 3

,
( ) ( )

( ) ,
( ) ( ) ( )

( ) ( ′ =
= − ′ ′

− − + − ′ + + − ′ +
+ − ′ ′ + ′′ − ′′ + ′′ ′ − ′ ′′ +

+ ′ − ′ = − ′

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪

Ψ
Φ Φ Ψ Φ

ΦΨ Φ Ψ ΦΨ
Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ

Ψ Φ Ψ Φ Φ Ψ

)
( ) ,

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

3
2 2

2

2

2 2 2 2 3 3

2 3

B bz
b b z b b z

b z b z b z
a A z B bzm

αΦ
αβ β α β β α α α β

β α αΦ β
αΦ β αΦ

ν µ

ν µ

⎪
⎪
⎪
⎪

 

 

Выразим  ( ′ ′′ − ′ ′′Φ Ψ Ψ Φ )   из первого уравнения,  ( )αΦ β′′ − ′′Ψ Φ Ψ  – из 

второго уравнения системы и подставим во все последующие. После при-

ведения подобных членов, умножим третье уравнение на  bz   и сложим с 

последним. Определяющая система примет вид: 

 

[ ]

′ ′′ − ′′ ′ = ′
′′ − ′′ = − ′ ′ + ′

− − + ′ − − − + ′ = ′
− + + − ′ − ′ =

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

+

+

+

Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ
Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ

Φ Ψ ΦΨ Φ Ψ Φ
ΦΨ Ψ Φ Ψ Φ Ψ

B
B

a b a b B
Aa z b a b z Bm

ν µ

ν µ

ν µ

ν µ

αΦ β α β α
β β α α α β α
αβ β α αΦ β α

3

1 2

2 2

2 3 3

2 3
2 2 2 2 3

,
( ) ,

( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) .

 (1.3.11) 

 

Если  α = 0,  тогда четвертое уравнение системы  (1.3.11)  оказывается не-

выполнимым при сделанных предположениях  ( a ≠  0,  т.е. m ≠ 1), поэтому 

полагаем  α ≠ 0. Третье уравнение системы  (1.3.11)  представляет собой 

уравнение Бернулли относительно функции Ψ  и при α β− − +2 a   

+ ≠2 0b    его решение – 
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( )

Ψ

Φ Φ

Φ

Φ Φ

=

− =
−

≠ ≠ ≠

− =
−
− +

≠ =

− =
−
− −

= ≠

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

+ −

−

−

C K K B

C K K
B

b a

C K K B
b a

γ ν µ

µ

µ

α
β α β

α β α β

µ α
α

α β

µ α
α

α β

2
1

1
2

1
1

1
1

0 0

3 1
2

0 0

3 1
2

0

,
( )

, , , ;

( ln ) ,
( )

, , ;

( ln ) , ( ) , ,

 

(1.3.12) 

где   С≠ 0  – произвольная постоянная,   γ µ β β α
α α β

=
− − − +

− − +
( ) ( )

( )
.1 2 2

2 2
a b

a b
 

Оставшиеся уравнения определяющей системы являются по суще-

ству  условиями совместности, которые проверяются.  

  Подстановка найденного  Ψ Φ( )   в первое уравнение системы  

(1.3.11)  дает для  Φ   алгебраическое (т.е. не дифференциальное) уравне-

ние с постоянными коэффициентами. При  α β≠   первое уравнение после 

упрощения запишется в виде: 

 

γ
µ

γµ
µ

γ γC
1 1

1 2 1

− −
+ −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =−Φ ( )  

= [ ]K B
1

2 2 1 1 2
−

+ + − + + + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

µ
γµ ν γ γ ν ν γ ν( ) ( ) ( )( ) .Φ  

 

Функция Φ Φ≠ ′ ≠const ( )0  должна удовлетворять этому уравнению при 

любых значениях своего аргумента, поэтому решения уравнения сущест-

вуют, если и только если все его коэффициенты тождественно равны нулю. 

Отсюда находим  γ 1 2 0 1, ;=   и  µ = 0, последнее равенство противоречит 

сделанному предположению относительно значений параметров.  

При   α ≠ 0   (т.е. µ ≠ 1),   β = 0 (т.е. ν = − 2)   первое уравнение сис-

темы  (1.3.11)  после упрощения запишется в виде: 
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3 1
2

1 3
2

1 3
2

9
2

02
B
b a b a

C
b a

B
b a

α µ
α

α
α

α
α

αµ
α

( ) ln
( )

.−
− +

−
− +

⎛
⎝⎜

⎞
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− −
− +

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

− +
=Φ  

 

При  α β= ≠ 0  (т.е. µ ν+ = −1)  первое уравнение системы  (1.3.11) 

запишется в виде: 

                 
( )

K K B C K B K
1 1 1

0
2

2−
+

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −

−
+

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

−
=

µ µ
µ

µ
lnΦ . 

 

В обоих случаях, “расщепляя” эти уравнения по степеням   lnΦ , на-

ходим  µ= 0.  

Если    α β α− − + = ≠2 2 0 0a b , , β≠0 : 

Ψ Φ=
− − +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−
+
−3

2 2

2
1

1
2

1α
β β α

µ
ν
µB

a b( )
,  

 

такая зависимость  Ψ от  Φ    приводит к равенству нулю якобиана преоб-

разования  (1.3.5). При  α β α− − + = ≠2 2 0 0a b , , β = 0  третье уравнение 

системы оказывается невыполнимым. 

Следовательно, при  l = =λ 0   (а в силу применения преобразования 

годографа  к исходному и (или) к преобразованному уравнению и при 

l =λ λ λ= = = = =3 0 3 3 0; , ; ,l l ) система уравнений (1.3.11) решений не 

имеет при сделанных предположениях.  

В.  При  l = =0 1, λ    определяющая система состоит из уравнений: 
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После преобразований, аналогичных сделанным в случае А, определяющая 

система примет вид: 

[ ]

′ ′′ − ′′ ′ = ′ ′
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αΦ β α β αΦ β
β β α α α β

α αΦ β
αβ β α αΦ β α β

2
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2

,
( ) ( ) ,

( ) ( )
( ),

( ) ( ) ( ) + +

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪ 2 1Ψµ .

 

(1.3.13) 

Подстановка τ ψ= =Φ Ψ( ),z (z)  в первое и третье уравнения системы  

(1.3.13) приводит к двум обыкновенным дифференциальным уравнениям 

относительно  ψ τ( ) :  

′′ = ′ψ τ ψ ψν µB ,                                                                                   (1.3.14) 

β β α ψ α α β τψ α τ ψ ατψ βψν µ( ) ( ) ( )− − + − − − + ′ = ′ ++2 2 2 2 21a b a b B .    

(1.3.15) 

Выразим из уравнения  (1.3.15)   ′ψ   

′ =
− − + −

− − + +

+

+ψ
β β α αβ τ ψ ψ

α α β τ α τ ψ

ν µ

ν µ
[ ( ) ]

[( ) ]
,

2 2 2
2 2

1

2
a b B

a b B
 

вычислим   ′′ψ ,  заметим, что  α ≠ 0  (в противном случае  µ = 0)  и  

[( )α β τ− − + +2 2a b  α τ ψν µB + ≠2 0]  (в противном случае якобиан преобра-
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зования (1.3.5)  J = 0), после этого подставим найденные выражения в  

(1.3.14). В результате (после сокращения на τψ ) получается алгебраиче-

ское уравнение с постоянными коэффициентами относительно переменной 

ρ τ ψν µ= +1  ≠ const   вида:  

С С С С С0 1 2
2

3
3

4
4 0+ + + + =ρ ρ ρ ρ . 

Функция  ρ   должна удовлетворять этому уравнению при любых значени-

ях своего аргумента, поэтому решение этого уравнения существует, если и 

только если все коэффициенты  Ci  = 0. Равенство 

 C4  = =2 05 4α β B  

  возможно лишь в случае  β = 0 ,  тогда последнее уравнение системы 

(1.3.13) оказывается невыполнимым при  a ≠ 0 . 

Таким образом, при  l = =0 1, λ   (а значит, при  l = =0 2, ;λ   l = 1, 

λ = 0;  l = =1 3, ;λ   l l l= = = = = =2 0 2 3 3 1, ; , ; , ;λ λ λ   l = =3 2, λ ) оп-

ределяющая система решений не имеет. 

С.  При  l = λ = 1  определяющая система состоит из уравнений: 

 

[ ]
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После  преобразований, аналогичных сделанным в случае А, определяю-

щая система приводится к виду: 
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′ ′′ − ′′ ′ = ′ ′
′′ − ′′ = − ′ ′ + ′ + ′ ′

′ − ′ + − − + ′ −
− − − + ′ = ′ + ′
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⎪ + +Φ Ψ Φ Ψ) .α β ν µ2 2 1B

  (1.3.16) 

  

Из последних двух уравнений системы (1.3.16) выразим  ′ ′Φ Ψ, ,   а затем 

вычислим  ′′ ′′Φ Ψ, : 

′ = −
− − + + −

− +

+

+Φ
Φ Ψ Φα α β α ν µ( )

( )
2 2

3

1

1
a b B aAz
b az bz aAz

m

m , 

′ = −
− − + − −

− +

+

+Ψ
Φ Ψ Ψβ β α α ν µ( )

( )
2 2 2

3

1

1
a b B aAz

b az bz aAz

m

m , 

 

[′′ = −
− +

− − + + − −+
+Φ Φ Ψ

α
α β α ν µ

3
2 21 2

1

b az bz aAz
a b B aAz azm

m

( )
( )(  

− + ′ + + ′ + ′ −+ + −bz aAz B Bm 1 1 11) (( )Φ Φ Ψ Φ Φ Ψ Ψν α αµν µ ν µ  

− − + − − − + + −− + +amAz az bz aAz a b Bm m1 1 12 2)( ) (Φ Φ Ψα β α ν µ  

]− − + +aAz a b a m Azm m)( ( ) )1 Φ , 

[′′ = −
− +

− − + − − −+
+Ψ Φ Ψ

β
β α α ν µ

3
2 2 21 2

1

b az bz aAz
a b B aAz azm

m

( )
( )(  

− + ′ + − + ′ − ′ −+ + −bz aAz B Bm 1 1 12 1 2) ( ( )Ψ Φ Ψ Φ Φ Ψ Ψν α αµν µ ν µ  

− − + − − − + − −− + +amAz az bz aAz a b Bm m1 1 12 2 2)( ) (Ψ Φ Ψβ α α ν µ  

]− − + +aAz a b a m Azm m)( ( ) )1 Ψ . 

  

Подставив найденные выражения в первые два уравнения системы (1.3.16), 

получаем два алгебраических уравнения относительно одной переменной  
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T z( ) = ≠+Φ Ψν µ1  const,  которые после ряда тождественных преобразова-

ний можно привести к виду: 

 

[{2 3 2 2 33 3 3 2 2 2α α α β α β α α βB T B a b aAz T B am+ − − + − − − + − +( ) ( )(  

]+ − − − − + − − + + − + +2 2 2 3 1 2b aAz a b aAz a b aAz Tm m m) ( ) ( )( )α α β α ν β  

+ − + − − − + − + − + −9 2 2 2abmAz a b aAz a b aAz a bm m m( ) ( )(α β α β  

}− − − + − − + =aAz a b aAz Tm m)( ) ( )β α α β αβ2 2 0, 

{α α α β αν α β2 2 2 2 22 3 2 2B T B T a b aAz a bm− + + + − − + + − −( ) ( ) (  

[ ]}− + + − − + + − + =2 3 3 1 0α β α β αβaAz b a b aA m z Tm m) ( ) ( ) . 

 

Общий множитель обоих уравнений не может быть равен нулю, так как в 

этом случае обращается в нуль якобиан  J  преобразования (1.3.5). Прирав-

нивая  к нулю выражение в фигурных скобках последнего уравнения, на-

ходим: 

T
B

U1 2
1 21

2
2 3,

/( )= + + ±
α

α β αν , 

где    U a b aAz a bm= + + − + − + − − − + +( ) ( ) (α β αν α β α β2 3 4 4 2 4 2 2 32 2 2   

[ ]+ + − + +aAz b a b aA m zm m) ( )12 1 .  

Подставляя найденные выражения  для  Т  в уравнение третей степени, 

убеждаемся в том, что система уравнений  (1.3.16)  несовместна   при зна-

чениях    l = =λ 1  (а значит, при  l = =1 2, λ ;   l = =2 1, λ ;   l = =λ 2). 

 Для завершения доказательства предположим, что  a = 0 или b = 0,  

тогда решения системы уравнений  (1.3.4)  имеют следующий вид: 

t y x u y xb b= =
α β

Φ Ψ( ), ( )      –     при  a = 0, 
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t x y u x ya a= =
α β

Φ Ψ( ), ( )       –     при  b = 0. 

Значения   α = 0  и  β = 0  следует исключить из рассмотрения, так как при 

этом одна из производных    gx,  gy,  fx,  fy   обращается в нуль. Таким обра-

зом, имеем  ab = 0,  αβ ≠ 0.  Рассматривая более общую ситуацию:  a и  b –  

любые,  αβ ≠ 0,  и записывая определяющее уравнение в инвариантах опе-

ратора   ′ = + − + − −X t ut u( ) ( )µ λ ∂ λ ν ∂1 2 ,  получаем (с точностью до 

обозначений) уравнение (1.3.7), которое по доказанному не имеет решений 

при сделанных предположениях. 

Приведенные рассуждения позволяют сформулировать следующее 

утверждение. 

Теорема 1.2. Дискретная метагруппа преобразований, допускаемая 

классом D обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера  (1.3.1), заданная об-

разующими  (1.3.8), (1.3.9), (1.3.10),  максимальна в классе точечных пре-

образований.    
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Глава 2.  ДИСКРЕТНЫЕ МЕТАГРУППЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ,  

ЗАДАННЫЕ В КЛАССЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ БЕКЛУНДА 

 

Во второй главе рассматриваются ДМП, заданные в классе преобра-

зований Беклунда (преобразования Беклунда считаются определенными 

лишь на многообразиях), играющие существенную роль в теории дискрет-

но-групповых методов, так как с их помощью могут быть проинтегрирова-

ны уравнения, не допускающие достаточного числа точечных операторов. 

Особую значимость такие ДМП приобретают для уравнений второго по-

рядка, для которых до сих пор не найдено алгоритмического способа вы-

числения неточечных непрерывных симметрий. 

В настоящей главе доказана теорема о представлении определяю-

щего уравнения для поиска дискретной метагруппы, элементы которой со-

храняют точечную структуру оператора, допускаемого уравнениями ис-

следуемого класса, в инвариантах этого оператора. В параграфе 2 первой 

главы отмечалось, что предложенный способ понижения размерности оп-

ределяющего уравнения применим и при поиске точечных отображений 

различных классов ОДУ, что позволяет избежать решения нелинейных 

систем уравнений с частными производными. Этим фактом мы воспользу-

емся при доказательстве максимальности ДМП обобщенного уравнения 

Эмдена-Фаулера, найденной методом  RF-пар. 

В параграфе 5 показана возможность использования точечного опе-

ратора для нахождения экспоненциальных нелокальных операторов, задача 

поиска которых по сложности приближается к задаче поиска дискретных 

метагрупп ввиду нелинейности определяющего уравнения. 

 

§ 1. Предварительные сведения 

Обобщение понятия точечных преобразований приводит к преобра-

зованиям Беклунда. 
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Определение 2.1. Множество преобразований вида 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=′

=

=

KKKKKKK

K&

K&

,

),,,,,(

),,,,,(
)(

)(

Dg
Dfy

uuutfy

uuutgx
k

k

                                     (2.1.1) 

называют классом  Pk    преобразований Беклунда. 

Мы рассматриваем преобразования Беклунда лишь на многообрази-

ях, поэтому при их записи следует учитывать все зависимости между про-

изводными, вытекающие из уравнений, задающих эти многообразия. 

Теорема 8 [20]. Пусть преобразование Беклунда (2.1.1), не являю-

щееся касательным, принадлежит множеству  Pk  и переводит некоторое 

дифференциальное уравнение в уравнение того же порядка  n . Тогда об-

ратное преобразование также является преобразованием Беклунда и при-

надлежит множеству  Pn – k . 

Основными способами поиска преобразований Беклунда до на-

стоящего времени  являются прямой метод и метод  RF-пар.  Алгоритм 

прямого метода поиска преобразований Беклунда, составляющих ДМП за-

данного класса уравнений порядка  n,  аналогичен алгоритму прямого ме-

тода нахождения точечных преобразований. Для получения определяюще-

го уравнения необходимо подставить в исходное уравнение преобразова-

ние (2.1.1) с выбранным значением  k  )( nk < , заменяя производные по-

рядка n≥  через преобразованное уравнение и его дифференциальные 

следствия. Определяющее уравнение “расщепляется” до системы по “сво-

бодным” переменным  
)(s

u , nsk << . 

Замечание 1. Прямой метод применим для уравнений порядка 

3≥n , так как в силу теоремы 8 вместо преобразований, принадлежащих 

множеству  Pn –1  (в этом случае определяющая система не расщепляется в 
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ввиду отсутствия “свободных” переменных) следует искать ему обратное, 

принадлежащее множеству  P1 (здесь расщепление будет по всем произ-

водным порядка  s, 2 1≤ ≤ −s n ). 

 Для уравнений второго порядка прямое и обратное преобразования 

принадлежат множеству  P1, что делает невозможным “расщепление” оп-

ределяющего уравнения. Поэтому наиболее эффективным методом поиска 

преобразований Беклунда для уравнений второго порядка является метод 

RF-пар. 

Для того чтобы пояснить суть метода RF-пар дадим необходимые 

определения, приведенные, например, в [20, 21]. 

Операции, приводящие к повышению порядка уравнения, называ-

ются  R-операциями. 

Операции, приводящие к понижению порядка уравнения, называ-

ются  F-операциями. 

Определение 2.2. RF-парой называется операция последовательного 

повышения и понижения порядка уравнения. 

Как R-операция может рассматриваться, например, почленное диф-

ференцирование уравнения, которое: 

а) разрешимо относительно искомой функции, тип  RY; 

б) разрешимо относительно независимой переменной, тип  RX; 

в) разрешимо относительно несущественного параметра, тип  RA. 

Как F-операции могут рассматриваться следующие преобразования:  

а) если уравнение автономно, к понижению порядка приводит под-

становка  ,,),(, Kvvv ′=′′=′= ysysy  тип  FX; 

б) если уравнение не содержит явно искомую функцию и производ-

ные до порядка  m –1, то к понижению порядка приводит подстановка  

),(, )( sysx m v==  ,v ′=+ )1(my  ,,)2( Kv ′′=+my тип  mFY ; 
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в) если уравнение является однородным, то к понижению порядка 

приводит подстановка  ,,)(,,, 2 KEyEyEeysx ds vvvv +′=′′=′=== ∫   

тип  FO; 

г) если уравнение является обобщенно-однородным, тогда преобра-

зование kss eyex v== ,  приводит к автономному виду, тип  FU. 

Условия применения  F-преобразований ограничивают возмож-

ность использования  RF-пар. В некоторой степени универсальными  ока-

зываются лишь  RF-пары  (X, X), (Y, Y), к наиболее часто применяемым от-

носятся также  RF-пары  (A, O), (A, U). 

Рассмотрим некоторый класс уравнений второго порядка 

 

),,,( ayyxFy ′=′′ .                                  (2.1.2) 

RF-пара  (X, X)  применима, если уравнение (2.1.2) может быть 

представлено в виде  

AxayyyF =′′′ ),,,(1 , 

результат её действия эквивалентен применению преобразования: 

  (X, X):  vvvv =′=′= ysyasF
A

x ,),,,,(
1

1 .                    (2.1.3) 

RF-пара  (Y, Y)  применима, если уравнение (2.1.1) представимо в 

виде 

AyayyxF =′′′ ),,,(2 , 

результат её действия эквивалентен применению преобразования: 

(Y, Y): hyahhsF
A

ysx =′′== ),,,,(1, 2 .                     (2.1.4) 

RF-пары, как правило, выводят уравнение из исходного класса Д. 

Поэтому для построения образующих ДМП необходимо найти точечные 
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преобразования, возвращающие полученное в результате применения  RF-

пары уравнение класса  Д1  обратно в класс  Д. Таким образом, метод  RF-

пар заключается во введении в цепочку преобразований “стандартной” за-

висимости от производной с последующим поиском точечных отображе-

ний класса  Д1   в класс  Д. 
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§ 2. Преобразования Беклунда, сохраняющие точечную 

структуру оператора     

 

Известно, что преобразование Беклунда класса  Pk  

⎩
⎨
⎧

′=
′=

),,...,,,(
),,...,,,(

)(

)(

k

k

yyyxfu
yyyxgt

 

замкнутое на классе уравнений n-го  порядка, переводит оператор 

yx yxyxX ∂η+∂ξ= ),(),( ,                             (2.2.1) 

допускаемый некоторым уравнением этого класса, в оператор  

utY ∂η+∂ξ= ~~
 

с координатами 

),(~),(
~

)()(
fXgX

kk
=η=ξ                                     (2.2.2) 

где  
)(k

X – k-ое продолжение оператора  X. Оператор  Y,  вообще говоря, яв-

ляется оператором Ли-Беклунда (то есть координаты  ηξ ~,
~

  зависят не 

только от переменных  t, u  но и от производных  ,..., uu &&& ). 

 В этом параграфе мы ограничимся рассмотрением только таких 

преобразований класса  Pk, которые сохраняют точечную структуру задан-

ного оператора вида (2.2.1). Такое сужение множества преобразований 

объясняется тем, что алгебра Ли-Беклунда ОДУ любого порядка  беско-

нечномерна, а кроме того, проблема отыскания полной алгебры Ли-

Беклунда к настоящему времени решена только для линейных уравнений 

[42, 43].  

Рассмотрим класс  

D = {D( a )}                                  (2.2.3) 

обыкновенных дифференциальных уравнений, каждое из которых задает 

многообразие, инвариантное относительно непрерывной группы так, что 
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допускаемая основная алгебра Ли операторов имеет размерность  r = 1  и 

базис  aX . 

Доказательство нижеследующей теоремы, проводимое с помощью 

схемы рассуждений, аналогичной доказательству утверждений параграфа 2 

первой главы, имеет некоторые особенности. 

Теорема 2.1. Определяющее уравнение для поиска допускаемой 

классом (2.2.3) дискретной метагруппы преобразований  

G: {q:  D( a )→D(b )}, 

 порожденной преобразованиями Беклунда, сохраняющими точечную 

структуру операторов основной алгебры Ли, допускаемой уравнениями 

рассматриваемого класса, может быть записано в инвариантах оператора  

bX , при этом размерность определяющего уравнения уменьшается на еди-

ницу. 

Доказательство проведем для класса  D  ОДУ второго порядка, так  

как для уравнений порядка выше второго доказательство совершенно ана-

логично при гораздо более громоздкой записи. Свойство инвариантности 

уравнения относительно однопараметрической группы не зависит от выбо-

ра переменных, поэтому преобразование Беклунда класса  P1,  переводя-

щее уравнение класса  D  

),,,( ayyxFy ′=′′                        (2.2.4) 

в уравнение того же класса 

),,,( buutFu &&& =                           (2.2.5) 

должно переводить оператор  aX , допускаемый уравнением (2.2.4), в опе-

ратор алгебры Ли уравнения (2.2.5), то есть в оператор  bpX  +∂ξ= tbp(  

+ )ub∂η , 0≠p – некоторая постоянная. Следовательно, элементы ДМП 

следует искать среди решений следующей системы уравнений, полученной 

с помощью формул (2.2.2): 
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⎪
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где  [ ] 2)()()()( uu ubtbubtbb && ξ−ξ−η+η=ζ . Отсюда находим 

⎩
⎨
⎧

=ΨΦ=
=ΨΦ=

),,,()),(),,(,(
),,,()),(),,(,(

111

111

uutfJJJJtfy
uutgJJJJtgx
&

&
                          (2.2.6) 

где  ),,(),,( 11 uutJJutJJ &==  – дифференциальные инварианты нулевого 

и первого порядков оператора  bX , ΨΦ,  –  произвольные функции . Вы-

полним в уравнении (2.2.4) подстановку (2.2.6):  

[ ]

−++
⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

×

×+−+= −

3

1

)(,,,

)()(

ugugga
ugugg
ufuff

fgF

uffguggf
dt
ud

uut
uut

uut

utuutu

&&&
&&&

&&&

&&
&&

&
&

&

&&

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++++++− 22 2)2(2)( ufuufuffufuffugugg uuuuutuuututtuut &&&&&&&&&&&& &&&&&  

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++++++ 22 2)2(2)( uguugugguguggufuff uuuuutuuututtuut &&&&&&&&&&&& &&&&& , 

           (2.2.7) 

где  K,,,, uutt gfgf – частные производные сложных функций. 

По построению уравнение (2.2.7) с произвольными функциями 

ΨΦ,  (которые, очевидно, войдут в (2.2.7) вместе со своими частными 

производными до второго порядка включительно) допускает оператор bX , 

поэтому оно может быть равносильным образом записано в инвариантах 

оператора bX : 

d J
dJ

2
1

2 =V J J
dJ
dJ J J J J J J J J J

a, , , , , , , , , , , ,1
1

1 1

2

2

2

1

2

1
Φ Ψ

Φ Φ Ψ∂Φ
∂

∂Φ
∂

∂Ψ
∂

∂Ψ
∂

∂

∂

∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

K
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ .    

(2.2.8) 
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Аналогично уравнение (2.2.5)  может быть равносильным образом записа-

но: 

),,( 1
1 bJJW

dJ
dJ

=                                        (2.2.9) 

Определяющее уравнение получают подстановкой в уравнение (2.2.7) пра-

вой части уравнения (2.2.5), что, очевидно, равносильно подстановке в 

уравнение (2.2.8) правой части уравнения (2.2.9): 

 =+ ),,(),,(),,( 111 1
bJJWbJJWbJJW JJ                        

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟V J J W J J b

J J J J J J J J J
a, , ( , , ), , , , , , , , , ,1 1

1 1

2

2

2

1

2

1
Φ Ψ

Φ Φ Ψ∂Φ
∂

∂Φ
∂

∂Ψ
∂

∂Ψ
∂

∂

∂

∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

K .  

  (2.2.10) 

Таким образом, показано, что определяющее уравнение записывается в ин-

вариантах допускаемого оператора (неизвестными здесь являются функции  

Φ Ψ, ), при этом его размерность автоматически уменьшается на единицу. 

Все приведенные рассуждения можно распространить на уравнение 

порядка  2>n   и преобразования Беклунда класса  Pk , k >1.Теорема дока-

зана. 

Таким образом, для уравнений порядка  n > 2 ,  определяющая сис-

тема, полученная “расщеплением” построенного с помощью теоремы 2.1 

определяющего уравнения, упрощается, так как содержит неизвестные 

функции  Φ Ψ,   меньшего числа переменных, а число уравнений входя-

щих в систему не меняется. Для уравнений второго порядка определяющая 

система по-прежнему “не расщепляется”. 

Замечание 1. Утверждение теоремы остается справедливым для 

класса  D   ОДУ, допускающих алгебру Ли размерности  r > 1. 

Пример 1. Пусть преобразование Беклунда класса  P1 

⎩
⎨
⎧

=
=

),,(
),,,(

uutfy
uutgx
&

&
                                (2.2.11) 
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действует на классе   D  ОУЭФ 
lmn yyAxy ′=′′ .                                 (2.2.12) 

Выполним подстановку преобразования (2.2.11) в уравнение (2.2.12), заме-

няя везде u&&  через правую часть преобразованного уравнения &&u =  
λµν= uuBt &  :           

−++++ λµνλµν )()( uutuut fuuBtuff
dt
d

guuBtugg && &&&& ++ uff ut &(  

=+++ λµνλµν )() uutu guuBtugg
dt
d

fuuBt && &&&

.)()( 3 l
uut

l
uut

mn guuBtuggfuuBtufffAg −λµνλµν ++++= && &&&&      (2.2.13) 

Преобразования (2.1.11), сохраняющие точечную структуру операторов ал-

гебры Ли уравнения (2.2.12), базисным оператором которой является  

yx byaxX ∂+∂= ,  += ma  2,1 −−=− nlbl   (подкласс уравнений с 

двухмерной алгеброй исключен из рассмотрения), удовлетворяют системе 

уравнений, полученной с помощью формул  (2.2.2)       
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где  ut utX ∂β+∂α=′ ,  0),2(),1( ≠−ν−λ=β−λ+µ=α ppp  – произ-

вольная постоянная. Решая эту систему при  0≠α , конкретизируем вид 

преобразования (2.2.11)  

),,(),,( wztywztx
ba

Ψ=Φ= αα                        (2.2.14) 

где   utwutz &α
β−α

α
β

−
== ,  – дифференциальные инварианты нулевого и 

первого порядков оператора  ′X ,  ΨΦ, – произвольные функции.  
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Подстановка (2.2.14) в уравнение (2.2.13) приводит к определяю-

щему уравнению, записанному в инвариантах  wz, , которое может быть 

представлено в  следующем виде:  

[ ]{ ( ) ( ) ( ( ) )b w z Bz w Bz w wz zz w zw− + − + + + −−β α β µα α α βµ λ µ λΨ Ψ Ψ Ψ1 ×  

[ ]× + − + + −a w z Bz w wz wΦ Φ Φ( ) ( ( ) )α β α α βµ λ [− − +( )a zβ Φ  

]+ − + + + − ×−( ) ( ( ) )α β µα α α βµ λ µ λw z Bz w Bz w wzz w zwΦ Φ Φ1  

[ ]}× + − + + − − +b w z Bz w w w zz wΨ Ψ Ψ( ) ( ( ) ) ( )α β α α β α βµ λ  

[{+ + + − + + − +−b w z Bz ww z zw wΨ Ψ ΨαΨ α β λα α βµ λ( ) ( )1  

][+ + − + − + +( ( ) ) ( ) (α α β α β αµ λ µ λBz w w a w z Bz www zΨ Φ Φ  

]+ − −( ) )α β w wΦ [a w z Bz ww z zwΦ Φ+ + − + +−αΦ α β λα µ λ( ) ( 1  

][+ − + + − + − +α β α α β α βµ λ) ( ( ) ) ( )Φ Φ Ψ Ψw ww zBz w w b w z  

]}( )+ + − + − +( ( ) ) ( )α α β α α βµ λ µ λBz w w Bz w wwΨ  

[ ]+ − + − + + − ×( ) ( ) ( ( ) )b a b w z Bz w wz wΨ Ψ Ψα β α α βµ λ  

× [ ]a w z Bz w wz wΦ Φ Φ+ − + + − =( ) ( ( ) )α β α α βµ λ  

= A n mΦ Ψ [ ]b w z Bz w wz w
l

Ψ Ψ Ψ+ − + + − ×( ) ( ( ) )α β α α βµ λ  

× [ ]a w z Bz w wz w
lΦ Φ Φ+ − + + − −( ) ( ( ) )α β α α βµ λ 3 .                     (2.2.15) 

 

Для дальнейшего анализа определяющего уравнения (2.2.15) необ-

ходимо задать зависимость функций  Φ Ψ,   от переменной  w .  

В заключении параграфа найдем условия сохранения точечной 

структуры оператора, допускаемого уравнениями исследуемого класса, 

при действии образующих дискретной метагруппы, найденной методом  

RF-пар.  
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Результат действия универсальных  RF-пар на ОДУ произвольного 

порядка  n n( )> 1  эквивалентен применению следующих преобразований 

(X, X):   
s y

y
=
= ′

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

,
,v

KKK

                и        (Y, Y):   
h x

y
=
= ′

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

,
,v

KKK

 

Далее согласно алгоритму метода RF-пар ищутся точечные преобразова-

ния  

                       
s g t u

f t u
=
=

⎧
⎨
⎩

1

1

( , ),
( , ),v

                                
h g t u

f t u
=
=

⎧
⎨
⎩

~ ( , ),
~ ( , ).
1

1v
 

Таким образом, образующие ДМП, найденной с помощью RF-пар  (X, X)  и 

(Y, Y)  задаются соответственно преобразованиями вида 

         
t g y y
u f y y
= ′
= ′

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

( , ),
( , ),

KKKKK

                              (2.2.16) 

t g x y
u f x y
= ′
= ′

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

~( , ),
~( , ),

KKKKK

                              (2.2.17) 

(преобразования обращены для удобства дальнейших подстановок). 

Предложение 2.1. Преобразование (2.2.16), действуя на инфините-

зимальный оператор   

X x y x yx y= +ξ ∂ η ∂( , ) ( , ) ,                          (2.2.18) 

сохраняет его точечную структуру тогда и только тогда, когда координаты 

оператора имеют вид 

ξ ϕ η ψ= + =( ) , ( ),y cx y                                 (2.2.19) 

где  c – постоянная. 

Доказательство. Предположим, что преобразование (2.2.16) сохра-

няет точечную структуру оператора (2.2.18): 

X Y t u t ut u→ = +
~

( , ) ~( , )ξ ∂ η ∂ . 
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Тогда согласно формулам (2.2.2)  g  и  f  удовлетворяют системе 

уравнений с частными производными: 

[ ]
[ ]

ξ
∂
∂

η
∂
∂

η η ξ ξ
∂
∂

ξ

ξ
∂
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η
∂
∂
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t
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y

y y t
y

t u
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t u
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x y x y

+ + + − ′ − ′
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=
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( ) ~( , ),
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2
 

которую после подстановки g  и  f  можно рассматривать как систему двух 

алгебраических уравнений относительно неизвестных  [η ζ η η, (1 = + −x y   

]− ′ − ′ξ ξx yy y) 2 . Известно, что решение системы алгебраических уравне-

ний  выражается через её коэффициенты. Коэффициенты рассматриваемой 

системы не зависят от переменной  x, поэтому  η  и  ζ1  не зависят от  x,  

кроме того,   η   заведомо не зависит от  ′y , то есть  η ψ= ( ),y  [ζ ψ1 = ′ −(  

]− ′ − ′ = ′ξ ξx yy y y y) ( , )2 Ω . Последнее равенство возможно тогда и только 

тогда, когда  Ω  есть многочлен второй степени относительно  ′y . Следо-

вательно имеем равенство 

( ) ,′ − ′ − ′ = + ′ + ′ψ ξ ξ τ τ τx yy y y y2
0 1 2

2              (2.2.20) 

где  τ τ τ2 1 0, , – некоторые функции переменной  y. “Расщепляя” (2.2.20) 

по степеням переменной  ′y ,  приходим к линейной системе уравнений с 

частными производными 

ξ τ
ψ ξ τ
τ

y

x

=
′ − =
=

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2

1

0 0

,
,

.
                                       (2.2.21) 

Интегрированием по  y  первого уравнения системы (2.2.21) получаем  ξ = 

= − + = +∫ τ ν ϕ ν2dy x y x( ) ( ) ( ).  Подставив найденное  ξ  во второе уравне-

ние системы (2.2.21), находим  ν = cx c,  – постоянная величина. Таким 

образом,  

 ξ ϕ η ψ= + =( ) , ( ).y cx y                               
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Доказательство достаточности проводится непосредственной про-

веркой. 

Предложение 2.2. Преобразование (2.2.17), действуя на инфините-

зимальный оператор (2.2.18), сохраняет его точечную структуру тогда и 

только тогда, когда координаты оператора имеют вид 

ξ ϕ η ψ= = +( ), ( ) ,x x cy                                 (2.2.22) 

где  c – постоянная. 

Доказательство почти дословно повторяет рассуждения, проводи-

мые выше. 

Следствие 1. Преобразования вида (2.2.16) и (2.2.17), действуя на 

инфинитезимальный оператор (2.2.18), одновременно сохраняют его то-

чечную структуру тогда и только тогда, когда (2.2.18) есть оператор неод-

нородного растяжения  

X ax byx y= +∂ ∂ , 

где   a   и   b  – постоянные. 

Замечание 2. В работе [13] отмечалось, что знание дискретной ме-

тагруппы преобразований исследуемого класса уравнений позволяет нахо-

дить операторы Ли-Беклунда, допускаемые некоторыми элементами этого 

класса по известным допускаемым точечным операторам других элемен-

тов. Доказанные предложения прогнозируют возможность такого построе-

ния операторов Ли-Беклунда применением образующих, найденных с по-

мощью универсальных  RF-пар. А именно, если хотя бы одна координата 

точечного оператора (2.2.18) отлична от вида, определяемого формулой 

(2.2.19) [(2.2.22)], оператор (2.2.18) под действием преобразования (2.2.16) 

[(2.2.17)] перейдет в оператор Ли-Беклунда. 

Пример 2 [13]. Уравнение  

′′ =y x3
2

                                            (2.2.23) 

связано с уравнением  
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&&u u=
−

3
1
2                                              (2.2.24) 

преобразованием  

t y u y u x= = ′ =, , & .2 3                                  (2.2.25)  

Операторы 

X x y X x X x xy xx y y x y1 2 3
2 43 2 2= + = = + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂, , ( )     

составляют базис трехмерной подалгебры основной алгебры Ли (точеч-

ных) операторов, допускаемой уравнением (2.2.23). В соответствии с дока-

занными предложениями только один из выписанных операторов сохраня-

ет точечную структуру при действии преобразования (2.2.25): 

Х Y t u X Y u ut u t u1 1 2 2
1

23 4 6→ = + → = +∂ ∂ ∂ ∂, & ,   

X Y t u u t u u u ut u3 3
3 1

2
1

254 4 81 6 27→ = + + + −( & ) & ( & ) & .∂ ∂   

 

Отметим, что операторы  Y Y2 3, , допускаемые уравнением (2.2.24), не мо-

гут быть обнаружены с помощью алгоритма Ли. 
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§ 3. Применение метода следа для доказательства максимально-

сти дискретной метагруппы преобразований класса обобщенных 

уравнений Эмдена-Фаулера,  найденной методом RF-пар 

 

Выше отмечалось, что для уравнений второго порядка, в частности, 

для обобщенного уравнения Эмдена-Фаулера, основным методом поиска 

преобразований Беклунда является метод  RF-пар. 

Применение  RF-пары  (X, X)  к классу  D  обобщенных уравнений 

Эмдена-Фаулера (2.2.12) приводит к промежуточному классу  D1  уравне-

ний вида: 

′′ = − ′ + ′ + ′− −
−

−
−

v v v v v v( )l ms nA sn
m
n

l
n

n
n1 1 2 1

1 1 1 1

.                      (2.3.1) 

Обычная процедура групповой классификации (алгоритм Ли) показывает, 

что в общем случае  (m ≠  0; m l
l

≠
−
−

5 3
2 3

 при n = 1 или при   n = − 1 2/ ; |l – 

– n – 2| + |n + m + 1|≠ 0)  уравнения класса  D1  допускают основную алгеб-

ру Ли размерности  r = 1  c базисом 

Y s s= +α ∂ β ∂v v ,                                         (2.3.2) 

где  α= l – n – 2,  β= – n – m – 1.  

Для построения преобразований Беклунда, замкнутых на классе  D,  

необходимо найти отображения уравнений (2.3.1) класса   D1  в уравнения 

&& &u Bt u u= ν µ λ  

класса  D,  порожденные точечными преобразованиями      

s g t u
f t u

=
=

⎧
⎨
⎩

( , ),
( , ).v

                                           (2.3.3) 

Наличие непрерывных симметрий классов  D  и  D1   делает возможным 

использовать метод следа, позволяющий отыскать все преобразования 
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(2.3.3), то есть все преобразования Беклунда, которые могут быть найдены 

с помощью  RF-пары  (X, X ).      

В общем случае при преобразовании (2.3.3) оператор (2.3.2) должен 

перейти в оператор   

X at but u= +∂ ∂                                      (2.3.4) 

одномерной алгебры Ли, допускаемой уравнениями класса D, где a =  

= + −p( ),µ λ 1  b p= −(λ  ν − 2),  p ≠ 0 – некоторая постоянная. Учитывая 

формулу (1.2.3) преобразования координат оператора при точечной замене 

переменных, находим в предположении  ab ≠ 0: 

s t z t za a= =
α β

Φ Ψ( ), ( )v ,                                (2.3.5) 

где  z t u
b
a=

−
 – инвариант оператора (2.3.4).    

Заметим, что якобиан преобразования (2.3.5) 

 J f g g f
a

tt u t u

a b
a= − = − ′ − ′

+ − −1 α β

αΦ β( )Ψ Φ Ψ              (2.3.6) 

обращается в нуль, если и только если  Φ Ψβ α= C ,  С – произвольная по-

стоянная. 

В полном соответствии с замечанием 3 параграфа 2 первой главы, 

определяющее уравнение для поиска точечных отображений записывается 

в инвариантах  z , w (w = t u
a b

a
−

&  – дифференциальный инвариант оператора  

(2.3.4)):  

[B
a

z w w
a

( ) ( )αΦ β αΦ βµ λ′ − ′ + ′ ′′ − ′′ ′ + ′′ − ′′ −Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Ψ Φ Ψ3 1  

] [− ′ ′′ − ′′ ′ + − ′ ′ + − − + ′ −3 2 1 2 22
2bz w

a
a b( ) ( ) ( )Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψβ α β β α  

− − − + ′ + − ′ ′ + ′′ − ′′ +α α β α β β αΦ( ) ( ) ( )2 2 4 2a b b z bzΦΨ Φ Ψ Φ Ψ Ψ  

] [+ ′ ′′ − ′′ ′ + − − + − ′ +3 1 22 2
3b z w

a
b b z( ) ( ) ( )Φ Ψ Φ Ψ ΦΨ Φ Ψαβ β α β β α  
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+ + − ′ + − ′ ′ + ′′ − ′′ +b b z b z b zα α β β α αΦ β( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2ΦΨ Φ Ψ Ψ Φ Ψ  

]+ ′′ ′ − ′ ′′ =b z3 3 ( )Φ Ψ Φ Ψ  

=
−

− ′ + ′ − ′ + ′ +−l
a

bz a w bz a w1
3

2 1( )( )αΦ βΨΦ Φ Ψ Ψ Ψ  

+ −
m
a3 (αΦ bz a w bz a w′ + ′ − ′ + ′ +−Φ Φ Ψ Ψ Φ) ( )2 1βΨ  

+ −
−
−n

a
A n

m
n

l
n

3

1 1
1

Φ Ψ (βΨ bz a w bz a w
n
n

n
n′ + ′ − ′ + ′

−
−

−

Ψ Ψ Φ Φ) ( )
1 3 1

αΦ .     (2.3.7) 

 

Будем считать, что  ′ ′ ≠Φ Ψ 0  (то есть  f gu u ≠ 0), так как в против-

ном случае (fu = 0 или  gu = 0) как доказано в [20, 21], единственной обра-

зующей ДМП  ОУЭФ, найденной методом  RF-пар, является следующее 

преобразование 

 g : (n, m, l) → 1
1 1

2 1
−

−
+

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟l

n
n

m
m

, , ,                      (2.3.8) 

x u y u y tn m l= = ′ =+
−

−
1

1
1 1

1, & ,  

( )t y u x u yl n m= ′ = =− + −1 1, , &   

 

(остальные решения определяющего уравнения дают композицию  g и 

найденных ранее точечных образующих). Там же доказано, что ДМП, по-

рожденная  образующей (2.3.8), является максимальной тогда, когда  l  и 

(или)  λ  не являются целыми числами, поэтому считаем  l Z, .λ ∈  

“Расщепляя” определяющее уравнение по степеням переменной w, 

и проводя рассуждения аналогичные тем, что были сделаны в параграфе 3 

главы 1, убеждаемся в том, что при  λ ∉ {0, 1, 2, 3}  и  n
n
−

∉
1  {0, 2, 3}  

уравнение (2.3.7) при сделанных предположениях решений не имеет. Дос-
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таточно рассмотреть значения  λ = 0  и  λ = 1,  так как  λ = 3, λ = 2  получа-

ются из них применением преобразования годографа (1.3.8), которое до-

пускается классом   D. 

А. При  λ = 0,  n
n
−

=
1 0  определяющая система, полученная “рас-

щеплением” по степеням переменной  w  уравнения (2.3.7), состоит из че-

тырех ОДУ: 

 

[ ] [
]

′ ′′ − ′ ′′ = − ′ ′ + ′ ′ + ′
′′ − ′′ − ′ ′′ − ′′ ′ + − ′ ′ =

= − − ′ ′ ′ + − ′ ′ + − ′ ′ ′+

+ − ′ ′ +

− − −

−

−

Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Φ Ψ Φ Ψ Φ
Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ

Ψ Φ Ψ Φ Ψ Ψ Φ Φ Ψ

Ψ Φ Φ Φ Ψ

( ) ,
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

l m A
bz

l bz bz m bz

bz A

m l

m l

1
3 2

1 2 2

3

1 2 1 2 2 3

2 1

2 1

αΦ β β α
βΨ αΦ αΦ

βΨ

[
] [

−

−

′ − ′
− − + ′ − − − + ′ + − ′ ′ +

+ ′′ − ′′ + ′ ′′ − ′′ ′ = − − ′ ′ +

+ − ′ − ′ ′ + − ′ ′ + −

− ′ −

2 2

2 2 2

1 2

2 2 2 2 4
2 3 1

2 2

Φ Φ
Φ Ψ ΦΨ Φ Ψ

Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Ψ Φ

Φ Ψ Ψ Ψ Φ Ψ

Φ

( ),
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) (

)(

αΦ
β β α α α β α β

β αΦ βΨ

αΦ βΨ αΦ αΦ

βΨ

bz
a b a b b z

bz b z l bz

bz bz m bz

bz ]bz A bz
b b z b b z

b z b z b z
a Bz l bz bz

m l′ ′ + ′ − ′
− − + − ′ + + − ′ +

+ − ′ ′ + ′′ − ′′ + ′′ ′ − ′ ′′ +
+ ′ − ′ = − − ′ − ′

− −Ψ Φ Φ Φ Ψ Φ Φ
ΦΨ Φ Ψ ΦΨ

Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ
Ψ Φ Ψ Φ Ψ

) ( ) ,
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( )

1 2 2

2 2 2 2 3 3

2 2

3
2 2

2
1

αΦ
αβ β α β β α α α β

β α αΦ β
αΦ β αΦ βΨµ Ψ

Φ Ψ Φ Φ Φ Ψ

−

− −

+

+ − ′ − ′ + − ′

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

1

2 1 3 2m bz bz A bz m l( ) ( ) ( ) .αΦ βΨ αΦ

 

(2.3.9) 

Выразим ( ′ ′′ − ′ ′′Φ Ψ Ψ Φ )  из первого уравнения, ( )αΦ β′′ − ′′Ψ Φ Ψ  – из 

второго уравнения системы (2.3.9) и подставим во все последующие. После 

этого умножим третье уравнение на  bz   и сложим с последним. Опреде-

ляющая система примет вид: 
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′ ′′ − ′ ′′ = − ′ ′ + ′ ′ + ′
′′ − ′′ = ′ + − ′ +

+ ′ + − ′ ′
+ − − + ′ − + − − + ′ =

=

− − −

+ − −

−

+

Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Φ Ψ Φ Ψ Φ
Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ

ΨΦ Φ Ψ
ΨΦ ΦΨ

Φ Ψ

( ) ,
( )

( ) ,
( ) ( )

l m A
A l

m
a b a b

A

m l

m l

m l

1
3 1

2
2 2 2 2

3

1 2 1 2 2 3

1 2 2 1 2

1 2

2 2

αΦ β α αΦΨ
βΦ β α

β αβ α β α αβ β α

α

[ ]
−

+ −

′

− + ′ − ′ + − =

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

2

2 3 3 2

Φ

ΦΨ Ψ Φ Φ Ψ

,

( ) ( ) ( ) .αβ α β αΦ βΨ αµa Bz b a b z A m l

   

     (2.3.10) 

Подстановка  τ ψ= =Φ Ψ( ),z (z)  в первое и третье уравнения системы 

(2.3.10)  приводит к двум ОДУ относительно функции ψ τ( ) : 

 

   ′′ = − ′ + ′ +− − −ψ ψ ψ τ ψ τ ψ( ) ,l m A m l1 1 2 1 2                                  (2.3.11) 

β αβ α β ψ α αβ β α τψ α τ ψ( ) ( )+ − − + − + − − + ′ = + −2 2 2 2 3 2 2 2a b a b A m l . 

  

Выразим из последнего уравнения   ′ψ   и вычислим  ′′ψ : 

′ =
+ − − + −

+ − − +

+ −

ψ
β αβ α β ψ α τ ψ

α αβ β α τ
( )

( )
2 2 3

2 2

2 2 2a b A
a b

m l
, 

[′′ =
+ − − +

− + − − + −+ + −−ψ
α αβ β α

β αβ α β τ ψ β αβ α
1

2 2
2 2 22

( )
( ) (

a b
a b  

]− − + ′ − + − − ′− − + −β τ ψ α τ ψ α τ ψ ψa b m A l Am l m l2 3 1 3 21 2 2 2 1 3) ( ) ( ) . 

Выражение, стоящее в знаменателе, легко видеть, отлично от нуля. Дейст-

вительно, при  α = 0  последнее уравнение системы (2.3.10) невыполнимо 

при a ≠ 0. При  αβ β α+ − − + =2 2 0a b   третье уравнение системы (2.3.10) 

влечет за собой равенство нулю якобиана  J  (2.3.6). Подставим найденные 

выражения в (2.3.11), в результате, после сокращения на  τ ψ−2 ,  получим 

алгебраическое уравнение с постоянными коэффициентами  относительно 

переменной  ρ τ ψ β α= = ≠+ − −m l2 3 Φ Ψ const   вида: 

C C C0 1 2
2 0+ + =ρ ρ . 
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Приравнивание нулю коэффициентов   Ci  приводит к равенству 

C
A

a b2

4 2

2 2
9

2 2
0=

−
+ − − +

=
α

α αβ β α( )
,  

которое  невозможно при  α ≠ 0 . Таким образом, доказана несовместность 

системы (2.3.10). 

Случаи  λ =
−

=0 1 2, n
n

  и  λ =
−

=0 1 3, n
n

  полностью аналогичны 

рассмотренному. Так при  λ =
−

=0 1 2, n
n

  определяющая система, со-

стоящая из четырех  ОДУ, содержит уравнения: 

 

[ ]′ ′′ − ′ ′′ = − − ′ ′ + ′ ′− − − − −Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Φ Ψ( ) ,l A mm l1 1 1 2 1 2  

β αβ β α α αβ α β( ) ( )+ − − + ′ − + − − + ′ =2 2 2 2a b a bΨΦ ΦΨ     

                   [ ]= − ′ + ′− − −A m l1 2 2 2Φ Ψ Ψ Φ Ψβ αβΦΨ .  

 

Положим  α ≠ 0,  в противном случае последнее уравнение влечет за собой 

равенство нулю якобиана  J  (2.3.6). Повторяя схему предыдущих вычис-

лений, получим алгебраическое уравнение с постоянными коэффициента-

ми относительно переменной  ρ τ ψ β α= = ≠− − −m l1 Φ Ψ const   вида: 

C C C C C0 1 2
2

3
3

4
4 0+ + + + =ρ ρ ρ ρ . 

Приравнивая нулю коэффициенты  Сi,  находим, что равенству  

C A4
4 52 0= =− β α  

невозможно удовлетворить при   α ≠ = − ≠0 0, β m . 

При   λ =
−

=0 1 3, n
n

  определяющая система содержит уравнения: 

′ ′′ − ′ ′′ = − ′ ′ + ′ ′ − ′− − − − −Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Φ Ψ Φ Ψ Ψ( )l m A m l1 1
2

1 2 1 2 2 2 1 2 3 ,        

(2.3.12) 
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β αβ β α α αβ α β+ − − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ − + − − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ =
1
2

2 1
2

2a b a bΨΦ ΦΨ  

= − ′− − −3
2

2 2 2 3 2β A m lΦ Ψ Ψ ,          (2.3.13) 

[ ]1
2

1
2

2 3 2 2 4 2αβ β α αΦ βΨ βµ( ) ( ) ( ) .− + ′ − ′ + − = − − − −ΦΨ Ψ Φ Φ Ψa Bz b a b z A m l

 

(2.3.14) 

Из первых двух уравнений получаем алгебраическое уравнение с постоян-

ными коэффициентами относительно переменной ρ τ ψ= =− − −2 1 3 2m l  

= ≠−Φ Ψ2 2β α const   вида: 

C C C0 1 2
2 0+ + =ρ ρ . 

Приравнивание нулю коэффициента  С2  приводит к равенству 

( )9
4

2 2 05 4m a b Aβ αβ β α+ − − + =− , 

которое возможно либо при ( )αβ β α+ − − +2 2a b = 0, тогда уравнение 

(2.3.13)  влечет за собой равенство нулю якобиана  J  (2.3.6), либо при 

β = 0,  тогда уравнение (2.3.14) не имеет решений при  a ≠ 0. 

В. При  λ =
−

=1 1 0, n
n

  уравнения определяющей системы после 

преобразований, аналогичных  сделанным в  А, равносильны следующим: 

′ ′′ − ′ ′′ = − ′ ′ + ′ ′ + ′
′′ − ′′ = ′ + − ′ +

+ ′ + − ′ ′
′ − ′ + + − − + ′ −

− + − − +

− − −

+ − −

−

Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Φ Ψ Φ Ψ Φ
Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ

ΨΦ Φ Ψ
Ψ Φ ΨΦ

Φ

( ) ,
( )

( ) ,
( ) ( )

( )

l m A
A l

m
aB z a b

a b

m l

m l
1

3 1
2

2 2

2 2

1 2 1 2 2 3

1 2 2 1 2

1 2
αΦ β α αΦΨ

βΦ β α
αΦ βΨ β αβ α β

α αβ β α

µ

′ = ′

− + ′ − ′ − + =

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

+ −

+ −

Ψ Φ Ψ Φ

ΦΨ Ψ Φ Φ Ψ

3 2 2 2

3 3 2

α

αβ α β αΦ βΨ αµ

A

b a b aBz z A

m l

m l

,

( ) ( )( ) .

(2.3.15) 

Из последних двух уравнений системы (2.3.15) выразим ′ ′Φ Ψ, : 
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′ =
− + − − + −

− + +Φ
Φ[ ( ) ]

[( ) ]
α αβ β α α µ

µ
2 2

3 1
a b a Bz

b a b z aBz
, 

′ =
− + − − + − −

− +

+ −

+Ψ
Φ Ψ Ψ[ ( ) ]

[( ) ]
β αβ α β β αµ

µ
2 2 3

3

2 2 3

1
a b a Bz A
b a b z aBz

m l
, 

 

а затем вычислим ′′ ′′Φ Ψ, . Подставив найденные выражения в первые  два 

уравнения системы (2.3.15), прибавим и вычтем в левой части первого 

уравнения выражение  αβ β α αβ β α µ( )( )− + − − + −2 2 3а b аВz ,  в левой 

части второго –  3αβ β α αβ β α µ( )( )− + − − + −2 2 2а b аВz .  Сгруппировав 

слагаемые, получим два алгебраических уравнения относительно одной 

переменной  T z m l( ) = = ≠+ − −Φ Ψ Φ Ψ2 3 β α  const,  которые после сокраще-

ния на отличный от нуля общий множитель  α[β(β – α) + α2AT] могут быть 

приведены к виду: 

9 9
2 2

2 22 2α
µ

αβ β α
αβ β α

µ µ

µ
µAT ab Bz a b aBz

a b aBz
a b aBz−

− +
+ − − + −

+ + − − + − +
( ) ( )   

+ + − − + − − + − − + − −3 2 2 3 2 2α αβ β α αβ αβ α βµ µ( ) ( )a b aBz a b aBz  

− + + − + − =3 2 2 4 2 0β αβ α β µ( )a b aBz , 

9 9 1 3 2 22 2α µ αβ β αµ µAT b a b aBz a b aBz+ − + + + + − − + − −( ( ) ) ( )   

− − + − − + − − + + + − +6 2 2 3 1 2 2( )( ) ( )(β α αβ β α β α αβ α βµa b aBz a  

+ + =4 12 0b a Bz) αβ µ . 

 

В несовместности этих линейных уравнений убеждаемся, например, при-

равнивая свободные члены и сравнивая коэффициенты при старшей степе-

ни  z . 

Повторяя вычисления для  λ =
−

=1 1 2, n
n

  и для   λ =
−

=1 1 3, n
n

, 
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приходим к аналогичному заключению. Выпишем лишь получившиеся при 

решении определяющих систем несовместные алгебраические уравнения.   

Если  λ =
−

=1 1 2, n
n

, имеем следующие два уравнения относи-

тельно одной переменной  T z m l( ) = = ≠− − −Φ Ψ Φ Ψ1 β α  const: 

 

2
3

2
3

2 2 4 2
3 3 3 2 1 1 1 1 1 1 2β β β αβ αµA T A A A aA bA aA Вz T− − − − − − −+ − − + − − +( )

[+ + − − + − − + + − − + −−β αβ α β αβ α β αβ β αµA a b aBz a b1 2 2 2 2 2 2( )( ) (

]− + − + − + − − + − +aBz T ab Bz a b aBz a b aBzµ µ µ µµ αβ α β αβ) ( ) ( )(3 1
3

2 2  

 + − − + − + − − + − =β α αβ β αµ µ2 2 5 5 2 0a b aBz a b aBz)( ) ,           (2.3.16) 

 

β β α β αβ αβ β α αβµ2 2 2 1 2 2 2 2A T A T a b aBz− −− − + − + − − + − −( ) ( )(  

(− − + − + − − − + − − − +β αβ αβ α βµ µa b aBz a b aBz a b2 2 2 4 2 3) ( )

)+ + − − =a Bz( ) .µ α βµ1 3 02   

Из последнего уравнения находим 

T U
A1 2

2 2
2

1 2

1,

/
,=

− + ±
−

α β αβ
β

 

где  U = − + +( )2 2 42α β αβ [( )(αβ β α αβ βµ+ − − + − − − +2 2a b aBz a  

(+ − − − − − + − + − +2 2 2 4 2 3b aBz a b aBz a bµ µαβ αβ α β) ( )  

) ]+ + + +a Bz( ) .µ α βµ1 3 2   

Подставляя найденные значения  T1 2,   в уравнение (2.3.16), убеждаемся в 

несовместности этих уравнений. 

Если  λ =
−

=1 1 3, n
n

  имеем два несовместных линейных уравне-

ния относительно  T m l= = ≠− − − −Φ Ψ Φ Ψ2 1 3 2 2 2β α  const: 
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( )9
4

2 1
18

2 2 2 4 2
2 2β β

µ
αβ β α

µ µ

µA T
ab Bz a b aBz

a b aBz
− + +

− +
+ − − + −

−
( )

 

− + − − +
1
4

2 2 2( αβ β α a 4 2 3
2

2 22b aBz− + + − −µ αβ αβ α β) (  

− + −2 4 2a b aBzµ ) + + − − + − −
3
4

2 2 2 4 22β αβ β α µ( )a b aBz 3
4

4α αβ( −  

− − − + −β α µ4 8 4a b aBz )  = 0,                                                              (2.3.17) 

 

9
4

2 1 3
4

2 2 2 4 22 2 2β β αβ β α µA T a b aBz− + − + − − + − +( ) ( )  

+ − − − + − − + − +
3
4

4 4 8 4 2 1 3
2

2α αβ β α β β α αβµ( )( ) ( )(a b aBz  

[ ]+ − − + − − − + + =β α µµ µ2 2 4 2 9 1 0a b aBz b a b a Bz) ( ) .                  (2.3.18) 

 

Выше предполагалось, что  ab ≠ 0. Пусть  a = 0, b ≠ 0 (случай a ≠ 0, 

b = 0 получается действием преобразования годографа (1.3.8) на преобра-

зованное уравнение класса  D), тогда преобразование (2.3.5) записывается 

как 

s u t u tb b= =
α β

Φ Ψ( ), ( )v                                 (2.3.19) 

Значения  α = 0, β = 0 следует исключить из рассмотрения, так как при 

этом одна из частных производных   g fu u,  обращается в нуль. Опреде-

ляющее уравнение представимо  в инвариантах  t, w = u–1 &u   оператора  X = 

=bu u∂ : 

 

[B
b

t w
b

w
b

b( ) ( ) ( ) (βΨ αΦ
αβ

β α β β α αν λ′ − ′ + − + − ′ − −Φ Ψ ΦΨ ΨΦ3
3

2
1   

] [ ]− ′ + ′ − ′ + ′′ − ′′ + − ′ ′ +b w
b

w) ( ) ( )ΦΨ ΦΨ ΨΦ Ψ Φ Φ Ψ2 1 22αβ αΦ βΨ β α  
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+ ′ ′′ − ′ ′′ =
−

′ + ′ + +−Φ Ψ Ψ Φ Φ Ψ Ψ
( ) ( )( )l

b
b w b w1

3
2 1αΦ βΨ  

+ ′ + ′ + +−m
b

b w b w3
2 1( ) ( )Φ Ψ ΦαΦ βΨ  

+ ′ + ′ +
−

−
− −

−n
b

A b w b wn
n
n

n
n

m
n

l
n

3

1 1
3

1 1
1

( ) ( )Ψ Φ Φ ΨβΨ αΦ .           (2.3.20) 

“Расщепляя” (2.3.20) по степеням переменной  w, убеждаемся в том, что 

при  { } { }λ ∈
−

∈0 1 2
1

0 2 3, , , , ,
n

n
  определяющая система содержит урав-

нение (полученное приравниванием нулю коэффициента при w3) вида: 

αβ β α αβ α βΦΨ( ) ( )− = − + +
+ + −

ΦΨ ΦΨ Φ Ψl m CnA n
m n

n
l
n1 2 2

1 2 1 2

 ,     (2.3.21) 

где  C – некоторая постоянная. Уравнение (2.3.21) после очевидных преоб-

разований приводит к равенству  Φ Ψ− =β α  соnst, из которого следует ра-

венство нулю якобиана преобразования (2.3.19). 

Если   λ =
−

=3 1 0, ,n
n

  тогда определяющая система 

αβ β α βΨ αΦ αβ α βΦΨ

α
β β α α α β β αβΦΨ

α αβΦΨ α
αΦ βΨ β α

( ) ( ) ( )

,
( ) ( ) ( )( )

( ) ,
( ) (

− + ′ − ′ = − + +

+
− − ′ − − − ′ = − ′ + ′ +

+ ′ + ′ +
′′ − ′′ + − ′ ′ = −

+ −

−

− + −

ΦΨ Φ Ψ ΦΨ

Φ Ψ
Φ Ψ ΦΨ Ψ Φ Ψ Ψ

Φ Ψ Φ Φ Φ Ψ
Ψ Φ Φ Ψ

b B t l m

A
b b l

m A
l

v

m l

m l

2 2 2

3 3 2

2 2 1

2 2 1 2 2 2

1

2 2 1 2

3
2 ( )

( )
1 2

2 3

1

2 1

2 1 1 2 2

1 2 1 2 2 3

)

,

( )

βΨ αΦ

αΦ βΨ α

′ ′ + ′ +

+ ′ ′ + ′ + ′

′ ′′ − ′ ′′ = − ′ ′ + ′ ′ + ′

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

−

− + −

− − −

Φ Ψ Ψ Ψ

Φ Ψ Φ Φ Φ Ψ Φ

Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Φ Ψ Φ Ψ Φ

m A

l m A

m l

m l

 

совпадает с системой (2.3.9)  (записанной в обратном порядке), если в 

(2.3.9) положить  b = 0, заменить zµ  на  t ν , а затем сделать переобозначе-

ние  a = b,  что не изменяет окончательного вывода о несовместности сис-

темы. Проверка показывает, что при  λ =
−

=3 1 2, n
n

  и при  λ = 3,   
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n
n
−

=
1 3  определяющая система совпадает с определяющими системами, 

полученными соответственно для  λ =
−

=0 1 2, n
n

  и для  λ =
−

=0 1 3, n
n

  

(с аналогичными изменениями).  

Перейдем к рассмотрению алгебр операторов размерности  r ≥ 2. 

Основная алгебра Ли, допускаемая уравнениями промежуточного класса  

D1,  расширяется до размерности  r ≥ 2, если  m = 0  или  m l
l

=
−
−

5 3
2 3

  при  

n = 1 и при  n = −
1
2

, или l n n m− − + + + =2 1 0. В силу свойств точечных 

преобразований, подкласс уравнений (2.3.1) с алгеброй операторов раз-

мерности  r ≥ 2  при преобразовании (2.3.3) может отобразиться только в 

подкласс уравнений 

&& &u Bt u u= ν µ λ ,                                       (2.3.22) 

также обладающий r-мерной алгеброй (то есть  ν = 0  или  µ = 0, или  |λ –  – 

ν –  2| + |µ + λ – 1| = 0, или µ + ν + 3 = 0 при λ = 0 и при λ = 3). Заметим, что 

при  m = 0  и, как легко видеть, при  l n n m− − + + + =2 1 0  исходное 

уравнение  ′′ = ′y Ax y yn m l   также допускает алгебру Ли размерности  r ≥ 2, 

а значит, преобразованиями Беклунда оказались бы связаны разрешимые 

уравнения класса  D, такие случаи мы не рассматриваем. Поэтому в  даль-

нейшем считаем  m l
l

=
−
−

5 3
2 3

,  n ∈ −⎧⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

1
2

1;   (допускаемая основная алгебра 

двухмерна) и, по-прежнему,  ′ ′ ≠Φ Ψ 0. 

Пусть в (2.3.22)  ν = 0 (λ ≠ 2 3, ), базис допускаемой этим уравнени-

ем алгебры Ли составляют операторы  X t ut u1 1 2= + − + −( ) ( )µ λ ∂ λ ∂ ,  

X t2 = ∂ . Из  доказательства замечания 2 параграфа 2 главы 1 следует, что 

достаточно зафиксировать один базисный оператор уравнения (2.3.1), на-
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пример Y s s1 = +α ∂ β ∂v v ,  α = l – n – 2,  β = –n – m –1  и для него предпо-

ложить 

                               Y X1 1→ ~ , 

где  ~ ( )X p X p X at p but u= + = + +1 1 2 2 2 ∂ ∂ ,   a = p1 (µ + λ – 1), b = p1(λ – 2),  

p1,  p2 – некоторые постоянные. Применяя формулы (1.2.3) преобразования 

координат оператора при замене переменных, находим, полагая  a ≠ 0 

s at p z at p za a= + = +( ) ( ), ( ) ( ),2 2

α β

Φ Ψv                   (2.3.23) 

где z at p u
b
a= +

−
( )2 . Функции Φ Ψ,  должны удовлетворять определяю-

щему уравнению, которое записывается в инвариантах  z, w= +
−

( ) &at p u
a b

a
2  

оператора  ~X : 

[B z w w( ) ( )αΦ β αΦ βµ λ′ − ′ + ′ ′′ − ′′ ′ + ′′ − ′′ −Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Ψ Φ Ψ3  

] [− ′ ′′ − ′′ ′ + − ′ ′ + − − + ′ −3 2 2 22bz w a b( ) ( ) ( )Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψ Φ Ψβ α β β α  

− − − + ′ + − ′ ′ + ′′ − ′′ +α α β α β β αΦ( ) ( ) ( )2 2 4 2a b b z bzΦΨ Φ Ψ Φ Ψ Ψ  

] [+ ′ ′′ − ′′ ′ + − − + − ′ +3 22 2b z w b b z( ) ( ) ( )Φ Ψ Φ Ψ ΦΨ ΨΦαβ β α β β α  

 + + − ′ + − ′ ′ + ′′ − ′′ +b b z b z b zα α β β α αΦ β( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2ΦΨ Φ Ψ Ψ Φ Ψ      

+ ]b z3 3 ( )′′ ′ − ′ ′′ =Φ Ψ Φ Ψ  

= − − ′ + ′ − ′ + ′ +−( )( )( )l bz w bz w1 2 1αΦ βΨΦ Φ Ψ Ψ Ψ  

+ − ′ + ′ − ′ + ′ +−m bz w bz w( ) ( )αΦ βΨΦ Φ Ψ Ψ Φ2 1  

+ −
−
−

nAn
m
n

l
n

1 1
1

Φ Ψ (βΨ bz w bz w
n
n

n
n′ + ′ − ′ + ′

−
−

−

Ψ Ψ Φ Φ) ( )
1 3 1

αΦ .  

            (2.3.24) 

Очевидно, что при рассматриваемых значениях  n  параметр  λ  может при-

нимать значения из множества  {0, 1, 2, 3}. 
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Если  λ = 0,  тогда определяющая система, полученная “расщепле-

нием” по степеням   w  уравнения (2.3.24), при  n = 1 совпадает с системой 

(2.3.9) со следующей поправкой (которая не влияет на вывод о несовмест-

ности системы): в (2.3.9) вместо произведения  aB  следует писать  B. При  

n = – 1
2

 определяющая система содержит уравнения (2.3.12) и (2.3.13), сле-

довательно, решений не имеет. 

Пусть  λ = 1,  тогда при  n = 1 определяющая система после упро-

щения совпадает с системой (2.3.15), а при  n = – 1
2

 – содержит уравнения 

(2.3.17) и (2.3.18)  (с аналогичной поправкой). 

При  ν λ= =0 2 3, ;   уравнение (2.3.23) допускает алгебру Ли раз-

мерности  r = 8 согласно классическим теоремам Ли. 

Пусть  p1 0=  (то есть  a = 0), тогда условие  

Y pX1 2→  

определяет преобразование 

                          s e u e up p
t t

= =
α β

Φ Ψ( ), ( ).v  

Функции  Φ Ψ,   конкретизируются определяющим уравнением, которое 

представимо в инвариантах  u u, &   оператора  p X2: 

 

B
p

u u u
p

( ) & ( ) & [αΦ βΨ αΦ βΨµ λ′ − ′ + ′ ′′ − ′ ′′ + ′′ − ′′ +Ψ Φ Φ Ψ Ψ Φ Ψ Φ3 1  

 [ ]+ − ′ ′ + − ′− − ′ + − =2 1 2 22
2 3( ) ] & ( ) ( ) & ( )β α β β α α α β

αβ
β αΦ Ψ ΨΦ ΦΨ ΦΨu

p
u

p
 

=
−

+ ′ + ′ + + ′ + ′ +− −( ) ( &) ( &) ( &)( &)l
p

p u p u m
p

p u p u1
3

2 1
3

2 1αΦ βΨ αΦ βΨΦ Ψ Ψ Φ Ψ Φ

+ + ′ + ′
−

− − − −n
p

A p u p un
n
n

n
n

m
n

l n
n

3

1
3

1 1 1

( &) ( &) .αΦ βΨΦ Ψ Φ Ψ            (2.3.25) 
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Очевидно, что  λ ∈ {0, 1, 2, 3}. Если  λ = 0,  тогда определяющая система 

при  n = 1  возвращает нас к системе (2.3.9), в первых трех уравнениях ко-

торой необходимо положить  а = b = 0, а в последнем –  а = p,  b = 0, и 

всюду заменить z на u. При  n = – 1
2

 определяющая система содержит урав-

нения (2.3.12), (2.3.13) (с аналогичной поправкой). Произведенные измене-

ния не влияют на вывод о несовместности определяющих систем. 

Если   λ = 1, тогда в определяющую систему входит уравнение вида 

(2.3.21).  

Из сказанного, используя точечную ДМП, допускаемую уравнения-

ми (2.3.22), заключаем, что для  ν = 0, а также для  µ = 0  (в силу r-

преобразования), для   ν + µ + 3 = 0  при   λ = 0,  λ = 3  (следует из случая  ν 

= 0,  λ = 0  в силу  s- и sr-преобразований),  для  ⎜λ + ν – 2⎜+ ⎜µ + λ – 1⎜= = 

0 (в этом случае определяющее уравнение совпадает с уравнением (2.3.7) с 

заменой  а = p1, b = p2) решение определяющего уравнения существует 

только в предположении  ′ ′ =Φ Ψ 0. Таким образом, несмотря на кажущие-

ся дополнительные возможности, вытекающие из увеличения размерности  

допускаемой алгебры по сравнению с общим случаем, определяющее 

уравнение имеет решением только то точечное преобразование, которое 

привело к образующей  g (2.3.8). 

В заключение отметим, что применение  RF-пары  (Y, Y)  к классу  

D (2.2.12)  ОУЭФ  приводит к промежуточному классу  D2  уравнений ви-

да 

′′ = ′ + ′ + ′− − +
−

h lh h ns h mA s h hm
n
m

l
m

m
m1 2 1

1 1 1

.  

 

Легко видеть, что классы  D2  и  D1  связаны между собой точечным преоб-

разованием 
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s s h= = −, v 1 . 

Следовательно, все выводы, которые мы сделали для класса  D1,  распро-

страняются и на класс  D2. Приведенные рассуждения позволяют сформу-

лировать следующее утверждение. 

Теорема 2.2. Дискретная метагруппа преобразований, допускаемая 

классом  D  обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера (2.2.12), заданная 

образующей (2.3.8), максимальна в подклассе преобразований Беклунда, 

найденном при помощи  RF-пар  (X, X),  (Y, Y). 

 



 75

§ 4. Описание алгоритма 

 

Суммируя изложенное, перечислим основные этапы процесса по-

строения ДМП заданного класса уравнений методом следа. 

1.  Нахождение непрерывных групп инвариантности многообразий, 

заданных уравнениями исследуемого класса (алгоритм Ли). 

2.  Построение следа образующих ДМП. 

Если основная алгебра операторов имеет размерность r > 0 , то 

применяя теорему о подобии однопараметрических групп (теорема 7),  за-

мечание 2 параграфа 2 первой главы и формулы преобразования координат 

оператора при замене переменных (формулы (1.2.3), (2.2.2)), конкретизи-

ровать вид преобразований, составляющих ДМП. При  r = 0  метод не 

применим. 

3.  Понижение размерности определяющего уравнения. 

На основании леммы 1.1, теорем 1.1 и  2.1 записать определяющее 

уравнение в инвариантах базисного оператора. 

4.  Анализ и решение определяющего уравнения. 

5.  Запись решений в исходных переменных. 

Заметим, что при поиске точечной ДМП, допускаемой классом 

уравнений второго порядка, или отображений различных классов опреде-

ляющая система, записанная в инвариантах, содержит как минимум четыре 

ОДУ, а с увеличением порядка исследуемых уравнений число уравнений, 

входящих в определяющую систему, резко возрастает (для уравнений 

третьего порядка их не меньше десяти), в силу чего она всегда принципи-

ально решается. 

Метод применим также для поиска отображений, связывающих 

различные классы. 
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§ 5. Пример использования оператора непрерывной группы для 

поиска экспоненциальных нелокальных операторов 

 

В настоящем параграфе показана возможность применения апри-

орной непрерывной точечной симметрии для нахождения экспоненциаль-

ных нелокальных операторов заданного вида, допускаемых уравнением 

Эмдена-Фаулера 

′′ =y Ax yn m .                                                     (2.5.1) 

Определение 2.3. Экспоненциальным нелокальным оператором 

(ЭНО) называют оператор 

[ ]X e x y x yN
x y dx

x y= +∫ ζ ξ ∂ η ∂( , ) ( , ) ( , ) ,                         (2.5.2) 

где интегрирование выполняется и по неявно входящей переменной  x ,  то 

есть   [ ]D x y dx x yζ ζ( , ) ( , )∫ = ,  D – оператор полного дифференцирования. 

Упоминание о нелокальных операторах вида (2.5.2) встречается в 

работах [27,39], где эти операторы возникают как результат примеров “не-

правильного” понижения порядка уравнения. Поясним, что процедуру по-

нижения порядка уравнения, проводимую с помощью допускаемого опера-

тора  Y  (на основании теоремы 6), считают неправильной, если оператор  Y  

порождает подалгебру, не образующую идеал основной алгебры Ли точеч-

ных операторов, при этом некоторые базисные операторы переходят в 

ЭНО. Дальнейшая попытка сведения получившегося уравнения к автоном-

ному с помощью замены переменных, найденной приведением ЭНО к опе-

ратору переноса в соответствии с теоремой 7, приводит к неудаче: возни-

кает необходимость решения системы интегродифференциальных уравне-

ний. Тем не менее, в работах [15, 22] показано, что экспоненциальные не-

локальные операторы можно результативно применять для исследования 

ОДУ путем сведения его к системе уравнений специального вида. 
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Существенное отличие операторов (2.5.2) от точечных состоит ещё 

и  в том, что поиск экспоненциальных нелокальных операторов, допускае-

мых заданным уравнением, приводит к нелинейным определяющим систе-

мам (теряется основное преимущество поиска непрерывных симметрий 

над дискретными). 

Для нахождения экспоненциальных нелокальных операторов, до-

пускаемых уравнением (2.5.1), запишем второе продолжение оператора 

(2.5.2) 

X XN N y y
( )2

1 2= + +′ ′′ζ ∂ ζ ∂ , 

где  ζ ζ1 2,   вычисляются по обычным формулам продолжения: 

ζ η ξ ζ ζ ξζ ζ ζ
1 2 1= − ′ = − ′′∫ ∫ ∫D e y D e D y D edx dx dx( ) ( ), ( ) ( ) . 

Определяющее уравнение  X y Ax yN
n m

y Ax yn m( )
( )

2
0′′ − =

′′=

  представляется 

в виде 

{e nAx y mAx y y y ydx n m n m
x y x y x

ζ ξ η ηζ ηζ ξζ ξζ η ζ∫ − − + + ′ − ′ − ′ + +− −1 1 2 2  

+ ′ − ′ − ′ + − ′ + + ′ + ′ − ′ −2 2 2 22 2 2 2ζη ξ ζ ξ ζ ηζ ξζ η η η ξy x y xx xy yy xxy y y y y y y
 

}− ′ − ′ + − − − ′ =2 2 2 3 02 3ξ ξ η ξζ ξ ξxy yy y x y
n my y y Ax y( ) .                (2.5.3) 

 

Учитывая наличие априорной симметрии уравнения (2.5.1), будем искать 

решения нелинейного уравнения (2.5.3) вида  

ζ ξ η= = =x z x F z x zp s rΨ Φ( ), ( ), ( ),                           (2.5.4) 

где  p,  s,  r – некоторые постоянные,   z x y
b
a=

−
   – инвариант допускаемо-

го уравнением (2.5.1) оператора X ax by a mx y= + = −∂ ∂ , 1 (считаем 

a ≠ 0),  b n= − − 2. Подставив выражения (2.5.4) в определяющее уравне-
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ние (2.5.3), перейдем в  (2.5.3) от переменных x y y, , ′  к переменным  

x z w, ,   ( w x y
a b

a= ′
−

 является дифференциальным инвариантом оператора   

X ), получим следующее уравнение (отличный от нуля общий множитель  

e dxζ∫   не записываем): 

− − + − ′⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ′ −
+ − − − + − + −nAFz x mA z x p b

a
z x wxm s b

a m r r p r p3 1 2 1 1Φ ΦΨ ΦΨ ΦΨ  

− − ′⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ′ + − ′⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
+ + − + + − + −pF b

a
F z wx F w x r b

a
z x

s p b
a

s p b
a r pΨ Ψ Ψ ΦΨ ΨΦ

2 2 2 12

+ ′ − − ′⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ′ ++ − + + − + + −
2 2 21 2 2 2
ΨΦ Ψ Ψ Ψwx sF b

a
F z wx F w xr p s p b

a
s p b

a

+ − +
⎡

⎣
⎢ − ′ − − ′ ++ + + −

ΦΨ Ψ Φ Φ Φ2 2 2 2 1
1 1x F wx r r b

a
r z b

a
r zr p s p b

a ( ) ( )  

+ ′′ + ′
⎤

⎦
⎥ + ′ − ′′ − ′⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− −
⎡

⎣
⎢

− −b
a

z b
a

z x r b
a

z b
a

wx s s Fr r
2

2
2

2

2
2 22 1Φ Φ Φ Φ Φ ( )  

− ′ − − ′ + ′′ + ′
⎤

⎦
⎥ − ′ − ′′ −⎛

⎝⎜
+ −b

a
sF z b

a
s F z b

a
F z b

a
F z wx sF b

a
F z

s b
a( )1 2

2

2
2

2

2

3
 

− ′⎞
⎠⎟

− ′′ + ′ − −
⎛
⎝
⎜

⎡

⎣
⎢
⎢

+ − + − − + + −b
a

F w x F w x A x F x sF
s b

a
s b

a r s p b
a2 3 3 3 2 2

2 2Φ Ψ  

− ′ ⎞
⎠⎟

− ′
⎤

⎦
⎥
⎥

+ ′′ =
+ − + − −b

a
F z x F wx z w x

s b
a

s b
a m r3 3 2 23 0Φ .                 

(2.5.5) 

 

Положим  p s r b
a

= − = − +1 1, ,  тогда уравнение (2.5.5) эквивалентно 

уравнению, в котором отсутствует переменная  x. Получившееся уравнение 

“расщепляется” по степеням переменной  w на четыре обыкновенных диф-

ференциальных уравнения с тремя неизвестными функциями  F , ,Φ Ψ : 
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′′ =

− ′ − ′ + ′′ − ′ − ′′ − ′⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

′ + + ′ + ′ − + ′ − + ′ −

− ′′ − ′ − − + − + ′ + − ′ −

− ′′ − ′ −

F

F F sF b
a

F z b
a

F

F b
a

F z sF b
a

F z F r

b
a

z b
a

r b
a

r b
a

F b
a

sF z b
a

r b
a

F z

b
a

F z b
a

F z

0

2 2 0

2 2 2 2

2 2 1

3

2

2

2

2

2

,

,

( )( ) ( )

Ψ Ψ Φ

ΦΨ Ψ Ψ ΨΦ Ψ Ψ Ψ Φ

Φ Φ

AF z

nAFz mA z b
a

z r b
a

z

AF z r r b
a

r z b
a

r z b
a

z

b
a

z A z r b
a

AFz b
a

AF z

m

m m

m

m m m

′ =

− − − − ′ + − ′ −

− + + − − ′ − − ′ + ′′ +

+ ′ + ′ − − + + ′ =

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
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⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

−

+

0

2 2

2 1 1

2 1 2 0

1

2
2

2
2

2

2
1

,

( ) ( )

( ) .

Φ ΦΨ ΦΨ ΦΨ ΨΦ

Ψ ΦΨ Φ Φ Φ Φ

Φ Φ

                                                                                                           (2.5.6) 

При  F ≠ 0  из первых двух уравнений находим  F cz d= + ,    

Ψ Φ Φ= − − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ − − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ + ′ − ′⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
−F C r b

a
F z r b

a
F dz F F2 2 22 1 2 2 1 . 

Умножим второе уравнение системы (2.5.6) на  b
a

z   и сложим с третьим, 

получившееся уравнение умножим на тот же множитель и сложим с чет-

вертым, в результате, уравнения, служащие для обнаружения постоянных  

r, c, d, C  и функции  Φ , записываются в виде: 

− ′′ + ′ + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ + ′ + − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ −
b
a

z r b
a

b
a

r F b
a

b
a

F zΦ ΨΦ Φ ΦΨ Ψ2 2 2 2 1 1  

− − − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ′ =F r b
a

r b
a

F AF zmΨ2 1 3 0,             

(2.5.7) 
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2
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⎟ ′ + −
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⎟ + − −−b
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z Az b
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⎞
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′ −2 2 1 2 2 1 1
2

2
2AF z r b

a
AFz b

a
b
a

r F z b
a

b
a

F zm mΨ Ψ  
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− − − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ′ − =+b
a

F z r b
a

r b
a

b
a

Fz b
a

AF z nAFzm mΨ2 11 0.                 

(2.5.8) 

Таким образом, нахождение ЭНО с координатами (2.5.4) свелось к реше-

нию обыкновенных дифференциальных уравнений (2.5.7), (2.5.8). 

Если  F = 0 из второго уравнения системы (2.5.6) находим  

Φ = +cz d . Третье уравнение представляет собой линейное неоднородное 

уравнение относительно  ′Ψ , решая которое, имеем  Ψ =
+

+ −
С

cz d
b
a

r
( )

,
2

  

где постоянные  С, с  считаем отличными от нуля, так как в противном 

случае нелокальный оператор вырождается в локальный точечный опера-

тор. Подставив найденные  Φ Ψ,  в последнее уравнение системы (2.5.6), 

домножим его на  ( )cz d+ 3: 

− + − + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ +−mA cz d z C cz d b
a

r cz d b
a

r b
a

cz cz dm( ) ( ) ( ) ( )4 1 2 4 32     

+ + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ +2 22 4 2
2

4rC cz d r b
a

r cz d C b
a

r cz d( ) ( ) ( )  

+ − + + − + + + − − − +⎛
⎝⎜

2 1 12 4 3С b
a

r cz d r r cz d cz d b
a

rcz b
a

r cz( )( ) ( )( ) ( ) ( )  

                                              + +
⎞

⎠
⎟ =

b
a

cz Acz m
2

2
0.                                     (2.5.9)      

Если  { }m∉ − − −3 2 1 0; ; ;   определяющая система содержит уравнение  

( )1 4− m Ac  = 0   (полученное приравниванием нулю коэффициента при 

z m+3),  которое для a ≠ 0  ( )m ≠ 1  приводит к тривиальному случаю A = 0. 

Если  { }m∈ − − −3 2 1; ;   уравнение  mAd 4 0= ,  полученное приравнивани-

ем нулю коэффициента при младшей степени  z, приводит к равенству  

d = 0. “Расщепляя” (2.5.3), учитывая условие  С ≠ 0,  находим единствен-
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ное возможное значение  m = −3  и уравнения для обнаружения оставших-

ся неизвестных 

2 0

2 1 0

4 0

2

4 2

r b
a

Cc b
a

Ac C

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

+ =

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

,

,

,

                              (2.5.10) 

Решение системы (2.5.10) существует только при отрицательных значени-

ях  A, положим  A = −α 2 ,  тогда C c b
a

r= ± = =2 1
2

1
2

2α , ,  . Таким образом, 

уравнение   ′′ = − −y yα 2 3   допускает ЭНО  X e yN
y dx

y= ± −∫2 2α ∂ . 

Наконец, если  m = 0, проверка показывает, что определяющая сис-

тема приводит к равенству  C = 0. 

Заметим, что найдя ЭНО конкретного уравнения класса обобщен-

ных уравнений Эмдена-Фаулера, мы сможем указать ЭНО всех уравнений, 

связанных с рассмотренным преобразованиями, являющимися элементами 

ДМП. Так, применение преобразования годографа (1.3.8) и формулы ин-

тегрирования по частям приводит к оператору X e e xN
x ydx x y

x= ± ±− −∫4 23 2α α ∂ , 

допускаемому уравнением  ′′ = ′−y x yα 2 3 3. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В диссертационной работе предложен метод поиска дискретных ме-

тагрупп преобразований, допускаемых ОДУ, задающими инвариантные 

дифференцируемые многообразия. При поиске точечных преобразований и 

преобразований Беклунда, которые находятся методом  RF-пар, такой под-

ход впервые позволил доказать максимальность найденных ДМП (т.е. ре-

шить задачу структурного максимума), редуцируя задачу к решению пере-

определенной системы обыкновенных дифференциальных уравнений, ко-

торая принципиально всегда решается. 

Действенность алгоритма, лежащего в основе метода, проиллюст-

рирована на примере класса обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера. Зна-

ние допускаемых дискретных метагрупп позволило проинтегрировать в 

аналитической форме большое число уравнений этого класса [21,24], одна-

ко вопрос доказательства максимальности ДМП до последнего времени ос-

тавался открытым. 

Метод может быть применен для исследования дискретных сим-

метрий других объектов, задающих дифференцируемые многообразия, ин-

вариантные относительно непрерывных групп, а также для поиска нело-

кальных экспоненциальных операторов на таких многообразиях. 
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