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ВВЕДЕHИЕ

В диссертации изучаются R-дифференцируемые интегралы и последние
множители Якоби систем уравнений в полных дифференциалах. Исследу-
ется аналитическая структура первых интегралов и строятся интегральные
базисы линейных автономных многомерных и обыкновенных дифференци-
альных систем.

В значительный временной промежуток произошло становление такого
направления в теории интегралов, как построение первых интегралов обык-
новенных дифференциальных систем, систем уравнений в полных диффе-
ренциалах и линейных систем уравнений в частных производных.

К настоящему времени наиболее развита теория интегралов обыкновен-
ных дифференциальных систем, где возникли в своей постановке и нашли
отражение в решениях такие задачи, как:

— изучение возможных видов интегралов и методы отыскания интегралов
заданного вида (основы заложены J.Liouville [1, 2]);

— построение общего интеграла посредством известных первых интегра-
лов (основы заложены G. Jacobi [3, 4]);

— теория интегрирующего множителя Эйлера и последнего множителя
Якоби;

— построение общего интеграла на основании известных частных инте-
гралов (основы заложены G. Darboux [5]);

— теория инфинитезимальных преобразований (основы заложены S. Lie
[6 – 10]);

— качественный анализ дифференциальных систем при наличии интегра-
лов или интегрирующих множителей специальных видов (H. Poincare [11],
А.М. Ляпунов [12], I. Bendixson [13], М.В. Долов [14]);

— обратные задачи построения дифференциальных систем посредством
известных интегралов и по интегральным свойствам (Н.П. Еругин [15],
А.С. Галиуллин [16,17]).

Данные задачи и методы, разработанные для их решения, стали или по-
служили источником для создания самостоятельных направлений в теории
дифференциальных уравнений, в частности, — теории интегралов многомер-
ных дифференциальных систем.

Среди исследований систем уравнений в полных дифференциалах на со-
временном этапе развития выделяются общая теория, теория линейных си-
стем, теория устойчивости и аналитическая теория. В Беларуси эти иссле-
дования прежде всего связаны с именами И.В. Гайшуна, Н.А. Изобова,
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Э.И. Грудо и их учеников. В монографиях [18 – 20] отражено не только со-
временное состояние решения задач для многомерных дифференциальных
систем, но и приведён подробный обзор литературы.

Выполненные в диссертации исследования относятся к общей и аналити-
ческой теории интегралов, а также к теории линейных многомерных диффе-
ренциальных систем.
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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы диссеpтации. Изучение свойств интегралов и пос-
ледних множителей систем уравнений в полных дифференциалах является
основополагающим для многих разделов теории дифференциальных уравне-
ний, механики и естествознания. Такими, например, являются изучение ин-
тегралов и интегральных многообразий автономных обыкновенных и много-
мерных дифференциальных систем.

Основы теории интегралов были заложены в работах J. Liouville, J. Jaco-
bi, O. Hesse, G. Darboux, Ф.Г. Миндинга, В. П. Ермакова, В.Г. Имшенецкого,
Н.М. Гюнтера, П.В. Пфейффера, А.Н. Коркина. Дальнейшее развитие она
получила в исследованиях Н.П. Еругина, К.С. Сибирского, А.С. Галиуллина,
М.В. Долова, В.И. Мироненко и др. В настоящее время теория интегралов
развивается благодаря тесным связям с механикой и естествознанием.

В исследованиях В.И. Мироненко для обыкновенных неавтономных диф-
ференциальных систем была решена задача наличия стационарных интегра-
лов. Приложения теории интегралов в качественной теории обыкновенных
дифференциальных систем разрабатываются М.В. Доловым в связи с на-
личием предельных циклов и в окрестности состояний равновесия, а также
А.С. Шубэ для решения задачи различения центра и фокуса.

Исследованию теории R-дифференцируемых решений систем дифферен-
циальных уравнений посвящены работы И.Н. Векуа, Г.Н. Положего, Л. Бер-
са, А. Гельбарта, Т. Карлемана, А.И. Маркушевича, Б.В. Шабата. В Белару-
си она связана прежде всего с исследованиями Э.И. Грудо. Теория R-диф-
ференцируемых функций получает дальнейшее своё развитие благодаря ши-
роким приложениям в математической физике, осесимметрической теории
упругости, теории фильтрации, безмоментной теории оболочек и теории кон-
центрации напряжений при кручении тел вращения.

Таким образом, всякий прогресс в развитии теории интегралов важен не
только как решение чисто математической задачи, но и с точки зрения многих
прикладных проблем. Актуальность и недостаточная разработанность вы-
шеуказанного вопроса и предопределили выбор темы диссертации.

Связь pаботы с кpупными научными пpогpаммами, темами. Дис-
сеpтация выполнена на кафедpе математического анализа Учреждения об-
разования «Гpодненский госудаpственный унивеpситет имени Янки Купа-
лы» в рамках научно-исследовательской темы «Аналитические свойства
нелинейных дифференциальных уравнений» (ГР № 20014844), предусмот-
ренной pеспубликанскими пpогpаммами по математическим структурам и
динамическим системам, в рамках которых ведутся исследования на матема-
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тическом факультете Учреждения образования «Гpодненский госудаpствен-
ный унивеpситет имени Янки Купалы».

Цель и задачи исследования. Цель диссертационной работы состоит
в разработке способов исследования аналитических свойств R-дифферен-
цируемых интегралов и последних множителей систем уравнений в полных
дифференциалах и интегралов автономных линейных обыкновенных и мно-
гомерных дифференциальных систем.

Для этого решаются следующие задачи: о существовании R-дифферен-
цируемых (s1, s2)-неавтономных (n−k1, n−k2)-цилиндричных частных ин-
тегралов, первых интегралов и последних множителей у систем уравнений в
полных дифференциалах; построение базиса первых интегралов вполне раз-
решимой автономной линейной системы в полных дифференциалах; постро-
ение базиса первых интегралов обыкновенной линейной однородной стаци-
онарной дифференциальной системы.

Объект и пpедмет исследования. Объектом исследования являются
системы уравнений в полных дифференциалах и обыкновенные линейные
стационарные дифференциальные системы.

Предметом исследования являются R-дифференцируемые частные инте-
гралы, первые интегралы и последние множители этих систем.

Методология и методы пpоведённого исследования. В диссертации
используются методы общей теории обыкновенных и многомерных диффе-
ренциальных систем: метод частных интегралов построения первых интегра-
лов и последних множителей, спектральный метод, а также, операторные ме-
тоды теории производных Ли.

Hаучная новизна и значимость полученных pезультатов. Все pезуль-
таты данной диссеpтации являются новыми.

Получены необходимые условия и критерии существования R-диффере-
нцируемых (s1, s2)-неавтономных (n − k1, n − k2)-цилиндричных частных
интегралов, первых интегралов и последних множителей систем уравнений в
полных дифференциалах.

Построены R-дифференцируемые первые интегралы вполне разрешимой
автономной R-линейной системы в полных дифференциалах. Найдены пер-
вые интегралы вполне разрешимой вещественной автономной линейной си-
стемы в полных дифференциалах и обыкновенной линейной однородной ста-
ционарной дифференциальной системы.
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Пpактическая значимость полученных pезультатов. Работа имеет
теоретический характер. Её результаты могут быть использованы в общей,
качественной и аналитической теориях дифференциальных уравнений.

С научно-методической точки зрения полученные в диссертации резуль-
таты могут найти применение при чтении спецкурсов по теории дифференци-
альных уравнений.

Основные положения диссеpтации, выносимые на защиту.
1. Необходимые условия и критерии существования R-дифференцируе-

мых (s1, s2)-неавтономных (n− k1, n− k2)-цилиндричных интегралов и по-
следних множителей систем уравнений в полных дифференциалах.

2. Построение базиса R-дифференцируемых первых интегралов вполне
разрешимой автономной R-линейной системы уравнений в полных диффе-
ренциалах.

3. Построение интегрального базиса вещественных многомерных и обык-
новенных автономных линейных дифференциальных систем.

Личный вклад соискателя. В диссеpтации включены только те резуль-
таты, которые получены лично соискателем.

Роль научного руководителя, в соавторстве с которым написаны три ста-
тьи, состояла в постановке задачи, анализе полученных результатов и в сов-
местной разработке методов решения задач.

Апpобация pезультатов диссеpтации. Результаты диссеpтационной pа-
боты докладывались на:

IV Республиканской научной конференции студентов и аспирантов «Но-
вые математические методы и компьютерные технологии в проектировании,
производстве и научных исследованиях» (Гомель, 2001);

Международной математической конференции «Еругинские чтения-IX»

(Витебск, 2003); «Еругинские чтения-X» (Могилёв, 2005);

четвёртой Международной конференции «Tools for mathematical model-
ling» (Санкт-Петербург, 2003);

шестой Казанской Международной летней школе-конференции (Ка-
зань, 2003);

математической конференции «Герценовские чтения – 2004» (Санкт-Пе-
тербург, 2004); «Герценовские чтения – 2005» (Санкт-Петербург, 2005);

IX Белорусской математической конференции (Гродно, 2004);

IV Международной конференции «Идентификация систем и задачи уп-
равления» (Москва, 2005).
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Опубликованность pезультатов. Основные pезультаты диссеpтации
опубликованы в 17 работах, среди которых 8 жуpнальных статей, 3 статьи
в материалах конференций, 6 тезисов докладов. Общее количество стpаниц
опубликованных матеpиалов — 121.

Стpуктуpа и объём диссеpтации. Диссеpтация состоит из введения, об-
щей хаpактеpистики pаботы, основной части, котоpая подpазделяется на три
главы, заключения и списка использованных источников.

Объём диссеpтации — 95 стpаниц; количество использованных источни-
ков — 109.
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ГЛАВА 1

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ И ОСНОВНЫХ МЕТОДОВ ИССЛЕДОВАHИЯ

Исследования J. Liouville [1, 2], первоначально посвящённые проблемам
интегрирования в квадратурах, привели к такой, ставшей классической, по-
становке задачи в теории интегралов, как изучение возможных видов инте-
гралов и методов их нахождения. Работы J. Jacobi [3, 4] послужили отправ-
ным пунктом построения общего интеграла посредством известных первых
его интегралов. Им же был введён [4] метод последнего множителя при по-
строении общего интеграла. Французский математик G. Darboux [5] для ра-
ционального обыкновенного дифференциального уравнения первого поряд-
ка применил метод, суть которого состоит в построении общего интеграла
по известному количеству частных интегралов. Этот метод составил основу
целого направления в теории построения интегралов. В работе [21] М. Ла-
гутинский в развёрнутой форме изложил данный метод для обыкновенных
дифференциальных систем специальных видов, которые в настоящее время
принято называть системами типа Дарбу [22]. Исследования, ставшие фун-
даментом всей теории интегралов, принадлежат Ф. Миндингу [23], А.В. Лет-
никову [24], В.Г. Имшенецкому [25], Г.В. Пфейфферу [26], Н.М. Гюнтеру [27],
А.Н. Коркину [28], В.П. Ермакову [29, 30]

Н.П. Еругиным в работе [15] была решена обратная задача о построении
всего множества обыкновенных дифференциальных систем второго поряд-
ка с заданной интегральной кривой. Развитие и приложения обратных задач
в теории дифференциальных уравнений и механике было дано А.С. Галиу-
ллиным [16, 17]. Целое направление составили задачи, когда наличие того
или иного количества интегральных многообразий оказывает влияние на ре-
шение задач качественной теории обыкновенных дифференциальных систем:
поведение траекторий в целом (А.И. Яблонский [31, 32], Н.А. Лукашевич [33
– 35], Л.А. Черкас [36], В.В. Амелькин [33], П.С. Белевец [37], Л.С. Лаври-
нович [38], В.Ф. Филипцов [39], В.Н. Горбузов [22, 40, 41] и др.); различие
центра и фокуса (К.С. Сибирский [42], Н.И. Вулпе [43], А.С. Шубэ [44], А.П.
Садовский [33] и др.); наличие предельных циклов (Л.А. Черкас [45], М.В.
Долов и его ученики [46 – 53], В.Н. Горбузов [54]). Построение первых инте-
гралов, интегрирующих и последних множителей обыкновенных дифферен-
циальных систем проведено в работах [55 – 58].

Во второй половине девятнадцатого века S. Lie был развит алгебраиче-
ский метод анализа дифференциальных уравнений, основанный на теории
инфинитезимальных преобразований [7, 8]. Это дало возможность не толь-
ко получить основу для классификации дифференциальных уравнений [10],
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но и позволило создать их единую теорию интегрирования. Обзор послед-
них результатов в этих направлениях можно найти, например, в монографии
П. Олвера [59]. Отметим, что данные подходы нашли приложения в матема-
тической физике [60 – 62].

В настоящее время ведутся исследования интегралов и последних мно-
жителей обыкновенных дифференциальных систем [54, 56, 63, 64], систем
уравнений в полных дифференциалах [65 – 70] и линейных однородных си-
стем уравнений в частных производных [71]. На основании этих подходов в
третьей главе диссертации разработан спектральный метод решения задачи
Дарбу о построении первых интегралов автономных линейных дифференци-
альных систем (обыкновенных и многомерных). Отметим, что предложенный
метод является альтернативным к известному методу Якоби построения ба-
зиса первых интегралов для рассматриваемого класса систем [27]. Если ме-
тод Якоби указывает только путь поэтапного построения первых интегралов,
то спектральный метод указывает ещё и виды интегралов.

В статье [72], а затем в монографии [73] В.И. Мироненко была решена
задача нахождения автономных первых интегралов у неавтономных обык-
новенных дифференциальных систем. Она нашла приложение в теории пре-
образований, заданных посредством обыкновенных дифференциальных си-
стем, и в теории устойчивости решений обыкновенных дифференциальных
уравнений. Решение задачи автономности частных интегралов и последних
множителей обыкновенных дифференциальных систем [74] расширило воз-
можности приложения. На этом пути в диссертации решена задача о нали-
чии у системы уравнений в полных дифференциалах R-дифференцируемых
первых интегралов, последних множителей и частных интегралов, которые
зависят от части независимых и зависимых переменных ((s1, s2)-неавтоно-
мные (n−k1, n−k2)-цилиндричные R-дифференцируемые первые интегра-
лы, последние множители и частные интегралы). Были получены признаки
и критерии наличия (s1, s2)-неавтономных (n − k1, n − k2)-цилиндричных
R-дифференцируемых первых интегралов (параграф 2.1), последних множи-
телей (параграф 2.2) и частных интегралов (параграф 2.3), а также, установ-
лены условия их функциональной независимости.

В двадцатом веке развитие теории R-дифференцируемых решений систем
дифференциальных уравнений прежде всего связано с работами И.Н. Векуа
[75], Г.Н. Положего [76], Л. Берса [77], Л. Берса и А. Гельбарта [78], Т. Кар-
лемана [79], А.И. Маркушевича [80], Б.В. Шабата [81]. В настоящее время
данная теория развивается благодаря широким приложениям в математиче-
ской физике, осесимметрической теории упругости, теории фильтрации, без-
моментной теории оболочек и теории концентрации напряжений при круче-
нии тел вращения [75, 76].
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	�
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[82, с. 21]. Функцию l : Cn → C будем называть R-ли-
нейной (соответственно C-линейной), если выполняются условия:

а) l(z ′ + z ′′) = l(z ′ ) + l(z ′′), ∀z ′, z ′′ ∈ Cn;

б) l(λz) = λ l(z), ∀z ∈ Cn, ∀λ ∈ R (соответственно ∀λ ∈ C).
� �������
���������

[82, с. 21]. Любая R-линейная функция l : C
n → C имеет вид

l : z →
n∑

ξ=1

(aξzξ + bξzξ), ∀z ∈ C
n,

где коэффициенты aξ и bξ, ξ = 1, n, из поля C.
� �������
���������

[82, с. 21]. Любая C-линейная функция l : C
n → C имеет вид

l : z →

n∑

ξ=1

aξzξ, ∀z ∈ C
n,

где aξ, ξ = 1, n, — комплексные постоянные.
���������	��
	�
���
�������

[82, с. 22]. Функцию f : U → C, где U — окрестность
точки z ∈ Cn, назовём R-дифференцируемой (соответственно C-диффере-
нцируемой) в точке z, если

f(z + h)− f(z) = l(h) + o(h),

где l — некоторая R-линейная функция (соответственно C-линейная фун-
кция), а o(h)/|h| → 0 при h→ 0.

� �������
���������
(теорема 1 из [82, c. 22]). Для того, чтобы R-дифференциру-

емая в точке z ∈ Cn функция f была C-дифференцируемой в этой точке,
необходимо и достаточно выполнения условий Коши-Римана

∂
zξ
f(z) = 0, ξ = 1, n.

В случае одного комплексного переменного R-дифференцируемая ска-
лярная функция [83, с. 34] w : V → C при выполнении условий Коши-Ри-
мана ∂

z
w(z) = 0, ∀z ∈ V, является голоморфной (C-дифференцируемой)

на области V ⊂ C, а при ∂zw(z) = 0, ∀z ∈ V, — антиголоморфной [83,

c. 42], где ∂z =
1

2

(
∂x − i∂y

)
и ∂

z
=

1

2

(
∂x + i∂y

)
есть операторы дифферен-

цирования по Коши (формальные операторы). Если

[p(x, y)− iq(x, y)]∂
z
Rew(z) + i∂

z
Imw(z) = 0, ∀(x, y) ∈ V,

где p и q — заданные скалярные функции переменных x, y на V, причём
функция p — определённоположительна, то w является (p, q)-аналитичес-
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кой [76] на области V. Если

∂
z
w(z) + A(z)w(z) + B(z)w(z) = C(z), ∀z ∈ V,

где A, B и C — заданные функции комплексного переменного z на обла-
сти V, то w — обобщённая аналитическая функция [75] на V.

Э.И. Грудо в работе [84] для эллиптической системы дифференциальных
уравнений в частных производных с особой точкой в начале координат (ана-
лог уравнения Брио и Буке) было проведено исследование существования и
единственности R-голоморфного решения.

В многомерном случае для вполне разрешимого уравнения в полных
дифференциалах проведена классификация R-особых точек решений [85]
и получены достаточные условия отсутствия подвижных неалгебраических
R-особых точек (аналог теорем Фукса и Пенлеве об отсутствии подвижных
критических особых точек [86]), а для вполне разрешимых системы уравне-
ний в полных дифференциалах с R-голоморфной правой частью [87] и си-
стемы уравнений с частными производними [88] доказано существование и
единственность R-голоморфного решения (аналог теоремы Коши).

В диссертационной работе (глава 2) основываясь на этих подходах реша-
ются вопросы существования у системы уравнений в полных дифференциа-
лах R-дифференцируемых первых интегралов, последних множителей Яко-
би и частных интегралов.

Рассмотрим систему уравнений в полных дифференциалах

dw = X1(z, w)dz +X2(z, w)d z , (1.1)

где w и z — точки пространств C
n и C

m соответственно, векторы dw =
= colon(dw1, . . . , dwn), dz = colon(dz1, . . . , dzm), d z = colon(d z1, . . . , d zm),
zj комплексно сопряжено к zj , а элементами матриц X1(z, w) = ‖Xij(z, w)‖

и X2(z, w) = ‖Xi,m+j(z, w)‖ являются R-дифференцируемые на области
G ⊂ Cm+n, достаточное число раз, скалярные функции векторного аргумен-
та Xil : G→ C, i = 1, n, j = 1,m, l = 1, 2m.

При выполнении условий Фробениуса

∂z
ζ
Xij +

n∑

ξ=1

[
Xξζ ∂w

ξ
Xij +Xξ,m+ζ ∂w

ξ

Xij

]
=

= ∂z
j
Xiζ +

n∑

ξ=1

[
Xξj ∂w

ξ
Xiζ +Xξ,m+j ∂w

ξ

Xiζ

]
,

∂
z

ζ

Xi,m+j +

n∑

ξ=1

[
Xξ,m+ζ ∂w

ξ
Xi,m+j +Xξζ ∂w

ξ

Xi,m+j

]
=
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= ∂
z

j

Xi,m+ζ +
n∑

ξ=1

[
Xξ,m+j ∂w

ξ
Xi,m+ζ +Xξj ∂w

ξ

Xi,m+ζ

]
, (1.2)

∂z
ζ
Xi,m+j +

n∑

ξ=1

[
Xξζ ∂w

ξ
Xi,m+j +Xξ,m+ζ ∂w

ξ

Xi,m+j

]
=

= ∂
z

j

Xiζ +
n∑

ξ=1

[
Xξ,m+j ∂w

ξ
Xiζ +Xξj ∂w

ξ

Xiζ

]
,

∀(z, w) ∈ G, i = 1, n, j = 1,m, ζ = 1,m,

которые являются уточнением условий из [85, 87], система уравнений в пол-
ных дифференциалах (1.1) вполне разрешима [18, с. 21] на области G.

Условия Фробениуса (1.2) посредством линейных дифференциальных
операторов первого порядка

Xj(z, w) = ∂zj
+

n∑

i=1

(
Xij(z, w)∂wi

+X i,m+j(z, w)∂
wi

)
, j = 1,m, (1.3)

Xm+j(z, w) = ∂
zj

+
n∑

i=1

(
Xi,m+j(z, w)∂wi

+X ij(z, w)∂
wi

)
, j = 1,m, (1.4)

индуцированных на области G системой уравнений в полных дифференциа-
лах (1.1), с помощью скобок Пуассона выражаются системой тождеств

[
Xk(z, w),Xl(z, w)

]
= O, ∀(z, w) ∈ G, k = 1, 2m, l = 1, 2m. (1.5)

Для системы (1.1) будем изучать R-дифференцируемые первые интегра-
лы, частные интегралы и последние множители.

Основываясь на понятии первого интеграла [89, с. 337], введём
���������	��
	�
���
� ����� �

R-дифференцируемую на подобласти G ′ области G
функцию F : G ′ → C назовём первым интегралом на области G ′ систе-
мы уравнений в полных дифференциалах (1.1), если производные Ли в силу
системы (1.1) функции F тождественно равны нулю на этой области:

XlF (z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m. (1.6)

Так как при каждом фиксированном индексе j, j = 1,m, линейные диф-
ференциальные операторы (1.4) являются комплексно сопряжёнными к опе-
раторам (1.3), то имеет место следующая закономерность.

�����������	�����������
Если R-дифференцируемая на области G ′ скалярная фун-

кция F : G ′ → C является первым интегралом системы (1.1), то комплексно
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сопряжённая ей R-дифференцируемая функция F : G ′ → C также является
первым интегралом дифференциальной системы (1.1).

Доказательство. Если R-дифференцируемая функция F : G′ → C яв-
ляется первым интегралом системы (1.1), то выполняется система тождеств
(1.6). Отсюда, с учётом того, что

Xj(z, w) = Xm+j(z, w), Xm+j(z, w) = Xj(z, w), ∀(z, w) ∈ G, j = 1,m,

получаем:

XjF (z, w) = Xm+jF (z, w) = Xm+jF (z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′, j = 1,m,

Xm+jF (z, w) = XjF (z, w) = XjF (z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′, j = 1,m.

Следовательно, в соответствии с определением 1.3, R-дифференцируе-
мая функция F : G ′ → C является первым интегралом системы (1.1).

Следуя подходам разработанным в [70], введём понятие R-дифференци-
руемого частного интеграла.

���������	��
	�
���
� ��� � �
R-дифференцируемую на подобласти G ′ области G

функцию f : G ′ → C назовём частным интегралом на области G ′ систе-
мы уравнений в полных дифференциалах (1.1), если производные Ли в силу
системы (1.1) функции f равны

Xlf(z, w) = Φl(z, w), ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m, (1.7)

где функции Φl : G
′ → C, l = 1, 2m, таковы что

Φl(z, w)∣∣f(z,w)=0
= 0, l = 1, 2m. (1.8)

Аналогично свойству 1.1 доказывается
�����������	��������� �

Если R-дифференцируемая на области G ′ скалярная фун-
кция f : G ′ → C является частным интегралом системы (1.1), то комплексно
сопряжённая ей R-дифференцируемая функция f : G ′ → C также будет
частным интегралом дифференциальной системы (1.1).

Основываясь на понятии последнего множителя [89, с. 341], введём
���������	��
	�
���
� ����� �

R-дифференцируемую на подобласти G ′ области G

функцию µ : G ′ → C назовём последним множителем на области G ′ систе-
мы уравнений в полных дифференциалах (1.1), если производные Ли в силу
системы (1.1) функции µ равны

Xlµ(z, w) = − µ(z, w) divXl(z, w), ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m. (1.9)

Как и при доказательстве свойства 1.1 устанавливаем
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Если R-дифференцируемая на области G ′ скалярная фун-
кция µ : G′ → C является последним множителем системы (1.1), то ком-
плексно сопряжённая ей R-дифференцируемая функция µ : G ′ → C также
будет последним множителем дифференциальной системы (1.1).

Сопоставляя определения 1.4 и 1.5, на основании тождеств (1.9) и тож-
деств (1.7) при условиях (1.8) заключаем о такой связи между последним
множителем и частным интегралом системы (1.1).

�����������	��� ��� � �
R-дифференцируемый на области G ′ последний множи-

тель µ : G′ → C системы уравнений в полных дифференциалах (1.1) являет-
ся R-дифференцируемым на G ′ частным интегралом этой системы.

Основываясь на определении 1.3 и определении 1.5, относительно по-
следних множителей и первого интеграла системы уравнений в полных диф-
ференциалах (1.1) устанавливаем следующую закономерность.

�����������	��� ����� �
Пусть R-дифференцируемые на области G ′ функции

µ1 : G ′ → C и µ2 : G ′ → C есть последние множители системы уравне-
ний в полных дифференциалах (1.1). Тогда R-дифференцируемая функция

J : (z, w) →
µ1(z, w)

µ2(z, w)
, ∀(z, w) ∈ G ′

2, G
′
2 ⊂ G ′, (1.10)

является первым интегралом на области G ′
2 системы (1.1), где область G ′

2

из множества {(z, w) : µ2(z, w) 6= 0}.

Действительно, с учётом тождеств (1.9) на случаи последних множителей
µ1 : G ′ → C и µ2 : G ′ → C :

Xl µ1(z, w) = − µ1(z, w) divXl(z, w), ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m,

Xl µ2(z, w) = − µ2(z, w) divXl(z, w), ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m,

производные Ли в силу системы (1.1)

Xl J(z, w) =
µ2(z, w) Xlµ1(z, w)− µ1(z, w) Xlµ2(z, w)

µ2
2(z, w)

=

=
− µ2(z, w)µ1(z, w) divXl(z, w) + µ1(z, w)µ2(z, w) divXl(z, w)

µ2
2(z, w)

= 0,

∀(z, w) ∈ G ′
2, l = 1, 2m,

где область G ′
2 из множества {(z, w) : µ2(z, w) 6= 0}.

В соответствии с определением 1.3 функция (1.10) является R-диффе-
ренцируемым на области G ′

2 первым интегралом системы (1.1).
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Свойство 1.5 будем называть свойством Якоби последних множителей
системы в полных дифференциалах по аналогии с подобным свойством для
обыкновенных дифференциальных систем (см., например [90, с. 269]).

�����������	��� ��� � �
Если R-дифференцируемая функция µ2 : G → C является

последним множителем на области G системы уравнений в полных диффе-
ренциалах (1.1), а функции Fi : G

′ → C, i = 1, k, образуют базис первых
интегралов на области G ′ этой системы, то R-дифференцируемая функция
µ1 : G ′′ → C будет последним множителем на подобласти G ′′ области G ′

системы (1.1) тогда и только тогда, когда она представима в виде

µ1(z, w) = µ2(z, w) Φ(F (z, w)), ∀(z, w) ∈ G ′′, (1.11)

где векторная функция

F : (z, w) → (F1(z, w), . . . , Fk(z, w)), ∀(z, w) ∈ G ′,

а Φ — некоторая непрерывно дифференцируемая на E(F ) функция.

Доказательство. Необходимость. Если µ1 и µ2 — последние множители
системы уравнений в полных дифференциалах (1.1), то по свойству Якоби
последних множителей (свойство 1.5) R-дифференцируемая функция (1.10)
является первым интегралом на подобласти G2 области G этой системы.
Так как функции Fi : G

′ → C, i = 1, k, образуют базис первых интегралов
на области G ′ системы (1.1), то функция J на области G ′′ = G2∩G

′ пред-
ставима в виде

J(z, w) = Φ(F (z, w)), ∀(z, w) ∈ G ′′,

где Φ — некоторая непрерывно дифференцируемая на E(F ) функция.
Достаточность устанавливаем непосредственным вычислением, показав,

что для R-дифференцируемой функции µ1 : G ′′ → C, заданной формулой
(1.11), с учётом тождеств (1.9) для последнего множителя µ2 : G → C и
тождеств (1.6) для первых интегралов Fi : G

′ → C, i = 1, k, выполняют-
ся на области G ′′ тождества

Xl µ1(z, w) = Xl

[
µ2(z, w) Φ(F (z, w))

]
=

= Φ(F (z, w)) Xl µ2(z, w) + µ2(z, w)
k∑

s=1

∂
Fs

Φ(F )
|F=F (z,w)

Xl Fs(z, w) =

= − µ2(z, w) Φ(F (z, w)) divXl(z, w) = − µ1(z, w) div Xl(z, w), l = 1, 2m,

соответствующие (1.9) на случай µ : (z, w) → µ1(z, w), ∀(z, w) ∈ G ′′.
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Известно [27, с. 123 – 129], что вполне разрешимая система уравнений
в полных дифференциалах имеет базис первых интегралов размерности n.
Поэтому на основании свойства 1.6 получаем

� 
	��� ���	� �
���������
Если R-дифференцируемая функция µ2 : G→ C является

последним множетелем на области G вполне разрешимой R-голоморфной
системы (1.1), то R-дифференцируемая функция µ1 : G ′′ → C будет послед-
ним множетелем на подобласти G ′′ области G ′ этой системы тогда и только
тогда, когда она представима в виде

µ1(z, w) = µ2(z, w) Φ(F1(z, w), . . . , Fn(z, w)), ∀(z, w) ∈ G ′′,

где R-дифференцируемые функции Fi : G
′ → C, i = 1, n, суть функцио-

нально независимые первые интегралы на области G ′ вполне разрешимой
системы (1.1), а Φ — некоторая R-голоморфная функция.

В разделе 3.1 рассматривается R-линейная однородная автономная
система уравнений в полных дифференциалах

dw = X1(w)dz +X2(w)d z , (1.12)

где w = colon(w1, . . . , wn) и z = colon(z1, . . . , zm) — точки пространств
Cn и Cm, векторы dw = colon(dw1, . . . , dwn), dz = colon(dz1, . . . , dzm) и
d z = colon(d z1, . . . , d zm), zj комплексно сопряжено к zj, элементами мат-
риц X1(w) = ‖Xij(w)‖ и X2(w) = ‖Xi,m+j(w)‖, i = 1, n, j = 1,m, являют-
ся R-линейные функции

X
ik

: w →
n∑

ξ=1

(
a

ikξ
w

ξ
+ a

ik,n+ξ
w

ξ

)
, ∀w ∈ C

n, k = 1, 2m, i = 1, n,

с коэффициентами a
ik%

∈ C, % = 1, 2n, k = 1, 2m, i = 1, n. Система (1.12)
индуцирует автономные линейные дифференциальные операторы

xj(w) =

n∑

ξ=1

(
Xξj(w)∂wξ

+Xξ,m+j(w)∂
wξ

)
, ∀w ∈ C

n, j = 1,m, (1.13)

и

xm+j(w) =
n∑

ξ=1

(
Xξ,m+j(w)∂wξ

+Xξj(w)∂
wξ

)
, ∀w ∈ C

n, j = 1,m, (1.14)

которые не являются линейно связанными [91, c. 113 – 114] на пространстве
C

n. При этом по необходимости m < n.
Условия Фробениуса полной разрешимости (1.5) для системы (1.12) по-

средством операторов (1.13) и (1.14) примут вид
[
xk(w), xl(w)

]
= O, ∀w ∈ C

n, k = 1, 2m, l = 1, 2m. (1.15)
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Интегральный базис вполне разрешимой системы (1.12) на области из
Cm+n состоит из n первых интегралов, которые являются R-дифференци-
руемыми функциями. Кроме того, у вполне разрешимой система (1.12) всегда
можно выделить n−m автономных R-дифференцируемых первых интегра-
лов, функционально независимых на области из пространства Cn (доказы-
вается как в [27, c. 70, 128]).

Для вполне разрешимой R-линейной автономной системы уравнений в
полных дифференциалах (1.12) в разделе 3.1 разработан спектральный ме-
тод построения R-дифференцируемых первых интегралов.

В разделе 3.2 рассматривается вещественная линейная однородная авто-
номная система уравнений в полных дифференциалах

dx = A(x)dt, (1.16)

где x = (x1, . . . , xn) и t = (t1, . . . , tm) — точки пространств Rn и Rm,

векторы-столбцы dx = colon(dx1, . . . , dxn) и dt = colon(dt1, . . . , dtm), эле-

ментами матрицы A(x) =
∥∥a

ij
(x)

∥∥ (n строк, m столбцов) являются линей-

ные однородные функции

a
ij

: x→
n∑

ξ=1

a
ijξ
x

ξ
, ∀x ∈ R

n,

с коэффициентами a
ijξ

∈ R, ξ = 1, n, j = 1,m, i = 1, n. Система (1.16)
индуцирует автономные линейные дифференциальные операторы

pj(x) =

n∑

i=1

a
ij
(x)∂x

i
, ∀x ∈ R

n, j = 1,m,

которые не являются линейно связанными на арифметическом пространстве
Rn. При этом по необходимости m < n.

Условия Фробениуса [18, с. 20 – 26; 89, с. 491 – 493, 527 – 530]

[pj(x), pζ(x)] = 0, ∀x ∈ Rn, j = 1,m, ζ = 1,m,

полной разрешимости системы (1.16) равносильны перестановочности мат-
риц [19, с. 24; 20, с. 73]:

AjAζ = AζAj, j = 1,m, ζ = 1,m,

где квадратные матрицы n-го порядка Aj =
∥∥a

ξji

∥∥, j = 1,m.
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Для вполне разрешимой системы уравнений в полных дифференциалах
(1.16) в разделе 3.2 разработан спектральный метод построения автономного
и неавтономного базисов первых интегралов.

В разделе 3.3 рассматривается обыкновенная линейная однородная ста-
ционарная дифференциальная система

dx = Axdt, (1.17)

где x = colon(x1, . . . , xn), а у квадратной матрицы A =
∥∥aij

∥∥ порядка n

элементами являются числа из поля R.

Для системы (1.17) в разделе 3.3 предложен спектральный метод постро-
ения автономного и неавтономного базисов первых интегралов.
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ГЛАВА 2

АВТОНОМНОСТЬ И ЦИЛИНДРИЧНОСТЬ

R-ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ

ИНТЕГРАЛОВ И ПОСЛЕДНИХ МНОЖИТЕЛЕЙ

СИСТЕМ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

2.1. R-дифференцируемые (s1, s2)-неавтономные

(n− k1, n− k2)-цилиндричные первые интегралы

���������	��
	�
���
� � �����
Первый интеграл F : G ′ → C системы (1.1), R-диффе-

ренцируемый на области G ′, назовём (s1, s2)-неавтономным, если функция
∗

F, полученная из F посредством соответствия

zj → xj, zj → yj, j = 1,m, wi → ui, wi → vi, i = 1, n, (2.1)

зависит от u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) и только от s1, 0 6 s1 6 m,

переменных x1, . . . , xm и s2, 0 6 s2 6 m, переменных y1, . . . , ym. При

s1 = 0, s2 = 0 первый интеграл F : w → F (w), ∀w ∈ Ω ′, где область
Ω ′ ⊂ C

n, будем называть автономным.

Иначе говоря, первый интеграл F системы уравнений в полных диффе-
ренциалах (1.1), антиголоморфный по m−s1 и голоморфный по m−s2 неза-
висимым переменным, является (s1, s2)-неавтономным.

���������	��
	�
���
� � ��� �
Первый интеграл F : G ′ → C системы (1.1), R-диффе-

ренцируемый на области G ′, назовём (n − k1, n − k2)-цилиндричным, если

функция
∗

F, полученная из F посредством соответствия (2.1), зависит от

x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) и только от k1, 0 6 k1 6 n, переменных

u1, . . . , un и k2, 0 6 k2 6 n, переменных v1, . . . , vn.

Иначе говоря, первый интеграл F системы уравнений в полных диффе-
ренциалах (1.1), антиголоморфный по n − k1 и голоморфный по n − k2 за-
висимым переменным, является (n− k1, n− k2)-цилиндричным.

Пусть система (1.1) имеет (s1, s2)-неавтономный (n− k1, n− k2)-цилин-
дричный R-дифференцируемый на области G ′ первый интеграл

F : (z, w) → F (sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′, (2.2)

где для удобства записи принято сокращение s=(s1, s2), k=(n−k1, n−k2).Не
умаляя общности, будем считать, что функция F является антиголоморфной
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по независимым zs1+1, . . . , zm и зависимым wk1+1, . . . , wn переменным и го-

ломорфной по независимым z
js2+1

, . . . , z
jm
, jβ ∈ {1, . . . ,m}, β = s2 + 1,m,

и зависимым w
ζk2+1

, . . . , w
ζn
, ζδ ∈ {1, . . . , n}, δ = k2 + 1, n, переменным.

Тогда, согласно определению 1.3, выполняется система тождеств

XlskF (sz, kw) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m, (2.3)

где линейные дифференциальные операторы первого порядка

Xθsk(z, w) = ∂zθ
+

k1∑

ξ=1

Xξθ(z, w)∂wξ
+

k2∑

τ=1

Xζτ ,m+θ(z, w)∂
wζτ
,

Xηsk(z, w) =

k1∑

ξ=1

Xξη(z, w)∂wξ
+

k2∑

τ=1

Xζτ ,m+η(z, w)∂
wζτ
,

Xm+jg ,sk(z, w) = ∂
zjg

+

k1∑

ξ=1

Xξ,m+jg
(z, w)∂wξ

+

k2∑

τ=1

Xζτjg
(z, w)∂

wζτ
,

Xm+jν ,sk(z, w) =

k1∑

ξ=1

Xξ,m+jν
(z, w)∂wξ

+

k2∑

τ=1

Xζτ jν
(z, w)∂

wζτ
, ∀(z, w) ∈ G,

θ = 1, s1, η = s1 + 1,m, g = 1, s2, ν = s2 + 1,m,

индексы ζτ ∈{1, . . . , n}, τ = 1, k2, jg ∈{1, . . . ,m}, g = 1, s2, jν ∈ {1, . . . ,m},

ν = s2 + 1,m (при этом, если множество Jg = {jg : g = 1, s2 }, а множество

Jν = {jν : ν = s2 + 1,m }, то Jg ∩ Jν = Ø, а CardJg ∪ Jν = m).

Пусть выполняются тождества (2.3). Тогда в каждой из совокупностей
{
1, X1θ(z, w), . . . , Xk1θ(z, w), Xζ1,m+θ(z, w), . . . , Xζ

k2
,m+θ(z, w)

}
,

{
X1η(z, w), . . . , Xk1η(z, w), Xζ1,m+η(z, w), . . . , Xζ

k2
,m+η(z, w)

}
,

(2.4){
1, X1,m+jg

(z, w), . . . , Xk1,m+jg
(z, w), Xζ1jg

(z, w), . . . , Xζ
k2

, jg
(z, w)

}
,

{
X1,m+jν

(z, w), . . . , Xk1,m+jν
(z, w), Xζ1jν

(z, w), . . . , Xζ
k2

, jν
(z, w)

}
,

θ = 1, s1, η = s1 + 1,m, g = 1, s2, ν = s2 + 1,m,

функции: при всяких фиксированных значениях переменных zj , j = 1,m,
j 6= α, и w являются линейно связанными с помощью антиголоморфных
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функций по переменной zα на области G; при фиксированных значениях

переменных zj, j = 1,m, j 6= jβ, и w линейно связаны с помощью голо-
морфных функций по переменной zjβ

на области G; при фиксированных

значениях переменных z и wi, i = 1, n, i 6= γ линейно связаны с помощью
антиголоморфных функций по переменной wγ на области G; при фикси-

рованных значениях переменных z и wi, i = 1, n, i 6= ζδ линейно связаны
с помощью голоморфных функций по переменной wζδ

на области G. Это

имеет место при каждом фиксированном α = s1 + 1,m, jβ, β = s2 + 1,m,

γ = k1 + 1, n, ζδ, δ = k2 + 1, n. Поэтому вронскианы по zα, α = s1 + 1,m,

по zjβ
, β = s2 + 1,m, по wγ, γ = k1 + 1, n, и по wζδ

, δ = k2 + 1, n, каждой
из совокупностей (2.4) тождественно равны нулю на области G, то есть, вы-
полняется система тождеств

Wzα

(
1, λXθ(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, θ = 1, s1, α = s1 + 1,m ,

Wzα

(
λXη(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, η = s1 + 1,m, α = s1 + 1,m ,

Wzα

(
1, λXm+jg(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, g = 1, s2, α = s1 + 1,m ,

Wzα

(
λXm+jν(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, ν = s2 + 1,m, α = s1 + 1,m ,

W
zjβ

(
1, λXθ(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, θ = 1, s1, β = s2 + 1,m ,

W
zjβ

(
λXη(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, η = s1 + 1,m, β = s2 + 1,m ,

W
zjβ

(
1, λXm+jg(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, g = 1, s2, β = s2 + 1,m ,

W
zjβ

(
λXm+jν(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, ν = s2 + 1,m, β = s2 + 1,m ,

(2.5)
Wwγ

(
1, λXθ(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, θ = 1, s1, γ = k1 + 1, n ,

Wwγ

(
λXη(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, η = s1 + 1,m, γ = k1 + 1, n ,

Wwγ

(
1, λXm+jg(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, g = 1, s2, γ = k1 + 1, n ,

Wwγ

(
λXm+jν(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, ν = s2 + 1,m, γ = k1 + 1, n ,

W
wζδ

(
1, λXθ(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, θ = 1, s1, δ = k2 + 1, n ,

W
wζδ

(
λXη(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, η = s1 + 1,m, δ = k2 + 1, n ,

W
wζδ

(
1, λXm+jg(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, g = 1, s2, δ = k2 + 1, n ,
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W
wζδ

(
λXm+jν(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, ν = s2 + 1,m, δ = k2 + 1, n ,

где число λ = k1 + k2, вектор-функции

λXj : (z, w) →
(
X1j(z, w), . . . , Xk1j(z, w), Xζ1,m+j(z, w), . . . , X

ζk2
, m+j

(z, w)
)
,

λXm+j : (z, w)→
(
X1,m+j(z, w), . . ., Xk1,m+j(z, w), Xζ1j(z, w), . . ., X

ζk2 j
(z, w)

)
,

∀(z, w) ∈ G, j = 1,m,

а Wzα
, W

zjβ

, Wwγ
и W

wζδ

— вронскианы по переменным zα, zjβ
, wγ и wζδ

соответственно.
Отсюда получаем следующий необходимый признак существования

(s1, s2)-неавтономного (n − k1, n − k2)-цилиндричного R-дифференцируе-
мого на области G ′ первого интеграла у системы (1.1).

� �������
��� � ���
. Для того, чтобы система (1.1) имела (s1, s2)-неавтономный

(n−k1, n−k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области G ′ первый
интеграл (2.2), необходимо выполнение системы тождеств (2.5).

� 
	��� ���	� �
��� ���
. Система тождеств (2.5) при s2 = 0 является необходимым

условием наличия у системы (1.1) голоморфного на области G ′ по незави-
симым переменным (s1, 0)-неавтономного (n − k1, n − k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ первого интеграла (2.2).

� 
	��� ���	� �
��� ���
. Система тождеств (2.5) при s1 = 0 является необходимым

условием наличия у системы (1.1) антиголоморфного на области G ′ по неза-
висимым переменным (0, s2)-неавтономного (n− k1, n− k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ первого интеграла (2.2).

� 
	��� ���	� �
� � ���
. Система тождеств (2.5) при k2 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) голоморфного на области G ′ по
зависимым переменным (s1, s2)-неавтономного (n − k1, n)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ первого интеграла (2.2).

� 
	��� ���	� �
� � � �
. Система тождеств (2.5) при k1 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) антиголоморфного на области G ′ по
зависимым переменным (s1, s2)-неавтономного (n, n − k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ первого интеграла (2.2).

� 
	��� ���	� �
��� ���
. Система тождеств (2.5) при s2 = 0, k2 = 0 является необ-

ходимым условием наличия (s1, 0)-неавтономного (n−k1, n)-цилиндричного
голоморфного на области G ′ первого интеграла (2.2) у системы (1.1).

� 
	��� ���	� �
��� � �
. Система тождеств (2.5) при s1 = 0, k1 = 0 является необ-

ходимым условием наличия (0, s2)-неавтономного (n, n−k2)-цилиндричного
антиголоморфного на области G ′ первого интеграла (2.2) у системы (1.1).
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. Для того, чтобы система уравнений в полных дифференци-
алах (1.1) имела автономный (n − k1, n − k2)-цилиндричный R-дифферен-
цируемый на области Ω ′ из пространства Cn первый интеграл

F : w → F (kw), ∀w ∈ Ω ′, Ω ′ ⊂ C
n, (2.6)

необходимо выполнение системы тождеств

Wzj

(
λX l(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, l = 1, 2m, j = 1,m ,

W
zj

(
λX l(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, l = 1, 2m, j = 1,m ,

(2.7)
Wwγ

(
λX l(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, l = 1, 2m, γ = k1 + 1, n ,

W
wζδ

(
λX l(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, l = 1, 2m, δ = k2 + 1, n .

� 
	��� ���	� �
� � ���
. Система тождеств (2.7) при k2 = 0 является необходимым

условием наличия у системы (1.1) автономного (n − k1, n)-цилиндричного
голоморфного на области Ω ′ первого интеграла (2.6).

� 
	��� ���	� �
� � ���
. Система тождеств (2.7) при k1 = 0 является необходимым

условием наличия у системы (1.1) автономного (n, n − k2)-цилиндричного
антиголоморфного на области Ω ′ первого интеграла (2.6).

Из свойства 1.1 и понятия (s1, s2)-неавтономного (n − k1, n − k2)-цили-
ндричного R-дифференцируемого первого интеграла вытекает

�����������	����� ���
. Если у системы уравнений в полных дифференциалах (1.1)

существует (s1, s2)-неавтономный (n−k1, n−k2)-цилиндричный R-диффе-
ренцируемый на области G ′ первый интеграл (2.2), то тогда она также имеет
(s2, s1)-неавтономный (n−k2, n−k1)-цилиндричный R-дифференцируемый

на G ′ первый интеграл F : (z, w) → F (sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′.

Система (2.5), сопряжённая к системе (2.5), является необходимым
условием существования (s2, s1)-неавтономного (n− k2, n− k1)-цилиндри-
чного R-дифференцируемого первого интеграла у системы в полных диффе-
ренциалах (1.1). Из равносильности систем (2.5) и (2.5) следует

� 
	��� ���	� �
� � �����
. Необходимым условием наличия (s2, s1)-неавтономного

(n − k2, n − k1)-цилиндричного R-дифференцируемого на области G ′ пер-

вого интеграла F : (z, w) → F ((s2,s1)z, (k2,k1)w), ∀(z, w) ∈ G ′, у системы (1.1)
является выполнение системы тождеств (2.5).

Пусть R-дифференцируемые на области G, достаточное число раз,
функции Xil : G → C, i = 1, n, l = 1, 2m, удовлетворяют условиям (2.4).
Составим функциональную систему
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ψθs1
+ λϕ

[
λXθ(z, w)

]T
= 0, θ = 1, s1,

λϕ
[
∂p

zα

λXθ(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ, α = s1 + 1,m, θ = 1, s1 ,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXθ(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ, β = s2 + 1,m, θ = 1, s1 ,

λϕ
[
∂p

wγ

λXθ(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ, γ = k1 + 1, n, θ = 1, s1,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXθ(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ, δ = k2 + 1, n, θ = 1, s1,

λϕ
[
λXη(z, w)

]T
= 0, η = s1 + 1,m,

λϕ
[
∂p

zα

λXη(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ− 1, α = s1 + 1,m, η = s1 + 1,m,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXη(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ− 1, β = s2 + 1,m, η = s1 + 1,m,

λϕ
[
∂p

wγ

λXη(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ− 1, γ = k1 + 1, n, η = s1 + 1,m,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXη(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ− 1, δ = k2 + 1, n, η = s1 + 1,m,

(2.8)
ψgs2

+ λϕ
[
λXm+jg(z, w)

]T
= 0, g = 1, s2,

λϕ
[
∂p

zα

λXm+jg(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ, α = s1 + 1,m, g = 1, s2,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXm+jg(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ, β = s2 + 1,m, g = 1, s2,

λϕ
[
∂p

wγ

λXm+jg(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ, γ = k1 + 1, n, g = 1, s2,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXm+jg(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ, δ = k2 + 1, n, g = 1, s2,

λϕ
[
λXm+jν(z, w)

]T
= 0, ν = s2 + 1,m,

λϕ
[
∂p

zα

λXm+jν(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ− 1, α = s1 + 1,m, ν = s2 + 1,m,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXm+jν(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ− 1, β = s2 + 1,m, ν = s2 + 1,m,

λϕ
[
∂p

wγ

λXm+jν(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ− 1, γ = k1 + 1, n, ν = s2 + 1,m,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXm+jν(z, w)
]T

= 0, p = 1, λ− 1, δ = k2 + 1, n, ν = s2 + 1,m,

где T — знак транспонирования, R-дифференцируемые на G функции
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ψθs1
: (z, w) → ψθs1

(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G, θ = 1, s1,

ψgs2
: (z, w) → ψgs2

(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G, g = 1, s2,

являются координатами векторных функций s1ψ и s2ψ соответственно, век-
торная функция

λϕ : (z, w) → (k1ϕ(z, w), k2ϕ(z, w)), ∀(z, w) ∈ G,

имеет координатные функции

k1ϕ : (z, w) → (ϕ1k1
(sz, kw), . . . , ϕk1k1

(sz, kw)), ∀(z, w) ∈ G,

k2ϕ : (z, w) → (ϕ1k2
(sz, kw), . . . , ϕk2k2

(sz, kw)), ∀(z, w) ∈ G.

Введём в рассмотрение уравнение Пфаффа

s1ψ(sz, kw)ds1z + s2ψ(sz, kw)d s2z + k1ϕ(sz, kw)dk1w + k2ϕ(sz, kw)d k2w = 0, (2.9)

где векторы ds1z = colon(dz1, . . . , dzs1
), d s2z = colon

(
d z

j1
, . . . , d z

js2

)
,

dk1w = colon(dw1, . . . , dwk1
), d k2w = colon

(
dw

ζ1
, . . . , d w

ζk2

)
и докажем сле-

дующий критерий существования (s1, s2)-неавтономного (n−k1, n−k2)-ци-
линдричного R-дифференцируемого первого интеграла у системы (1.1).

� �������
��� � ���
. Для того, чтобы система (1.1) имела (s1, s2)-неавтономный

(n−k1, n−k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области G ′ первый
интеграл (2.2), необходимо и достаточно существования векторов-функций
s1ψ, s2ψ и λϕ, удовлетворяющих функциональной системе (2.8), таких, что
функция (2.2) является общим R-дифференцируемым интегралом уравне-

ния Пфаффа (2.9) на области Gr, r =
∗
s+

∗

k, являющейся естественной про-

екцией области G ′ на координатное подпространство O
∗

sz
∗

kw, где
∗
s и

∗

k есть
соответственно число независимых и зависимых переменных, от которых за-
висит функция (2.2).

Доказательство. Необходимость. Пусть у системы в полных дифференци-
алах (1.1) существует (s1, s2)-неавтономный (n− k1, n− k2)-цилиндричный
R-дифференцируемый на области G ′ первый интеграл (2.2). Тогда выпол-
няются тождества (2.3):

∂zθ
F (sz, kw) +

k1∑

ξ=1

Xξθ(z, w)∂wξ
F (sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ ,m+θ(z, w)∂
wζτ
F (sz, kw) = 0,

∂
zjg
F (sz, kw) +

k1∑

ξ=1

Xξ,m+jg
(z, w)∂wξ

F (sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ jg
(z, w)∂

wζτ
F (sz, kw)=0,
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k1∑

ξ=1

Xξη(z, w)∂wξ
F (sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ ,m+η(z, w)∂
wζτ
F (sz, kw) = 0,

k1∑

ξ=1

Xξ,m+jν
(z, w)∂wξ

F (sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ jν
(z, w)∂

wζτ
F (sz, kw) = 0,

∀(z, w) ∈ G′, θ = 1, s1, g = 1, s2, η = s1 + 1,m, ν = s2 + 1,m .

Дифференцируя первые s1 + s2 тождеств λ раз по zs1+1, . . . , zm, по
z

js2+1
, . . . , zjm

, по wk1+1, . . . , wn, по w
ζk2+1

, . . . , wζn
, а остальные 2m−s1−s2

тождеств дифференцируя λ − 1 раз по zs1+1, . . . , zm, по z
js2+1

, . . . , zjm
, по

wk1+1, . . . , wn и по w
ζk2+1

, . . . , wζn
, убеждаемся, что продолжения на область

G ′ вектор-функций

s1ψ : (sz, kw) → ∂s1z
F (sz, kw), s2ψ : (sz, kw) → ∂

s2z
F (sz, kw), ∀(sz, kw) ∈ Gr,

k1ϕ : (sz, kw) → ∂
k1w
F (sz, kw), k2ϕ : (sz, kw) → ∂

k2w
F (sz, kw), ∀(sz, kw) ∈ Gr,

является решением системы (2.8), где операторы ∂s1z
= (∂z1

, . . . , ∂zs1
), ∂

s2z
=

=
(
∂

zj1
, . . . , ∂

zjs2

)
, ∂

k1w
= (∂w1

, . . . , ∂wk1
), ∂

k2w
=

(
∂

wζ1
, . . . , ∂

wζk2

)
.

Отсюда также следует, что функция (2.2) является общим интегралом на
области Gr уравнения Пфаффа (2.9).

Достаточность. Пусть векторы-функции

s1ψ : (z, w) → s1ψ(sz, kw), s2ψ : (z, w) → s2ψ(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′,

k1ϕ : (z, w) → k1ϕ(sz, kw), k2ϕ : (z, w) → k2ϕ(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′,

являются решением системы (2.8), а уравнение Пфаффа (2.9), составленное
на его основании, имеет R-дифференцируемый на области Gr общий инте-
грал (2.2). Тогда на области Gr выполняется система тождеств

∂s1z
F (sz, kw)− s1ψ(sz, kw) = 0, ∂

s2z
F (sz, kw)− s2ψ(sz, kw) = 0,

(2.10)
∂

k1w
F (sz, kw)− k1ϕ(sz, kw) = 0, ∂

k2w
F (sz, kw)− k2ϕ(sz, kw) = 0.

Учитывая, что функции s1ψ, s2ψ, k1ϕ и k2ϕ являются решением функци-
ональной системы (2.8), получаем систему тождеств (2.3), и следовательно,
R-дифференцируемая на области G ′ функция (2.2) является (s1, s2)-неав-
тономным (n−k1, n−k2)-цилиндричным первым интегралом системы урав-
нений в полных дифференциалах (1.1).
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Предложенный в теореме 2.2 метод нахождения (s1, s2)-неавтономных
(n − k1, n − k2)-цилиндричных R-дифференцируемых на области G ′ пер-
вых интегралов системы (1.1) может быть использован для построения
некоторого количества функционально независимых (s1, s2)-неавтономных
(n− k1, n− k2)-цилиндричных первых интегралов системы (1.1).

� �������
��� � ���
. Пусть система (2.8) имеет q не являющихся линейно связан-

ными на области G ′ решений

s1ψε : (z, w) → s1ψε(sz, kw), s2ψε : (z, w) → s2ψε(sz, kw),
(2.11)

λϕε : (z, w) → λϕε(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′, ε = 1, q,

а построенные на их основании уравнения Пфаффа

s1ψε(sz, kw) ds1z + s2ψε(sz, kw) d s2z +
(2.12)

+ k1ϕε(sz, kw) dk1w + k2ϕε(sz, kw) d k2w = 0, ε = 1, q,

имеют соответственно общие R-дифференцируемые первые интегралы

Fε : (sz, kw) → Fε(
sz, kw), ∀(sz, kw) ∈ Gr, ε = 1, q, (2.13)

на области Gr, являющейся естественной проекцией области G ′ на коор-

динатное подпространство O
∗

sz
∗

kw, где
∗
s и

∗

k — соответственно число неза-
висимых и зависимых переменных, от которых зависят функции (2.13). Тогда
эти общие интегралы функционально независимы на области Gr.

Доказательство. В силу тождеств (2.10) на области Gr получаем, что

∂s1z
Fε(

sz, kw) = s1ψε(sz, kw), ∂
s2z
Fε(

sz, kw) = s2ψε(sz, kw),

∂
k1w
Fε(

sz, kw) = k1ϕε(sz, kw), ∂
k2w

Fε(
sz, kw) = k2ϕε(sz, kw), ε = 1, q.

Поэтому матрица Якоби

J(Fε(
sz, kw); sz, kw) =

∥∥s1Ψ(sz, kw) s2Ψ(sz, kw) k1Φ(sz, kw) k2Φ(sz, kw)
∥∥,

где блочная матрица
∥∥s1Ψ s2Ψ k1Φ k2Φ

∥∥ составлена из (q × s1)-матрицы

s1Ψ(sz, kw) =
∥∥ψεθs1

(sz, kw)
∥∥, (q × s2)-матрицы s2Ψ(sz, kw) =

∥∥ψεgs2
(sz, kw)

∥∥,

(q×k1)-матрицы k1Φ(sz, kw) =
∥∥ϕεξk1

(sz, kw)
∥∥ и (q×k2)-матрицы k2Φ(sz, kw) =

=
∥∥ϕετk2

(sz, kw)
∥∥.

Ввиду линейной несвязанности векторов-функций (2.11) на области Gr

ранг матрицы Якоби rankJ(Fε(
sz, kw); sz, kw) = q для всех (sz, kw) из области

Gr, за исключением, быть может, множества r-мерной меры нуль.



29

Следовательно, общие интегралы (2.13) уравнений Пфаффа (2.12) явля-
ются функционально независимыми на области Gr.

� ��� � �
� � �����
Система уравнений в полных дифференциалах

dw1 =
2

z
w2 dz −

( 1

z
w1 + 2w2

2 + 2z w2w1

)
d z ,

dw2 = − dz + z (w2 + z w1) d z

(2.14)

такова, что вронскианы по z, w1 и w2 совокупностей
{

1, −
1

z
w1 − 2w 2

2 − 2 z w1w2, z( z w1 + w2)
}

и
{ 2w2

z
, − 1

}

равны нулю на области G из множества V = {(z, w) : z 6= 0}.
Следовательно, выполняются необходимые условия для существования

у системы уравнений в полных дифференциалах (2.14) (1,0)-неавтономного
(2,0)-цилиндричного (голоморфного по независимой переменной и антиго-
ломорфного по зависимым переменным) первого интеграла (теорема 2.1).

Составим функциональную систему (2.8)

ψ1 −
( 1

z
w1 + 2w 2

2 + 2 z w1w2

)
ϕ1 + z( z w1 + w2)ϕ2 = 0,

− ∂p
z

( 1

z
w1 + 2w 2

2 + 2 z w1w2

)
ϕ1 + ∂p

z

[
z( z w1 + w2)

]
ϕ2 = 0,

− ∂p
wγ

( 1

z
w1 + 2w 2

2 + 2 z w1w2

)
ϕ1 + ∂p

wγ

[
z( z w1 + w2)

]
ϕ2 = 0,

∂q

z

( 2

z
w2

)
ϕ1 + ∂p

z
(− 1)ϕ2 = 0, ∂q

wγ

( 2

z
w2

)
ϕ1 + ∂p

wγ
(− 1)ϕ2 = 0,

∀(z, w) ∈ G, p = 1, 2, q = 0, 1, γ = 1, γ = 2,

или

ψ1 −
( 1

z
w1 + 2w 2

2 + 2 z w1w2

)
ϕ1 + z(w2 + z w1)ϕ2 = 0,

− 2w1w2 ϕ1 + zw1 ϕ2 = 0, − 2 z w2ϕ1 + z z ϕ2 = 0,
2

z
w2ϕ1 − ϕ2 = 0,

которая имеет решение

ψ1 : (z, w) → w1, ϕ1 : (z, w) → z, ϕ2 : (z, w) → 2w2, ∀(z, w) ∈ G.

Построенное на основании этого решения уравнение Пфаффа

w1 dz + z dw1 + 2w2 dw2 = 0
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имеет общий интеграл F̃ : (z, w) → z w1 + w 2
2, ∀(z, w) ∈ C3.

Следовательно, система (2.14) имеет R-дифференцируемый на области
G (1,0)-неавтономный (2,0)-цилиндричный первый интеграл

F : (z, w) → z w1 + w 2
2, ∀(z, w) ∈ G. (2.15)

Скобки Пуассона линейных дифференциальных операторов первого по-
рядка индуцированных системой (2.14)

X1(z, w) = ∂z+
2

z
w2 ∂w1

−∂w2
−

( 1

z
w1+2w 2

2+2 z w1w2

)
∂

w1
+z( z w1+w2)∂w2

и

X2(z, w) = ∂
z
−

( 1

z
w1+2w2

2+2z w2w1

)
∂w1

+z (w2+z w1)∂w2
+

2

z
w2 ∂w1

−∂
w2

равны
[
X1(z, w),X2(z, w)

]
=

(
1 + 2z w2( z w1 + w2 )

)(
2w2 ∂w1 − z ∂w2

)
−

−
(
1 + 2 z w2(w2 + z w1)

)(
2w2 ∂w1

− z ∂
w2

)
, ∀(z, w) ∈ G.

Значит, система (2.14) не является вполне разрешимой ни на какой обла-
сти G из множества V пространства C3. Поэтому её интегральный базис
состоит не более, чем из одного первого интеграла.

Стало быть, R-дифференцируемый первый интеграл (2.15) образует ин-
тегральный базис системы уравнений в полных дифференциалах (2.14) на
любой области G из множества V пространства C

3.

2.2. R-дифференцируемые (s1, s2)-неавтономные

(n− k1, n− k2)-цилиндричные последние множители

���������	��
	�
���
� � ��� �
R-дифференцируемый на области G ′ последний мно-

житель µ : G ′ → C системы (1.1) назовём (s1, s2)-неавтономным, если

функция
∗
µ, полученная из µ посредством соответствия (2.1) зависит от

u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) и только от s1, 0 6 s1 6 m, переменных

x1, . . . , xm и s2, 0 6 s2 6 m, переменных y1, . . . , ym. При s1 = 0, s2 = 0

последний множитель µ : w → µ(w), ∀w ∈ Ω ′, где область Ω ′ ⊂ Cn, будем
называть автономным.

Иначе говоря, последний множитель µ системы уравнений в полных диф-
ференциалах (1.1), антиголоморфный по m − s1 и голоморфный по m − s2

независимым переменным, является (s1, s2)-неавтономным.
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R-дифференцируемый на области G ′ последний мно-
житель µ : G ′ → C системы (1.1) назовём (n − k1, n − k2)-цилиндричным,

если функция
∗
µ, полученная из µ посредством соответствия (2.1), зависит

от x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) и только от k1, 0 6 k1 6 n, перемен-

ных u1, . . . , un и k2, 0 6 k2 6 n, переменных v1, . . . , vn.

Иначе говоря, последний множитель µ системы уравнений в полных диф-
ференциалах (1.1), антиголоморфный по n − k1 и голоморфный по n − k2

зависимым переменным, является (n− k1, n− k2)-цилиндричным.
Пусть система (1.1) имеет (s1, s2)-неавтономный (n− k1, n− k2)-цилин-

дричный R-дифференцируемый на области G ′ последний множитель

µ : (z, w) → µ(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′, (2.16)

где для удобства записи принято сокращение s=(s1, s2), k=(n−k1, n−k2).Не
умаляя общности, будем считать, что функция µ является антиголоморфной
по независимым zs1+1, . . . , zm и зависимым wk1+1, . . . , wn переменным и го-

ломорфной по независимым z
js2+1

, . . . , z
jm
, jβ ∈ {1, . . . ,m}, β = s2 + 1,m,

и зависимым w
ζk2+1

, . . . , w
ζn
, ζδ ∈ {1, . . . , n}, δ = k2 + 1, n, переменным.

Тогда, согласно определению 1.5, выполняется система тождеств

Xlskµ(sz, kw) + µ(sz, kw) divXl(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′ ⊂ G, l = 1, 2m. (2.17)

Пусть выполняются тождества (2.17). Тогда в каждой из совокупностей
{
1, X1θ(z, w), . . ., Xk1θ(z, w), Xζ1,m+θ(z, w), . . . , Xζ

k2
,m+θ(z, w), divXθ(z, w)

}
,

{
X1η(z, w), . . ., Xk1η(z, w), Xζ1,m+η(z, w), . . ., Xζ

k2
,m+η(z, w), divXη(z, w)

}
,

{
1, X1,m+jg

(z, w), . . . , Xk1,m+jg
(z, w), Xζ1jg

(z, w), . . . , (2.18)

Xζ
k2

, jg
(z, w), divXm+jg

(z, w)
}
,

{
X1,m+jν

(z, w), . . . , Xk1,m+jν
(z, w), Xζ1jν

(z, w), . . . , Xζ
k2

, jν
(z, w),

divXm+jν
(z, w)

}
, θ = 1, s1, η = s1 + 1,m, g = 1, s2, ν = s2 + 1,m,

функции: при всяких фиксированных значениях переменных zj , j = 1,m,
j 6= α, и w являются линейно связанными с помощью антиголоморфных
функций по переменной zα на области G; при фиксированных значениях

переменных zj, j = 1,m, j 6= jβ, и w линейно связаны с помощью голо-
морфных функций по переменной zjβ

на области G; при фиксированных

значениях переменных z и wi, i = 1, n, i 6= γ линейно связаны с помощью
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антиголоморфных функций по переменной wγ на области G; при фикси-
рованных значениях переменных z и wi, i = 1, n, i 6= ζδ линейно связаны
с помощью голоморфных функций по переменной wζδ

на области G. Это

имеет место при каждом фиксированном α = s1 + 1,m, jβ, β = s2 + 1,m,

γ = k1 + 1, n, ζδ, δ = k2 + 1, n. Поэтому вронскианы по zα, α = s1 + 1,m,

по zjβ
, β = s2 + 1,m, по wγ, γ = k1 + 1, n, и по wζδ

, δ = k2 + 1, n, каждой

из совокупностей (2.18) тождественно равны нулю на области G, то есть,
выполняется система тождеств

Wzα

(
1, λXθ(z, w), divXθ(z, w)

)
= 0, θ = 1, s1, α = s1 + 1,m,

Wzα

(
λXη(z, w), divXη(z, w)

)
= 0, η = s1 + 1,m, α = s1 + 1,m ,

Wzα

(
1, λXm+jg(z, w), divXm+jg

(z, w)
)

= 0, g = 1, s2, α = s1 + 1,m,

Wzα

(
λXm+jν(z, w), divXm+jν

(z, w)
)

= 0, ν = s2 + 1,m, α = s1 + 1,m,

W
zjβ

(
1, λXθ(z, w), divXθ(z, w)

)
= 0, θ = 1, s1, β = s2 + 1,m,

W
zjβ

(
λXη(z, w), divXη(z, w)

)
= 0, η = s1 + 1,m, β = s2 + 1,m,

W
zjβ

(
1, λXm+jg(z, w), divXm+jg

(z, w)
)

= 0, g = 1, s2, β = s2 + 1,m,

W
zjβ

(
λXm+jν(z, w), divXm+jν

(z, w)
)

= 0, ν = s2 + 1,m, β = s2 + 1,m,

(2.19)
Wwγ

(
1, λXθ(z, w), divXθ(z, w)

)
= 0, θ = 1, s1, γ = k1 + 1, n,

Wwγ

(
λXη(z, w), divXη(z, w)

)
= 0, η = s1 + 1,m, γ = k1 + 1, n,

Wwγ

(
1, λXm+jg(z, w), divXm+jg

(z, w)
)

= 0, g = 1, s2, γ = k1 + 1, n,

Wwγ

(
λXm+jν(z, w), divXm+jν

(z, w)
)

= 0, ν = s2 + 1,m, γ = k1 + 1, n,

W
wζδ

(
1, λXθ(z, w), divXθ(z, w)

)
= 0, θ = 1, s1, δ = k2 + 1, n,

W
wζδ

(
λXη(z, w), divXη(z, w)

)
= 0, η = s1 + 1,m, δ = k2 + 1, n,

W
wζδ

(
1, λXm+jg(z, w), divXm+jg

(z, w)
)

= 0, g = 1, s2, δ = k2 + 1, n,

W
wζδ

(
λXm+jν(z, w), divXm+jν

(z, w)
)

= 0, ν = s2 + 1,m, δ = k2 + 1, n.

Следовательно, для системы (1.1) имеет место необходимый признак су-
ществования (s1, s2)-неавтономного (n−k1, n−k2)-цилиндричного R-диф-
ференцируемого на области G ′ последнего множителя.
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. Для того, чтобы система (1.1) имела (s1, s2)-неавтономный
(n−k1, n−k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области G ′ послед-
ний множитель (2.16), необходимо выполнение системы тождеств (2.19).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.19) при s2 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) голоморфного на области G ′ по неза-
висимым переменным (s1, 0)-неавтономного (n− k1, n− k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ последнего множителя (2.16).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.19) при s1 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) антиголоморфного на области G ′ по
независимым переменным (0, s2)-неавтономного (n− k1, n− k2)-цилиндри-
чного R-дифференцируемого на G ′ последнего множителя (2.16).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.19) при k2 = 0 является необхо-

димым условием наличия у системы (1.1) голоморфного на области G ′ по
зависимым переменным (s1, s2)-неавтономного (n − k1, n)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ последнего множителя (2.16).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.19) при k1 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) антиголоморфного на области G ′ по
зависимым переменным (s1, s2)-неавтономного (n, n − k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ последнего множителя (2.16).

� 
	��� ���	� �
��� ��� �
. Система тождеств (2.19) при s2 = 0, k2 = 0 является

необходимым условием наличия (s1, 0)-неавтономного (n − k1, n)-цилинд-
ричного голоморфного на области G ′ последнего множителя (2.16) у систе-
мы уравнений в полных дифференциалах (1.1).

� 
	��� ���	� �
��� ��� �
. Система тождеств (2.19) при s1 = 0, k1 = 0 является

необходимым условием наличия (0, s2)-неавтономного (n, n − k2)-цилинд-
ричного антиголоморфного на области G ′ последнего множителя (2.16) у
системы уравнений в полных дифференциалах (1.1).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Для того, чтобы система уравнений в полных дифферен-

циалах (1.1) имела автономый (n− k1, n− k2)-цилиндричный R-дифферен-
цируемый на области Ω ′ пространства C

n последний множитель

µ : w → µ(kw), ∀w ∈ Ω ′, Ω ′ ⊂ C
n, (2.20)

необходимо выполнение системы тождеств

Wzj

(
λX l(z, w), divXl(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, l = 1, 2m, j = 1,m ,

W
zj

(
λX l(z, w), divXl(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, l = 1, 2m, j = 1,m ,

(2.21)
Wwγ

(
λX l(z, w), divXl(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, l = 1, 2m, γ = k1 + 1, n ,
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W
wζδ

(
λX l(z, w), divXl(z, w)

)
= 0, ∀(z, w) ∈ G, l = 1, 2m, δ = k2 + 1, n .

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.21) при k2 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) автономного (n − k1, n)-цилиндрич-
ного голоморфного на области Ω ′ последнего множителя (2.20).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.21) при k1 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) автономного (n, n− k2)-цилиндрич-
ного антиголоморфного на области Ω ′ последнего множителя (2.20).

Из свойства 1.3 и понятия (s1, s2)-неавтономного (n − k1, n − k2)-цили-
ндричного R-дифференцируемого последнего множителя вытекает

�����������	����� ���
. Если у системы уравнений в полных дифференциалах (1.1)

существует (s1, s2)-неавтономный (n−k1, n−k2)-цилиндричный R-диффе-
ренцируемый на области G ′ последний множитель (2.16), то тогда она также
имеет (s2, s1)-неавтономный (n − k2, n − k1)-цилиндричный R-дифферен-

цируемый последний множитель µ : (z, w) → µ(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′.

Система (2.19), сопряжённая к системе (2.19), является необходимым
условием существования (s2, s1)-неавтономного (n−k2, n−k1)-цилиндрич-
ного R-дифференцируемого на области G ′ последнего множителя у систе-
мы (1.1). Из равносильности систем (2.19) и (2.19) следует

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Необходимым условием наличия (s2, s1)-неавтономного

(n − k2, n − k1)-цилиндричного R-дифференцируемого на области G ′ по-

следнего множителя µ : (z, w) → µ((s2,s1)z, (k2,k1)w), ∀(z, w) ∈ G ′, у системы
(1.1) является выполнение системы тождеств (2.19).

Пусть R-дифференцируемые на области G, достаточное число раз,
функции Xil : G → C, i = 1, n, l = 1, 2m, удовлетворяют условиям (2.19).
Составим функциональную систему

ψθs1
+ λϕ

[
λXθ(z, w)

]T
= − divXθ(z, w),

λϕ
[
∂p

zα

λXθ(z, w)
]T

= − ∂p
zα

divXθ(z, w), p = 1, λ+ 1,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXθ(z, w)
]T

= − ∂p

zjβ

divXθ(z, w), p = 1, λ+ 1,

λϕ
[
∂p

wγ

λXθ(z, w)
]T

= − ∂p
wγ

divXθ(z, w), p = 1, λ+ 1,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXθ(z, w)
]T

= − ∂p

wζδ

divXθ(z, w), p = 1, λ+ 1,

λϕ
[
λXη(z, w)

]T
= − divXη(z, w),

λϕ
[
∂p

zα

λXη(z, w)
]T

= − ∂p
zα

divXη(z, w), p = 1, λ,
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λϕ
[
∂p

zjβ

λXη(z, w)
]T

= − ∂p
zjβ

divXη(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

wγ

λXη(z, w)
]T

= − ∂p
wγ

divXη(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXη(z, w)
]T

= − ∂p
wζδ

divXη(z, w), p = 1, λ,

(2.22)
ψgs2

+ λϕ
[
λXm+jg(z, w)

]T
= − divXm+jg

(z, w),

λϕ
[
∂p

zα

λXm+jg(z, w)
]T

= − ∂p
zα

divXm+jg
(z, w), p = 1, λ+ 1,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXm+jg(z, w)
]T

= − ∂p

zjβ

divXm+jg
(z, w), p = 1, λ+ 1,

λϕ
[
∂p

wγ

λXm+jg(z, w)
]T

= − ∂p
wγ

divXm+jg
(z, w), p = 1, λ+ 1,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXm+jg(z, w)
]T

= − ∂p

wζδ

divXm+jg
(z, w), p = 1, λ+ 1,

λϕ
[
λXm+jν(z, w)

]T
= − divXm+jν

(z, w),

λϕ
[
∂p

zα

λXm+jν(z, w)
]T

= − ∂p
zα

divXm+jν
(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXm+jν(z, w)
]T

= − ∂p

zjβ

divXm+jν
(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

wγ

λXm+jν(z, w)
]T

= − ∂p
wγ

divXm+jν
(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXm+jν(z, w)
]T

= − ∂p

wζδ

divXm+jν
(z, w), p = 1, λ,

α = s1 + 1,m, β = s2 + 1,m, γ = k1 + 1, n, δ = k2 + 1, n,

θ = 1, s1, η = s1 + 1,m, g = 1, s2, ν = s2 + 1,m.

Тогда имеет место следующий критерий существования (s1, s2)-неавто-
номного (n− k1, n− k2)-цилиндричного R-дифференцируемого последнего
множителя у системы уравнений в полных дифференциалах (1.1).

� �������
��� � ���
. Для того, чтобы система (1.1) имела (s1, s2)-неавтономный

(n−k1, n−k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области G ′ послед-
ний множитель (2.16), необходимо и достаточно существования векторов-
функций s1ψ, s2ψ и λϕ, удовлетворяющих функциональной системе (2.22),
таких, что составленное на их основании уравнение Пфаффа (2.9) являет-

ся точным на области Gr, r =
∗
s +

∗

k, являющейся естественной проекцией

области G ′ на координатное подпространство O
∗

sz
∗

kw, где
∗
s и

∗

k есть соот-
ветственно число независимых и зависимых переменных, от которых зависит
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функция (2.16). При этом последний множитель (2.16) системы уравнений в
полных дифференциалах (1.1) имеет вид

µ : (z, w) → exp g(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′, (2.23)

где

g(sz, kw) =

∫
s1ψ(sz, kw)ds1z + s2ψ(sz, kw)d s2z + k1ϕ(sz, kw)dk1w + k2ϕ(sz, kw)d k2w,

(2.24)
∀(sz, kw) ∈ Gr.

Доказательство. Необходимость. Если у системы в полных дифференци-
алах (1.1) существует (s1, s2)-неавтономный (n− k1, n− k2)-цилиндричный
R-дифференцируемый на области G ′ последний множитель (2.16), то вы-
полняется система тождеств (2.17):

∂zθ
µ(sz, kw) +

k1∑

ξ=1

Xξθ(z, w)∂wξ
µ(sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ ,m+θ(z, w)∂
wζτ
µ(sz, kw) +

+µ(sz, kw) divXθ(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′, θ = 1, s1,

∂
zjg
µ(sz, kw) +

k1∑

ξ=1

Xξ,m+jg
(z, w)∂wξ

µ(sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ jg
(z, w)∂

wζτ
µ(sz, kw) +

+µ(sz, kw) divXm+jg
(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′, g = 1, s2,

k1∑

ξ=1

Xξη(z, w)∂wξ
µ(sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ ,m+η(z, w)∂
wζτ
µ(sz, kw) +

+µ(sz, kw) divXη(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′, η = s1 + 1,m,

k1∑

ξ=1

Xξ,m+jν
(z, w)∂wξ

µ(sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ jν
(z, w)∂

wζτ
µ(sz, kw) +

+µ(sz, kw) divXm+jν
(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′, ν = s2 + 1,m.

Выполнив почленное деление каждого тождества на µ(sz, kw), получим но-
вую систему тождеств

∂zθ
lnµ(sz, kw) +

k1∑

ξ=1

Xξθ(z, w)∂wξ
lnµ(sz, kw) +
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+

k2∑

τ=1

Xζτ ,m+θ(z, w)∂
wζτ

lnµ(sz, kw)+divXθ(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′
0, θ = 1, s1,

∂
zjg

lnµ(sz, kw) +

k1∑

ξ=1

Xξ,m+jg
(z, w)∂wξ

lnµ(sz, kw)+

+
k2∑

τ=1
Xζτ jg

(z, w)∂
wζτ

lnµ(sz, kw)+divXm+jg
(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′

0, g = 1, s2,

k1∑

ξ=1

Xξη(z, w)∂wξ
lnµ(sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ ,m+η(z, w)∂
wζτ

lnµ(sz, kw) +

+ divXη(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′
0, η = s1 + 1,m,

k1∑

ξ=1

Xξ,m+jν
(z, w)∂wξ

lnµ(sz, kw) +

k2∑

τ=1

Xζτ jν
(z, w)∂

wζτ
lnµ(sz, kw) +

+ divXm+jν
(z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ G ′

0, ν = s2 + 1,m,

где область G ′
0 ⊂ G ′, устанавливается так, чтобы последний множитель

µ(sz, kw) 6= 0, ∀(z, w) ∈ G ′
0.

Дифференцируя первые s1 + s2 тождеств λ + 1 раз по zs1+1, . . . , zm, по
z

js2+1
, . . . , zjm

, по wk1+1, . . . , wn, по w
ζk2+1

, . . . , wζn
, а остальные 2m−s1−s2

дифференцируя λ раз по zs1+1, . . . , zm, по z
js2+1

, . . . , zjm
, по wk1+1, . . . , wn и

по w
ζk2+1

, . . . , wζn
, убеждаемся, что продолжения на область G ′ функций

s1ψ : (sz, kw) → ∂s1z
lnµ(sz, kw), s2ψ : (sz, kw) → ∂

s2z
lnµ(sz, kw),

(2.25)
k1ϕ : (sz, kw) → ∂

k1w
lnµ(sz, kw), k2ϕ : (sz, kw) → ∂

k2w
lnµ(sz, kw),

являются решением системы (2.22) с D(sψ) = D(λϕ) = Gr
0, где область Gr

0

является естественной проекцией области G ′
0 на пространство O

∗

sz
∗

kw.

Уравнение Пфаффа (2.9), составленное из функций (2.25), является точ-
ным на области Gr

0.

Из задания вектор-функций (2.25) следует, что (s1, s2)-неавтономный
(n − k1, n − k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области G ′ по-
следний множитель µ системы (1.1) строится на основании решений систе-
мы (2.22) по формуле (2.23) при (2.24).

Достаточность. Пусть векторы-функции s1ψ, s2ψ и λϕ являются решени-
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ем системы (2.22), а уравнение Пфаффа (2.9), составленное на их основании,
является точным на области Gr. Тогда выполняется система тождеств

∂s1z
g(sz, kw) = s1ψ(sz, kw), ∂

s2z
g(sz, kw) = s2ψ(sz, kw), ∀(sz, kw) ∈ Gr,

∂
k1w
g(sz, kw) = k1ϕ(sz, kw), ∂

k2w
g(sz, kw) = k2ϕ(sz, kw), ∀(sz, kw) ∈ Gr.

Учитывая, что функции s1ψ, s2ψ, k1ϕ и k2ϕ являются решением функ-
циональной системы (2.22), получаем, что относительно функции (2.23) при
(2.24) выполняется система тождеств (2.17). Следовательно, функция (2.23)
при (2.24) является (s1, s2)-неавтономным (n − k1, n − k2)-цилиндричным
R-дифференцируемым на области G ′ последним множителем системы
уравнений в полных дифференциалах (1.1).

Разработанный метод позволяет строить функционально независимые
(s1, s2)-неавтономные (n−k1, n−k2)-цилиндричные R-дифференцируемые
на области G ′ последние множители системы (1.1).

� �������
����� � �
. Пусть система (2.22) имеет q не являющихся линейно свя-

занными на области G ′ решений (2.11), для которых соответствующие урав-
нения Пфаффа (2.12) являются точными на области Gr. Тогда (s1, s2)-неав-
тономные (n− k1, n− k2)-цилиндричные R-дифференцируемые на области
G ′ последние множители системы (1.1)

µε : (z, w) → exp

[ ∫
s1ψε(sz, kw)ds1z + s2ψε(sz, kw)d s2z+

(2.26)

+ k1ϕε(sz, kw)dk1w + k2ϕε(sz, kw)d k2w

]
, ∀(z, w) ∈ G ′, ε = 1, q,

являются функционально независимыми на области G ′.
Доказательство. В соответствии с теоремой 2.5 (s1, s2)-неавтономные

(n−k1, n−k2)-цилиндричные R-дифференцируемые на области G ′ послед-
ние множители системы (1.1) имеют виды (2.26). А поскольку на Gr

∂s1z
lnµε(

sz, kw) = s1ψε(sz, kw), ∂
s2z

lnµε(
sz, kw) = s2ψε(sz, kw),

∂
k1w

lnµε(
sz, kw) = k1ϕε(sz, kw), ∂

k2w
lnµε(

sz, kw) = k2ϕε(sz, kw), ε = 1, q,

то матрица Якоби

J(lnµε(
sz, kw); sz, kw) =

∥∥s1Ψ(sz, kw) s2Ψ(sz, kw) k1Φ(sz, kw) k2Φ(sz, kw)
∥∥,

где блочная матрица
∥∥s1Ψ s2Ψ k1Φ k2Φ

∥∥ составлена из (q × s1)-матрицы
s1Ψ(sz, kw) =

∥∥ψεθs1
(sz, kw)

∥∥, (q × s2)-матрицы s2Ψ(sz, kw) =
∥∥ψεgs2

(sz, kw)
∥∥,
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(q×k1)-матрицы k1Φ(sz, kw) =
∥∥ϕεξk1

(sz, kw)
∥∥ и (q×k2)-матрицы k2Φ(sz, kw) =

=
∥∥ϕετk2

(sz, kw)
∥∥.

Ввиду линейной несвязанности векторов-функций (2.11) на области G ′

ранг матрицы Якоби rankJ(lnµε(
sz, kw); sz, kw) = q почти везде на области

Gr, за исключением, быть может, множества r-мерной меры нуль.
Следовательно, последние множители (2.26) системы (1.1) являются

функционально независимыми на области G ′.
� ��� � �
� � ��� �

Рассмотрим систему уравнений в полных дифференциалах

dw1 = w1(1 + 2w2) dz + w1(1 + 2w2) d z,

dw2 = w2(w1 − 1) dz − w2(w2 + w1) d z,
(2.27)

которая индуцирует автономные дифференциальные операторы на C2

X1(w) = w1(1+2w2) ∂w1
+w2(w1−1) ∂w2

+w1(1+2w2) ∂w1
−w2(w1+w2) ∂w2

и

X2(w) = w1(1+2w2) ∂w1−w2(w2+w1) ∂w2 +w1(1+2w2) ∂w1
+w2(w1−1) ∂

w2
.

Для системы (2.27) построим автономный голоморфный на области Ω из
пространства C2 последний множитель вида µ : w → µ(w1), ∀w ∈ Ω.

Расходимости

div X1(w) = ∂w1

[
w1(1 + 2w2)

]
+ ∂w2

[
w2(w1 − 1)

]
+ ∂

w1

[
w1(1 + 2w2)

]
−

− ∂
w2

[
w2(w1 + w2)

]
= 1 + 2w2, ∀w ∈ C2,

и

div X2(w) = ∂w1

[
w1(1 + 2w2)

]
− ∂w2

[
w2(w2 + w1)

]
+ ∂

w1

[
w1(1 + 2w2)

]
+

+ ∂
w2

[
w2(w1 − 1)

]
= 1 + 2w2, ∀w ∈ C2.

У совокупностей
{
w1(1+2w2), 1+2w2

}
и

{
w1(1+2w2), 1+2w2

}
врон-

скианы по z, z, w2, w1 и w2 равны нулю на пространстве C3. Это означает,
что выполняются необходимые условия существования у системы (2.27) ав-
тономного (1,2)-цилиндричного последнего множителя (теорема 2.4).

Составим функциональную систему (2.22)

∂p

w2

[
w1(1 + 2w2)

]
ϕ = − ∂p

w2
(1 + 2w2),

∂p
w2

[
w1(1 + 2w2)

]
ϕ = − ∂p

w2
(1 + 2w2), ∀w ∈ C

2, p = 0, 1,

или

w1(1 + 2w2)ϕ = − (1 + 2w2), 2w1ϕ = − 2, w1(1 + 2w2)ϕ = − (1 + 2w2),
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из которой находим, что ϕ : w → −
1

w1
, ∀w ∈ V, V = {w : w1 6= 0}.

Тогда автономный голоморфный последний множитель (по формуле (2.23)
в соответствии с теоремой 2.5) системы (2.27) имеет вид

µ(w) = exp

∫
−
dw1

w1
= −

1

w1
, ∀w ∈ Ω,

на любой области Ω из множества V пространства C2.

2.3. R-дифференцируемые (s1, s2)-неавтономные

(n− k1, n− k2)-цилиндричные частные интегралы

���������	��
	�
���
� � ��� �
Частный интеграл f : G ′ → C системы (1.1), R-диф-

ференцируемый на области G ′, будем называть (s1, s2)-неавтономным, ес-

ли функция
∗

f, полученная из f посредством соответствия (2.1) зависит от
u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) и только от s1, 0 6 s1 6 m, переменных

x1, . . . , xm и s2, 0 6 s2 6 m, переменных y1, . . . , ym. При s1 = 0, s2 = 0

частный интеграл f : w → f(w), ∀w ∈ Ω ′, где область Ω ′ из пространства
Cn, назовём автономным.

Иначе говоря, частный интеграл f системы уравнений в полных диффе-
ренциалах (1.1), антиголоморфный по m−s1 и голоморфный по m−s2 неза-
висимым переменным, является (s1, s2)-неавтономным.

���������	��
	�
���
� � � � �
Частный интеграл f : G ′ → C системы (1.1), R-диффе-

ренцируемый на области G ′, назовём (n − k1, n − k2)-цилиндричным, ес-

ли функция
∗

f, полученная из f посредством соответствия (2.1), зависит от
x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) и только от k1, 0 6 k1 6 n, переменных

u1, . . . , un и k2, 0 6 k2 6 n, переменных v1, . . . , vn.

Иначе говоря, частный интеграл f системы уравнений в полных диффе-
ренциалах (1.1), антиголоморфный по n − k1 и голоморфный по n − k2 за-
висимым переменным, является (n− k1, n− k2)-цилиндричным.

Пусть система (1.1) имеет (s1, s2)-неавтономный (n− k1, n− k2)-цилин-
дричный R-дифференцируемый на области G ′ частный интеграл

f : (z, w) → f(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′, (2.28)

где для удобства записи принято сокращение s=(s1, s2), k=(n−k1, n−k2).Не
умаляя общности, будем считать, что функция f является антиголоморфной
по независимым zs1+1, . . . , zm и зависимым wk1+1, . . . , wn переменным и го-



41

ломорфной по независимым z
js2+1

, . . . , z
jm
, jβ ∈ {1, . . . ,m}, β = s2 + 1,m,

и зависимым w
ζk2+1

, . . . , w
ζn
, ζδ ∈ {1, . . . , n}, δ = k2 + 1, n, переменным.

Тогда, согласно определению 1.4, выполняется система тождеств

Xlsk f(sz, kw) = Φl(z, w), ∀(z, w) ∈ G ′ ⊂ G, l = 1, 2m, (2.29)

где функции Φl : G
′ → C таковы, что Φl(z, w)∣∣f(sz,kw)=0

= 0, l = 1, 2m.

Пусть выполняются тождества (2.29). Тогда в каждой из совокупностей
(2.4) функции на интегральном многообразии

f(sz, kw) = 0 (2.30)

при всяких фиксированных значениях переменных zj, j = 1,m, j 6= α,
и w являются линейно связанными с помощью антиголоморфных функций
по переменной zα на области G; при фиксированных значениях перемен-
ных zj, j = 1,m, j 6= jβ, и w линейно связаны с помощью голоморфных
функций по переменной zjβ

на области G; при фиксированных значени-

ях переменных z и wi, i = 1, n, i 6= γ линейно связаны с помощью ан-
тиголоморфных функций по переменной wγ на области G; при фиксиро-

ванных значениях переменных z и wi, i = 1, n, i 6= ζδ линейно связаны
с помощью голоморфных функций по переменной wζδ

на области G. Это

имеет место при каждом фиксированном α = s1 + 1,m, jβ, β = s2 + 1,m,

γ = k1 + 1, n, ζδ, δ = k2 + 1, n. Поэтому вронскианы по zα, α = s1 + 1,m,

по zjβ
, β = s2 + 1,m, по wγ, γ = k1 + 1, n, и по wζδ

, δ = k2 + 1, n, каждой

из совокупностей (2.4) тождественно равны нулю на интегральном многооб-
разии (2.30), то есть, на области G выполняется система тождеств

Wzα

(
1, λXθ(z, w)

)
=

∗

Ψθα (z, w), θ = 1, s1, α = s1 + 1,m,

Wzα

(
λXη(z, w)

)
=

∗

Ψηα (z, w), η = s1 + 1,m, α = s1 + 1,m,

Wzα

(
1, λXm+jg(z, w)

)
=

∗

Ψm+jg,α (z, w), g = 1, s2, α = s1 + 1,m,

Wzα

(
λXm+jν(z, w)

)
=

∗

Ψm+jν ,α (z, w), ν = s2 + 1,m, α = s1 + 1,m,

W
zjβ

(
1, λXθ(z, w)

)
=

∗∗

Ψθjβ
(z, w), θ = 1, s1, β = s2 + 1,m,

W
zjβ

(
λXη(z, w)

)
=

∗∗

Ψηjβ
(z, w), η = s1 + 1,m, β = s2 + 1,m,
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W
zjβ

(
1, λXm+jg(z, w)

)
=

∗∗

Ψm+jg ,jβ
(z, w), g = 1, s2, β = s2 + 1,m,

W
zjβ

(
λXm+jν(z, w)

)
=

∗∗

Ψm+jν ,jβ
(z, w), ν = s2 + 1,m, β = s2 + 1,m,

(2.31)
Wwγ

(
1, λXθ(z, w)

)
=

?

Ψθγ (z, w), θ = 1, s1, γ = k1 + 1, n,

Wwγ

(
λXη(z, w)

)
=

?

Ψηγ (z, w), η = s1 + 1,m, γ = k1 + 1, n,

Wwγ

(
1, λXm+jg(z, w)

)
=

?

Ψm+jg,γ (z, w), g = 1, s2, γ = k1 + 1, n,

Wwγ

(
λXm+jν(z, w)

)
=

?

Ψm+jν ,γ (z, w), ν = s2 + 1,m, γ = k1 + 1, n,

W
wζδ

(
1, λXθ(z, w)

)
=

??

Ψθζδ
(z, w), θ = 1, s1, δ = k2 + 1, n,

W
wζδ

(
λXη(z, w)

)
=

??

Ψηζδ
(z, w), η = s1 + 1,m, δ = k2 + 1, n,

W
wζδ

(
1, λXm+jg(z, w)

)
=

??

Ψm+jg,ζδ
(z, w), g = 1, s2, δ = k2 + 1, n,

W
wζδ

(
λXm+jν(z, w)

)
=

??

Ψm+jν ,ζδ
(z, w), ν = s2 + 1,m, δ = k2 + 1, n,

где R-дифференцируемые функции
∗

Ψlα : G→ C,
∗∗

Ψljβ
: G→ C,

?

Ψlγ : G→ C

и
??

Ψlζδ
: G → C таковы, что

∗

Ψlα(z, w)∣∣f(sz,kw)=0
= 0,

∗∗

Ψljβ
(z, w)∣∣f(sz,kw)=0

= 0,

?

Ψlγ(z, w)∣∣f(sz,kw)=0
= 0,

??

Ψlζδ
(z, w)∣∣f(sz,kw)=0

= 0, l = 1, 2m, α = s1 + 1,m,

β = s2 + 1,m, γ = k1 + 1, n, δ = k2 + 1, n.

Отсюда следует необходимый признак существования (s1, s2)-неавтоно-
много (n−k1, n−k2)-цилиндричного R-дифференцируемого на области G ′

частного интеграла у системы уравнений в полных дифференциалах (1.1).
� �������
��� � � �

. Для того, чтобы система (1.1) имела (s1, s2)-неавтономный
(n−k1, n−k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области G ′ частный
интеграл (2.28), необходимо выполнение системы тождеств (2.31).

� 
	��� ���	� �
� � ���	�
. Система тождеств (2.31) при s2 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) голоморфного на области G ′ по неза-
висимым переменным (s1, 0)-неавтономного (n− k1, n− k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ частного интеграла (2.28).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.31) при s1 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) антиголоморфного на области G ′ по
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независимым переменным (0, s2)-неавтономного (n− k1, n− k2)-цилиндри-
чного R-дифференцируемого на G ′ частного интеграла (2.28).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.31) при k2 = 0 является необхо-

димым условием наличия у системы (1.1) голоморфного на области G ′ по
зависимым переменным (s1, s2)-неавтономного (n − k1, n)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ частного интеграла (2.28).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств (2.31) при k1 = 0 является необходи-

мым условием наличия у системы (1.1) антиголоморфного на области G ′ по
зависимым переменным (s1, s2)-неавтономного (n, n − k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области G ′ частного интеграла (2.28).

� 
	��� ���	� �
��� ��� �
. Система тождеств (2.31) при s2 = 0, k2 = 0 является

необходимым условием наличия (s1, 0)-неавтономного (n − k1, n)-цилинд-
ричного голоморфного на области G ′ частного интеграла (2.28) у системы
уравнений в полных дифференциалах (1.1).

� 
	��� ���	� �
��� ��� �
. Система тождеств (2.31) при s1 = 0, k1 = 0 является

необходимым условием наличия (0, s2)-неавтономного (n, n − k2)-цилинд-
ричного антиголоморфного на области G ′ частного интеграла (2.28) у си-
стемы уравнений в полных дифференциалах (1.1).

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Система тождеств

Wzj

(
λX l(z, w)

)
=

∗

Ψlj (z, w), l = 1, 2m, j = 1,m,

W
zj

(
λX l(z, w)

)
=

∗∗

Ψlj (z, w), l = 1, 2m, j = 1,m,
(2.32)

Wwγ

(
λX l(z, w)

)
=

?

Ψlγ (z, w), l = 1, 2m, γ = k1 + 1, n,

W
wζδ

(
λX l(z, w)

)
=

?

Ψlζδ
(z, w), l = 1, 2m, δ = k2 + 1, n,

где скалярные функции
∗

Ψlj,
∗∗

Ψlj,
?

Ψlγ и
??

Ψlζδ
такие, что

∗

Ψlj(z, w)∣∣f(sz,kw)=0
=0,

∗∗

Ψlj(z, w)∣∣f(sz,kw)=0
=0,

?

Ψlγ(z, w)∣∣f(sz,kw)=0
=0,

??

Ψlζδ
(z, w)∣∣f(sz,kw)=0

=0, j = 1,m,

γ = k1 + 1, n, δ = k2 + 1, n, l = 1, 2m, является необходимым условием
существования у системы (1.1) автономного (n− k1, n− k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого на области Ω ′ частного интеграла

f : w → f(kw), ∀w ∈ Ω ′, Ω ′ ⊂ Cn. (2.33)
� 
	��� ���	� �
� � ��� �

. Система тождеств (2.32) при k2 = 0 является необходи-
мым условием наличия у системы (1.1) автономного (n − k1, n)-цилиндрич-
ного голоморфного на области Ω ′ частного интеграла (2.33).
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. Система тождеств (2.32) при k1 = 0 является необходи-
мым условием наличия у системы (1.1) автономного (n, n− k2)-цилиндрич-
ного антиголоморфного на области Ω ′ частного интеграла (2.33).

Из свойства 1.2 и понятия (s1, s2)-неавтономного (n − k1, n − k2)-цили-
ндричного R-дифференцируемого частного интеграла вытекает

�����������	����� ���
. Если у системы уравнений в полных дифференциалах (1.1)

существует (s1, s2)-неавтономный (n − k1, n − k2)-цилиндричный R-диф-
ференцируемый на области G ′ частный интеграл (2.28), то тогда она также
имеет (s2, s1)-неавтономный (n − k2, n − k1)-цилиндричный R-дифферен-

цируемый на G ′ частный интеграл f : (z, w) → f(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′.

Система (2.31), сопряжённая к системе (2.31), является необходимым
условием существования (s2, s1)-неавтономного (n− k2, n− k1)-цилиндри-
чного R-дифференцируемого на области G ′ частного интеграла у системы
(1.1). Из равносильности систем (2.31) и (2.31) следует

� 
	��� ���	� �
� � ��� �
. Необходимым условием наличия (s2, s1)-неавтономного

(n− k2, n− k1)-цилиндричного R-дифференцируемого на области G ′ част-

ного интеграла f : (z, w) → f((s2,s1)z, (k2,k1)w), ∀(z, w) ∈ G ′, у системы (1.1)

является выполнение системы тождеств (2.31).

Пусть R-дифференцируемые на области G, достаточное число раз,
функции Xil : G → C, i = 1, n, l = 1, 2m, удовлетворяют условиям (2.31).
Составим функциональную систему

ψθs1
+ λϕ

[
λXθ(z, w)

]T
= Hθ(z, w),

λϕ
[
∂p

zα

λXθ(z, w)
]T

= ∂p
zα
Hθ(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXθ(z, w)
]T

= ∂p

zjβ

Hθ(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

wγ

λXθ(z, w)
]T

= ∂p
wγ
Hθ(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXθ(z, w)
]T

= ∂p

wζδ

Hθ(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
λXη(z, w)

]T
= Hη(z, w),

λϕ
[
∂p

zα

λXη(z, w)
]T

= ∂p
zα
Hη(z, w), p = 1, λ− 1,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXη(z, w)
]T

= ∂p

zjβ

Hη(z, w), p = 1, λ− 1,

λϕ
[
∂p

wγ

λXη(z, w)
]T

= ∂p
wγ
Hη(z, w), p = 1, λ− 1,
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λϕ
[
∂p

wζδ

λXη(z, w)
]T

= ∂p
wζδ

Hη(z, w), p = 1, λ− 1,

ψgs2
+ λϕ

[
λXm+jg(z, w)

]T
= Hm+jg

(z, w),

λϕ
[
∂p

zα

λXm+jg(z, w)
]T

= ∂p
zα
Hm+jg

(z, w), p = 1, λ,
(2.34)

λϕ
[
∂p

zjβ

λXm+jg(z, w)
]T

= ∂p
zjβ

Hm+jg
(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

wγ

λXm+jg(z, w)
]T

= ∂p
wγ
Hm+jg

(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXm+jg(z, w)
]T

= ∂p
wζδ

Hm+jg
(z, w), p = 1, λ,

λϕ
[
λXm+jν(z, w)

]T
= Hm+jν

(z, w),

λϕ
[
∂p

zα

λXm+jν(z, w)
]T

= ∂p
zα
Hm+jν

(z, w), p = 1, λ− 1,

λϕ
[
∂p

zjβ

λXm+jν(z, w)
]T

= ∂p
zjβ

Hm+jν
(z, w), p = 1, λ− 1,

λϕ
[
∂p

wγ

λXm+jν(z, w)
]T

= ∂p
wγ
Hm+jν

(z, w), p = 1, λ− 1,

λϕ
[
∂p

wζδ

λXm+jν(z, w)
]T

= ∂p
wζδ

Hm+jν
(z, w), p = 1, λ− 1,

α = s1 + 1,m, β = s2 + 1,m, γ = k1 + 1, n, δ = k2 + 1, n,

θ = 1, s1, η = s1 + 1,m, g = 1, s2, ν = s2 + 1,m,

где функции Hl : G→ C, l = 1, 2m, таковы, что

Hl(z, w)∣∣f(sz,kw)=0
= 0, l = 1, 2m. (2.35)

При этом имеет место следующий критерий существования (s1, s2)-неав-
тономного (n− k1, n − k2)-цилиндричного R-дифференцируемого частного
интеграла у системы уравнений в полных дифференциалах (1.1).

� �������
��� � ���
. Для того, чтобы система (1.1) имела (s1, s2)-неавтономный

(n−k1, n−k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области G ′ частный
интеграл (2.28), необходимо и достаточно существования векторов-функций
s1ψ, s2ψ и λϕ, удовлетворяющих функциональной системе (2.34), а также
скалярных функций Hl, l = 1, 2m, при условии (2.35), таких, что уравнение
Пфаффа (2.9) имеет интегрирующий множитель, после умножения на кото-
рый получаем точное уравнение Пфаффа с общим интегралом (2.28) на об-

ласти Gr, r =
∗
s +

∗

k, являющейся естественной проекцией области G ′ на

координатное подпространство O
∗

sz
∗

kw, где
∗
s и

∗

k есть соответственно число
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независимых и зависимых переменных, от которых зависит функция (2.28).
Доказательство. Необходимость. Пусть у системы в полных дифферен-

циалах (1.1) существует (s1, s2)-неавтономный (n − k1, n − k2)-цилиндри-
чный R-дифференцируемый на области G ′ частный интеграл (2.28). То-
гда выполняется система тождеств (2.29). Дифференцируя тождества λ раз
по zs1+1, . . . , zm, по z

js2+1
, . . . , zjm

, по wk1+1, . . . , wn, по w
ζk2+1

, . . . , wζn
при

θ = 1, s1, g = 1, s2, и λ − 1 раз по zs1+1, . . . , zm, по z
js2+1

, . . . , zjm
, по

wk1+1, . . . , wn, по w
ζk2+1

, . . . , wζn
при η = s1 + 1,m, ν = s2 + 1,m, убеж-

даемся, что векторные функции

s1ψ : (z, w) → ∂s1z
f(sz, kw), s2ψ : (z, w) → ∂

s2z
f(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′,

k1ϕ : (z, w) → ∂
k1w
f(sz, kw), k2ϕ : (z, w) → ∂

k2w
f(sz, kw), ∀(z, w) ∈ G ′,

являются решением системы (2.34) при Hl : (z, w) → Φl(z, w), ∀(z, w) ∈ G ′,
l = 1, 2m. Отсюда следует, что функция (2.28) есть общий интеграл на об-
ласти Gr уравнения Пфаффа (2.9).

Достаточность. Пусть векторы-функции s1ψ, s2ψ и λϕ являются решени-
ем функциональной системы (2.34), а уравнение Пфаффа (2.9), составлен-
ное на их основании, имеет при условии (2.30) интегрирующий множитель
µ : (sz, kw) → µ(sz, kw) и соответствующий этому множителю общий интеграл

(2.28) на области Gr. Тогда выполняется система тождеств

∂s1z
f(sz, kw)− µ(sz, kw) s1ψ(sz, kw) = 0, ∀(sz, kw) ∈ Gr,

∂
s2z
f(sz, kw)− µ(sz, kw) s2ψ(sz, kw) = 0, ∀(sz, kw) ∈ Gr,

(2.36)
∂

k1w
f(sz, kw)− µ(sz, kw) k1ϕ(sz, kw) = 0, ∀(sz, kw) ∈ Gr,

∂
k2w

f(sz, kw)− µ(sz, kw) k2ϕ(sz, kw) = 0, ∀(sz, kw) ∈ Gr.

Отсюда в силу (2.34) получаем, что имеет место система тождеств (2.29),
для которой Φl(z, w) = µ(sz, kw)Hl(z, w), ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m, и, следо-
вательно, (2.28) есть частный интеграл системы (1.1).

� �������
����� ���
. Пусть h систем (2.34) имеет q не являющихся линейно свя-

занными на области G ′ решений (2.11), для которых соответствующие урав-
нения Пфаффа (2.12) имеют R-дифференцируемые на Gr общие интегралы

fε : (sz, kw) → fε(
sz, kw), ∀(sz, kw) ∈ Gr, ε = 1, q. (2.37)

Тогда эти общие интегралы функционально независимы на области Gr.

Доказательство. В силу тождеств (2.36) при f = fε, ε = 1, q, имеем
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∂s1z
fε(

sz, kw) = µε(
sz, kw) s1ψε(sz, kw), ∂

s2z
fε(

sz, kw) = µε(
sz, kw) s2ψε(sz, kw),

∂
k1w

fε(
sz, kw) = µε(

sz, kw) k1ϕε(sz, kw), ∂
k2w

fε(
sz, kw) = µε(

sz, kw) k2ϕε(sz, kw),

∀(sz, kw) ∈ Gr, ε = 1, q.

Поэтому матрица Якоби

J(fε(
sz,kw); sz, kw)=

∥∥s1Ψ(sz, kw)s2Ψ(sz, kw)k1Φ(sz, kw)k2Φ(sz, kw)
∥∥, ∀(sz, kw)∈Gr,

где матрица
∥∥s1Ψs2Ψk1Φk2Φ

∥∥ составлена из (q×s1)-матрицы s1Ψ=
∥∥µεψεθs1

∥∥,

(q × s2)-матрицы s2Ψ =
∥∥µεψεgs2

∥∥, (q × k1)-матрицы k1Φ =
∥∥µεϕεξk1

∥∥ и

(q × k2)-матрицы k2Φ =
∥∥µεϕετk2

∥∥.
Ввиду линейной несвязанности векторов-функций (2.11) на области G ′

ранг матрицы Якоби rankJ(fε(
sz, kw); sz, kw) = q почти везде на области Gr,

за исключением, быть может, множества r-мерной меры нуль. Следователь-
но, общие интегралы (2.37) уравнений Пфаффа (2.12) являются функцио-
нально независимыми на области Gr.

� ��� � �
� � ��� �
Рассмотрим систему уравнений в полных дифференциалах

dw1 = (w2
1 + w2w2) dz + [w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2 ] d z ,

dw2 = [w2w1 − (1 + z)w2
2 ] dz + w1(w2 + w2) d z .

(2.38)

Вронскианы по z, z, w2 и w1 совокупностей
{
w2

1 + w2w2, w1(w2 + w2)
}

и
{
w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2, w1w2 − (1 + z )w 2
2

}
:

Wz

(
w2

1 + w2w2, w1(w2 + w2)
)

= 0, W
z

(
w2

1 + w2w2, w1(w2 + w2)
)

= 0,

Ww2

(
w2

1 + w2w2, w1(w2 + w2)
)

= w1(w1 − w2)(w1 + w2),

W
w1

(
w2

1 + w2w2, w1(w2 + w2)
)

= 0, ∀(z, w) ∈ C3;

Wz

(
w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2, w1w2 − (1 + z )w 2
2

)
= 0,

W
z

(
w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2, w1w2 − (1 + z )w 2
2

)
=

= − w 2
2 (w2 + w2)(w1 + w2),

Ww2

(
w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2, w1w2 − (1 + z )w 2
2

)
=

= − (w1 + w2)[w1w2 − (1 + z )w 2
2 ],

W
w1

(
w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2, w1w2 − (1 + z )w 2
2

)
= 0, ∀(z, w) ∈ C

3,
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обращаются в нуль на интегральном многообразии w1 + w2 = 0, и, сле-
довательно, выполняются необходимые условия существования у системы
уравнений в полных дифференциалах (2.38) автономного (1,2)-цилиндрич-
ного частного интеграла (теорема 2.7).

Составим функциональную систему (2.34)

∂p
w2

[
w2

1 + w2w2

]
ϕ1 + ∂p

w2

[
w1(w2 + w2)

]
ϕ2 = ∂p

w2
H1(z, w),

∂p
z

[
w1w2 +w2w2 + (2+ z )w 2

2

]
ϕ1 + ∂p

z

[
w1w2− (1+ z )w 2

2

]
ϕ2 = ∂p

z
H2(z, w),

∂p
w2

[
w1w2+w2w2+(2+z )w 2

2

]
ϕ1+∂

p
w2

[
w1w2−(1+z )w 2

2

]
ϕ2 = ∂p

w2
H2(z, w),

∀(z, w) ∈ C3, p = 0, p = 1,

или

(w2
1 + w2w2)ϕ1 + w1(w2 + w2)ϕ2 = (w1 + w2)(w1 + w2),

w2 ϕ1 + w1ϕ2 = w1 + w2,
[
w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2

]
ϕ1 +

[
w1w2 − (1 + z )w 2

2

]
ϕ2 = (2.39)

= (w1 + w2)(w2 + w2),

w 2
2ϕ1 − w 2

2ϕ2 = 0, (w1 + w2)ϕ1 = w1 + w2,

где считаем, что

H1 : (z, w) → (w1 + w2)(w1 + w2), ∀(z, w) ∈ C3,

H2 : (z, w) → (w1 + w2)(w2 + w2), ∀(z, w) ∈ C3.

Система (2.39) имеет решение

ϕ1 : (z, w) → 1, ∀(z, w) ∈ C3, ϕ2 : (z, w) → 1, ∀(z, w) ∈ C3.

Уравнение Пфаффа

dw1 + dw2 = 0

имеет интегрирующий множитель µ : w → 1, ∀w ∈ C2, и общий интеграл

f : w → w1 + w2, ∀w ∈ C
2. (2.40)

Следовательно, система уравнений в полных дифференциалах (2.38) име-
ет автономный (1,1)-цилиндричный частный интеграл (2.40).
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Краткие выводы по главе 2

Решены задачи о существовании у системы уравнений в полных диффе-
ренциалах R-дифференцируемых на области первых интегралов, послед-
них множителей и частных интегралов, которые зависят от части независи-
мых и зависимых переменных ((s1, s2)-неавтономные (n− k1, n− k2)-цили-
ндричные R-дифференцируемые первые интегралы, (s1, s2)-неавтономные
(n− k1, n− k2)-цилиндричные R-дифференцируемые последние множители
и (s1, s2)-неавтономные (n− k1, n− k2)-цилиндричные R-дифференцируе-
мые частные интегралы).

Каждая из этих трёх задач решается следующим образом:
1) доказываются необходимые признаки существования у системы в пол-

ных дифференциалах (s1, s2)-неавтономного (n−k1, n−k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого первого интеграла (теорема 2.1), (s1, s2)-неавтоном-
ного (n−k1, n−k2)-цилиндричного R-дифференцируемого последнего мно-
жителя (теорема 2.4) и (s1, s2)-неавтономного (n−k1, n−k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого частного интеграла (теорема 2.7);

2) доказываются критерии существования у системы уравнений в пол-
ных дифференциалах (s1, s2)-неавтономного (n−k1, n−k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого первого интеграла (теорема 2.2), (s1, s2)-неавтоном-
ного (n−k1, n−k2)-цилиндричного R-дифференцируемого последнего мно-
жителя (теорема 2.5) и (s1, s2)-неавтономного (n−k1, n−k2)-цилиндричного
R-дифференцируемого частного интеграла (теорема 2.8).

Для системы в полных дифференциалах получены достаточные условия
функциональной независимости (s1, s2)-неавтономных (n − k1, n − k2)-ци-
линдричных R-дифференцируемых на области первых интегралов (теоре-
ма 2.3), (s1, s2)-неавтономных (n − k1, n − k2)-цилиндричных R-диффере-
нцируемых на области последних множителей (теорема 2.6) и (s1, s2)-неав-
тономных (n− k1, n− k2)-цилиндричных R-дифференцируемых на области
частных интегралов (теорема 2.9).
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ГЛАВА 3

ИНТЕГРАЛЫ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

3.1. R-дифференцируемые интегралы R-линейных систем
в полных дифференциалах

3.1.1. R-линейный частный интеграл

R-линейная функция p : w →
n∑

ξ=1

(
b
ξ
w

ξ
+ b

n+ξ
w

ξ

)
, ∀w ∈ Cn, (b% ∈ C,

% = 1, 2n ) будет частным интегралом системы (1.12), если и только если вы-

полняется система тождеств x
k
p(w) = p(w)λk, ∀w ∈ Cn, λk ∈ C, k = 1, 2m.

Эта система тождеств распадается на линейную однородную систему
(
Ak − λkE

)
b = 0, k = 1, 2m, (3.1)

где b = colon(b1, . . . , b2n), E — единичная матрица, а матрицы 2n-го поряд-

ка Aj = ‖a1j . . . anj a1,m+j . . . an,m+j‖ и Am+j = ‖a1,m+j . . . an,m+j a1j . . . anj‖,

j = 1,m, составлены на основании векторов aik = colon(aik1, . . . , aik,2n),

aik = colon(aik,n+1, . . . , aik,2n, aik1, . . . , aikn), i = 1, n, k = 1, 2m.

Систему det
(
Ak − λkE

)
= 0, k = 1, 2m, назовём интегральной характе-

ристической системой, а её корни будем называть интегральными характе-
ристическими корнями дифференциальной системы (1.12).

Условие (1.15) полной разрешимости системы (1.12) равносильно пере-
становочности матриц [19, c. 24; 20, c. 73]: AkAl = AlAk, k = 1, 2m,

l = 1, 2m. Это определяет связи [92, с. 193 – 194] между собственными чис-

лами и собственными векторами матриц Ak, k = 1, 2m, на основании ко-
торых для системы уравнений в полных дифференциалах (1.12) доказываем
основополагающее для дальнейших рассуждений утверждение

� �
� ��� � ���
. Пусть ν ∈ C

2n
— общий собственный вектор матриц Ak,

k = 1, 2m. Тогда R-линейная функция p : w → νγ, ∀w ∈ C
n, где век-

тор γ = colon(w1, . . . , wn, w1, . . . , wn), является частным интегралом cисте-

мы уравнений в полных дифференциалах (1.12).
Действительно, если ν — общий собственный вектор матриц Ak,

k = 1, 2m, то он является решением линейной однородной системы (3.1), где
λk — собственные числа соответственно матриц Ak, k = 1, 2m, которым
соответствует собственный вектор ν. Тогда выполняется система тождеств

xk(νγ) = λkνγ, ∀w ∈ C
n, k = 1, 2m, и R-линейная функция p является

частным интегралом системы (1.12).
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3.1.2. Автономные R-дифференцируемые первые интегралы

3.1.2.1. Построение R-дифференцируемых первых интегралов по общим
собственным векторам. Если матрицы Ak, k = 1, 2m, имеют 2m + 1 об-
щих линейно независимых собственных векторов, то по ним можно постро-
ить первый интеграл системы (1.12) основываясь на следующей

� �������
��� � ���
. Пусть νθ, θ = 1, 2m+ 1, — общие собственные векторы

матриц Ak, k = 1, 2m. Тогда автономным первым интегралом у системы
(1.12) будет R-дифференцируемая фукция

F : w →
2m+1∏

θ=1

(
νθγ

)hθ , ∀w ∈ Ω, Ω ⊂ D(F ), (3.2)

где показатели степени h1, . . . , h2m+1 суть нетривиальное решение линейной

системы
2m+1∑
θ=1

λk
θ hθ = 0, k = 1, 2m, с коэффициентами λk

θ являющими-

ся собственными числами матриц Ak, которым соответствуют собственные
векторы νθ, θ = 1, 2m+ 1, k = 1, 2m.

Доказательство. Пусть νθ, θ = 1, 2m+ 1, — общие собственные век-
торы матриц A1, . . . , A2m. Тогда у этих матриц существуют собственные

числа λk
θ , θ = 1, 2m+ 1, k = 1, 2m, которым соответствуют собствен-

ные векторы νθ, θ = 1, 2m+ 1. Согласно лемме 3.1 R-линейные функции

w → νθγ, ∀w ∈ Cn, θ = 1, 2m+ 1, являются частными интегралами диффе-
ренциальной системы (1.12), и выполняется система тождеств

x
k
νθγ = λk

θ ν
θγ, ∀w ∈ Cn, k = 1, 2m, θ = 1, 2m+ 1. (3.3)

Составим функцию F : w →
2m+1∏
θ=1

(
νθγ

)hθ , ∀w ∈ Ω, где Ω есть область из

пространства Cn, а hθ, θ = 1, 2m+ 1, — комплексные числа, одновремен-
но не равные нулю. Производные Ли этой функции в силу системы (1.12):

x
k
F (w) =

2m+1∏

θ=1

(
νθγ

)hθ−1
2m+1∑

θ=1

hθ

2m+1∏

l=1,l 6=θ

(ν lγ) x
k
νθγ, ∀w ∈ Ω, k = 1, 2m.

С учётом тождеств (3.3) получаем, что x
k
F (w) =

2m+1∑
θ=1

λk
θhθ F (w), ∀w ∈ Ω,

k = 1, 2m. Если
2m+1∑
θ=1

λk
θhθ = 0, k = 1, 2m, то скалярная функция (3.2) бу-

дет R-дифференцируемым автономным первым интегралом на области Ω из
пространства Cn системы уравнений в полных дифференциалах (1.12).
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. Пусть νθ, θ = 1, 2m+ 1, — общие собственные векто-
ры матриц Ak, k = 1, 2m. Тогда автономным первым интегралом системы
(1.12) будет R-дифференцируемая функция

F12...2m(2m+1) : w →
2m∏
θ=1

(
νθγ

)−δθ
(
ν2m+1γ

)δ
, ∀w ∈ Ω, Ω ⊂ D(F12...2m(2m+1)),

где определитель
∣∣λk

θ

∣∣ = δ, а определители δθ, θ = 1, 2m, получены заме-
ной θ-го столбца в определителе δ на colon

(
λ1

2m+1, . . ., λ
2m
2m+1

)
, λk

θ — соб-
ственные числа матриц Ak, которым соответствуют собственные векторы
νθ, θ = 1, 2m+ 1, k = 1, 2m.

� ��� � �
� � �����
Система уравнений в полных дифференциалах

dw1=[2w1− i(w2 +w1)+(1− i)w2]dz+[w1 +(2− i)(w2+w1)+(1− i)w2]d z,

(3.4)
dw2 = − [(2 + i)(w1 + w2) + iw2]dz − [i(w1 + w2) + (i− 1)w2]d z

такова, что построенные на её основе матрицы

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

2 −2− i 2 + i 0
−i −i 1 + i i

−i 0 1 i
1− i −2− i 2 + i 1 + i

∥∥∥∥∥∥∥∥
и A2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 −i i 0
2− i 1− i 1 + i −2 + i

2− i 0 2 −2 + i
1− i −i i i

∥∥∥∥∥∥∥∥

перестановочны. Значит, система уравнений в полных дифференциалах (3.4)
вполне разрешима на расширенном пространстве C

3.
Собственными числами матриц A1 и A2 являются λ1

1 = 1 + i, λ1
2 = −i,

λ1
3 = 1, λ1

4 = 2 и λ2
1 = i, λ2

2 = 1 − i, λ2
3 = 2, λ2

4 = 1, которые находим как
корни интегральных характеристических уравнений

det(A1 − λ1E) = 0 ⇐⇒ (λ1 − 1− i)(λ1 + i)(λ1 − 1)(λ1 − 2) = 0

и

det(A2 − λ2E) = 0 ⇐⇒ (λ2 − i)(λ2 − 1 + i)(λ2 − 2)(λ2 − 1) = 0.

Матрицы A1 и A2 приведём к жордановым нормальным формам

J1 = diag{1 + i, − i, 1, 2} и J2 = diag{i, 1− i, 2, 1}

так, чтобы в представлениях A1 = B1J1B
−1
1 и A2 = B2J2B

−1
2 матрицы пе-

рехода B1 и B2 были равными, например:

B1 = B2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 1
1 1 1 0

1 0 1 0
1 1 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Поэтому общими линейно независимыми собственными векторами матриц
A1 и A2 будут ν1=(0, 1, 1, 1), ν2=(1, 1, 0, 1), ν3=(0, 1, 1, 0), ν4=(1, 0, 0, 1).

Числа h1, h2 и h3 найдём из системы
{

(1 + i)h1 − ih2 + h3 = 0,

ih1 + (1− i)h2 + 2h3 = 0
⇐⇒

{
h1 = − (1 + i)h3,

h2 = − (2 + i)h3.

Например, h1 = 1 + i, h2 = 2 + i и h3 = − 1.

Тогда по теореме 3.1 R-дифференцируемая функция

F : w →
(w2 + w1 + w2)

1+i(w1 + w2 + w2)
2+i

w2 + w1
, ∀w ∈ Ω, (3.5)

где Ω — область из множества W = {w : w2 + w1 6= 0}, является автоном-
ным первым интегралом вполне разрешимой системы (3.4) на области Ω.

R-дифференцируемый первый интеграл (3.5) образует автономный инте-
гральный базис дифференциальной системы (3.4) на любой области Ω из
множества W пространства C

2.

3.1.2.2. Построение R-дифференцируемых первых интегралов по собс-
твенным и присоединённым векторам. Пусть хотя бы одна из матриц Ak,
k = 1, 2m, имеет кратный элементарный делитель. Тогда из системы (1.12)
произвольным образом выделим обыкновенную дифференциальную систему

dwi = Xiζ(w) dzζ +Xi,m+ζ(w) d zζ , i = 1, n,

со свойством: у матрицы Aζ число элементарных делителей не превосходит
числа элементарных делителей каждой из матриц Aj, j = 1,m.

���������	��
	�
���
��� ���
. Пусть λζ

l — собственное число матрицы Aζ , которо-
му соответствует элементарный делитель кратности s и собственный вектор
ν0l. Тогда вектор νηl, координатами которого являются решения линейной
системы уравнений
(
Aζ − λζ

lE
)
colon

(
νηl

1 , . . ., ν
ηl
2n

)
= η colon

(
νη−1, l

1 ,. . ., νη−1, l
2n

)
, η = 1, s− 1, (3.6)

назовём η-ым присоединённым вектором матрицы Aζ , соответствующим
собственному числу λζ

l .� �������
��� � ���
. Пусть общие собственные векторы ν0l, l = 1, r, матриц

Ak, k = 1, 2m, и присоединённые векторы νηl, η = 1, sl − 1, l = 1, r, матри-
цы Aζ соответствуют собственным числам λζ

l , l = 1, r, матрицы Aζ , име-

ющим элементарные делители кратности sl при
r∑

l=1

sl > 2m + 1. Тогда ав-
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тономным первым интегралом вполне разрешимой системы (1.12) является
R-дифференцируемая функция

F : w →

α∏

ξ=1

(
ν0ξγ

)h0ξ exp

εξ∑

q=1

hqξΨ
ξ
q(w), ∀w ∈ Ω, (3.7)

где Ω — область из множества определения D(F ), Ψξ
q — R-дифференци-

руемые функции такие, что

ντξγ =
τ∑

q=1

(
τ−1
q−1

)
Ψξ

q(w) ντ−q, ξγ, ∀w ∈ Ω, τ = 1, εξ, ξ = 1, α, (3.8)

при
α∑

ξ=1

εξ = 2m− α + 1, εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, α, α 6 r, а также

xk Ψξ
q(w) = µξk

q , µ
ξk
q = const, k = 1, 2m, q = 1, εξ, ξ = 1, α;

числа hqξ, q = 0, εξ, ξ = 1, α, составляют нетривиальное решение линей-

ной однородной системы
α∑

ξ=1

(
λk

ξh0ξ +
εξ∑

q=1
µξk

q hqξ

)
= 0, k = 1, 2m, где λk

ξ суть

собственные числа матриц Ak, которым соответствуют собственные векто-
ры ν0ξ, ξ = 1, α, k = 1, 2m.

Доказательство. На основании системы равенств (3.6) и леммы 3.1 уста-
навливаем, что

xζ

(
ν0lγ

)
= λζ

l ν
0lγ, ∀w ∈ C

n, l = 1, r,
(3.9)

xζ

(
νηlγ

)
= λζ

l ν
ηlγ + η νη−1, lγ, ∀w ∈ C

n, η = 1, sl − 1, l = 1, r.

Систему (3.8) при каждом фиксированном индексе ξ, ξ = 1, α, все-
гда можно разрешить относительно Ψξ

q, так как её определитель равен(
ν0ξγ

)εξ , ∀w ∈ C
n, и отличен от тождественного нуля на области Ω из C

n.
Докажем, что для функций Ψl

q справедливы тождества

xζΨ
l
q(w) =

[
1, ∀w ∈ Ω, при q = 1,

0, ∀w ∈ Ω, при q = 2, sl − 1, l = 1, r.
(3.10)

Соотношения (3.10) при q = 1 и q = 2 непосредственно проверяются
на основании тождеств (3.9). Доказательство для случаев q > 3 проведём
методом математической индукции. Предположим, что тождества (3.10) вы-
полняются при q = 1, ε− 1. Вычислим действие линейного дифференциаль-
ного оператора xζ на R-линейную функцию p : w → νεlγ, ∀w ∈ C

n, с учётом
соотношений (3.8), (3.9) и (3.10) при q = 1, ε− 1 на области Ω:
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xζ

(
νεlγ

)
= λζ

l

ε∑

q=1

(
ε−1
q−1

)
Ψl

q(w) νε−q, lγ +

+ (ε− 1)

ε−1∑

q=1

(
ε−2
q−1

)
Ψl

q(w) νε−q−1, lγ + νε−1, lγ + ν0lγ xζΨ
l
ε(w).

Отсюда, в силу соотношений (3.8) при τ = ε − 1 и τ = ε, соотношений
(3.9) при η = ε и того, что ν0lγ 6≡ 0 на Cn получаем: xζ Ψl

ε(w)=0, ∀w ∈ Ω.

Пусть

Ψl
0(w) = ln

(
ν0lγ

)
, ∀w ∈ Ω, l = 1, r. (3.11)

Тогда из соотношений (3.9) и (3.10) получаем, что

xζ Ψl
0(w) = λζ

l , ∀w ∈ Ω, l = 1, r, (3.12)

xζ Ψl
1(w) = 1, ∀w ∈ Ω, l = 1, r, (3.13)

xζ Ψl
q(w) = 0, ∀w ∈ Ω, q = 2, sl − 1, l = 1, r. (3.14)

Так как матрицы Ak, k = 1, 2m, имеют r общих собственных векторов,
то согласно лемме 3.1 выполняются тождества

xkΨ
l
0(w) = λk

l , ∀w ∈ Ω, k = 1, 2m, l = 1, r. (3.15)

Учитывая, что линейные дифференциальные операторы xk, k = 1, 2m,

симметричны, из соотношений (3.13) и (3.14) получаем, что на области Ω

xkΨ
l
q(w) = µlk

q , k = 1, 2m, k 6= ζ, q = 1, sl − 1, l = 1, r. (3.16)

Следовательно, существуют
r∑

l=1

sl функций Ψl
q : Ω → C, q = 0, sl − 1,

l = 1, r, заданных соотношениями (3.8) и (3.11), относительно которых вы-
полняются условия (3.10), (3.12) – (3.16) и которые, учитывая способ их
построения, функционально независимы.

Построим функцию
∗

F : w →
α∑

ξ=1

εξ∑
q=0

hqξΨ
ξ
q(w), ∀w ∈ Ω, и вычислим дей-

ствия операторов (1.13) и (1.14) на неё:

xk

∗

F (w) =
α∑

ξ=1

(
λk

ξh0ξ +

εξ∑

q=1

µξk
q hqξ

)
, ∀w ∈ Ω, k = 1, 2m.

Если
α∑

ξ=1

(
λk

ξh0ξ +
εξ∑

q=1

µξk
q hqξ

)
= 0, k = 1, 2m, то R-дифференцируемая функ-
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ция
∗

F является автономным первым интегралом дифференциальной систе-
мы (1.12) на области Ω из пространства Cn.

Полагая F : w → exp
∗

F (w), ∀w ∈ Ω, получаем автономный первый инте-
грал вида (3.7) вполне разрешимой системы (1.12).

� ��� � �
� � ���
. Система уравнений в полных дифференциалах

dw1 = [(1 + i)w1 + iw2 − w1 − w2]dz + (w1 + iw2 − w1 − w2)d z,

dw2 = (w2 + w1 + w2)dz + [(1− i)w2 + w1 + w2]d z,

dw3 = (− w1 + w2 + w3 − i w2)dz + [− w1 + w2 + (1− i)w3 − i w2]d z

(3.17)

вполне разрешима. На основании собственных чисел λ1
1 = 1 + i и λ1

2 = 1,
которым соответствуют трёхкратные элементарные делители (λ1 − 1− i)3 и

(λ1 − 1)3, собственных векторов ν01 = (1, 1, 0, 0, 0, 0), ν02 = (0, 0, 0, 1, 1, 0)

и присоединённых векторов ν11 = (0, 0, 0, 0, 1, 0), ν21 = (0, 1, 0, 0, 0, 1),

ν12 = (0, 1, 0, 0, 0, 0), ν22 = (0, 0, 1, 0, 1, 0), составим функции

Ψ1
1 : w →

w2

w1 + w2
, ∀w ∈ Ω, и Ψ1

2 : w →
(w1 + w2)(w2 + w3)− w 2

2

(w1 + w2)2
, ∀w ∈ Ω,

где Ω — область из множества W = {w : w1 + w2 6= 0} пространства C3.

По теореме 3.2 строим R-дифференцируемые первые интегралы

F1 : w → Ψ1
2(w), ∀w ∈ Ω, (3.18)

и

F2 : w →
w1 + w2

w1 + w2
exp

(
i

w2

w1 + w2

)
, ∀w ∈ Ω, (3.19)

которые, будучи функционально независимыми, образуют базис автономных
первых интегралов системы (3.17) на любой обласи Ω из множества W.

3.1.3. Неавтономные R-дифференцируемые первые интегралы

Система уравнений в полных дифференциалах (1.12) индуцирует на рас-
ширенном пространстве Cm+n линейные дифференциальные операторы

Xj(z, w) = ∂zj
+ xj(w) и Xm+j(z, w) = ∂

zj
+ xm+j(w), j = 1,m.

С целью построения неавтономного базиса R-дифференцируемых пер-
вых интегралов системы уравнений в полных дифференциалах (1.12) доста-
точно к базису автономных первых интегралов этой системы добавить m та-
ких неавтономных первых интегралов системы (1.12), что полученная сово-
купность n первых интегралов будет функционально независимой на неко-
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торой области из пространства Cm+n. Такая процедура всякий раз может
быть осуществлена на основании следующих закономерностей.

� �������
��� � ��� �
Пусть ν — общий собственный вектор матриц Ak, k = 1, 2m.

Тогда первым интегралом системы уравнений в полных дифференциалах
(1.12) будет R-дифференцируемая на пространстве C

m+n функция

F : (z, w) → (νγ) exp

[
−

m∑

j=1

(λjzj + λm+j zj)

]
, ∀(z, w) ∈ C

m+n, (3.20)

где λk — собственные числа матриц Ak, k = 1, 2m, которым соответствует
собственный вектор ν.

Действительно, с учётом леммы 3.1 производные Ли в силу системы (1.12)
R-дифференцируемой функции (3.20) равны:

XjF (z, w) = ∂zj
F (z, w) + xjF (z, w) = (− λj + λj )F (z, w) = 0,

Xm+jF (z, w) = ∂
zj
F (z, w) + xm+jF (z, w) =

= (− λm+j + λm+j )F (z, w) = 0, ∀(z, w) ∈ Cm+n, j = 1,m.

Следовательно, функция (3.20) является R-дифференцируемым на про-
странстве C

m+n первым интегралом системы (1.12).
� ��� � �
� � ���

(продолжение примера 3.1). На основании собственных чи-
сел λ1

1 = 1 + i и λ2
1 = i матриц A1 и A2, и соответствующего им общего

собственного вектора ν1 = (0, 1, 1, 1), по теореме 3.3 строим R-дифферен-
цируемый на C3 первый интеграл системы (3.4)

F : (z, w) → (w2 + w1 + w2) exp[− (1 + i)z − i z ], ∀(z, w) ∈ C
3. (3.21)

R-дифференцируемые функции (3.5) и (3.21) образуют базис первых ин-
тегралов вполне разрешимой системы (3.4) на областях C × Ω, где область
Ω из множества {w : w2 + w1 6= 0}.

� �������
��� � � � �
Пусть общий собственный вектор ν0 матриц Ak, k = 1, 2m,

и присоединённые векторы νη, η = 1, s− 1, матрицы Aζ , соответству-
ют собственному числу λζ матрицы Aζ , имеющему элементарный делитель
кратности s > 2. Тогда первыми интегралами вполне разрешимой системы
(1.12) являются R-дифференцируемые функции

Fq : (z, w) → Ψζ
q(w)−

m∑

j=1

(
µζj

q zj +µζ,m+j
q zj

)
, ∀(z, w) ∈ G, q = 1, s− 1, (3.22)

где G — область из C
m+n, функции Ψζ

q находятся из системы (3.8), числа

µζk
q = xkΨ

ζ
q(w), ∀w ∈ Ω, Ω ⊂ C

n, q = 1, s− 1, k = 1, 2m.



58

Доказательство. Вычислим действие линейных дифференциальных опе-
раторов Xk, k = 1, 2m, на R-дифференцируемые функции (3.22):

XkFq(z, w) = − µζk
q + xkΨ

ζ
q(w), ∀(z, w) ∈ Cm × Ω, k = 1, 2m, q = 1, s− 1.

С учётом того, что xkΨ
ζ
q(w) = µζk

q , ∀w ∈ Ω, k = 1, 2m, q = 1, s− 1,

получаем, что R-дифференцируемые функции (3.22) являются первыми ин-
тегралами системы (1.12) на области Cm × Ω из пространства Cm+n.

� ��� � �
� � � �
(продолжение примера 3.2). По теореме 3.4, с учётом того, что

µ11
1 = 1, µ12

1 = 1, строим R-дифференцируемый на области C × Ω первый
интеграл вполне разрешимой системы (3.17)

F : (z, w) →
w2

w1 + w2
− z − z , ∀(z, w) ∈ C× Ω. (3.23)

R-дифференцируемые функции (3.18), (3.19) и (3.23) образуют базис
первых интегралов системы (3.17) на областях C×Ω пространства C4, где
Ω есть область из множества {w : w1 + w2 6= 0}.

3.2. Интегралы вещественной линейной автономной системы
уравнений в полных дифференциалах

3.2.1. Линейный частный интеграл

Для того, чтобы комплекснозначная линейная однородная функция

p : x→
n∑

i=1

bixi, ∀x ∈ R
n, (bi ∈ C, i = 1, n )

была частным интегралом системы (1.16), необходимо и достаточно выпол-
нения системы тождеств

pj p(x) = p(x)λj, ∀x ∈ Rn, λj ∈ C, j = 1,m. (3.24)

Система тождеств (3.24) имеет место тогда и только тогда, когда совмест-
на линейная однородная система

(
Aj − λjE

)
b = 0, j = 1,m, где вектор

b = colon(b1, . . . , bn), E — единичная матрица, квадратные матрицы n-го

порядка Aj =
∥∥a

ξji

∥∥, j = 1,m.

Методом доказательства аналогичным рассмотренному в лемме 3.1 дока-
зывается

� �
� ��� � ���
. Пусть ν — общий собственный вектор, ν ∈ C

n, матриц
Aj, j = 1,m. Тогда линейная однородная функция p : x → νx, ∀x ∈ Rn,

является частным интегралом дифференциальной системы (1.16).
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3.2.2. Автономные первые интегралы

3.2.2.1. Построение первых интегралов по вещественным общим собст-
венным векторам. Если матрицы Aj, j = 1,m, имеют m + 1 общих ве-
щественных линейно независимых собственных векторов, то по ним можно
построить автономный первый интеграл системы уравнений в полных диф-
ференциалах (1.16) основываясь на следующей закономерности.

� �������
��� � ���
. Пусть νk, k = 1,m+ 1, — общие вещественные собствен-

ные векторы матриц Aj, j = 1,m. Тогда функция F : x→
m+1∏
k=1

∣∣νkx
∣∣hk , ∀x ∈ X,

где вещественные числа hk, k = 1,m+ 1, являются нетривиальным реше-

нием линейной системы
m+1∑
k=1

λj
khk = 0, j = 1,m, а λj

k — вещественные соб-

ственные числа матриц Aj, которым соответствуют собственные векторы

νk, k = 1,m+ 1, j = 1,m, на любой области X из множества определе-
ния D(F ) будет первым интегралом вполне разрешимой системы (1.16).

Доказательство теоремы 3.5 основано на тех же принципах, что и доказа-
тельство теоремы 3.1.

� 
	��� ���	� �
� � ���
. Пусть νk, k = 1,m+ 1, — общие вещественные собствен-

ные векторы матриц Aj, j = 1,m. Тогда автономным первым интегралом
вполне разрешимой системы (1.16) будет скалярная функция

F12...m(m+1) : x→
m∏

k=1

∣∣νkx
∣∣−4k ∣∣νm+1x

∣∣4, ∀x ∈ X, X ⊂ D(F12...m(m+1)),

где определитель 4 =
∣∣λj

k

∣∣, а определители 4k, k = 1,m, — получены за-

меной k− го столбца в определителе 4 на столбец colon
(
λ1

m+1, . . . , λ
m
m+1

)
,

λj
k — вещественные собственные числа матриц Aj, которым соответствуют

собственные векторы νk, k = 1,m+ 1, j = 1,m.
� ��� � �
� � ��� �

Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 = − x1 dt2, dx2 = 2(x3 + x4) dt1 + x2 dt2,

dx3 = x2 dt1 + x4 dt2, dx4 = x2 dt1 + x3 dt2
(3.25)

такова, что матрицы

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 0

0 0 1 1
0 2 0 0

0 2 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
и A2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

− 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
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перестановочны. Значит, система (3.25) вполне разрешима. Собственными
числами матриц A1 и A2 соответственно являются λ1

1 = − 2, λ1
2 = λ1

3 = 0,
λ1

4 = 2 и λ2
1 = 1, λ2

2 = λ2
3 = − 1, λ2

4 = 1, которые находим как корни инте-
гральных характеристических уравнений

det(A1 − λ1E) = 0 ⇐⇒ (λ1 + 2)(λ1)2(λ1 − 2) = 0

и

det(A2 − λ2E) = 0 ⇐⇒ (λ2 + 1)2(λ2 − 1)2 = 0.

Матрицы A1 и A2 приведём к жордановым нормальным формам

J1 = diag{ − 2, 0, 0, 2} и J2 = diag{1, − 1, − 1, 1}

так, чтобы в представлениях A1 = B1J1B
−1
1 и A2 = B2J2B

−1
2 матрицы пе-

рехода B1 и B2 были равными, например:

B1 = B2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0

− 1 0 0 1
1 0 1 1

1 0 − 1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Поэтому общими вещественными собственными векторами матриц A1 и A2

будут ν1 = (0, − 1, 1, 1), ν2 = (1, 0, 0, 0), ν3 = (0, 0, 1, − 1), ν4 = (0, 1, 1, 1).
Определители:

4 =

∣∣∣∣
−2 0

1 −1

∣∣∣∣ = 2, 411 =

∣∣∣∣
0 0

−1 −1

∣∣∣∣ = 0, 421 =

∣∣∣∣
−2 0

1 −1

∣∣∣∣ = 2,

412 =

∣∣∣∣
2 0
1 −1

∣∣∣∣ = − 2, 422 =

∣∣∣∣
−2 2

1 1

∣∣∣∣ = − 4.

Тогда скалярные функции (следствие 3.2)

F
123

: x→
(x3 − x4)

2

x2
1

, ∀x ∈ X, (3.26)

и

F
124

: x→ x4
1 [x2

2 − (x3 + x4)
2 ]2, ∀x ∈ R4, (3.27)

будучи функционально независимыми, образуют базис автономных первых
интегралов системы (3.25) на областях X из множества {x : x1 6= 0}.

3.2.2.2. Построение первых интегралов по комплексным общим собствен-
ным векторам. В случае, когда p — комплекснозначный частный интеграл
дифференциальной системы (1.16), система тождеств (3.24) распадается на
вещественную систему тождеств
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pj Re p(x) = Re p(x)
∗

λj − Im p(x)
∼

λj, ∀x ∈ R
n,

(3.28)

pj Im p(x) = Re p(x)
∼

λj + Im p(x)
∗

λj, ∀x ∈ Rn, λj =
∗

λj +
∼

λj i, j = 1,m.

Тем самым, получаем критерий существования комплекснозначного част-
ного интеграла.

� �
� ��� � ���
. Линейная функция p является комплекснозначным частным

интегралом системы уравнений в полных дифференциалах (1.16) тогда и
только тогда, когда выполняется система тождеств (3.28).

С учётом этого критерия устанавливаем следующие закономерности от-
носительно комплекснозначного частного интеграла системы (1.16).

�����������	��� � ���
. Если система (1.16) имеет комплекснозначный частный ин-

теграл p, то комплексно сопряжённая функция p также является частным
интегралом системы (1.16). При этом, наряду с системой тождеств (3.24),
имеет место и система тождеств pj p(x) = p(x)λj, ∀x ∈ R

n, j = 1,m, где
числа λj комплексно сопряжены с числами λj, j = 1,m.

�����������	��� � ���
. Если система (1.16) имеет комплекснозначный частный ин-

теграл p, то вещественный полином

P : x→ Re2 p(x) + Im2 p(x), ∀x ∈ R
n, (3.29)

является частным интегралом системы (1.16) и на пространстве Rn выпол-
няется система тождеств

pj

[
Re2p(x) + Im2p(x)

]
≡ 2

[
Re2p(x) + Im2p(x)

] ∗

λj, j = 1,m, (3.30)

где числа λj, j = 1,m, находятся из тождеств (3.24).
�����������	��� � ���

. Пусть дифференциальная система (1.16) имеет комплексно-
значный частный интеграл p. Тогда производные Ли в силу системы (1.16)
экспоненциальной функции ψ : x→ expϕ(x), ∀x ∈ X, при

ϕ(x) : x→ arctg
Im p(x)

Re p(x)
, ∀x ∈ X, (3.31)

равны

pj ψ(x) = ψ(x)
∼

λj, ∀x ∈ X, j = 1,m, (3.32)

где числа λj, j = 1,m, находятся из тождеств (3.24), область X из про-
странства Rn такова, что её дополнение до Rn включает множество всех
нулей функции Re p.

Из тождеств (3.32) следует формула вычисления производных Ли в силу
системы (1.16) функции аргумента (3.31) комплекснозначного частного ин-
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теграла p этой системы:

pj ϕ(x) =
∼

λj, ∀x ∈ X, j = 1,m. (3.33)
�����������	��� � � �

. Произведение u1u2 полиномов u1 : R
n → K и u2 : R

n → K,
где K — поле вещественных R или комплексных C чисел, является част-
ным интегралом (вещественным или комплекснозначным) системы (1.16) то-
гда и только тогда, когда его сомножители u1 и u2 являются частными ин-
тегралами дифференциальной системы (1.16).

�����������	��� � ���
. Вещественный полином (3.29) является частным интегралом

системы (1.16), если и только если система (1.16) имеет комплекснозначный
частный интеграл p (или комплексно сопряжённый ему).

� �������
��� � � �
. Пусть νk =

∗
νk +

∼
νk i, k = 1, s, s 6 (m + 1)/2, и νθ,

θ = s+ 1,m+ 1− s, — соответственно общие комплексные (среди которых
нет комплексно сопряжённых) и вещественные собственные векторы матриц
Aj, j = 1,m. Тогда автономным первым интегралом вполне разрешимой си-
стемы (1.16) является скалярная функция

F : x→

s∏

k=1

[Pk(x)]
∗

hk exp
[
− 2

∼

hk ϕk(x)
] m+1−s∏

θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ , ∀x ∈ X, (3.34)

где X есть область из множества определения D(F ), скалярные функции

Pk : x →
( ∗
νkx

)2
+

(∼
νkx

)2
, ∀x ∈ R

n, ϕk : x → arctg

∼
νkx
∗
νkx

, ∀x ∈ X, k = 1, s, а

вещественные числа
∗

hk,
∼

hk, k = 1, s, hθ, θ = s+ 1,m+ 1− s, составляют

нетривиальное решение системы 2
s∑

k=1

( ∗

λ
j
k

∗

hk−
∼

λ
j
k

∼

hk

)
+

m+1−s∑
θ=s+1

λj
θhθ =0, j = 1,m,

где λj
k =

∗

λ
j
k+

∼

λ
j
k i и λj

θ — соответственно комплексные и вещественные соб-
ственные числа матриц Aj, j = 1,m, которым соответствуют собственные
векторы νk, k = 1, s, и νθ, θ = s+ 1,m+ 1− s.

Доказательство. Пусть νk =
∗
νk +

∼
νk i, k = 1, s, s 6 (m + 1)/2, и νθ,

θ = s+ 1,m+ 1− s, — соответственно общие комплексные и веществен-
ные собственные векторы матриц Aj, j = 1,m. Тогда у этих матриц су-
ществуют комплексные собственные числа λj

k и вещественные собствен-
ные числа λj

θ, которым соответствуют собственные векторы νk, k = 1, s,

и νθ, θ = s+ 1,m+ 1− s, j = 1,m. При этом согласно лемме 3.2 линейные
функции pk : x → νkx, ∀x ∈ Rn, k = 1,m+ 1− s, являются частными ин-
тегралами системы (1.16). Отсюда, с учётом свойства 3.2 заключаем, что на
пространстве R

n выполняется система тождеств
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pj

[( ∗
νkx

)2
+

(∼
νkx

)2 ]
= 2

[( ∗
νkx

)2
+

(∼
νkx

)2 ] ∗
λ

j
k, j = 1,m, k = 1, s,

(3.35)
pj ν

θx = λj
θ ν

θx, j = 1,m, θ = s+ 1,m+ 1− s.

Составим функцию F : x →
s∏

k=1

[Pk(x)]
∗

hk exp
[
− 2

∼

hk ϕk(x)
] m+1−s∏

θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ,

∀x ∈ X, где X — область из арифметического пространства Rn, а
∗

hk,
∼

hk,
k = 1, s, hθ, θ = s+ 1,m+ 1− s, — вещественные числа одновременно не
равные нулю. Производные Ли в силу системы (1.16):

pjF (x) =

{ s∏

k=1

[
Pk(x)

]∗hk−1
exp

[
− 2

∼

hk ϕk(x)
] s∑

k=1

∗

hk

s∏

l=1,l 6=k

Pl(x) pjPk(x) +

+
s∏

k=1

[
Pk(x)

]∗hk exp
[
− 2

∼

hk ϕk(x)
] s∑

k=1

pj

[
− 2

∼

hk ϕk(x)
]} m+1−s∏

θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ +

+

s∏

k=1

[
Pk(x)

]∗hk exp
[
− 2

∼

hk ϕk(x)
] m+1−s∏

θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ−1

·

·
m+1−s∑

θ=s+1

sgn
(
νθx

)
hθ

m+1−s∏

l=s+1,l 6=θ

∣∣ν lx
∣∣ pj

(
νθx

)
, ∀x ∈ X, j = 1,m.

Отсюда на основании тождеств (3.35), свойств 3.2 и 3.3 получаем:

pjF (x) =

[ s∑

k=1

2
( ∗
λ

j
k

∗

hk −
∼

λ
j
k

∼

hk

)
+

m+1−s∑

θ=s+1

λj
θhθ

]
F (x), ∀x ∈ X, j = 1,m.

Если 2
s∑

k=1

( ∗
λ

j
k

∗

hk −
∼

λ
j
k

∼

hk

)
+

m+1−s∑
θ=s+1

λj
θhθ = 0, j = 1,m, то функция (3.34)

будет автономным первым интегралом системы (1.16).
� ��� � �
� � � � �

Для вполне разрешимой системы

dx1 = x1 dt1 + x2 dt2, dx2 = x2 dt1 − x1 dt2, dx3 = x3 dt1 − x3 dt2 (3.36)

по собственным числам λ1
1 = λ1

2 = λ1
3 = 1; λ2

1 = − i, λ2
2 = i, λ2

3 = − 1 и
общим собственным векторам ν1 = (1, i, 0), ν2 = (1, − i, 0), ν3 = (0, 0, 1)
строим (теорема 3.6) базис автономных первых интегралов

F : x→
x2

1 + x2
2

x2
3

exp
[
2 arctg

x2

x1

]
, ∀x ∈ X, (3.37)
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на областях X из множества {x : x1 6= 0, x3 6= 0}.
� �������
��� � � �

. Пусть ντ =
∗
ντ +

∼
ντ i, νs+τ =

∗
ντ −

∼
ντ i, τ = 1, s, s 6 m/2,

ν2s+1 =
∗
ν2s+1 +

∼
ν2s+1 i, и νθ, θ = 2s+ 2,m+ 1, — соответственно общие

комплексные и вещественные собственные векторы матриц Aj, j = 1,m.
Тогда первыми интегралами системы (1.16) являются функции

F1 : x→

s∏

k=1

[
Pk(x)

]∗hk+
∗

hs+k exp
[
− 2

( ∼
hk −

∼

hs+k

)
ϕk(x)

]
·

(3.38)

·
[
P2s+1(x)

]∗h2s+1 exp
[
− 2

∼

h2s+1ϕ2s+1(x)
] m+1∏

θ=2s+2

(
νθx

)2
∗

hθ , ∀x ∈ X,

F2 : x→
s∏

k=1

[
Pk(x)

]∼hk+
∼

hs+k exp
[
2
(∗
hk −

∗

hs+k

)
ϕk(x)

]
·

(3.39)

·
[
P2s+1(x)

]∼h2s+1 exp
[
2
∗

h2s+1ϕ2s+1(x)
] m+1∏

θ=2s+2

(
νθx

)2
∼

hθ , ∀x ∈ X,

где X есть область из множества D(F1) ∩ D(F2), скалярные функции

Pk : x →
( ∗
νkx

)2
+

(∼
νkx

)2
, ∀x ∈ R

n, ϕk : x → arctg

∼
νkx
∗
νkx

, ∀x ∈ X, k = 1, s,

k = 2s + 1, а комплексные числа hk =
∗

hk +
∼

hki, k = 1,m+ 1, составляют

нетривиальное решение линейной однородной системы
m+1∑
k=1

λj
khk =0, j = 1,m,

где λj
τ =

∗

λj
τ +

∼

λj
τ i, λ

j
s+τ =

∗

λj
τ −

∼

λj
τ i, τ = 1, s, λj

2s+1 =
∗

λ
j
2s+1 +

∼

λ
j
2s+1 i, и

λj
θ, θ = 2s+ 2,m+ 1, — соответственно комплексные и вещественные соб-

ственные числа матриц Aj, j = 1,m, которым соответствуют общие соб-
ственные векторы νk, k = 1,m+ 1.

Доказательство. Построим две функции

∗

F : x→

2s∏

k=1

(
νkx

)hk
(
ν2s+1x

)h2s+1

m+1∏

θ=2s+2

(
νθx

)hθ, ∀x ∈ X,

и

∗∗

F : x→

2s∏

k=1

(
νkx

)lk
(
ν2s+1x

)l2s+1

m+1∏

θ=2s+2

(
νθx

)lθ , ∀x ∈ X,

где hk, lk, k = 1,m+ 1, — некоторые комплексные числа. Функции
∗

F и
∗∗

F
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в общем случае представляют собой комплекснозначные функции вещест-
венных аргументов. С учётом леммы 3.2 и свойства 3.1, действие операторов:

pj

∗

F (x) =
m+1∑

k=1

λj
k hk

∗

F (x), ∀x ∈ X, j = 1,m ;

pj

∗∗

F (x) =

[ 2s∑

k=1

λj
k lk + λj

2s+1 l2s+1 +
m+1∑

θ=2s+2

λj
θ lθ

]
∗∗

F (x), ∀x ∈ X, j = 1,m.

Если
m+1∑
k=1

λj
khk = 0, j = 1,m, то функция

∗

F : x →
∗

F (x), ∀x ∈ X, будет

автономным первым интегралом системы (1.16).

Пусть hk =
∗

hk +
∼

hk i, k = 1,m+ 1, — решение этой системы. Тогда чис-

ла lk =
∗

hs+k −
∼

hs+k i, ls+k =
∗

hk −
∼

hk i, k = 1, s, l2s+1 =
∗

h2s+1 −
∼

h2s+1 i,

lθ =
∗

hθ −
∼

hθ i, θ = 2s+ 2,m+ 1, являются решением линейной однородной

системы
2s∑

k=1

λj
k lk + λj

2s+1 l2s+1 +
m+1∑

θ=2s+2

λj
θ lθ = 0, j = 1,m. При этом скаляр-

ная функция
∗∗

F : x →
∗∗

F (x), ∀x ∈ X, будет автономным первым интегралом
вполне разрешимой дифференциальной системы (1.16).

Положив F1 =
∗

F
∗∗

F и F2 =
(∗∗
F/

∗

F
)i
, получим соответственно автономные

первые интегралы видов (3.38) и (3.39).
� ��� � �
� � � � �

Для вполне разрешимой системы

dx1 = x1 dt1 + x3 dt2, dx2 = − x2 dt1 + x4 dt2,
(3.40)

dx3 = x3 dt1 − x1 dt2, dx4 = − x4 dt1 − x2 dt2

на основании собственных чисел λ1
1 = λ1

2 = −1, λ1
3 = λ1

4 = 1; λ2
1 = λ2

3 = − i,
λ2

2 = λ2
4 = i и общих комплексных линейно независимых собственных век-

торов ν1 = (0, − i, 0, 1), ν2 = (0, i, 0, 1), ν3 = ( − i, 0, 1, 0) и ν4 = (i, 0, 1, 0)
строим (теорема 3.7) базис автономных первых интегралов на областях X из
множества {x : x1x4 − x2x3 6= 0} пространства R

4, состоящий из функций

F1 : x→
x1x2 + x3x4

x1x4 − x2x3
, ∀x ∈ X, и F2 : x→ (x2

1 + x2
3)(x

2
2 + x2

4), ∀x ∈ R
4.(3.41)

3.2.2.3. Построение первых интегралов по собственным и присоединён-
ным векторам. Из системы уравнений в полных дифференциалах (1.16)
произвольным образом выделим обыкновенную дифференциальную систему
dx = Aζ(x) dtζ, где Aζ(x) = colon(a1ζ(x), . . . , anζ(x)), ∀x ∈ R

n, со свой-
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ством: у матрицы Aζ число элементарных делителей не превосходит числа
элементарных делителей каждой из матриц Aj, j = 1,m.

���������	��
	�
���
��� ���
. Пусть λζ

l — собственное число матрицы Aζ , которо-
му соответствует элементарный делитель кратности s и собственный вектор
ν0l. Вектор νkl, координатами которого являются решения системы

(
Aζ − λζ

lE
)
colon

(
νkl

1 , . . . , ν
kl
n

)
= k colon

(
νk−1, l

1 , . . . , νk−1, l
n

)
, k = 1, s− 1,

назовём k-ым присоединённым вектором матрицы Aζ , соответствующим
собственному числу λζ

l .

Аналогично теореме 3.2 доказывается
� �������
��� � ���

. Пусть вещественные общие собственные векторы ν0l, l= 1, r,

матриц Aj, j = 1,m, и присоединённые векторы νθl, θ = 1, sl − 1, l = 1, r,

матрицы Aζ , соответствуют собственным числам λζ
l , l = 1, r, матрицы Aζ ,

имеющим элементарные делители кратности sl при
r∑

l=1

sl > m + 1. Тогда

первым интегралом вполне разрешимой системы (1.16) является функция

F : x→
k∏

ξ=1

(
ν0ξx

)h0ξ exp

εξ∑

q=1

hqξvqξ(x), ∀x ∈ X,

где X есть область из множества определения D(F ), скалярные функции
vqξ : X → R, такие, что

νiξx =
i∑

q=1

(
i−1
q−1

)
vqξ(x) ν

i−q, ξx, ∀x ∈ X, i = 1, εξ, ξ = 1, k, (3.42)

при
k∑

ξ=1

εξ = m− k + 1, εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k, k 6 r, а также

pj vqξ(x) = µj
qξ, µ

j
qξ = const, j = 1,m, q = 1, εξ, ξ = 1, k ;

числа hqξ, q = 0, εξ, ξ = 1, k, составляют нетривиальное решение системы

k∑

ξ=1

(
λj

ξ h0ξ +

εξ∑

q=1

µj
qξ hqξ

)
= 0, j = 1,m,

где λj
ξ суть вещественные собственные числа матриц Aj, которым соответ-

ствуют собственные векторы ν0ξ, ξ = 1, k, j = 1,m.



67
� ��� � �
� � ��� �

Для вполне разрешимой системы

dx1 = x2 dt1 + (2x1 − x3) dt2,

dx2 = (2x2 − x3 − x4) dt1 + (− x1 + 2x2 + x4) dt2,

dx3 = (x1 − x4) dt1 + (− x1 + 3x3 + x4) dt2,

dx4 = (− x1 + 2x3 + 2x4) dt1 + (x2 − 3x3 + x4) dt2

(3.43)

по собственному числу λ1
1 = 1, которому соответствует элементарный дели-

тель (λ1−1)4, собственному вектору ν0 = (−1, 1, −1, 0) и присоединённым
векторам ν1 = (1, 0, − 1, − 1), ν2 = (1, − 1, 3, 0), ν3 = (− 3, 0, 9, 9) строим
скалярные функции

v1 : x→
x1 − x3 − x4

− x1 + x2 − x3
, ∀x ∈ X,

v2 : x→
(− x1 + x2 − x3)(x1 − x2 + 3x3)− (x1 − x3 − x4)

2

(− x1 + x2 − x3)2
, ∀x ∈ X,

v3 : x→
1

(− x1 + x2 − x3)3

[
(− 3x1 + 9x3 + 9x4)(− x1 + x2 − x3)

2−

− 3(−x1 +x2−x3)(x1−x3−x4)(x1−x2 +3x3)+2(x1−x3−x4)
3
]
, ∀x ∈ X,

где X — произвольная область из множества {x : x1 − x2 + x3 6= 0}. Тогда
на области X функции (теорема 3.8)

F1 : x→ v2(x), F2 : x→ (−x1+x2−x3)
2 exp

[
−2v1(x)−v3(x)

]
, ∀x ∈ X, (3.44)

образуют базис автономных первых интегралов системы (3.43).

Доказательство теоремы 3.8 предусматривает также и случай, когда мат-
рицы Aj, j = 1,m, имеют некоторое число общих комплексных собствен-
ных вектора ν0 l, соответствующих собственным числам λζ

l с элементарны-
ми делителями кратности sl. В данном случае, на основании определённой
группировки m + 1 функций vql, l = 1, r, q = 0, sl − 1 всегда получим одну
из двух возможностей.

1. В наборе из m+1 функций наряду с каждой комплекснозначной функ-
цией вещественного аргумента содержится и комплексно сопряжённая.

2. В совокупности из m + 1 функций имеется одна комплекснозначная
функция вещественного аргумента, не имеющая комплесно сопряжённой.

В каждом из этих случаев дифференциальная система (1.16) будет иметь
следующие автономные первые интегралы.

В первом случае это — функция
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F : x→

k1∏

ξ=1

[( ∗
ν0ξx

)2
+

( ∼
ν 0ξx

)2 ]∗h0ξ exp
[
− 2

∼

h0ξ arctg

∼
ν 0ξx
∗
ν0ξx

+

+

εξ∑

q=1

2
( ∗

hqξ

∗
vqξ(x)−

∼

hqξ

∼
vqξ(x)

)] k2∏

θ=1

∣∣ν0θx
∣∣h0θ exp

εθ∑

q=1

hqθ vqθ(x)

на области X из множества определения D(F ), где вещественные числа
∗

hqξ,
∼

hqξ и hqθ, q = 0, εk, k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1, θ = 1, k2, состав-
ляют нетривиальное решение линейной однородной системы

k1∑

ξ=1

2
[( ∗
λ

j
ξ

∗

h0ξ −
∼

λ
j
ξ

∼

h0ξ

)
+

εξ∑

q=1

( ∗
µ j

qξ

∗

hqξ −
∼
µ j

qξ

∼

hqξ

)]
+

+

k2∑

θ=1

(
λj

θ h0θ +

εθ∑

q=1

µj
qθ hqθ

)
= 0, j = 1,m,

а λj
ξ =

∗

λ
j
ξ +

∼

λ
j
ξ i и λj

θ — соответственно комплексные и вещественные соб-
ственные числа матриц Aj, j = 1,m, которым соответствуют собственные

векторы ν0ξ =
∗
ν0ξ +

∼
ν 0ξ i, ξ = 1, k1, и ν0θ, θ = 1, k2. Числа

∗
µ j

qξ = Re
[
pj vqξ(x)

]
,

∼
µ j

qξ = Im
[
pj vqξ(x)

]
, µj

qθ = pj vqθ(x), ∀x ∈ X,

q = 1, εk, k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1, θ = 1, k2, j = 1,m.

Функции vqξ =
∗
vqξ +

∼
vqξ i и vθ

q находятся из системы (3.42), а εξ и εθ выби-

раются так, чтобы выполнялось равенство 2
k1∑

ξ=1

εξ +
k2∑

θ=1

εθ = m− 2k1−k2 +1

при 2k1 + k2 6 r, εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k1, εθ 6 sθ − 1, θ = 1, k2, где
k1 — количество пар комплексно сопряжённых собственных векторов, а
k2 — количество вещественных собственных векторов матриц Aj, j = 1,m.

� ��� � �
� � ��� �
Система в полных дифференциалах

dx1 = (3,−4, 4, 1, 0, 2)xdt1 + (0,−4, 2, 1,−1, 1)xdt2− (3,−2, 4, 3, 0, 2)xdt3,

dx2 = −(1,−3, 3, 0, 2, 3)xdt1 + (1, 3, 0, 0, 1,−1)xdt2 + (2,−3, 3, 3,−1, 2)xdt3,

dx3 = −(3,−5, 5, 1, 2, 4)xdt1− (0,−6, 2, 1,−2, 1)xdt2 + (3,−3, 5, 4, 0, 2)xdt3,
(3.45)

dx4 = (3,−6, 4, 4,−1, 5)xdt1 + (2,−6, 2, 3,−4, 2)xdt2− (3,−2, 6, 4, 1, 1)xdt3,

dx5 = (5,−5, 8, 3, 3, 6)xdt1 + (1,−6, 3, 2,−2, 2)xdt2− (3,−3, 6, 4, 1, 2)xdt3,

dx6 = −(2,−5, 4, 3,−1, 2)xdt1−(2,−4, 3, 3,−2, 2)xdt2+(2,−1, 4, 2, 1, 0)x dt3
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является вполне разрешимой. Собственному числу λ1
1 = 1+2i соответствует

элементарный делитель
(
λ1 − 1− 2i

)3
кратности три, а также собственный

вектор ν0 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1) , первый и второй присоединённые векторы
ν1 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i) и ν2 = (2 + 2i, 0, 2 + 2i, 0, 2i, 2i). По ним составляем
скалярные функции

∗
v1 : x→

[
(x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x2 + x5 + x6)

]
/P (x),

∼
v1 : x→

[
(x1 + x3 + x4 + x6)(x2 + x5 + x6)− (x1 + x2)(x3 + x5)

]
/P (x),

∗
v2 : x→

{[
(x1 + x3 + x4 + x6)(x2 + x5 + x6)− (x1 + x2)(x3 + x5)

]2
+

+ 2P (x)
[
(x1 + x3)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x1 + x3 + x5 + x6)

]
−

−
[
(x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x2 + x5 + x6)

]2}
/P (x),

∼
v2 : x→ 2

{
P (x)

[
(x1 + x3 + x4 + x6)(x1 + x3 + x5 + x6)−

− (x1 +x3)(x3 +x5)
]
+

[
(x3 +x5)(x1 +x2)− (x1 +x3 +x4 +x6)(x2 +x5 +x6)

]
·

·
[
(x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x2 + x5 + x6)

]}
/P (x), ∀x ∈ X,

где P : x→ (x1 + x3 + x4 + x6)
2 + (x3 + x5)

2, ∀x ∈ R6. Тогда функции

F1 : x→ P (x) exp
[
− 4ϕ(x) + 6

∗
v1(x) + 2

∼
v1(x)

]
, ∀x ∈ X, (3.46)

F2 : x→ P 2(x) exp
[
− 2ϕ(x) +

∗
v2(x)−

∼
v2(x)

]
, ∀x ∈ X, (3.47)

и

F3 : x→ 2
∼
v1(x)− 2

∗
v2(x)−

∼
v2(x), ∀x ∈ X, (3.48)

где функция ϕ : x→ arctg
x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
, ∀x ∈ X, образуют базис авто-

номных первых интегралов системы (3.45) на областях X, содержащихся в
множестве {x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0} фазового пространства R

6.

Во втором случае будем различать две возможности.
Случай а. Общий собственный вектор матриц Aj, j = 1,m, не имеет

комплексно сопряжённого вектора. Тогда вполне разрешимая система (1.16)
имеет автономные первые интегралы:

F1 : x→

k1∏

ξ=1

[
Pξ(x)

]∗h0ξ+
∗

h0,(k1+ξ) exp
{
− 2

( ∼
h0ξ −

∼

h0,(k1+ξ)

)
ϕξ(x) +

+

εξ∑

q=1

2
[( ∗

hqξ +
∗

hq,(k1+ξ)

) ∗
vqξ(x) +

( ∼
hq,(k1+ξ) −

∼

hqξ

) ∼
vqξ(x)

]}
·
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·
[
P2k1+1(x)

]∗h0,(2k1+1) exp
[
− 2

∼

h0,(2k1+1) ϕ2k1+1(x)
]
·

·

k2∏

θ=1

(
ν0θx

)2
∗

h0θ exp
[
2

εθ∑

q=1

∗

hqθ vqθ(x)
]
, ∀x ∈ X,

и

F2 : x→

k1∏

ξ=1

[
Pξ(x)

]∼h0ξ+
∼

h0,(k1+ξ) exp
{

2
( ∗

h0ξ −
∗

h0,(k1+ξ)

)
ϕξ(x) +

+

εξ∑

q=1

2
[( ∼
hqξ +

∼

hq,(k1+ξ)

) ∗
vqξ(x) +

( ∗

hqξ −
∗

hq,(k1+ξ)

) ∼
vqξ(x)

]}
·

·
[
P2k1+1(x)

]∼h0,(2k1+1) exp
[
2
∗

h0,(2k1+1) ϕ2k1+1(x)
]
·

·

k2∏

θ=1

(
ν0θx

)2
∼

h0θ exp
[
2

εθ∑

q=1

∼

hqθ vqθ(x)
]
, ∀x ∈ X, X ⊂ D(F1) ∩ D(F2),

где полиномы Pξ : x →
( ∗
ν0ξx

)2
+

( ∼
ν 0ξx

)2
, ∀x ∈ Rn, скалярные функции

ϕξ : x→ arctg

∼
ν 0ξx
∗
ν0ξx

, ∀x ∈ X, ξ = 1, k1, ξ = 2k1 + 1. Числа hqξ =
∗

hqξ +
∼

hqξ i,

hqθ =
∗

hqθ +
∼

hqθ i, q = 0, εk, k = ξ или k = θ, ξ = 1, 2k1 + 1, θ = 1, k2,

составляют нетривиальное решение линейной однородной системы

2k1∑

ξ=1

(
λj

ξh0ξ +

εξ∑

q=1

µj
qξhqξ

)
+λj

2k1+1h0,(2k1+1) +

k2∑

θ=1

(
λj

θh0θ +

εθ∑

q=1

µj
qθhqθ

)
=0, j = 1,m,

где λj
ξ =

∗

λ
j
ξ +

∼

λ
j
ξ i, λ

j
k1+ξ = λj

ξ, λ
j
2k1+1 =

∗

λ
j
2k1+1 +

∼

λ
j
2k1+1 i, и λj

θ — комплекс-

ные и вещественные собственные числа матриц Aj, j = 1,m, соответствен-

но, которым соответствуют комплексные ν0ξ =
∗
ν0ξ +

∼
ν0ξ i, ν0,(k1+ξ) = ν0ξ,

ξ = 1, k1, ν
0,(2k1+1) =

∗
ν0,(2k1+1) +

∼
ν0,(2k1+1) i, и вещественные ν0θ, θ = 1, k2,

собственные векторы, а числа

µj
qξ = pj vqξ(x),

∗
µ j

qξ = Reµj
qξ,

∼
µ j

qξ = Imµj
qξ, µ

j
qθ = pj vqθ(x), ∀x ∈ X,

при q = 1, εk, k = ξ или k = θ, ξ = 1, 2k1, θ = 1, k2, j = 1,m. Функции

vqξ =
∗
vqξ +

∼
vqξi и vqθ, q = 1, εk, k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1, θ = 1, k2,

находятся из системы (3.42), а εξ и εθ выбираются так, чтобы выполнялось
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равенство 2
k1∑

ξ=1

εξ +
k2∑

θ=1

εθ = m − 2k1 − k2 при 2k1 + 1 + k2 6 r, εξ 6 sξ − 1,

ξ = 1, k1, εθ 6 sθ−1, θ = 1, k2, где k1 — количество пар комплексно сопря-
жённых собственных векторов, а k2 — количество вещественных собствен-
ных векторов матриц Aj, j = 1,m.

� ��� � �
� � �������
Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 = (1,−2, 2, 0, 1, 1)xdt1 + (0, 2, 0, 0, 1, 1)xdt2 +

+ (3, 0, 0, 0,−1,−1)xdt3 + (1,−2, 4, 0, 2, 2)xdt4,

dx2 = (0, 2,−2, 0,−2,−2)xdt1− (1, 3, 0, 0, 1, 1)xdt2 +

+ (−1, 2, 0, 0, 1, 1)xdt3− (2, 1, 4, 0, 4, 4)xdt4,

dx3 = (0, 3,−2, 0,−2,−2)xdt1− (1, 3, 1, 0, 2, 2)xdt2 +

+ (−2,−1, 2, 0, 1, 1)x dt3− (3,−2, 7, 0, 5, 5)xdt4, (3.49)

dx4 = (0,−4, 0, 2,−2, 2)xdt1 + (2, 2, 0, 1, 0, 4)xdt2 +

+ (1, 2,−2, 1,−1,−1)x dt3 + (3,−4, 10, 2, 7, 7)xdt4,

dx5 = (2,−3, 4, 2, 2, 4)xdt1 + (3, 3, 2, 2, 1, 4)xdt2 +

+ (2, 1,−1, 0, 0,−1)xdt3 + (3,−2, 9, 0, 7, 5)xdt4,

dx6 = (−1, 3,−2,−2, 1,−1)xdt1− (2, 1, 2, 2, 1, 4)xdt2 +

+ (−1,−1, 1, 0, 1, 2)x dt3 + (1, 4,−5, 0,−4,−2)x dt4

вполне разрешима. На основании собственных чисел λ1
1 = 1 + i, λ1

2 = 2i,

которым соответствуют элементарные делители (λ1− 1− i)2 и λ1− 2i, соб-
ственных ν01 = (1, 1+ i, 0, 0, i, i), ν02 = (1, 0, 1+ i, 1, i, 1) и присоединённого
ν11 = (1 + i, 0, 1 + i, 0, i, i) векторов, строим функции

∗
v1 : x→

(x1 + x2)(x1 + x3) + (x2 + x5 + x6)(x1 + x3 + x5 + x6)

P1(x)
, ∀x ∈ X,

∼
v1 : x→

(x1 + x2)(x1 + x3 + x5 + x6)− (x1 + x3)(x2 + x5 + x6)

P1(x)
, ∀x ∈ X,

где P1 : x→ (x1 +x2)
2 +(x2 +x5 +x6)

2, ∀x ∈ R6. Автономный интегральный
базис системы (3.49) образуют скалярные функции

F1 : x→ P1(x)
[
P2(x)

]2
exp

[
− 10ϕ1(x) + 8

∗
v1(x) + 6

∼
v1(x)

]
, ∀x ∈ X, (3.50)

и
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F2 : x→
[
P1(x)

]3
exp

[
−10ϕ1(x)−4ϕ2(x)+12

∗
v1(x)+14

∼
v1(x)

]
, ∀x ∈ X, (3.51)

где X — область из множества
{
x : x1 + x2 6= 0, x1 + x3 + x4 + x6 6= 0

}
,

полином P2 : x → (x1 + x3 + x4 + x6)
2 + (x3 + x5)

2, ∀x ∈ R6, функции

ϕ1 : x→ arctg
x2 + x5 + x6

x1 + x2
, ϕ2 : x→ arctg

x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
, ∀x ∈ X.

Случай б. Функция vlγ, γ ∈ {1, . . . , k1}, l ∈ {1, . . . , εγ}, не имеет ком-
лексно сопряжённой функции. Тогда у дифференциальной системы (1.16) су-
ществуют автономные первые интегралы

F1 : x→

k1∏

ξ=1

[
Pξ(x)

]∗h0ξ+
∗

h0,(k1+ξ) exp
{
− 2

( ∼
h0ξ −

∼

h0,(k1+ξ)

)
ϕξ(x)+

+

εξ∑

q=1

2(1− δqlδξγ)
[( ∗

hqξ +
∗

hq,(k1+ξ)

) ∗
vqξ(x) +

( ∼
hq,(k1+ξ) −

∼

hqξ

) ∼
vqξ(x)

]
+

+ 2
( ∗

hlγ

∗
vlγ(x)−

∼

hlγ

∼
vlγ(x)

)} k2∏

θ=1

(
ν0θx

)2
∗

h0θ exp

[
2

εθ∑

q=1

∗

hqθ vqθ(x)

]
, ∀x ∈ X,

и

F2 : x→

k1∏

ξ=1

[
Pξ(x)

]∼h0ξ+
∼

h0,(k1+ξ) exp
{

2
( ∗

h0ξ −
∗

h0,(k1+ξ)

)
ϕξ(x) +

+

εξ∑

q=1

2(1− δqlδξγ)
[( ∼
hqξ +

∼

hq,(k1+ξ)

) ∗
vqξ(x) +

( ∗

hqξ −
∗

hq,(k1+ξ)

) ∼
vqξ(x)

]
+

+ 2
( ∗

hlγ

∼
vlγ(x) +

∼

hlγ

∗
vlγ(x)

)} k2∏

θ=1

(
ν0θx

)2
∼

h0θ exp

[
2

εθ∑

q=1

∼

hqθ vqθ(x)

]
, ∀x ∈ X,

на области X из D(F1) ∩ D(F2), где функции Pξ : x →
( ∗
ν0ξx

)2
+

( ∼
ν 0ξx

)2
,

∀x ∈ R
n, ϕξ : x → arctg

∼
ν 0ξx
∗
ν0ξx

, ∀x ∈ X, ξ = 1, k1, а δ — символ Кро-

некера. Числа hqξ =
∗

hqξ +
∼

hqξ i, hqθ =
∗

hqθ +
∼

hqθ i, q = 0, εk, k = ξ или

k = θ, ξ = 1, 2k1, θ = 1, k2, составляют нетривиальное решение линейной
однородной системы

2k1∑

ξ=1

(
λj

ξh0ξ +

εξ∑

q=1

µj
qξhqξ

)
−µj

l,(k1+γ)hl,(k1+γ) +

k2∑

θ=1

(
λj

θh0θ +

εθ∑

q=1

µj
qθhqθ

)
=0, j = 1,m,
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где λj
ξ =

∗

λ
j
ξ +

∼

λ
j
ξ i, λ

j
k1+ξ = λj

ξ и λj
θ — соответственно комплексные и веще-

ственные собственные числа матриц Aj, j = 1,m, которым соответствуют

комплексные ν0ξ =
∗
ν0ξ +

∼
ν 0ξ i, ν0,(k1+ξ) = ν0ξ, ξ = 1, k1, и вещественные

ν0θ, θ = 1, k2, собственные векторы, а числа

µj
qξ = pj vqξ(x),

∗
µ j

qξ = Reµj
qξ,

∼
µj

qξ = Imµj
qξ, µ

j
qθ = pj vqθ(x)

при q = 1, εk, k = ξ или k = θ, ξ = 1, 2k1, θ = 1, k2, j = 1,m. Функции

vqξ =
∗
vqξ +

∼
vqξi и vqθ, q = 1, εk, k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1, θ = 1, k2,

находятся из системы (3.42), а εξ и εθ выбираются так, чтобы выполнялось

равенство 2
k1∑

ξ=1

εξ +
k2∑

θ=1

εθ = m − 2k1 − k2 + 2 при 2k1 + k2 6 r, εξ 6 sξ − 1,

ξ = 1, k1, εθ 6 sθ − 1, θ = 1, k2, где k1 — количество пар комплексно
сопряжённых общих собственных векторов, а k2 — количество общих ве-
щественных собственных векторов матриц Aj, j = 1,m.

� ��� � �
� � ��� ���
Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 = (3, − 4, 4, 1, 0, 2)x dt1 + (0, − 4, 2, 1, − 1, 1)x dt2,

dx2 = (− 1, 3, − 3, 0, − 2, − 3)x dt1 + (1, 3, 0, 0, 1, − 1)x dt2,

dx3 = (−3, 5, −5, −1, −2, −4)x dt1 +(0, 6, −2, −1, 2, −1)x dt2, (3.52)

dx4 = (3, − 6, 4, 4, − 1, 5, )x dt1 + (2, − 6, 2, 3, − 4, 2)x dt2,

dx5 = (5, − 5, 8, 3, 3, 6)x dt1 + (1, − 6, 3, 2, − 2, 2)x dt2,

dx6 = (− 2, 5, − 4, − 3, 1, − 2)x dt1 + (− 2, 4, − 3, − 3, 2, − 2)x dt2

является вполне разрешимой. На основании собственного числа λ1
1 = 1+2i,

которому соответствует элементарный делитель (λ1 − 1 − 2i)3 кратно-
сти три, собственного ν0 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1) и присоединённых векторов
ν1 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i), ν2 = (2 + 2i, 0, 2 + 2i, 0, 2i, 2i) строим функции

F1 : x→ P (x) exp
[
− ϕ(x)−

∼
v1(x)

]
, ∀x ∈ X, (3.53)

F2 : x→ P (x) exp
[
− 2ϕ(x) + 2

∗
v1(x)

]
, ∀x ∈ X, (3.54)

F3 : x→ P 2(x) exp
[
− 2ϕ(x)−

∼
v2(x)

]
, ∀x ∈ X, (3.55)

и

F4 : x→
∗
v2(x), ∀x ∈ X, (3.56)

где функции P, ϕ,
∼
v1,

∗
v1,

∼
v2 и

∗
v2 аналитически заданы в примере 3.9 и по-

средством которых построен интегральный базис системы (3.45). Скаляр-
ные функции (3.53) – (3.56), будучи функционально независимыми, образу-
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ют базис автономных первых интегралов дифференциальной системы (3.52)
на областях X из множества {x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0}.

3.2.3. Неавтономные первые интегралы
� �������
����� ���

. Пусть ν — общий вещественный собственный вектор мат-
риц Aj, j = 1,m. Тогда первым интегралом вполне разрешимой системы
(1.16) является скалярная функция

F : (t, x) → (νx) exp

[
−

m∑

j=1

λj tj

]
, ∀(t, x) ∈ R

n+m,

где λj
— вещественные собственные числа матриц Aj, j = 1,m, которым

соответствует собственный вектор ν.

Доказательство теоремы 3.9 основано на тех же принципах, что и доказа-
тельство теоремы 3.3.

� ��� � �
� � ��� �
(продолжение примера 3.5). На основании собсвенных чисел

λ1
1 = − 2, λ2

1 = 1 и λ1
2 = 0, λ2

2 = − 1, и соответствующих им общих собсте-
венных векторов ν1 = (0,−1, 1, 1) и ν2 = (1, 0, 0, 0) по теореме 3.9 строим
первые интегралы F1 : (t, x) → ( − x2 + x3 + x4) exp[2t1 − t2], ∀(t, x) ∈ R

6,
и F2 : (t, x) → x1 exp t2, ∀(t, x) ∈ R6, системы (3.25). Функции (3.26), (3.27),
F1 и F2 образуют базис первых интегралов системы (3.25) на областях
R2 × X, где X есть область из множества {x : x1 6= 0}.

� 
	��� ���	� �
� � ���
. Пусть ν =

∗
ν +

∼
νi — общий комплексный собственный

вектор матриц Aj, j = 1,m. Тогда первыми интегралами вполне разреши-
мой системы (1.16) являются скалярные функции

F1 : (t, x) →
[( ∗
νx

)2
+

(∼
νx

)2
]
exp

[
− 2

m∑

j=1

∗

λ
j tj

]
, ∀(t, x) ∈ R

n+m,

и

F2 : (t, x) → arctg

∼
νx
∗
ν x

−
m∑

j=1

∼

λ
j tj, ∀(t, x) ∈ D, D ⊂ R

n+m,

где λj =
∗

λj +
∼

λj i — собственные числа матриц Aj, j = 1,m, которым
соответствует собственный вектор ν.

� ��� � �
� � ��� �
(продолжение примера 3.6). На основании собственных чи-

сел λ1
1 = 1 и λ2

1 = − i, и соответствующего им общего комплексного соб-
ственного вектора ν1 = (1, i, 0), строим первые интегралы вполне разреши-
мой автономной системы (3.36): F1 : (t, x) → (x2

1+x
2
2) exp(−2t1), ∀(t, x) ∈ R

5,
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и F2 : (t, x) → arctg
x2

x1
+t2, ∀(t, x) ∈ R2×X (следствие 3.3). Функции (3.37),

F1 и F2, будучи функционально независимыми, образуют базис первых ин-
тегралов системы уравнений в полных дифференциалах (3.36) на областях
R

2 × X, где X есть область из множества {x : x1 6= 0, x3 6= 0}.
� ��� � �
� � ��� �

(продолжение примера 3.7). На основании собственных чи-
сел λ1

1 = − 1 и λ2
1 = − i, и соответствующего им общего комплексно-

го собственного вектора ν1 = (0, − i, 0, 1), строим (следствие 3.3) первые

интегралы системы (3.40): F1 : (t, x) → (x2
2 + x2

4) exp(2t1), ∀(t, x) ∈ R
6, и

F2 : (t, x) → arctg
x2

x4
− t2, ∀(t, x) ∈ R

2 × X. Скалярные функции (3.41), F1

и F2, будучи функционально независимыми, образуют базис первых инте-
гралов вполне разрешимой системы (3.40) на областях R

2 × X, где X есть
область из множества {x : x1x4 − x2x3 6= 0, x4 6= 0} пространства R4.

Аналогично теореме 3.4 доказывается
� �������
��� � �����

. Пусть ν0 и νθ, θ = 1, s− 1, — общий вещественный соб-
ственный вектор матриц Aj, j = 1,m, и присоединённые векторы матрицы
Aζ , которые соответствуют собственному числу λζ , имеющему элементар-
ный делитель кратности s > 2. Тогда первыми интегралами вполне разре-
шимой системы (1.16) являются функции

Fq : (t, x) → vqζ(x) −

m∑

j=1

µj
qζ tj , ∀(t, x) ∈ R

m × X, q = 1, s− 1,

где скалярные функции vqζ : X → R находятся из системы (3.42), а числа

µj
qζ = pj vqζ(x), ∀x ∈ X, µj

qζ = const, q = 1, s− 1, j = 1,m.
� ��� � �
� � ��� �

(продолжение примера 3.8). По теореме 3.10, учитывая, что
µ1

1 = 1, µ1
3 = 0, µ2

1 = − 1, µ2
3 = 6, строим первые интегралы вполне раз-

решимой системы (3.43): F1 : (t, x) → v1(x) − t1 + t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X, и

F2 : (t, x) → v3(x) − 6t2, ∀(t, x) ∈ R
2 × X, где функции v1 и v3 анали-

тически заданы в примере 3.8 и посредством которых построен автономный
базис системы (3.43), а X — область из множества {x : x1 − x2 + x3 6= 0}.

Скалярнные функции (3.44), F1 и F2, будучи функционально независимы-
ми, образуют базис первых интегралов системы уравнений в полных диффе-
ренциалах (3.43) на областях R

2 × X.
� 
	��� ���	� �
��� � �

. Пусть ν0 и νθ, θ = 1, s− 1, — общий комплексный соб-
ственный вектор матриц Aj, j = 1,m, и присоединённые векторы матрицы
Aζ , которые соответствуют существенно комплексному собственному числу
λζ , имеющему элементарный делитель кратности s > 2. Тогда первыми ин-
тегралами вполне разрешимой системы (1.16) являются скалярные функции
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F1q : (t, x) →
∗
vqζ(x)−

m∑

j=1

∗
µj
qζ tj , ∀(t, x) ∈ R

m × X, q = 1, s− 1,

и

F2q : (t, x) →
∼
vqζ(x)−

m∑

j=1

∼
µ j

qζ tj, ∀(t, x) ∈ R
m × X, q = 1, s− 1,

где X — область из фазового пространства Rn, скалярные функции

vqζ : x →
∗
vqζ(x) +

∼
vqζ(x) i, ∀x ∈ X, находятся из системы (3.42), а веще-

ственные числа
∗
µj

qζ = pj

∗
vqζ(x),

∼
µ j

qζ = pj

∼
vqζ(x), j = 1,m, q = 1, s− 1.

� ��� � �
� � ��� �
(продолжение примера 3.9). Для системы (3.45) на основа-

нии следствия 3.4 строим первые интегралы: F11 : (t, x) →
∗
v1(x) − t1 − t2,

F21 : (t, x) →
∼
v1(x) + t2 − t3 и F12 : (t, x) →

∗
v2(x) − 2t3, ∀(t, x) ∈ R

3 × X,

где функции
∗
v1,

∼
v1 и

∗
v2 аналитически заданы в примере 3.9 и посредством

которых построен автономный базис системы (3.45), а X — область из мно-
жества {x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0}. Скалярнные функции (3.46) — (3.48),

F11, F21 и F12, будучи функционально независимыми, образуют базис пер-
вых интегралов дифференциальной системы (3.45) на областях R2 × X.

� ��� � �
� � ��� �
(продолжение примера 3.10). Для системы (3.49) на осно-

вании общего комплексного собственного вектора ν01 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i),
соответствующего собственным числам λ1

1 = 1 + i, λ2
1 = − 1, λ3

1 = 2 и
λ4

1 = −1 + 2i cтроим (следствие 3.3) первые интегралы

F1 : (t, x) →
[
(x1 + x2)

2 + (x2 + x5 + x6)
2
]
exp[− 2t1 + 2t2 − 4t3 + 2t4]

и

F2 : (t, x) → arctg
x2 + x5 + x6

x1 + x2
− t1 − 2t4, ∀(t, x) ∈ R

4 × X,

где X есть область из множества {x : x1 + x2 6= 0, x1 + x3 + x4 + x6 6= 0}.

По следствию 3.4 строим первые интегралы системы (3.49)

F3 : (t, x) →
∗
v1(x)− t1 + t3 − t4, ∀(t, x) ∈ R4 × X,

и

F4 : (t, x) →
∼
v1(x)− t2 − t4, ∀(t, x) ∈ R4 × X,

где функции
∗
v1 и

∼
v1 аналитически заданы в примере 3.10 и посредством ко-

торых построен автономный базис дифференциальной системы (3.49).
Скалярнные функции (3.50), (3.51), F1, . . . , F4, будучи функционально

независимыми, образуют базис первых интегралов вполне разрешимой си-
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стемы уравнений в полных дифференциалах (3.49) на областях R4 × X.
� ��� � �
��� ��� �

(продолжение примера 3.11). Для вполне разрешимой систе-
мы (3.52) по следствию 3.4 строим первые интегралы

F1 : (t, x) →
∗
v1(x)− t1 − t2, ∀(t, x) ∈ R

2 × X,

и

F2 : (t, x) →
∼
v1(x) + t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

где функции
∗
v1 и

∼
v1 аналитически заданы в примере 3.9 и посредством ко-

торых построен автономный базис дифференциальной системы (3.45), а X

есть произвольная область из множества {x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0}.

Скалярнные функции (3.53) — (3.56), F1 и F2, будучи функциональ-
но независимыми, образуют базис первых интегралов системы уравнений в
полных дифференциалах (3.52) на областях R2 × X.

3.3. Интегралы обыкновенной линейной однородной
стационарной системы

3.3.1. Автономные первые интегралы

Пусть матрица B является транспонированной к матрице A.

Методами, аналогично применёнными для доказательства теорем из па-
раграфов 3.1 и 3.2, устанавливаем следующие закономерности относительно
дифференциальной системы (1.17).

� �������
��� � ��� �
. Если ν — собственный вектор матрицы B, то гиперплос-

кость p =
{
x : νx = 0

}
является гиперплоскостью траекторий линейной

однородной стационарной дифференциальной системы (1.17).

3.3.1.1. Случай вещественных собстенных чисел.� �������
��� � ��� �
. Пусть ν1 и ν2

— вещественные собственные векторы мат-
рицы B, соответствующие её различным собственным числам λ1 и λ2. То-
гда автономным первым интегралом системы (1.17) является функция

F : x→
∣∣ν1x

∣∣h1
∣∣ν2x

∣∣h2, ∀x ∈ X, (3.57)

где X — область из множества определения D(F ), а вещественные числа
h1 и h2 находятся из равенства λ1h1 +λ2h2 = 0 при условии |h1|+ |h2| 6= 0.

� 
	��� ���	� �
��� ���
. Если ν — вещественный собственный вектор матрицы B,

соответствующий её нулевому собственному числу, то функция

F : x→ νx, ∀x ∈ R
n, (3.58)

является автономным первым интегралом системы (1.17).
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. Пусть λ 6= 0 — собственное число матрицы B, которому
соответствуют линейно независимые вещественные собственные векторы ν1

и ν2. Тогда первым интегралом системы (1.17) является функция

F : x→
ν1x

ν2x
, ∀x ∈ X, (3.59)

где X — область из множества
{
x : ν2x 6= 0

}
.

Заметим, что первые интегралы (3.58) и (3.59) являются алгебраически-
ми. Что касается интеграла (3.57), то его алгебраичность зависит от пока-
зателей степеней h1 и h2. Например, при рациональных h1 и h2 первый
интеграл (3.57) алгебраический. Однако это условие не является необходи-
мым для алгебраичности интеграла (3.57). Вместе с тем, имеет место

�����������	��� � � �
(достаточное условие алгебраичности базиса автономных

первых интегралов). Если у матрицы B все собственные числа рациональ-
ные и им соответствуют простые элементарные делители, то система (1.17)
имеет автономный базис, состоящий из алгебраических первых интегралов.

� ��� � �
� � ��� �
. Для стационарной дифференциальной системы

dx1

dt
= x1 − 2x2 − x4,

dx2

dt
= − x1 + 4x2 − x3 + 2x4,

dx3

dt
= 2x2 + x3 + x4,

dx4

dt
= 2x1 − 4x2 + 2x3 − 2x4

(3.60)

по собственным векторам ν1 = (1,−1, 1,−1), ν2 = (2, 2, 1, 1), ν3 = (1, 0, 1, 0),

ν4 = (0, 2, 0, 1) и соответствующим им вещественным собственным числам

λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1, λ4 = 2 строим автономные первые интегралы:

F1 : x→ x1 − x2 + x3 − x4, ∀x ∈ R4, (следствие 3.5) (3.61)

F23 : x→
2x1 + 2x2 + x3 + x4

x1 + x3
, ∀x ∈ X1, (следствие 3.6) (3.62)

F24 : x→
(2x1 + 2x2 + x3 + x4)

2

2x2 + x4
, ∀x ∈ X2, (теорема 3.12) (3.63)

где X1 — любая область из множества W1 = {x : x1 +x3 6= 0}, а X2 — лю-

бая область из множества W2 = {x : 2x2 +x4 6= 0}. Интегралы F1, F23, F24,

будучи функционально независимыми, образуют автономный интегральный

базис системы (3.60) на любой области X из множества W = W1 ∩W2.
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3.3.1.2. Случай комплексных собстенных чисел.
� �������
��� � ��� �

. Пусть λ =
∗

λ +
∼

λ i — существенно комплексное собствен-

ное число (
∼

λ 6= 0) матрицы B, которому соответствует собственный вектор
ν =

∗
ν +

∼
ν i. Тогда скалярная функция

F : x→
[
(
∗
νx)2 + (

∼
νx)2

]
exp

[
− 2

∗

λ
∼

λ
arctg

∼
νx
∗
νx

]
, ∀x ∈ X, (3.64)

где X — область из множества
{
x :

∗
νx 6= 0

}
, является автономным первым

интегралом дифференциальной системы (1.17) на области X.

Трансцендентность первого интеграла (3.64) зависит от того, является ли

собственное число λ =
∗

λ +
∼

λ i чисто мнимым (если
∗

λ = 0, то первый инте-
грал будет алгебраическим).

� �������
��� � ��� �
. Пусть ν1 =

∗
ν1 +

∼
ν1 i и ν2 — комплексный и вещественный

собственные векторы матрицы B, которые соответствуют её существенно

комплексному собственному числу λ1 =
∗

λ1 +
∼

λ1 i и ненулевому веществен-
ному собственному числу λ2. Тогда автономным первым интегралом систе-

мы (1.17) является функция F : x→ ν2x exp

[
−
λ2
∼

λ1

arctg

∼
ν1x
∗
ν1x

]
, ∀x ∈ X, где

X — область из множества
{
x :

∗
ν1x 6= 0

}
.

� ��� � �
� � ��� �
. У стационарной дифференциальной системы

dx1

dt
= 2x1 + x2,

dx2

dt
= x1 + 3x2 − x3,

dx3

dt
= − x1 + 2x2 + 3x3 (3.65)

базис автономных первых интегралов на любой области X из множества
{x : x1 − x3 6= 0} составляют функции

F1 : x→
[
(x1 − x3)

2 + x2
2

]
exp

(
− 6 arctg

x2

x1 − x3

)
(теорема 3.13) (3.66)

и

F2 : x→ (3x1 − x2 − x3) exp
(
− 2 arctg

x2

x1 − x3

)
(теорема 3.14) (3.67)

которые построены на основании собственных чисел λ1 = 3+i, λ2 = 2 и со-
ответствующих им собственных векторов ν1 = (1, i, −1), ν2 = (3, −1, −1).

� �������
��� � ��� �
. Пусть ν1 =

∗
ν1 +

∼
ν1 i и ν2 =

∗
ν2 +

∼
ν 2 i — собственные век-

торы матрицы A, соответствующие её существенно комплексным собствен-

ным числам λ1 =
∗

λ1 +
∼

λ1 i и λ2 =
∗

λ2 +
∼

λ2 i, причём λ1 6= λ2. Тогда функция
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F : x →
∼

λ1 arctg

∼
ν2x
∗
ν2x

−
∼

λ2 arctg

∼
ν1x
∗
ν1x

, ∀x ∈ X, где X — область из мно-

жества
{
x :

∗
ν2x 6= 0 ∧

∗
ν1x 6= 0

}
, является автономным первым интегралом

дифференциальной системы (1.17) на области X.
� ��� � �
� � ���	�

. У стационарной дифференциальной системы

dx1

dt
= − 3x1 + x2 + 4x3 + 2x4,

dx2

dt
= 8x1 − 3x2 − 2x3 + 6x4,

dx3

dt
= − 9x1 + 3x2 + 4x3 − 4x4,

dx4

dt
= 6x1 − 3x2 − 4x3 + 2x4

(3.68)

собственным числам λ1 = i и λ2 = 2i соответствуют собственные векторы
ν1 = (1−i,−1+2i, 2i, 2) и ν2 = (i,−1, i, 1+2i). Функционально независимые
скалярные функции (теорема 3.13)

F1 : x→ (x1 − x2 + 2x4)
2 + (− x1 + 2x2 + 2x3)

2, ∀x ∈ R4, (3.69)

F2 : x→ (− x2 + x4)
2 + (x1 + x3 + 2x4)

2, ∀x ∈ R
4, (3.70)

и (теорема 3.15)

F3 : x→ arctg
x1 + x3 + 2x4

− x2 + x4
− 2 arctg

− x1 + 2x2 + 2x3

x1 − x2 + 2x4
, ∀x ∈ X, (3.71)

образуют автономный интегральный базис системы (3.68) на любой области
X из множества {x : x1 − x2 + 2x4 6= 0 ∧ x2 − x4 6= 0}.

3.3.1.3. Случай кратных элементарных делителей.���������	��
	�
���
� � ���
. Пусть λ — собственное число матицы B, которому со-

ответствуют элементарный делитель кратности m и собственный вектор ν0.

Вектор νk, координатами которого являются решения системы уравнений

(B − λE)colon(νk
1 , . . . , ν

k
n) = k · colon(νk−1

1 , . . . , νk−1
n ), k = 1,m− 1,

назовём k-ым присоединенным вектором матрицы B соответствующим
собственному числу λ.

� �������
��� � ��� �
. Пусть λ — собственное число матрицы B, которому со-

ответствуют m-кратный (m > 2) элементарный делитель, вещественные
собственный ν0 и первый присоединенный ν1 векторы. Тогда функция

F : x→ ν0x exp

[
− λ

ν1x

ν0x

]
, ∀x ∈ X,

где X — область из множества {x : ν0x 6= 0}, является автономным первым
интегралом дифференциальной системы (1.17) на области X.
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��� � �
. Пусть λ =

∗

λ +
∼

λ i — существенно комплексное собствен-
ное число матрицы B, которому соответствуют m-кратный (m > 2) эле-
ментарный делитель, собственный вектор ν0 =

∗
ν0 +

∼
ν 0 i и первый присоеди-

ненный вектор ν1 =
∗
ν1 +

∼
ν1 i. Тогда скалярные функции

F1 : x→
[( ∗
ν 0x

)2
+

(∼
ν 0x

)2
]
exp

[
− 2

∗

λα(x)−
∼

λ β(x)
( ∗
ν 0x

)2
+

(∼
ν 0x

)2

]
, ∀x ∈ X,

и

F2 : x→ arctg

∼
ν 0x
∗
ν0x

−

∼

λα(x) +
∗

λ β(x)
( ∗
ν 0x

)2
+

( ∼
ν 0x

)2
, ∀x ∈ X,

где α : x→
∗
ν0x

∗
ν1x+

∼
ν 0x

∼
ν1x, ∀x ∈ Rn, β : x→

∗
ν0x

∼
ν1x−

∼
ν 0x

∗
ν1x, ∀x ∈ Rn,

являются автономными первыми интегралами дифференциальной системы
(1.17) на любой области X из множества

{
x :

∗
ν0x 6= 0

}
.

� 
	��� ���	� �
� � ���
. Пусть нулевому собственному числу λ1 = 0 матрицы B

соответствуют m-кратный (m > 2) элементарный делитель, веществен-
ные собственный ν0 и присоединенный ν1 векторы, а собственному чис-
лу λ2 соответствует вещественный собственный вектор ν2. Тогда функция

F : x → ν2x exp

[
−λ2

ν1x

ν0x

]
, ∀x ∈ X, где X — область из {x : ν0x 6= 0},

является автономным первым интегралом системы (1.17) на области X.
� ��� � �
� � ��� �

. У стационарной дифференциальной системы

dx1

dt
= 4x1− 5x2 + 2x3,

dx2

dt
= 5x1− 7x2 + 3x3,

dx3

dt
= 6x1− 9x2 + 4x3(3.72)

собственным числам λ2 = λ1 = 0 и λ3 = 1 соответствуют элементарные
делители λ2 и λ− 1, собственные векторы ν1 = (1, − 2, 1), ν3 = (3, − 3, 1)

и первый присоединённый вектор ν2 = (0, − 1, 1). Скалярные функции

F1 : x→ x1 − 2x2 + x3, ∀x ∈ R3, (теорема 3.16) (3.73)

и (следствие 3.8)

F2 : x→ (3x1 − 3x2 + x3) exp
x2 − x3

x1 − 2x2 + x3
, ∀x ∈ X, (3.74)

образуют базис автономных первых интегралов системы (3.72) на любой об-
ласти X, которая содержится в множестве {x : x1 − 2x2 + x3 6= 0}.

� 
	��� ���	� �
� � ���
. Пусть нулевому собственному числу λ1 = 0 матрицы B

соответствуют m-кратный (m > 2) элементарный делитель, вещественные
собственный ν0 и первый присоединенный ν1 векторы, а существенно ком-
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плексному собственному числу λ2 =
∗

λ2 +
∼

λ2 i соответствует собственный
вектор ν2 =

∗
ν2 +

∼
ν2 i. Тогда скалярные функции

F1 : x→
[( ∗
ν2x

)2
+

( ∼
ν2x

)2
]
exp

(
− 2

∗

λ2
ν1x

ν0x

)
, ∀x ∈ X,

и

F2 : x→ arctg

∼
ν2x
∗
ν2x

−
∼

λ2
ν1x

ν0x
, ∀x ∈ X,

где X — область из множества {x : ν0x 6= 0,
∗
ν2x 6= 0}, являются автоном-

ными первыми интегралами системы (1.17) на области X.
� �������
����� ��� �

. Пусть λ — собственное число матрицы B, которому соот-
ветствуют m-кратный (m > 2) элементарный делитель, собственный век-
тор ν0 и (m − 1)-присоединенных векторов νk, k = 1,m− 1. Тогда функ-
ционально независимые скалярные функции

Fg : x→ Ψg(x), ∀x ∈ X, g = 2,m− 1, (3.75)

где функции Ψg : X → R такие, что νkx =
k∑

i=1

(
k−1
i−1

)
Ψi(x)ν

k−ix, k = 1,m− 1,

а X — область из множества {x : ν0x 6= 0}, являются автономными первы-
ми интегралами дифференциальной системы (1.17) на области X.

� ��� ��� �����
��� ���
. Теорема 3.17 предусматривает как случай вещественного

собственного числа λ матрицы B, так и комплексного. При комплексном λ

первые интегралы (3.75) распадаются на вещественнозначные первые инте-
гралы Fg,1 : x → Re Ψg(x) и Fg,2 : x → Im Ψg(x), ∀x ∈ X, g = 2,m− 1, где

X — область из множества
{
x :

( ∗
ν0x

)2
+

( ∼
ν0x

)2
6= 0

}
.

� ��� � �
� � ��� �
. У стационарной дифференциальной системы

dx1

dt
= 4x1 − x2,

dx2

dt
= 3x1 + x2 − x3,

dx3

dt
= x1 + x3 (3.76)

собственному числу λ1 = 2 соответствуют элементарный делитель (λ− 2)3,
собственный вектор ν0 = (1, − 1, 1), первый ν1 = (1, 0, − 1) и второй
ν2 = (0, 0, 2) присоединённые векторы. Функции (теорема 3.16)

F1 : (x1, x2, x3) → (x1 − x2 + x3) exp
(
− 2

x1 − x3

x1 − x2 + x3

)
(3.77)

и (теорема 3.17)

F2 : (x1, x2, x3) →
(x1 − x3)

2 − 2x3(x1 − x2 + x3)

(x1 − x2 + x3)2
, ∀(x1, x2, x3) ∈ X, (3.78)
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будучи функционально независимыми, образуют базис автономных первых
интегралов дифференциальной системы (3.76) на любой области X, которая
содержится в множестве {(x1, x2, x3) : x1 − x2 + x3 6= 0}.

� ��� � �
� � ��� �
. Линейная однородная дифференциальная система

dx1

dt
= x1 − 2x2 + x3 − 2x6,

dx2

dt
= 3x2 − x3 − x5 + 2x6,

dx3

dt
= − x1 + x3 + 2x4 + 2x5,

dx4

dt
= − x1 + x4 + x5 + x6,

dx5

dt
= x1 + x2 + x5,

dx6

dt
= x1 − x2 + x3 − x4 − x6

(3.79)

имеет собственное число λ1 = 1 + i, которому соответствуют элементарный
делитель (λ−1− i)3 кратности три, собственный вектор ν0 = (1, 1, 0, 0, i, 0),
первый ν1 = (0, 1, 0, i, i, 1) и второй ν2 = (0, 1, i, 0, i, 0) присоединённые
векторы. Будучи функционально независимыми, скалярные функции

F1 : x→ P (x) exp[− 2ϕ(x)], ∀x ∈ X, (теорема 3.13) (3.80)

F2 : x→ P (x) exp

[
− 2

α(x)− β(x)

P (x)

]
, ∀x ∈ X, (следствие 3.7) (3.81)

F3 : x→ ϕ(x)−
α(x) + β(x)

P (x)
, ∀x ∈ X, (следствие 3.7) (3.82)

F4 : x→
γ(x)P (x) + β2(x)− α2(x)

P 2(x)
, ∀x ∈ X, (теорема 3.17) (3.83)

и

F5 : x→
δ(x)P (x)− 2α(x)β(x)

P 2(x)
, ∀x ∈ X, (теорема 3.17) (3.84)

где полиномы P : x→ (x1+x2)
2+x2

5, α : x→ (x1+x2)(x2+x6)+x5(x4+x5),

β : x → (x1 + x2)(x4 + x5) − x5(x2 + x6), γ : x → x2(x1 + x2) + x5(x3 + x5),

δ : x → (x1 + x2)(x3 + x5) − x2x5, ∀x ∈ R6, функция ϕ : x → arctg
x5

x1 + x2
,

∀x ∈ X, образуют базис автономных первых интегралов системы (3.79) на
любой области X, которая содержится в множестве {x : x1 + x2 6= 0}.

3.3.2. Неавтономные первые интегралы
� �������
����� ��� �

. Пусть ν — вещественный собственный вектор матрицы B,
соответствующий собственному числу λ. Тогда первым интегралом системы
(1.17) является функция F : (t, x) → νx exp(− λ t), ∀(t, x) ∈ R

n+1.
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(продолжение примера 3.19). На основании собственного
числа λ2 = 1 и соответствующего ему собственного вектора ν2 = (2, 2, 1, 1)
строим первый интеграл F : (t, x) → (2x1 + 2x2 + x3 + x4) e

−t, ∀(t, x) ∈ R5,

(теорема 3.18) стационарной дифференциальной системы (3.60).
Первые интегралы (3.61) – (3.63) и F образуют интегральный базис си-

стемы (3.60) на области R × X, где X — любая область из множества
{x : x1 + x3 6= 0 ∧ 2x2 + x4 6= 0} пространства R4.

� ��� � �
� � ��� �
(продолжение примера 3.20). Для стационарной системы

(3.65) на основании собственного числа λ2 = 2 и соответствующего ему
собственного вектора ν2 = (3, − 1, − 1) по теореме 3.18 строим первый
интеграл F : (t, x1, x2, x3) → (3x1 − x2 − x3) e

−2t, ∀(t, x1, x2, x3) ∈ R4.

Будучи функционально независимыми, первые интегралы (3.66), (3.67) и
F образуют базис первых интегралов системы (3.65) на области R× X, где
X — произвольная область из множества {(x1, x2, x3) : x1 − x3 6= 0}.

� 
	��� ���	� �
� � �����
. Пусть ν =

∗
ν+

∼
ν i — собственный вектор матрицы B, со-

ответствующий существенно комплексному собственному числу λ =
∗

λ+
∼

λ i.

Тогда функции F1 : (t, x) →
[( ∗
νx

)2
+

( ∼
νx

)2
]
exp

(
− 2

∗

λ t
)
, ∀(t, x) ∈ R

n+1, и

F2 : (t, x) → arctg

∼
νx
∗
νx

−
∼

λ t, ∀(t, x) ∈ R×X, где X — область из множества

{
x :

∗
νx 6= 0

}
, являются первыми интегралами дифференциальной системы

(1.17) соответственно на пространстве R
n+1 и области R× X.

� ��� � �
� � ��� �
(продолжение примера 3.21). Для стационарной системы

(3.68) на основании собственного числа λ1 = i и соответствующего ему
собственного вектора ν1 = (1 − i, − 1 + 2i, 2i, 2) строим первый интеграл

F : (t, x) → arctg
− x1 + 2x2 + 2x3

x1 − x2 + 2x4
− t , ∀(t, x) ∈ R × X1 (следствие 3.10),

где X1 — область из множества {x : x1 − x2 + 2x4 6= 0}.
Первые интегралы (3.69) – (3.71) и F образуют интегральный базис си-

стемы (3.68) на области R × X, где X — любая область из множества
{x : x1 − x2 + 2x4 6= 0 ∧ x4 − x2 6= 0} фазового пространства R

4.
� �������
��� � ��� �

. Пусть λ — собственное число матрицы B, которому со-
ответствуют m-кратный (m > 2) элементарный делитель, вещественные
собственный ν0 и первый присоединённый ν1 вектора. Тогда функция

F : (t, x) →
ν1x

ν0x
− t, ∀(t, x) ∈ R× X, (3.85)

где X — область из множества {x : ν0x 6= 0}, является первым интегралом
дифференциальной системы (1.17) на области R× X.
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(продолжение примера 3.22). На основании собственного
числа λ1 = 0 и соответствующих ему собственного ν1 = (1, −2, 1) и присо-
единённого ν2 = (0,−1, 1) векторов по теореме 3.19 строим первый интеграл
стационарной дифференциальной системы (3.72)

F : (t, x1, x2, x3) →
x3 − x2

x1 − 2x2 + x3
− t, ∀(t, x1, x2, x3) ∈ R

4.

Первые интегралы (3.73), (3.74) и F образуют интегральный базис си-
стемы (3.72) на области R × X, где X — любая область из множества
{(x1, x2, x3) : x1 − 2x2 + x3 6= 0} фазового пространства R3.

� ��� � �
� � ��� �
(продолжение примера 3.23). На основании собственного

числа λ1 = 2 и соответствующих ему собственного ν0 = (1, −1, 1) и присо-
единённого ν1 = (1, 0,−1) векторов по теореме 3.19 строим первый интеграл
линейной однородной стационарной дифференциальной системы (3.76)

F : (t, x1, x2, x3) →
x1 − x3

x1 − x2 + x3
− t, ∀(t, x1, x2, x3) ∈ R

4.

Первые интегралы (3.77), (3.78) и F образуют интегральный базис си-
стемы (3.76) на области R × X, где X — любая область из множества
{(x1, x2, x3) : x1 − x2 + x3 6= 0} фазового пространства R3.

� ��� ��� � �
, что при комплексном λ первый интеграл (3.85) распадается на

два вещественнозначных первых интеграла

F1 : (t, x) →

∗
ν 0x

∗
ν1x+

∼
ν 0x

∼
ν1x

( ∗
ν 0x

)2
+

( ∼
ν 0x

)2
− t, ∀(t, x) ∈ R× X,

и

F2 : (t, x) →

∗
ν 0x

∼
ν1x−

∼
ν 0x

∗
ν1x

( ∗
ν 0x

)2
+

( ∼
ν 0x

)2
, ∀(t, x) ∈ R× X,

где X — область из множества
{
x :

( ∗
ν 0x

)2
+

( ∼
ν 0x

)2
6= 0

}
.

� ��� � �
� � ��� �
(продолжение примера 3.24). На основании собственного

числа λ1 = 1 + i и соответствующих ему собственного ν0 = (1, 1, 0, 0, i, 0) и
присоединённого ν1 = (0, 1, 0, i, i, 1) векторов строим первый интеграл

F : (t, x) →
(x1 + x2)(x2 + x6) + x5(x4 + x5)

(x1 + x2)2 + x2
5

− t, ∀(t, x) ∈ R× X,

линейной однородной стационарной дифференциальной системы (3.79).
Скалярные функции (3.80) – (3.84) и F образуют базис первых интегра-

лов стационарной системы (3.79) на области R×X, где X — любая область
из множества {x : x1 + x2 6= 0} фазового пространства R6.
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Краткие выводы по главе 3

Для вполне разрешимых автономных R-линейной и вещественной линей-
ной систем уравнений в полных дифференциалах разработан спектральный
метод построения базиса (автономного и неавтономного) первых интегралов
(параграфы 3.1 и 3.2). В зависимости от собственных чисел и общих соб-
ственных векторов перестановочных матриц указаны виды интегралов. Тем
самым, представляется возможность изучения как аналитических, так и то-
пологических характеристик многообразий, определяемых этими системами.

Построение интегрального базиса (автономного и неавтономного) рас-
сматриваемых систем основано на решении следующих задач:

— составление интегральной характеристической системы;
— выделение базовых R-линейных частных интегралов по интегральным

характеристическим корням и общим собственным векторам перестановоч-
ных матриц;

— построение первых интегралов по общим собственным векторам пере-
становочных матриц;

— построение первых интегралов по общим собственным и присоединён-
ным векторам перестановочных матриц.

Предложен спектральный метод построения базиса первых интегралов
обыкновенной линейной однородной стационарной системы (параграф 3.3).
В зависимости от того являются ли собственные числа вещественными, ком-
плексными или им соответствуют кратные элементарные делители, опреде-
ляется аналитическая структура интегралов.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получены признаки и критерии существования (s1, s2)-неавтономных
(n − k1, n − k2)-цилиндричных R-дифференцируемых первых интегралов,
(s1, s2)-неавтономных (n−k1, n−k2)-цилиндричных R-дифференцируемых
последних множителей и (s1, s2)-неавтономных (n− k1, n− k2)-цилиндрич-
ных R-дифференцируемых частных интегралов у системы уравнений в пол-
ных дифференциалах [104 – 107, 109].

Разработан спектральный метод построения автономного и неавтономно-
го базисов R-дифференцируемых первых интегралов для вполне разреши-
мой автономной R-линейной системы уравнений в полных дифференциалах
[100, 103, 108].

Разработан спектральный метод построения автономного и неавтономно-
го базисов первых интегралов для вполне разрешимой вещественной авто-
номной линейной однородной системы уравнений в полных дифференциалах
[93 – 96, 98, 99, 102].

Предложен спектральный метод построения автономного и неавтономно-
го базисов первых интегралов для обыкновенной линейной однородной ста-
ционарной системы [97, 101].

В работе приведены примеры в которых иллюстрируются теоретические
исследования, выполненные в диссертации.



88

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ
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ти// Веснiк Гродзенскага дзяржаўнага ун-та. Сер. 2. – 2002. – № 1(9). –

C. 19 – 25.
96. Проневич А.Ф. Автономные интегралы линейных систем в полных

дифференциалах // Дифференц. уравнения. – Минск, 2002. – 24 с. – Деп. в
ВИНИТИ 02.10.2002. – № 1667-В2002.

97. Проневич А.Ф. Базис автономных первых интегралов линейной си-
стемы третьего порядка в комплексной области// Веснiк Гродзенскага дзяр-
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