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ВВЕДЕНИЕ 

 

Практически все современные технические сооружения и аппараты - ра-

кеты и космические станции, самолеты, корабли, автомобили, строительные и 

гидротехнические сооружения - представляют собой сложные системы, со-

стоящие из совместно функционирующих подсистем. Условия взаимодействия 

этих подсистем, выделяемых либо пространственно, как часть конструкции, 

либо в плане выполняемой функции, определяют успешность выполнения 

главной задачи разрабатываемой системы. Как правило, понятие “сложность” 

связывается именно с наличием в системе многих компонент, взаимное влия-

ние которых создает проблемы при проведении теоретических исследований, 

необходимых для ее проектирования. 

Физическую основу рассматриваемых систем, несущую все прочие под-

системы, представляет конструкция, скомпонованная из стержневых, тонко-

стенных или иных элементов, изготовленных из материалов, которые в преде-

лах достаточно малых деформаций могут рассматриваться как упругие. Ре-

зультатом взаимодействия упругой конструкции с прочими подсистемами и с 

внешней средой являются ее колебания - периодические или же переходный 

процесс. Параметры этих колебаний определяют пригодность конструкции к 

эксплуатации по критериям прочности, амплитудным значениям перемеще-

ний, уровням перегрузок или иным конкретным для каждой системы показате-

лям. 

Важным этапом исследования динамического поведения разрабатывае-

мой системы является определение динамических характеристик входящей в 

ее состав упругой конструкции, к числу которых относятся собственные час-

тоты и формы колебаний, амплитудно-фазовые частотные характеристики, ди-

намические коэффициенты влияния (динамические жесткости и динамические 
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податливости) и т.д. Эта информация является исходной для последующего 

анализа вибраций конструкции. 

Обычно упругая конструкция сама представляет собой сложную систе-

му, составленную из относительно более простых подконструкций, механиче-

ски соединенных между собой и взаимодействующих в процессе совместных 

колебаний. Это существенно осложняет задачу исследования ее динамических 

характеристик как экспериментальными, так и расчетными методами. При 

этом возникающие трудности могут иметь как технический, так и организаци-

онный характер: 

- размерность математической модели всей конструкции в целом может 

превышать возможности используемой для расчета вычислительной системы 

(либо ограничен объем памяти, либо потребное время счета делает задачу не-

выполнимой); 

- конструкция может оказаться слишком велика для проведения вибра-

ционных испытаний (в особенности это относится к летательным и космиче-

ским аппаратам, динамические характеристики которых должны определяться 

при отсутствии какого-либо закрепления); 

- многие крупные системы (например, космические станции) обычно 

формируются из фрагментов, разрабатываемых разными фирмами, находящи-

мися в разных странах на значительном удалении друг от друга, когда сборка 

всех компонент для проведения испытаний оказывается весьма дорогостоя-

щим и трудновыполнимым мероприятием. 

Естественным направлением мысли на пути преодоления указанных 

проблем является анализ расчлененной на подсистемы конструкции по частям 

и последующий синтез результатов, полученных для каждой части в отдельно-

сти теоретически или экспериментально. Развитие электронной вычислитель-

ной техники с середины 1960-х годов придало актуальность разработке уни-

версальных алгоритмов, позволяющих автоматизировать процедуру синтеза 
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при исследовании динамических характеристик сложных механических сис-

тем. 

Считается, что впервые четко оформленный тензорно-матричный подход 

к этой проблеме изложен в работах Г.Крона [65]. Предложенная им методоло-

гия преимущественно ориентирована на анализ электрических сетей и оказа-

лась мало приспособленной к специфике механических задач. Тем не менее, 

имеются немногочисленные последователи, развивающие это направление 

[183, 185, 86]. 

Основные же пути развития теории синтеза динамических характеристик 

подконструкций определялись с учетом особенностей задач динамики упругих 

систем. Значительный вклад в этот раздел науки внесли отечественные иссле-

дователи, и здесь следует отметить работы Постнова В.А. [70, 89, 90, 85] , 

Вольмира А.С. [28, 29, 30, 79], Шклярчука Ф.Н. [101], Шмакова В.П. [103, 104, 

105], Лиходеда А.И. [68, 4, 5], Бурмана З.И. [24]. Среди зарубежных исследо-

вателей наиболее заметны работы таких авторов, как Craig R.R. [126, 127, 128, 

129, 130], MacNeal R.H. [168]. 

Среди многообразия подходов к синтезу динамических характеристик 

выделим, как наиболее физически обоснованный, метод модального синтеза, 

когда в качестве исходной информации о свойствах подконструкций исполь-

зуются данные об их собственных частотах и формах колебаний. Основой для 

построения математической модели всей системы в этом случае служит пред-

ставление колебаний каждой подконструкции в виде ряда, содержащего ее 

собственные формы (в дальнейшем - модального разложения колебаний). Т.е. 

собственные формы играют роль координатных функций в описании движе-

ния подконструкции. 

Заметим, что существуют подходы к решению данной задачи, не осно-

ванные на предварительном вычислении динамических характеристик подкон-

струкций. Это, например, работа [113], в которой разбиение дискретной моде-

ли упругой системы на подконструкции используется, фактически, лишь для 
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более эффективной реализации метода итерирования подпространства при вы-

числении собственных частот и форм системы. Здесь же упомянем работы 

[140, 169], в которых предлагается для аппроксимации колебаний подконст-

рукций использовать произвольные полные системы базисных функций, а 

также работы [117, 141, 142], где с помощью специальных итерационных алго-

ритмов эти базисные функции улучшаются (итерация подпространств на уров-

не подконструкций). 

Тем не менее, наибольшее количество работ посвящено модальному 

синтезу, поскольку в этом случае удается эффективно сокращать объем исход-

ной информации о подконструкциях и, что самое важное, уменьшать размер-

ность решаемой в процессе синтеза динамических характеристик задачи, осно-

вываясь на ограничении исследуемого частотного диапазона. 

Важное значение при исследовании сложной системы имеет способ со-

единения ее компонент (интерфейс системы). Как правило, соединение под-

конструкций осуществляется посредством специальных пространственно ло-

кализованных узлов, работающих таким образом, что в рамках принимаемой 

математической модели подконструкции воздействие со стороны этого узла 

представляет совокупность сосредоточенных обобщенных сил, связанных с 

соответствующими обобщенными перемещениями в точке. Обычно входящие 

в узел степени свободы связаны линейными соотношениями, входящими в по-

лучаемую при синтезе математическую модель системы непосредственно либо 

с помощью множителей Лагранжа, как в работе [132]. 

Сопряжение подконструкций по одномерным и двумерным многообра-

зиям обычно имеет место при искусственном рассечении крупногабаритной 

конструкции. При использовании в расчетах дискретных моделей подконст-

рукций (как правило, построенных на основе метода конечных элементов) 

здесь не возникает принципиальных затруднений, поскольку соединение осу-

ществляется посредством коллокации в узлах модели. В работах [140, 169] 

предлагается метод, основанный на введении специальных весовых функций, 
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связанных с континуальным интерфейсом, что практически означает его дис-

кретизацию (хотя и не пространственную). В работе [155] с этой целью введе-

ны граничные обобщенные координаты. Такой подход может быть полезен 

при использовании аналитических моделей подконструкций. Отметим также 

работу [174], где в вариационной постановке задачи синтеза используются оп-

ределенные на границе сопряжения множители Лагранжа, а решение дискре-

тизированных по методу Ритца уравнений осуществляется с использованием 

сингулярного разложения подматриц, соответствующих интерфейсу системы. 

Ключевым вопросом при реализации модального синтеза подконструк-

ций является выбор граничных условий, при которых определяются собствен-

ные частоты и формы компонент системы (парциальные динамические харак-

теристики). При этом, естественно, не могут варьироваться наложенные на 

подконструкцию кинематические ограничения, не относящиеся к интерфейсу 

системы. Свобода выбора существует только для обобщенных перемещений, 

связанных с соединительными узлами, которые в дальнейшем будем называть 

внешними степенями свободы подконструкции. Существующие методы мо-

дального синтеза можно классифицировать по этому признаку следующим об-

разом: 

- методы жестких границ, когда парциальные характеристики подконст-

рукций определяются при условии закрепления внешних степеней свободы; 

- методы свободных границ, когда парциальные характеристики подкон-

струкций определяются при не закрепленных внешних степенях свободы; 

- гибридные методы, если возможно частичное закрепление внешних 

степеней свободы подконструкции при определении ее парциальных характе-

ристик. 

В дополнение к перечисленным, существует еще метод, названный в ра-

боте [131] методом «нагруженных границ», когда расчет форм колебаний под-

конструкции осуществляется не изолированно от остальных компонент систе-

мы, а при дополнительных жесткостных и инерционных нагрузках, добавляе-
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мых к внешним степеням свободы с целью приблизить эти формы к виду соб-

ственных колебаний системы в целом на данной подконструкции. При пра-

вильном выборе этих нагрузок решение задачи о собственных значениях при 

синтезе подконструкций может дать более точный результат. Варианты такого 

подхода под названием «метода ветвей» описаны в работах [135, 116]. Нагру-

женные собственные формы используются также в работе [156]. 

Неудобство этого метода по сравнению с тремя перечисленными выше 

очевидно ввиду того, что модификация одной из составляющих систему под-

конструкций при таком подходе вызывает необходимость пересчета парциаль-

ных характеристик остальных подконструкций и внесения изменений в соот-

ветствующие им базы данных. При этом интуитивность подбора дополнитель-

ных нагрузок не гарантирует существенного повышения точности результата. 

Варианты метода жестких границ представлены в работах [149, 150, 151, 

128, 126, 130, 61]. Отметим, что вариант в форме Крейга-Бэмптона [128] по-

служил основой распространенного в настоящее время формата обмена дан-

ными по динамике подконструкций между кооперированными разработчиками 

сложных конструкций. В работе [144] описан метод жестких границ примени-

тельно к системам с демпфированием, позволяющий учитывать несимметрич-

ность, связанную с кориолисовыми силами и взаимодействием системы с 

внешней средой. В работе [5] описан метод выделения квазистатических со-

ставляющих кинематического и силового типов как дополнительных членов 

модального разложения колебаний подконструции, обеспечивающий сущест-

венное повышение точности решения. При этом вычисляемая на первом шаге 

квазистатическая составляющая кинематического типа представляет собой 

аналог введенных в методе Крейга-Бэмптона «граничных форм» («constraint 

modes»), дополняющих модальное разложение. 

 Методы свободных границ представлены в работах [136, 146, 129, 126, 

181]. Отметим, что в работе [129] введено понятие остаточной податливости 

для приближенного учета влияния в низкочастотном диапазоне не включен-
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ных в модальное разложение высших тонов подконструкции, с которым связа-

но понятие «соединительных форм» («attachment modes»), как дополнительных 

членов этого разложения [126]. Метод учета остаточных эффектов второго по-

рядка предложен в работе [181]. В работе [154] для построения матриц оста-

точной податливости балочных подсистем используются аналитические выра-

жения для собственных форм и частот. 

Гибридный метод описан в работе [168], где также предложены методы 

учета остаточных эффектов для повышения точности решения. 

В отечественной практике получили распространение многоуровневые 

методы синтеза, в которых допускается поэтапное укрупнение фрагментов 

сложной системы. При этом синтез группы подконструкций на более низком 

уровне дает информацию о подконструкции следующего уровня, получаемой 

посредством их соединения. Метод суперэлементов, представленный в работах 

[28, 29], ориентирован на использование собственных форм, определяемых с 

учетом влияния соседних суперэлементов вдоль общих границ, чем сходен с 

методом работы [116]. Предложенный в работе [57] метод многоуровневой 

динамической конденсации может быть отнесен к методам жестких границ и 

на низшем уровне соответствует идеологии работы [128]. При этом, как и в 

работе [115], подконструкция рассматривается как суперэлемент с внутренни-

ми обобщенными неизвестными, соответствующими ее собственным формам. 

Отметим как предельный («вырожденный») случай модального синтеза 

метод, основанный на статической конденсации подконструкции [153, 139, 

70], когда вводится жесткая связь внешних степеней свободы с внутренними и 

последние исключаются из уравнений колебаний. Такой подход весьма прост в 

реализации, т.к. не требует предварительного определения собственных частот 

и форм, но имеет весьма ограниченную сферу применения ввиду невысокой 

точности, поскольку в уравнениях полностью исключается внутренняя дина-

мика подконструкции. Как промежуточный можно рассматривать предложен-

ный в работе [167] вариант упрощенной динамической конденсации, когда вы-
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численные при фиксированных границах собственные формы используются 

для приближенного учета внутренней динамики подконструкции посредством 

линеаризации в окрестности заданного значения частоты. 

Заметим, что все упомянутые выше методы направлены на обеспечение 

удовлетворительной точности результатов синтеза в диапазоне низких частот 

колебаний, для чего в модальных разложениях удерживаются формы, соответ-

ствующие низшим собственным частотам подконструкций. В работах [152, 

162] предложены методы учета остаточных эффектов не только высших, но и 

низших отсекаемых в модальных разложениях тонов, когда интервал иссле-

дуемых частот для системы ограничен снизу ненулевым значением. 

Подавляющая часть методик синтеза динамических характеристик раз-

рабатывалась таким образом, чтобы в результате синтеза формировались ли-

нейные алгебраические системы или системы дифференциальных уравнений. 

В этом случае на завершающем этапе расчета динамических характеристик 

системы формулируется линейная задача о собственных значениях, методы 

решения которой хорошо разработаны. Ради этого при выводе соотношений 

отбрасываются нелинейные члены и вводятся иные допущения, приводящие к 

погрешностям, оценка которых представляет собой непростую задачу. 

В случае метода жестких границ результирующая система обычно синте-

зируется аналогично процедуре объединения конечных элементов с внутрен-

ними степенями свободы [56] в соответствии с методом перемещений. В слу-

чае методов свободных границ процедура синтеза несколько более сложная. В 

работе [53] описан алгоритм формирования уравнений задачи о собственных 

значениях для метода остаточных податливостей. 

Однако, следует отметить, что для решения многих задач, связанных  с 

разработкой технических систем, включающих сложную упругую конструк-

цию, определение в чистом виде ее собственных частот и форм колебаний яв-

ляется лишь промежуточной задачей. Непосредственно важными часто оказы-

ваются данные, получаемые с использованием этих характеристик, - это ам-
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плитудно-фазовые частотные характеристики, передаточные функции, импе-

дансы, динамические коэффициенты влияния (динамические жесткости и ди-

намические податливости) и т.д. Характерными примерами здесь могут быть 

задачи исследования устойчивости систем управления упругими объектами, 

задачи акустики. Все перечисленные выше величины, являющиеся функциями 

частоты, относятся в широком смысле к динамическим характеристикам упру-

гой системы. Непосредственное их получение из соотношений синтезирован-

ной математической модели упругой системы без промежуточной стадии вы-

числения ее собственных частот и форм обеспечивает в указанных случаях 

решение основной задачи. 

Подход, представленный в работе Крона [65] и его последователей [183, 

185], фактически направлен на вычисление матриц динамических податливо-

стей как нелинейных функций частоты с последующим синтезом по методу 

сил. Получаемая система линейных алгебраических уравнений содержит зави-

сящие от частоты коэффициенты. Это дает возможность построения различно-

го рода амплитудно-фазовых частотных характеристик и прочих перечислен-

ных выше зависимостей. Определение собственных частот и форм колебаний 

системы здесь также возможно с использованием общих методов поиска ре-

шений нелинейных уравнений, разработаны и специализированные методы 

для рассматриваемого класса задач (см., например, [183, 185]). 

Заметим, что достаточно точная информация о динамических коэффици-

ентах влияния упругой системы может эффективно использоваться и для рас-

чета переходных процессов при исследовании динамических нагрузок при по-

мощи численных интегральных преобразований, как, например, в работе [184]. 

Аналогичный подход представлен в работах [164, 165], но с использова-

нием матриц динамических жесткостей подконструкций. Он проще в реализа-

ции, поскольку основан на синтезе систем уравнений по методу перемещений, 

что ближе исследователям, традиционно работающим с методом конечных 

элементов. Здесь, как и в работах [65, 183, 185], для построения динамических 
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матриц подконструкций используются данные об их собственных частотах и 

формах колебаний. 

Отметим также работу [2], в которой для формирования нелинейных ха-

рактеристических уравнений сложных упругих систем предлагается использо-

вать математический аппарат метода факторизованных возмущений, предна-

значенного для анализа линейных физических систем с взаимодействием. Ка-

ждая налагаемая в процессе соединения подсистем связь при этом представля-

ется возмущающим оператором, действующим на исходную совокупность не 

взаимодействующих подсистем. Существенной составляющей в предлагаемых 

математических построениях являются выражения для частотных гриновских 

функций изолированных подсистем. Это весьма жесткое для практического 

использования метода условие, поскольку построение соответствующих ана-

литических выражений возможно для ограниченного класса подсистем. 

Общей для всех описанных подходов является проблема точности пред-

ставления динамических свойств подконструкции в синтезированной системе 

в условиях, когда в модальном разложении может присутствовать ограничен-

ное число собственных форм, - проблема усечения модального разложения. 

Этот вопрос принципиален, поскольку лежит в основе метода модального син-

теза, обеспечивающего снижение размерности решаемых задач и вычисли-

тельных затрат за счет ограничения спектра подконструкций. 

Очевидно, что если ставится задача исследования динамических свойств 

системы в диапазоне частот, ограниченных сверху некоторой частотой среза, 

то в модальных разложениях подконструкций должны учитываться все собст-

венные формы, частоты которых не превосходят эту границу. Отбрасывание 

форм с более высокими частотами вносит погрешность в математическую мо-

дель и приводит к ошибкам в получаемых результатах. Как показывают иссле-

дования, в зависимости от способа соединения подконструкций и локальных 

особенностей их собственных форм влияние высших тонов на низкочастотную 

динамику системы меняется существенно не монотонно с возрастанием их 
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собственных частот. Вопросам выбора критериев оценки и исследованию ве-

личины вносимой погрешности посвящены работы [171, 163, 145, 114, 52]. 

Предлагаемые критерии предназначены для автоматизации процесса выбора 

удерживаемых в модальных разложениях собственных форм подконструкций. 

Однако на практике наиболее употребителен подход, представленный в рабо-

тах [181, 57] рекомендацией удерживать в модальных разложениях все собст-

венные формы, частоты которых превосходят обусловленную частоту среза в 

1,5 - 2 раза. 

Подчеркнем, что несмотря на актуальность вопроса, ни один из рассмот-

ренных выше методов модального синтеза не позволяет сформулировать ап-

риорную оценку погрешности получаемых результатов. Причина этого в том, 

что единственным варьируемым параметром, влияющим на точность получае-

мого результата, остается во всех методах количество удерживаемых собст-

венных форм в модальном разложении колебаний подконструкции. Изначаль-

но не предсказуемая в общем случае сложность спектров подконструкций и 

структура их собственных форм не позволяет делать предварительные оценки 

погрешности синтеза. 

В настоящей работе предлагается принципиально иной подход к оценке 

погрешности синтеза, основанный на отказе от идеи наращивания числа учи-

тываемых собственных форм сверх минимально необходимого, определяемого 

количеством тонов с частотами, попадающими в исследуемый интервал. По-

вышение точности представления динамических свойств подконструкции в 

ограниченном частотном диапазоне достигается с помощью конструктивного 

алгоритма формирования вспомогательных членов модального разложения 

при неизменном наборе сохраняемых собственных форм. 

В работе В.П.Шмакова [103] предложено строить решение задачи о гар-

монических колебаниях одномерной подконструкции в виде разложения по 

собственным формам базовой задачи, дополненного корректирующей состав-

ляющей. Эта корректирующая составляющая строится в виде многочлена от-
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носительно квадрата частоты колебаний, коэффициенты которого определяют-

ся как решения рекуррентной последовательности статических краевых задач. 

Поэтому степень многочлена может неограниченно наращиваться. При этом 

коэффициенты модальных членов разложения изменяются таким образом, что 

вклад тонов с высокими собственными частотами в области низких частот ко-

лебаний уменьшается с ростом порядка корректирующего многочлена. Это 

является основой для повышения точности получаемых при синтезе подконст-

рукций решений частотного уравнения в условиях ограниченного числа уч-

тенных собственных форм. 

Аналогичный подход использован в работе А.И.Лиходеда [68] для по-

вышения точности при расчетах нестационарного динамического нагружения 

упругих систем, а также при синтезе подконструкций методом жестких границ 

[5], где он трактуется как многократное выделение квазистатической состав-

ляющей. 

Неограниченное наращивание порядка корректирующего многочлена не 

приводит к построению сходящегося степенного ряда. Однако, если выделить 

некоторое количество собственных форм и строить корректирующий много-

член в подпространстве, ортогональном к линейной оболочке этих форм, то 

соответствующие им (формам) коэффициенты имеют вид, не зависящий от по-

рядка корректирующего многочлена. В таком случае получающийся степенной 

ряд оказывается сходящимся в ограниченном частотном интервале, если в мо-

дальное разложение включены все собственные формы, частоты которых ле-

жат в этом интервале. С учетом этого обстоятельства автором настоящей рабо-

ты был введен термин «корректирующий ряд» [37, 38, 39]. Коэффициенты это-

го ряда можно называть корректирующими функциями. 

В настоящей работе методика синтеза динамических характеристик 

строится на основе гибридного подхода, когда собственные формы подконст-

рукции определяются при условии частичного закрепления внешних степеней 

свободы. Метод жестких границ и метод свободных границ рассматриваются 
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как частные случаи. Соединение подконструкций предполагается дискретным, 

т.е. интерфейс системы конечномерный. 

Теоретической основой разработанного здесь метода корректирующих 

рядов служат две сформулированные автором основные теоремы. Суть первой 

из них в том, что гармонический отклик подконструкции в ограниченном час-

тотном интервале может быть точно представлен в виде модального разложе-

ния, включающего лишь те тона колебаний, собственные частоты которых не 

превосходят верхней границы этого интервала, и дополненного равномерно 

сходящимся на этом интервале  корректирующим рядом. Вторая теорема ут-

верждает то же самое относительно ограниченного частотного интервала с не-

нулевой нижней границей, причем в модальном разложении должны присут-

ствовать лишь те собственные формы, частоты которых лежат в этом интерва-

ле. В этом случае строятся корректирующие ряды относительно смещенного 

значения частотного параметра. 

Использование этих теорем позволяет принципиально изменить идеоло-

гию модального синтеза. Усечение модальных разложений путем отбрасыва-

ния высших тонов подконструкций заменяется усечением корректирующего 

ряда. В процессе доказательства теорем строится алгоритм вычисления коэф-

фициентов корректирующего ряда и, что весьма важно, выводится асимптоти-

ческая оценка погрешности его усечения. Использование этой оценки в каче-

стве априорной при проведении пробных расчетов дает возможность реально 

оценивать точность получаемых результатов. 

В настоящей работе принята терминология, в соответствии с которой 

усеченный корректирующий ряд, содержащий m членов, (фактически, коррек-

тирующий многочлен) называется корректирующим рядом m-го порядка. 

Упомянутая асимптотическая оценка содержит порядок корректирующего ря-

да в показателе степени, основание которой меньше единицы. Таким образом, 

наблюдается экспоненциальная сходимость решения с ростом порядка коррек-

тирующего ряда. 
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На основе предложенного вида модального разложения для подконст-

рукции формулируются соотношения между внешними обобщенными силами 

и перемещениями в виде системы уравнений, содержащих набор динамиче-

ских коэффициентов влияния. Эти коэффициенты могут использоваться для 

формирования матрицы динамических жесткостей или матрицы динамических 

податливостей подконструкции. Синтез системы в зависимости от этого мож-

но осуществлять либо по методу перемещений (метод динамических жестко-

стей), либо по методу сил (метод динамических податливостей). 

Получаемая система уравнений может быть использована для определе-

ния собственных частот и форм упругой системы, однако наиболее удобно ее 

применение для непосредственного вычисления амплитудно-фазовых частот-

ных характеристик, передаточных функций и других характеристик в решении 

тех задач, где такие данные используются. Следует отметить, что разработан-

ная методика обеспечивает чрезвычайно быстрый расчет частотных характе-

ристик системы при гарантированной высокой точности в заданном частотном 

диапазоне. 

Основные соотношения и теоремы метода сформулированы примени-

тельно к обобщенной операторной постановке задачи для континуальных мо-

делей упругих систем. Аналогичные результаты формулируются для дискрет-

ных моделей подконструкций, получаемых, например, методом конечных эле-

ментов. Векторные коэффициенты корректирующих рядов в этом случае на-

зываются корректирующими векторами. 

Полученные формулы легко обобщаются на случай пропорционально 

демпфированных подконструкций. При этом предоставляется возможность 

задания различных коэффициентов демпфирования в подконструкциях, что 

существенно расширяет возможности моделирования демпфированных упру-

гих систем. 

Для проведения численных исследований и расчетов разработан про-

граммный комплекс, содержащий: 
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- программы расчета динамических характеристик конечноэлементных 

моделей упругих подконструкций с препроцессором; 

- постпроцессорные программы формирования баз данных о подконст-

рукциях, содержащих информацию о динамических характеристиках и кор-

ректирующих векторах; 

- программы исследования спектра составной упругой системы и по-

строения ее частотных характеристик с учетом демпфирования. 

Сформированные предварительно базы данных о подконструкциях ис-

пользуются в алгоритме синтеза для определения динамических и частотных 

характеристик составной системы. Замена или модификация какой-либо ком-

поненты системы отражается лишь в изменении соответствующей ей базы 

данных. Разработана универсальная структура баз данных для конечноэле-

ментных моделей подконструкций. 

Программный комплекс строится на основе общих принципов и может 

дополняться программами расчета необходимых для синтеза данных о под-

конструкциях различного типа. В настоящее время разработаны версии для 

пространственных стержневых конструкций и осесимметричных оболочечных 

конструкций, содержащих жидкость. Могут использоваться и аналитические 

соотношения для континуальных моделей подконструкций. В частности, вы-

ведены формулы для изгибных колебаний однородных стержней, соединяе-

мых в концевых сечениях. 

В процессе исследований автором настоящей работы обнаружено, что 

рекуррентному алгоритму построения корректирующих векторов присуще 

свойство неустойчивости, приводящее к быстрому накоплению погрешностей 

и распаду решения уже при учете 5-6 членов корректирующего ряда [37]. Эф-

фективным средством подавления этой неустойчивости оказалась ортогонали-

зация вычисляемых векторов на каждом шаге рекуррентного процесса к уч-

тенным собственным формам подконструкции. Это обстоятельство свидетель-

ствует о том, что формулировки работ [103, 104, 105, 5] не достаточны для по-
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строения устойчивого гарантирующего точность результата алгоритма. По-

строение корректирующих функций неизбежно должно осуществляться в ор-

тогональном к учтенным собственным формам подпространстве (с коррекцией 

ортогональности на каждом шаге). 

Существенные затруднения при реализации модального синтеза вызыва-

ет наличие среди собственных частот подконструкции нулевых значений, со-

ответствующих формам движения твердого тела. Предложенный автором спо-

соб использования частотного сдвига при вычислении корректирующих век-

торов позволяет избежать трудностей и не вносить в алгоритм принципиаль-

ных изменений [39]. 

Помимо гарантированной оценки точности результата синтеза для мето-

да корректирующих рядов важна оценка дополнительных затрат, связанных с 

вычислением корректирующих векторов, в сравнении с расширением набора 

собственных форм подконструкции. Учитывая то обстоятельство, что факто-

ризация матрицы для решения последовательности статических задач выпол-

няется однократно, можно приблизительно оценить затраты на вычисление 

одного дополнительного корректирующего вектора как на порядок меньшие 

по сравнению с затратами на вычисление дополнительной собственной формы. 

При этом проведенные исследования показали, что при использовании 5-10 

членов корректирующего ряда относительная погрешность результатов синте-

за не превышает 10-5-10-6. Это свидетельствует о неоспоримом преимуществе 

предложенного метода, особенно существенном для подконструкций с высо-

кой плотностью спектра (что характерно для сложных пространственных кон-

струкций). Его эффективность демонстрируется в настоящей работе на приме-

ре сложной составной конструкции орбитальной космической станции, моди-

фицируемой в процессе сборки и изменяющей свою конфигурацию в процессе 

функционирования (например, в связи со стыковкой с транспортными кораб-

лями или добавлением новых модулей). 
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Наличие среди компонентов сложной упругой системы гидроупругих 

звеньев, представляющих собой упругие конструкции, взаимодействующие с 

ограниченными объемами жидкости (в частности, содержащие жидкость во 

внутренних полостях), существенно усложняет задачу исследования ее дина-

мических свойств. Такие задачи актуальны для исследования динамики лета-

тельных аппаратов, гидротехнических сооружений, проблем транспортировки 

жидких грузов. Успех их решения непосредственно зависит от правильности 

математической постановки задачи и эффективности методов определения ди-

намических характеристик упругих конструкций с жидкостью, входящих в со-

став системы. 

Как правило, конструкции, содержащие жидкость, представляют собой 

тонкостенные сосуды, динамическое поведение которых хорошо описывается 

с помощью соотношений теории оболочек. 

Первые результаты в области динамики колебаний упругих оболочек, 

взаимодействующих с жидкостью, связаны с именами Рэлея, Жуковского Н.Е. 

и других исследователей конца XIX - начала XX веков. Однако период наибо-

лее интенсивной разработки данной проблемы относится ко второй половине 

XX века в связи с развитием ракетной и авиационной техники, а также элек-

тронных вычислительных систем. 

В основе современного этапа развития методов решения данного класса 

задач лежат работы таких отечественных исследователей как Моисеев Н.Н. 

[73], Рабинович Б.И. [92], Шмаков В.П. [102], Рапопорт И.М. [94]. Среди зару-

бежных специалистов здесь можно отметить работы Abramson H.N., Kana 

D.D., Lindholm U.S., Bauer H.F. Значительный вклад в решение проблемы вне-

сли исследования Григолюка Э.И., Шклярчука Ф.Н., Горшкова А.Г., Балабуха 

Л.И., Балакирева Ю.Г., Лампера Р.Е., Пожалостина А.А. и других. 

Вообще, число опубликованных к настоящему времени работ, посвя-

щенных задаче расчета динамических характеристик оболочек, содержащих 

жидкость, весьма велико. Основную часть из них составляют работы, в кото-
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рых исследуются оболочки определенной формы и решения получаются, как 

правило, с помощью какого-либо вариационного метода, причем выбор коор-

динатных функций определяется формой полости. В этих работах получены 

приближенные или точные формулы для ряда оболочек простой геометриче-

ской формы. Однако для практики, где сложность конструкторских решений 

часто затрудняет получение аналитических оценок и не всегда позволяет ис-

пользовать простые модели, наибольшую ценность представляют универсаль-

ные численные методы, не налагающие жестких ограничений на форму и па-

раметры исследуемых конструкций. Здесь следует отметить разработанный 

под руководством В.П.Шмакова метод расчета динамических характеристик 

оболочек вращения с жидкостью [17, 18, 23], основанный на разложении по-

тенциала смещений жидкости в ряд по собственным функциям гидродинами-

ческой задачи (решаемой методом Ритца) и использовании при решении урав-

нений теории оболочек метода ортогональной прогонки. Отметим также пред-

ложенный Р.Е.Лампером метод Ритца с варьируемым параметром [3, 67], по-

зволяющий рассчитывать динамические характеристики широкого класса осе-

симметричных баков с жидкостью. Применялись при решении указанной зада-

чи и прямые численные методы: метод конечных разностей [6, 7] и метод сум-

марных представлений [8, 9], также основанный на конечно-разностной ап-

проксимации дифференциальных операторов. 

В настоящее время известны решения задач для весьма широкого класса 

оболочек с жидкостью: исследовались цилиндрические оболочки с различны-

ми днищами (плоскими, сферическими, коническими), сферические оболочки, 

конические оболочки, соосные цилиндрические оболочки. Мы не указываем 

здесь эти работы ввиду большого их числа - библиография по этому вопросу 

содержит несколько сотен названий. Заметим однако, что, несмотря на это, ряд 

вопросов долгое время оставался не решенным. Неизвестны, например, рабо-

ты, в которых изучались бы колебания тороидальной оболочки с жидкостью. 

Лишь единичные работы касаются задачи о колебаниях систем из двух баков с 
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промежуточными разделительными днищами, причем рассмотрены весьма ча-

стные случаи. При этом на практике, например, в изделиях ракетной техники 

часто встречаются баки весьма сложной конфигурации, с двусвязными полос-

тями, с разделительными днищами, когда невозможно рассматривать отдельно 

колебания жидкости в баках горючего и окислителя. Значительно усложняют 

разработку простых моделей для аналитических оценок и приближенных рас-

четов такие факторы, как переменность толщины оболочки, наличие шпанго-

утов, подкрепляющих ребер. 

Все это вызвало потребность разработки простого и универсального ал-

горитма, позволяющего быстро выполнить расчет с учетом как можно больше-

го числа конструктивных особенностей (возможно, ценой увеличения затрат 

времени работы вычислительной системы). В наибольшей степени таким ус-

ловиям при расчете упругих конструкций отвечает метод конечных элементов 

[56]. В настоящей работе развиваются теоретические и методические основы 

его применения для расчета динамических характеристик оболочечных конст-

рукций с жидкостью, функционирующих самостоятельно либо входящих в со-

став сложной упругой системы в качестве подконструкций. 

Применению метода конечных элементов к расчету динамики упругих 

конструкций, взаимодействующих с жидкостью, посвящен целый ряд работ 

преимущественно зарубежных авторов. Если попытаться их классифициро-

вать, то можно выделить две группы работ. 

К первой группе отнесем те работы, в которых движение частиц жидко-

сти описывается непосредственно векторами их смещений. В [147, 148] разра-

ботаны дискретные элементы, моделирующие свойства частиц сжимаемой или 

несжимаемой жидкости, которые могут быть включены в конечноэлементную 

модель упругой конструкции, содержащей жидкость. В комментарии к этим 

работам [124] отмечается, что эти элементы построены лишь на основе физи-

ческих соображений и интуиции, и предлагается выражение для лагранжиана, 

на основе которого можно строить любые конечные элементы жидкости, при-



 - 25 -
чем несжимаемость может быть обеспечена наложением некоторых ограниче-

ний на степени свободы элемента. Фактически такое выражение для лагран-

жиана и использовано в работе [161], где описаны конечные элементы для ап-

проксимации сжимаемой жидкости. К этой же группе работ относится и рабо-

та [177], где метод конечных элементов разработан для расчета неосесиммет-

ричных колебаний оболочек вращения с несжимаемой жидкостью. Отметим, 

что подход, использованный в [177], отличается чрезмерной усложненностью 

и громоздкостью построений, не свойственными, вообще говоря, методу ко-

нечных элементов. 

В работе [97] обсуждается применение конечных элементов, предложен-

ных в [161], к расчету осесимметричных колебаний оболочек вращения с жид-

костью. Результаты сопоставляются с результатами расчета при помощи эле-

мента с матрицей жесткости, сформированной на основе принципа минимума 

дополнительной энергии. При этом точность, полученная в первом случае, 

оказывается значительно хуже, чем во втором. 

Если пренебречь влиянием поверхностных волн, то эквивалентным под-

ходом является интерпретация сжимаемой жидкости в виде упругой (акусти-

ческой) среды с нулевым модулем сдвига [110, 111]. Такой подход позволяет 

использовать с небольшими дополнениями имеющиеся конечноэлементные 

программы общего назначения. 

Методы этой первой группы содержат ряд общих сложностей. Во-

первых, это обеспечение условий на поверхности контакта упругого тела с 

жидкостью, для выполнения которых необходимо либо налагать дополнитель-

ные ограничения, как, например, в [177], либо вводить специальные конечные 

элементы, как предлагается в [110]. Во-вторых, как отмечается в [161], появля-

ется набор собственных форм с нулевой частотой, соответствующих циркуля-

ционным течениям жидкости, что усложняет решение задачи о собственных 

значениях. 
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Такие же циркуляционные формы получаются в работе [143], где для 

описания движения жидкости использованы уравнения в перемещениях в ла-

гранжевой форме и сформулирован вариационный принцип, используемый 

для построения конечных элементов. Для исключения этих форм в этой работе 

предложено использовать метод штрафных функций. 

Ко второй группе отнесем работы, в которых используется предположе-

ние о безвихревом движении жидкости, что позволяет описывать его при по-

мощи одной скалярной функции (давление, потенциал скоростей, потенциал 

смещений). Это не только исключает формы циркуляционного течения жидко-

сти, но и снижает размерность дискретизированной задачи. 

В работах [187, 189, 160] поведение несжимаемой жидкости описывается 

потенциалом скоростей, который с помощью интегральных соотношений тео-

рии потенциала исключается из уравнений движения конструкции. Такой под-

ход (часто используемый при решении задач гидроупругости) позволяет огра-

ничиться описанием движения лишь оболочки и свободной поверхности жид-

кости, и соответственно лишь их дискретизацией при использовании метода 

конечных элементов, что особенно удобно при решении трехмерных задач. 

Однако при этом матрица масс конечноэлементной модели теряет весьма су-

щественное свойство, а именно, ленточную структуру. Это резко увеличивает 

требуемые размеры памяти, используемой при расчетах вычислительной сис-

темы. Такой же результат получается в [56, 123, 112, 54], а также в [125] для 

несжимаемой жидкости, где сначала выполняется конечноэлементное разбие-

ние жидкости, а затем из дискретной системы уравнений исключаются пере-

менные, соответствующие жидкостным потенциалам (или давлению). Разбие-

ние жидкости на конечные элементы с сохранением ленточной структуры мат-

риц, как показано в [161], позволяет более эффективно использовать машин-

ную память. 

Вопрос о формировании матриц дискретизированной системы в случае, 

когда разбиение осуществляется как для упругой конструкции, так и для жид-
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кости, может решаться несколькими способами. В работах [56, 193, 112, 125], 

где поведение несжимаемой жидкости описывается давлением, отдельно стро-

ятся системы дискретных уравнений для упругой конструкции и для жидко-

сти. При построении же матриц, определяющих взаимосвязь этих двух систем, 

давление жидкости и перемещения смоченной поверхности рассматриваются 

как внешние воздействия по отношению соответственно к первой и ко второй 

из них. Получающиеся системы уравнений несимметричны, а методы их сим-

метризации, как и при исключении соответствующих жидкости переменных, 

нарушают ленточную структуру матриц. В работах [138, 191, 192] предложены 

методы решения получаемых при таком подходе задач о собственных значе-

ниях, экономно использующие память вычислительной системы. 

В работах [118, 119, 120, 121, 188] движение несжимаемой жидкости 

описывается при помощи потенциала скоростей. Для построения конечноэле-

ментных систем уравнений здесь все уравнения (в том числе и соотношения на 

поверхности контакта конструкции с жидкостью) записываются в вариацион-

ной форме. Дискретизация задачи при таком подходе соответствует методу 

Бубнова-Галеркина. Для учета условий контакта с жидкостью при этом, вооб-

ще говоря, необходимо вводить специальные конечные элементы. 

Однако наиболее простым и естественным является подход, основанный 

на дискретизации функционала действия, условие стационарности которого 

удовлетворяется решением задачи. Такой подход использован в работе [54], 

где решается задача о колебаниях пластинки на поверхности несжимаемой 

жидкости, заполняющей жесткий резервуар, а также в работе [170], являющей-

ся развитием работы [118] в плане учета сжимаемости жидкости. При этом из 

условия стационарности функционала следуют все соотношения, в том числе и 

граничные условия контакта упругого тела и жидкости, что приводит к их ав-

томатическому учету в дискретизированных системах уравнений. Это обеспе-

чивается надлежащим выбором вида функционала. В работах [32, 33] такой 

подход называется смешанным вариационным принципом. Фактически он эк-
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вивалентен используемому в [118] в смысле построения матриц конечноэле-

ментной модели. 

В работах [170, 175, 176] для описания поведения сжимаемой жидкости 

используются две функции: потенциал смещений и давление. Введение второй 

независимой переменной при учете сжимаемости оказывается необходимым 

для получения симметричных матричных уравнений. В противном случае, как, 

например, в [125, 133], где движение жидкости описывается лишь давлением, 

приходится осуществлять дополнительные преобразования с целью симметри-

зации системы. 

Для получения правильного результата при использовании численного 

метода, в частности, метода конечных элементов, первоочередное значение 

имеет адекватность исходной математической модели (системы уравнений, 

вариационного принципа) исследуемому физическому явлению. Возможность 

пренебрежения в математической модели влиянием отдельных факторов с це-

лью упрощения процедуры решения должна быть не только обоснованной, но 

и соответствующие преобразования должны быть выполнены корректно, не 

приводя к противоречиям с физическими законами. Поэтому целая глава на-

стоящей работы посвящена формулировке математической модели колебаний 

упругой конструкции с жидкостью в условиях однородного гравитационного 

поля. 

В настоящей работе рассматриваются малые колебания упругой конст-

рукции, содержащей жидкость во внутренних полостях (либо взаимодейст-

вующей с ограниченным объемом жидкости). Колебания жидкости также ма-

лы, и поэтому задача может рассматриваться в линейной постановке. Линеари-

зация исходных, вообще говоря, нелинейных соотношений должна осуществ-

ляться в окрестности статического равновесного состояния системы. Тем са-

мым при определении ее динамических характеристик учитывается влияние 

статического нагружения. Материал конструкции считается линейно упругим, 

жидкость - идеальной и несжимаемой. Конструкция находится под действием 
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однородного гравитационного поля, определяющего положение недеформиро-

ванной свободной поверхности жидкости. 

Традиционно при формулировке замкнутой системы уравнений, описы-

вающих колебания упругой конструкции, содержащей во внутренней полости 

жидкость, исследователи основывались на совмещении двух различных спосо-

бов описания движения сплошной среды. Если уравнения малых колебаний 

упругого тела представляют лагранжев подход, то для описания движения 

жидкости наиболее распространен метод Эйлера. При этом используется 

предположение о потенциальности течения жидкости, позволяющее сущест-

венно упростить соответствующие уравнения. Такое совмещение разнородных 

методов повышает вероятность появления в постановке задачи некорректно-

стей, одна из которых рассмотрена ниже. (Хотя, конечно, корректное построе-

ние определяющих соотношений возможно и на основе смешанного эйлерово-

лагранжева подхода.) 

В настоящей работе вывод уравнений осуществлен на основе лагранжева 

подхода как для упругой конструкции, так и для заполняющей ее полости 

жидкости. Техника последовательного единого лагранжева подхода в пробле-

мах динамического взаимодействия разнородных сред изложена в работах [58, 

96, 59], где основное внимание уделено вопросам нелинейности получаемых 

соотношений. Применительно к случаю малых колебаний контактные соотно-

шения линеаризованы в окрестности стационарных значений переменных па-

раметров. В предположении о безвихревом движении жидкости для его описа-

ния введен потенциал смещений. Выведена формула для лагранжиана консер-

вативной системы «упругая конструкция - жидкость». Сформулирован вариа-

ционный принцип смешанного типа, среди условий стационарности которого 

содержатся контактные соотношения на смоченной поверхности упругой кон-

струкции, что важно для эффективной реализации метода конечных элемен-

тов. 
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Важным моментом в описанных построениях является корректный учет 

влияния гравитационного поля на динамику системы. 

Влияние интенсивности однородного гравитационного поля на собст-

венные частоты колебаний упругих конструкций, содержащих жидкость, мо-

жет осуществляться через два различных механизма взаимодействия этого по-

ля с конструкцией. Первый из них реализуется опосредованно через статиче-

скую составляющую напряженно-деформированного состояния конструкции. 

Математически учет этого эффекта сводится к линеаризации уравнений малых 

колебаний относительно этой статической составляющей. Если материал кон-

струкции линейно упругий, то определяющую роль здесь играет геометриче-

ская нелинейность в выражении для тензора деформаций. 

Второй канал влияния связан с работой, выполняемой гравитационными 

силами, действующими на жидкость, в процессе колебаний гидроупругой сис-

темы. Одно из проявлений этой работы связано с волнообразованием на сво-

бодной поверхности жидкости. Однако этим механизм явления не исчерпыва-

ется. 

Тесно связанным с волнообразованием оказывается эффект колебаний 

гидростатического давления жидкости на стенки полости вследствие их дви-

жения. Локальное вертикальное смещение контактирующей с жидкостью 

стенки сосуда приводит к изменению давления на нее вследствие изменения 

глубины. Появляющийся при учете этого фактора член в уравнениях малых 

колебаний имеет первый порядок малости, т.е. по такому формальному при-

знаку отброшен быть не может и должен присутствовать в динамических со-

отношениях на контактной поверхности. 

Впервые корректное выражение для динамических условий на контакт-

ной поверхности приведено применительно к оболочкам вращения в работе 

Э.И.Григолюка и Ф.Н.Шклярчука [33]. При их выводе принципиален учет того 

обстоятельства, что гидростатическая сила является “следящей”. Это выража-

ется в том, что, во-первых, направление действия силы меняется в соответст-
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вии с поворотом нормали к деформированной смоченной поверхности, а во-

вторых, изменение площади элемента поверхности вследствие растяжения или 

сжатия в процессе деформации влияет на величину совершаемой этой силой 

работы. Эти два обстоятельства отмечены в работе [20] применительно к про-

блемам устойчивости упругих оболочек. Только при учете этих факторов уда-

ется записать выражение для потенциальной энергии гравитационых сил, дей-

ствующих на жидкость, и следовательно, выражение для лагранжиана гидро-

упругой системы. 

В процессе исследований выяснилось, что выражение для потенциаль-

ной энергии гравитационных сил жидкости, приведенное в работе [33], верно 

только для гладких поверхностей контакта жидкости с конструкцией. В на-

стоящей работе получено выражение, применимое для произвольного случая 

кусочно-гладких смоченных поверхностей. 

Заметим, что в большинстве из рассмотренных выше работ гравитаци-

онными эффектами полностью пренебрегается. Это допустимо в тех случаях, 

когда для исследования представляют интерес лишь колебания, обусловлен-

ные  преимущественно упругостью стенок сосуда, а их спектр существенно 

отделен от собственных частот колебаний свободной поверхности жидкости. В 

этом случае на свободной поверхности задается условие равенства нулю дав-

ления или потенциала смещений (или скоростей). Естественно, отсутствует 

гравитационная составляющая и в контактных соотношениях. Такой подход 

можно считать предельным случаем упрощения гидроупругой задачи. Он 

весьма распространен, поскольку его результаты дают точность, достаточную 

для широкого круга приложений. 

Однако, поскольку вносимая гравитационным членом поправка в эффек-

тивную жесткость стенок сосуда, как правило, весьма мала, возникает вопрос о 

возможности пренебрежения ее величиной в уравнениях математической мо-

дели при сохранении членов, описывающих волнообразование на свободной 

поверхности. 
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В настоящей работе показано, что простое вычеркивание соответствую-

щего члена в динамических контактных соотношениях недопустимо, посколь-

ку приводит к противоречивой с точки зрения механики математической мо-

дели. А именно, система получает дополнительную связь, препятствующую ее 

смещению как жесткого тела в направлении вектора гравитации. Оценки пока-

зывают, что вносимая этой связью погрешность в расчетный спектр системы 

может быть значительной. 

Это свидетельствует о взаимной связи колебаний свободной поверхно-

сти и деформации контактной поверхности как единой системы, состояние ко-

торой определяет потенциальную энергию гравитационных сил жидкости. 

В работе показано также, что, варьируя способ определения аддитивной 

константы в потенциале смещений, можно получить эквивалентную систему 

уравнений, в которой вычеркивание гравитационного члена в динамических 

контактных соотношениях не приводит к противоречиям. Фактически, в ре-

зультате такого преобразования свободная поверхность жидкости выделяется 

в подсистему с собственной потенциальной энергией гравитационных сил. 

Вследствие указанного выбора константы в уравнениях колебаний свободной 

поверхности жидкости и в лагранжиане системы появляется интегральная ве-

личина - среднее смещение свободной поверхности. Введение такой инте-

гральной величины вызывает затруднения при реализации метода конечных 

элементов, обесценивающие это «упрощение». 

Необходимо отметить, что в перечисленных выше основополагающих 

работах отечественных исследователей [73, 92, 102, 62, 94], где влияние грави-

тации учитывалось только в форме поверхностных волн, в уравнениях также 

присутствуют указанные интегральные члены, обеспечивающие непротиворе-

чивость математической модели. 

Если же говорить о работах зарубежных специалистов, то библиографи-

ческие исследования показывают, что все они (за исключением тех, где грави-

тационные эффекты не учитываются совсем) содержат ту или иную форму не-
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корректности. Единственным обнаруженным исключением являются работы 

[108, 109], где исследуются математические свойства краевых задач, сформу-

лированных на основе результатов работ [73, 94]. 

Несмотря на относительную давность результата работы [33], он остался, 

по-видимому, полностью вне сферы внимания зарубежных специалистов. Не-

корректный подход к формулировке динамических условий контакта упругого 

тела с жидкостью, когда не учитываются две отмеченные выше особенности 

действия гидростатической силы в условиях колебаний, приводит к появлению 

несимметричных операторов. 

В качестве примера можно привести работу [118], где с целью достиже-

ния симметричности введена совершенно не оправданная с точки зрения меха-

ники гипотеза, состоящая в пренебрежении касательными к поверхности кон-

такта смещениями. Результатом явились уравнения, не инвариантные относи-

тельно сдвига системы и, как следствие, дополнительно наложенные на систе-

му связи. 

Связи эти действуют не только в вертикальном направлении, как в рас-

смотренном выше случае неверных уравнений для свободной поверхности при 

отбрасывании гравитационной компоненты в динамических контактных соот-

ношениях, но и в горизонтальном направлении. При этом жесткости этих свя-

зей могут быть как положительными, так и отрицательными. В работе [32] от-

мечено, что такой подход допустим, если нормальные перемещения смоченной 

поверхности значительно больше тангенциальных. Однако в случае систем, 

колебания которых характеризуются значительными средними смещениями 

содержащихся в них масс жидкости, указанные связи должны оказывать суще-

ственное влияние на результаты расчетов. (Отметим единственный геометри-

ческий вариант, когда эти связи не возникают, - полость, образованная строго 

вертикальными стенками и горизонтальным плоским днищем.) 

Часто такие же формулы получаются из-за небрежности при выводе ди-

намических контактных условий, выполняемом с помощью наглядных геомет-
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рических представлений, как это сделано в работе [133]. На таких же форму-

лах основано выражение для энергии сил тяжести конечного элемента в рабо-

тах [161, 124]. Такое же выражение использовано в работе [160] для потенци-

альной энергии объема жидкости. На основе таких же формул построены ко-

нечные элементы жидкости в распространенном программном комплексе 

ANSYS версии 5.4. Ссылки на эти же формулы содержатся в работах отечест-

венных авторов [55, 74]. 

Возможность получить удобные формулировки, связав гравитационную 

потенциальную энергию жидкого объема (и конечного элемента жидкости) 

лишь с параметрами его собственной деформации, отвлекает разработчиков от 

механической сущности проблемы. Форма занимаемого жидкостью объема 

определяется удерживающими его стенками сосуда, а работа гравитационных 

сил жидкости осуществляется на перемещениях этих стенок (а не контакти-

рующих с ними частиц жидкости в условиях взаимного скольжения). Отсюда 

следует невозможность конструирования жидкостного конечного элемента, в 

котором учитывался бы этот фактор. 

Иного рода усилия были приложены разработчиками известного конеч-

ноэлементного комплекса UAI/NASTRAN [186], где в результате применения 

метода конечных элементов к системе с несимметричными операторами полу-

чаются уравнения с несимметричными матрицами. Для решения проблемы 

собственных значений в состав комплекса включены специально разработан-

ные алгоритмы, требующие нетривиальных ресурсов вычислительных систем. 

Вопрос о точности получаемых результатов требует отдельного исследования. 

Достоин удивления факт значительного количества работ, в которых при 

не учете влияния гравитации на контактные соотношения уравнения поверх-

ностных волн сформулированы неверно - без учета среднего смещения сво-

бодной поверхности. В качестве примеров укажем работы [193, 175, 176, 122]. 

С попытками устранить возникающие при этом противоречия связано, по-

видимому, появление работ [134, 172, 173], где введены усложненные форму-
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лировки, основанные на труднообъяснимом в рамках линейной задачи введе-

нии понятия «отсчетного» состояния для учета влияния движения стенок со-

суда. 

Широкий класс практических задач связан с определением динамиче-

ских характеристик осесимметричных оболочечных конструкций, полости ко-

торых частично заполнены жидкостью. Вектор гравитационных сил в этом 

случае коллинеарен продольной оси конструкции. В настоящей работе задача 

расчета динамических характеристик конструкций такого типа рассмотрена 

подробно и разработан алгоритм метода конечных элементов для ее решения. 

Осесимметричность конструкции позволяет в цилиндрической системе 

координат свести пространственную задачу определения динамических харак-

теристик к двумерной путем разложения неизвестных в ряд Фурье по окруж-

ной координате. Расщепление системы уравнений для гармоник на независи-

мые подсистемы приводит к тому, что собственные формы представляют со-

бой колебания с целым числом волн по окружности (в случае нулевого значе-

ния это продольно-радиальные и крутильные колебания). 

Рассмотренная выше постановка задачи о колебаниях конструкций, со-

держащих жидкость, переработана с учетом гипотез теории тонких упругих 

оболочек и нелинейности геометрических соотношений [98, 77]. Линеаризация 

в окрестности статического напряженно-деформированного состояния, возни-

кающего в результате действия давления газа в полостях конструкции и сил 

тяжести, позволяет учесть влияние этих факторов на собственные частоты и 

формы колебаний. Рассмотрен общий случай произвольного количества несвя-

занных между собой полостей, частично заполненных жидкостями разной 

плотности. Допускается наличие промежуточных между этими полостями сте-

нок, касающихся жидкости с обеих сторон. Учитываются такие конструктив-

ные особенности, как наличие упругих силовых шпангоутов, а также несим-

метричного относительно срединной поверхности оболочки подкрепления в 

виде часто расположенных продольных и кольцевых ребер. 
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Жидкость считается идеальной и несжимаемой, движение ее безвихревое 

и описывается при помощи потенциала смещений. Для применения метода ко-

нечных элементов использован описанный выше вариационный принцип в ви-

де условия стационарности функционала, из которого следуют уравнение не-

сжимаемости, граничные условия на свободной поверхности жидкости, а так-

же условия на контактной поверхности жидкости и оболочки с учетом влияния 

однородного гравитационного поля. 

В работе описаны конечные элементы для дискретизации жидкости 

(включая элементы свободной поверхности) и оболочечные конечные элемен-

ты, описаны способы формирования их матриц и способ учета влияния стати-

ческого напряженно-деформированного состояния на матрицу жесткостей 

оболочечного элемента. Заметим, что оболочечные элементы сформулированы 

таким образом, что учтена возможность контакта с жидкостью, и это освобо-

дило от необходимости введения специальных контактных элементов. 

На основе этих конечных элементов разработан программный комплекс, 

предназначенный для расчета динамических характеристик оболочечных кон-

струкций с жидкостью при осесимметричных колебаниях, при колебаниях с 

заданным числом волн по окружности, с учетом влияния внутреннего давле-

ния и собственного веса конструкции. 

Этот программный комплекс расширяет возможности разработанных 

ранее программ [34, 35], эксплуатировавшихся на вычислительных машинах 

БЭСМ-6, единой серии ЕС-1050, ЕС-1060, на компьютерах типа IBM PC. Про-

грамма расчета динамических характеристик оболочечных конструкций с 

жидкостью при осесимметричных колебаниях включена в ФАП по ракетно-

космической технике РКА [36], использовалась во всех конструкторских бюро 

ракетно-космической отрасли в расчетах динамических характеристик топлив-

ных баков и корпусов жидкостных ракет. 

Благодаря тщательной отладке и тестированию, а также использованию 

эффективных численных методов достигнута высокая надежность алгоритма, 
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не имевшего отказов при проведении тысяч расчетов. Решающую роль в рас-

пространении программ сыграла разработка удобных препроцессорных и 

постпроцессорных процедур, а также возможность вести расчет практически 

от чертежа, без трудно обосновываемых упрощений и введения промежуточ-

ных расчетных моделей с использованием механических аналогов. 

Новый программный комплекс позволяет (в дополнение к прежним воз-

можностям) в полном объеме учитывать гравитационные эффекты. Это важно 

ввиду того, что на практике далеко не всегда реализуются условия, позволяю-

щие пренебрегать влиянием волн на поверхности жидкости. В работе приведен 

также пример конструкции, расчет динамических характеристик которой в 

принципе невозможен без учета гравитационной составляющей соотношений 

на смоченной поверхности. 

Применительно к проблемам динамики жидкостных ракет важное пре-

имущество программного комплекса связано с возможностью определять ди-

намические характеристики корпуса целиком, без промежуточной схематиза-

ции его стержнем с упруго подвешенными массами (что по сути является спо-

собом синтеза динамических характеристик). Такая схематизация затрудни-

тельна в упомянутом выше случае вложенных друг в друга баков с промежу-

точным разделительным днищем, когда невозможно рассматривать колебания 

жидкости в баках по отдельности. Кроме того, заметное влияние на собствен-

ные формы корпуса оказывает связь между радиальными и продольными ко-

лебаниями стенок несущих баков за счет отличия от нуля коэффициента Пуас-

сона (не учитываемая в стержневой модели корпуса), что показано в работе 

[22] на примере продольных колебаний конструкции, составленной из отрез-

ков стержня и цилиндрических баков, частично заполненных жидкостью. 

В программном комплексе предусмотрена также возможность модально-

го синтеза подконструкций (отдельных отсеков) с использованием метода кор-

ректирующих рядов, обеспечивающего гарантированную высокую точность 

результатов, в случае когда расчет полной модели корпуса затруднен из-за вы-



 - 38 -
сокой размерности задачи. В работе проведено сравнительное исследование 

точности результатов, получаемых различными методами синтеза. 

Возбуждение динамических процессов в упругой или гидроупругой сис-

теме в составе сложного технического объекта связано, как правило, с работой 

источника энергии. Интенсивность его воздействия на конструкцию связана с 

изменением параметров ее деформации, причем в этом процессе наряду с соб-

ственными динамическими характеристиками источника энергии значитель-

ную роль могут играть и специальные регулирующие устройства. Такая систе-

ма образует замкнутый контур, в котором могут развиваться автоколебания, 

отрицательно влияющие на условия функционирования объекта. 

Одна из актуальных проблем такого рода связана с исследованием про-

дольных автоколебаний жидкостной ракеты в полете, возникающих в резуль-

тате взаимодействия колебаний корпуса ракеты и вызываемых ими колебаний 

жидкости в топливных магистралях с колебаниями давления в камере сгорания 

и тяги двигателя. 

Это явление достаточно хорошо изучено с точки зрения исследования 

условий возникновения автоколебаний при неустойчивости в замкнутом кон-

туре «корпус - топливная магистраль - двигатель». Здесь значительный вклад 

внесли отечественные ученые Микишев Г.Н. [71], Рабинович Б.И. [91], Шма-

ков В.П. [93], Колесников К.С. [63, 64], Натанзон М.С. [75, 76], Пилипенко 

В.В. [88], Балакирев Ю.Г. [13, 16], а также ряд американских исследователей 

[178, 180, 190]. 

Тем не менее, в значительной мере дискуссионным остается вопрос о 

достигаемых при продольной неустойчивости амплитудах колебаний, которые 

могут оказаться невелики, не требуя поэтому специальных конструктивных 

мероприятий по их подавлению. 

В любом из звеньев указанного замкнутого контура могут проявляться 

нелинейные зависимости, влияющие на предельные значения амплитуд авто-

колебаний. Влияние нелинейных характеристик двигательной установки, обу-
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словленных кавитационными явлениями в насосах, на амплитуды продольных 

колебаний жидкостных ракет рассматривалось в работах [88, 87]. Динамика 

корпуса описывалась при этом линейными соотношениями. В результате рас-

четов получено качественное соответствие форм колебаний параметров систе-

мы типичным данным летных испытаний. 

Тем не менее, упругая конструкция корпуса также может играть значи-

тельную роль в ограничении амплитуд. Предпосылкой для проведения иссле-

дований в этом направлении послужило экспериментально установленное яв-

ление возбуждения неосесимметричных форм колебаний осесимметричных 

оболочек с жидкостью при продольном воздействии, существенно снижающее 

порог, при котором проявляются их нелинейные свойства [158, 1]. Механизм 

этого явления имеет характер параметрического возбуждения при действии 

вызванных продольным воздействием периодических колебаний осесиммет-

ричного напряженного состояния оболочки. Поэтому при исследовании влия-

ния нелинейности корпуса на динамику продольных автоколебаний нельзя ог-

раничиться рассмотрением лишь осесимметричных форм колебаний оболочек, 

как это делается при исследовании устойчивости. 

Мы рассмотрим в данной работе ракеты тандемной компоновки, корпуса 

которых с хорошей степенью точности можно рассматривать как осесиммет-

ричные оболочечные конструкции с жидкостью. 

Параметрические колебания оболочек с жидкостью привлекают внима-

ние исследователей с начала шестидесятых годов. Важность изучения этого 

эффекта особо отмечена в обзорном докладе Э.И.Григолюка [32] на VII Все-

союзной конференции по теории оболочек и пластинок в 1969 году. 

По-видимому, статья [26] - первая из работ, где теоретически рассмотре-

но это явление. В ней показано, что периодические осесимметричные усилия в 

оболочке играют роль параметрических нагрузок для неосесимметричных 

форм колебаний и в качестве примера рассмотрена цилиндрическая оболочка с 

шарнирно опертыми краями, заполненная жидкостью и находящаяся под дей-
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ствием переменных во времени продольной сжимающей силы, распределен-

ной продольной нагрузки и гидростатической силы. Задача о динамической 

неустойчивости методом Бубнова-Галеркина сводится к системе уравнений 

типа Хилла. Однако усилия, характеризующие невозмущенное напряженно-

деформированное состояние, определяются без учета инерции оболочки и ди-

намического взаимодействия оболочки с содержащейся в ней жидкостью, что 

ограничивает область применимости полученных соотношений. 

Аналогичный подход использован в работах [10, 11] при исследовании 

параметрических колебаний цилиндрической оболочки, заполненной жидко-

стью медленно меняющейся глубины, под действием периодической продоль-

ной сжимающей силы, а также в работе [49] при исследовании устойчивости 

колебаний цилиндрической оболочки с пологим сферическим дном и массами 

на торцах, частично заполненной жидкостью, под действием приложенных к 

торцам периодических продольных сил. 

В работах [99, 100], где исследовались параметрические колебания ци-

линдрической оболочки при продольных воздействиях, осесимметричные уси-

лия в оболочке определяются из решения задачи об осесимметричных колеба-

ниях оболочки совместно с частично заполняющей ее жидкостью. Из соотно-

шений нелинейной теории пологих цилиндрических оболочек в работах [80, 

81] выведены уравнения нелинейных параметрических осесимметричных ко-

лебаний цилиндрической оболочки, содержащей жидкость. Получены условия 

возбуждения неосесимметричного тона и выражения для амплитуды колеба-

ний в окрестности главного параметрического резонанса. Построение областей 

неустойчивости осуществлялось в данных работах приближенно с помощью 

метода гармонического баланса. 

Аналогичные результаты, но в менее точной постановке, были получены 

в работе [158]. Исследование различного вида параметрических резонансов 

цилиндрической оболочки с жидкостью при гармонических колебаниях ее ос-

нования выполнено в работах [82, 83, 84]. 
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Необходимо отметить большое значение экспериментальных исследова-

ний параметрических колебаний цилиндрической оболочки с жидкостью, опи-

санных  в работах [158, 1]. Экспериментальные данные содержатся также в ра-

боте [69]. 

В настоящей работе описана разработанная автором методика оценки 

амплитуды автоколебаний системы, состоящей из осесимметричной оболочеч-

ной конструкции с жидкостью, гидравлически связанного с ней трубопровода 

и регулятора, управляющего величиной действующей на конструкцию про-

дольной силы зависимости от давления на выходе из трубопровода. Эта мето-

дика позволяет учитывать геометрическую нелинейность поведения оболочек 

и связанный с ней эффект параметрического возбуждения неосесимметричных 

форм колебаний. 

Первым этапом методики является расчет динамических характеристик 

оболочечной конструкции с жидкостью с помощью упомянутого выше про-

граммного комплекса, основанного на методе конечных элементов. Вычисля-

ются как осесимметричные, так и неосесимметричные собственные формы, 

частоты которых лежат в представляющем интерес диапазоне. 

Второй этап заключается в вычислении коэффициентов при нелинейных 

членах (квадратичных и кубичных) в уравнениях колебаний конструкции, за-

писанных в нормальных координатах. Эти коэффициенты представлены инте-

гралами по поверхности оболочки и вычисляются при помощи той же конеч-

ноэлементной сетки, которая использовалась на первом этапе. В работе про-

анализирована структура определяемых этими коэффициентами нелинейных 

связей между осесимметричными и неосесимметричными тонами в зависимо-

сти от числа волн и сдвига по окружности (в случае кратных частот). Сформу-

лированные условия неравенства нулю нелинейных коэффициентов значи-

тельно снижают объем вычислительной работы. 

На третьем этапе осуществляется расчет областей параметрического воз-

буждения неосесимметричных форм колебаний конструкции при гармониче-
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ском продольном силовом воздействии для оценки степени возбудимости этих 

форм (и выделения наиболее важных для учета на следующем этапе). Границы 

областей строятся на плоскости «частота - амплитуда воздействия». Для этого 

с использованием данных первых двух этапов формируются уравнения в ва-

риациях относительно стационарного осесимметричного отклика конструкции, 

образующие систему линейных однородных дифференциальных уравнений с 

периодическими коэффициентами. В предположении, что амплитуда воздей-

ствия достаточно мала, параметры этого осесимметричного отклика опреде-

ляются аналитически из линейных уравнений (этому условию соответствуют 

нижние границы областей параметрического возбуждения неосесимметричных 

тонов). Для построения областей используется метод, основанный на вычисле-

нии мультипликаторов системы, предложенный в работе [21] и дающий точное 

положение границ. 

И последний, четвертый, этап состоит в исследовании амплитуд колеба-

ний, развивающихся в автоколебательной системе. Для его реализации в рабо-

те выведена система уравнений и сформулирована задача Коши, описывающая 

переходный процесс. В уравнениях учтено взаимное влияние колебаний жид-

кости в баках и в присоединенных к ним трубопроводах. Динамика источника 

энергии (двигателя) описывается интегро-дифференциальным уравнением ти-

па Вольтерра, ядро которого вычисляется на основе данных о его амплитудно-

фазовых частотных характеристиках. 

Сложный вид нелинейности, содержащейся в этой системе, ограничива-

ет возможность ее аналитического исследования. Поэтому исследование про-

водится методом численного интегрирования при различных начальных усло-

виях до выхода колебательного процесса на максимальные значения амплитуд. 

Для решения систем интегро-дифференциальных уравнений общего вида была 

разработана и отлажена подпрограмма, на основе которой составлена про-

грамма численного решения уравнений продольных колебаний. 
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Проведенное численное исследование показало, что, во-первых, учет 

геометрической нелинейности оболочек в рамках предположения об осесим-

метричности колебаний не дает существенного эффекта в плане ограничения 

амплитуд продольных автоколебаний, и во-вторых, учет эффекта параметри-

ческого возбуждения неосесимметричных тонов оказывает существенное 

влияние на характер переходного процесса и приводит к значительному огра-

ничению амплитуд. 

Следовательно, благодаря указанному эффекту нелинейность корпуса 

может быть определяющим фактором в ограничении амплитуд продольных 

автоколебаний жидкостной ракеты наряду с нелинейными кавитационными 

эффектами на входе в насосы и нелинейным демпфированием. 

Основные результаты представленных в данной диссертации исследова-

ний опубликованы в работах [14, 15, 34 - 48, 106, 107, 182]. 

Диссертация состоит из введения, пяти глав, разбитых на 26 разделов, 

заключения и списка литературы. 

В первом разделе первой главы диссертации даны основные понятия, в 

наиболее общей операторной форме сформулирована постановка задачи мо-

дального синтеза упругих подконструкций и показана техника построения 

корректирующих функций, обеспечивающих ускорение сходимости модально-

го разложения колебаний подконструкции. Во втором разделе представлен 

способ построения корректирующих функций в подпространстве, ортогональ-

ном к удерживаемым в модальном разложении собственным формам, позво-

ляющий формировать сходящиеся корректирующие ряды. В третьем разделе 

сформулированы две основные теоремы метода корректирующих рядов: пер-

вая - для низкочастотного интервала, примыкающего к нулевому значению, а 

вторая - для ограниченного высокочастотного интервала с ненулевой нижней 

границей. В четвертом разделе полученные общие соотношения конкретизи-

рованы на примере изгибных колебаний однородных стержней, внешние сте-

пени свободы которых соответствуют смещениям и поворотам их концов. 
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Вторая глава посвящена разработке принципов метода корректирующих 

рядов применительно к дискретным моделям подконструкций с учетом осо-

бенностей, характерных для конечноэлементных моделей. В первом разделе 

подробно исследован вариант жестких границ, непосредственно дающий фор-

мулы для компонент матрицы динамических жесткостей подконструкции. По-

казана неустойчивость исходного рекуррентного процесса формирования кор-

ректирующих векторов и разработана устойчивая схема их вычисления в орто-

гональном к собственным формам подпространстве с дополнительной ортого-

нализацией на каждом шаге. Рассмотрены два способа формирования матриц 

динамических коэффициентов влияния: метод прямой подстановки и метод 

замены переменных, обеспечивающий удвоенный порядок точности для ком-

понент матриц при том же порядке корректирующего ряда. Проведены чис-

ленные исследования, подтверждающие справедливость асимптотических 

оценок погрешности метода корректирующих рядов. 

Во втором разделе второй главы, посвященном варианту свободных гра-

ниц, предложен способ преодоления вычислительных сложностей, возникаю-

щих в случае вырожденной матрицы жесткостей базовой задачи о собственных 

значениях, что характерно для данного варианта. Соответствующий метод на-

зван частотным сдвигом корректирующих векторов, а корректирующий ряд в 

этом случае строится относительно смещенного частотного параметра. Прове-

дено численное исследование по сопоставлению точности результатов, полу-

чаемых методами жестких и свободных границ, в зависимости от порядка ис-

пользуемых корректирующих рядов. 

В третьем разделе второй главы результаты первого и второго разделов 

синтезированы в гибридном методе. Полученные формулы учитывают воз-

можность независимого частотного сдвига для корректирующих рядов, соот-

ветствующих граничным и соединительным степеням свободы подконструк-

ции. Выражения для динамических коэффициентов влияния получены как с 

помощью метода прямой подстановки, так и методом замены переменных. В 
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четвертом разделе полученные результаты распространены на случай пропор-

ционально демпфированных подконструкций. В пятом разделе исследована 

возможность введения в вычислительную схему метода аналитических формул 

для подконструкций, структура которых позволяет получать их без использо-

вания прямых численных методов и дискретизации исходной математической 

модели. В шестом разделе эффективность метода показана на примере слож-

ной пространственной балочной модели орбитальной космической станции. 

В третьей главе сформулирована математическая постановка задачи о 

колебаниях упругой конструкции, взаимодействующей с ограниченным объе-

мом жидкости, при действии однородного гравитационного поля. В первом 

разделе линейные уравнения колебаний жидкости и кинематические условия 

на контактной поверхности выведены на основе лагранжевого подхода. Во 

втором разделе исследованы динамические соотношения на контактной по-

верхности и выведено выражение для потенциальной энергии гравитационных 

сил жидкости, применимое к произвольному случаю кусочно-гладких поверх-

ностей контакта. В третьем разделе приведена замкнутая система уравнений в 

перемещениях, а также система уравнений для случая безвихревого движения 

жидкости, описываемого потенциалом смещений. Рассмотрены возможности 

упрощения постановки задачи посредством отбрасывания отдельных состав-

ляющих гравитационной энергии жидкости. В четвертом разделе сформулиро-

ван смешанный вариационный принцип, основанный на модифицированном 

выражении для лагранжиана системы. 

Четвертая глава посвящена разработке методики расчета динамических 

характеристик осесимметричных оболочечных конструкций, содержащих 

жидкость. В первом разделе сформулирована математическая постановка зада-

чи и вариационный принцип, удобный для применения метода конечных эле-

ментов. Второй раздел содержит описание использованных в работе конечных 

элементов и способ дискретизации задачи. В третьем разделе описана модифи-

кация оболочечных конечных элементов с целью учета влияния статического 
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напряженно-деформированного состояния. В четвертом разделе описаны ос-

новные принципы построения вычислительных алгоритмов и даны краткие 

характеристики разработанных программ. В пятом разделе приведены резуль-

таты тестовых расчетов, показывающие эффективность разработанных про-

грамм и сходимость к точному решению. Здесь же приведены результаты ис-

следования тороидальной оболочки, частично заполненной жидкостью, а так-

же рассмотрен пример гидроупругой системы, в которой возможна потеря ус-

тойчивости в результате действия гравитационного поля. В шестом разделе 

исследована точность результатов синтеза динамических характеристик со-

ставных осесимметричных оболочечных конструкций с жидкостью (типа кор-

пусов жидкостных ракет тандемной схемы) на основе метода корректирующих 

рядов. Полученные данные сопоставлены с результатами, полученными дру-

гими методами синтеза: 

- с помощью стержневой схематизации корпуса и замены баков система-

ми осцилляторов, 

- посредством последовательной замены верхних отсеков системами эк-

вивалентных осцилляторов. 

В пятой главе разработана методика расчета автоколебаний гидроупру-

гой системы с регулятором с учетом нелинейности поведения осесимметрич-

ной оболочки, предназначенная для исследования влияния нелинейности по-

ведения корпуса жидкостной ракеты на амплитуду ее продольных колебаний в 

полете. В первом разделе выведены уравнения колебаний оболочечной конст-

рукции с жидкостью с учетом влияния колебаний жидкости в присоединенных 

к ней трубопроводах и приведены уравнения колебаний жидкостной ракеты с 

двигателем (в линейном приближении). Во втором разделе выведены уравне-

ния в нормальных координатах, описывающие нелинейные колебания осесим-

метричных оболочечных конструкций с жидкостью, и исследована их струк-

тура. В третьем разделе получены уравнения параметрического возбуждения 

неосесимметричных форм колебаний при осесимметричных вынужденных ко-
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лебаниях конструкции. В четвертом разделе описан способ вычисления коэф-

фициентов нелинейных уравнений и метод исследования областей параметри-

ческого возбуждения неосесимметричных форм, а также получены некоторые 

приближенные формулы для области главного параметрического резонанса. В 

пятом разделе уравнения продольных колебаний обобщены на случай  учета 

нелинейности поведения корпуса и параметрического возбуждения неосесим-

метричных форм и описан метод их численного решения как системы интегро-

дифференциальных уравнений. В шестом разделе описана гидроупругая сис-

тема с регулятором, на примере которой проведены исследования нелинейных 

оболочечных эффектов при возникновении продольных колебаний. Построены 

области параметрического возбуждения неосесимметричных тонов при гармо-

ническом продольном воздействии. Исследованы переходные процессы в 

замкнутом контуре без учета нелинейности корпуса и с учетом ее как в отсут-

ствие неосесимметричных форм, так и при их возбуждении при различных на-

чальных условиях, играющих роль внешних возмущений. 
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Глава 1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МЕТОДА 

КОРРЕКТИРУЮЩИХ РЯДОВ В СИНТЕЗЕ ДИНАМИЧЕСКИХ 

ХАРАКТЕРИСТИК СЛОЖНЫХ УПРУГИХ КОНСТРУКЦИЙ. 

 

В данной главе рассматривается класс составных конструкций, форми-

руемых из подконструкций, соединенных между собой дискретным образом. 

Подразумевается, что соединение осуществляется в конечном числе точек. 

Движение каждой из соответствующих материальных точек в подконструкции 

задается посредством набора степеней свободы, включающего, например, пе-

ремещения и повороты. Часть этих степеней свободы (обобщенных перемеще-

ний), может входить в соединение с системой. Это означает, что при движении 

системы возникают соответствующие этим степеням свободы обобщенные си-

лы, характеризующие воздействие, осуществляемое на данную подконструк-

цию со стороны остальных компонент системы. 

Точки подконструкции, которые входят в соединение с другими подкон-

струкциями, назовем “внешними”, а соответствующие степени свободы и 

обобщенные силы, действующие на подконструкцию, - внешними степенями 

свободы и внешними силами. Для каждой подконструкции число таких степе-

ней свободы и сил конечно. 

При анализе гармонических колебаний в случае, когда движение под-

конструкции описывается линейными соотношениями, между внешними сте-

пенями свободы и силами устанавливается линейная зависимость, характери-

зуемая коэффициентами динамического влияния, являющимися функциями 

частоты. Исследовать динамические свойства системы можно имея для каждой 

подконструкции полный набор этих коэффициентов в виде матрицы динами-

ческих жесткостей либо матрицы динамических податливостей. 

В данной главе мы рассматриваем свободные колебания составной кон-

струкции либо вынужденные колебания под действием сил, приложенных в 
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узлах соединения подконструкций. В этом случае исследование гармониче-

ских колебаний можно без особого труда осуществлять с помощью методов 

динамических жесткостей или динамических податливостей, если имеются 

простые и экономичные способы вычисления соответствующих динамических 

матриц подконструкций (матриц динамических жесткостей или динамических 

податливостей). Непосредственному применению этих методов препятствуют, 

как правило, высокие размерности математических моделей подконструкций. 

Одним из путей преодоления этой трудности служит метод модального 

синтеза, когда матрицы формируются на основе информации о собственных 

частотах и формах колебаний подконструкций. Полнота набора собственных 

форм подконструкции позволяет перейти в описании ее колебаний к соответ-

ствующим обобщенным координатам через ряды, называемые в дальнейшем 

модальными разложениями колебаний. На базе модального разложения выво-

дятся формулы для динамических матриц подконструкции, основанные на вы-

численных предварительно собственных частотах и формах ее колебаний. 

В данной главе сформулированы наиболее общие соотношения метода 

корректирующих рядов, применимые к произвольным аналитическим моделям 

подконструкций, независимо от того, используются для описания их поведе-

ния соотношения трехмерной теории упругости или же это двумерные или од-

номерные модели, описываемые уравнениями теории оболочек или стержней. 

Методы модального синтеза различаются в зависимости от того, какие 

условия ставятся в задаче о собственных колебаниях подконструкции для ее 

внешних степеней свободы. Метод жестких границ и метод свободных границ 

являются частными случаями рассматриваемого здесь обобщенного гибридно-

го подхода, в рамках которого при определении собственных форм колебаний 

подконструкции часть внешних степеней свободы фиксирована, а остальные 

свободны. 
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1.1. Основные соотношения метода корректирующих рядов. 

 

Запишем уравнения колебаний подконструкции в наиболее общей опе-

раторной форме: 

A u Cu f∂
∂

2

2

r
r r

t
+ =   ,                                              (1.1) 

где  A - инерционный оператор,  C - упругий (как правило, дифференциаль-

ный) оператор, 
r
f - поле внешних сил. Векторное поле перемещений ru  опреде-

лено в объеме упругого тела, представляющего подконструкцию, или же на 

двумерном либо одномерном многообразии в случае, когда уравнения редуци-

рованы с использованием гипотез теории оболочек или теории стержней. 

Стационарные гармонические колебания описываются уравнением: 

Cu Au fr r r
− =λ   ,                                              (1.2) 

где  λ = ω 2 - квадрат круговой частоты, а  ru   и  
r
f   соответствуют амплитуд-

ным величинам соответствующих векторов. 

Исходя из самосопряженности операторов в уравнениях (1.1) и (1.2), 

введем обычным образом энергетические произведения [72]: 
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В множестве внешних обобщенных перемещений подконструкции (рис. 

1.1) выделим те, которые фиксируются при определении ее собственных час-

тот и форм - U i ni
b

b ,  = 1, ,K  (условно назовем их “граничными”), и те, которые 

остаются при этом свободными - U j nj
c

c ,  = 1, ,K  (назовем их “соединительны-

ми”). Соответствующие обобщенные силы обозначим  Fi
b  и  Fj

c  . Кроме того, 

введем в рассмотрение операторы выделения граничных и соединительных 

перемещений: 
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U
U

i
b

i
b

j
c

j
c

=

=

U [ ]
U [ ]

r

r
u
u

  ,
  .

                                                 (1.3) 

Соответствующая задача о собственных значениях (в терминах работы 

[103] “базовая” задача) может быть записана в виде: 

Cu Au ur r r
− = =σ 0 0  ,       .U [ ]i

b                                     (1.4) 

Ее решения образуют набор собственных значений и соответствующих им 

форм { }σ k k k, , ,r
Ku  ,  = 1 2 . Решения считаем упорядоченными по возрастанию 

собственных частот. Если имеется нулевая собственная частота кратности p , 

то первые p решений соответствуют этой частоте. 

 

 
Рис. 1.1. 

 

Обозначим пространство, образованное всеми кинематически допусти-

мыми движениями подконструкции,  { }~W = ru  , а пространство движений, 

стесненных дополнительными ограничениями в граничных узлах, 

{ }~W U [ ]0 0= =
r ru u  i

b . Очевидно, что ~W ~W0 ⊂ . 

Для дальнейших выкладок используем “слабую” вариационную форму-

лировку задачи о гармонических колебаниях подконструкции под действием 

обобщенных сил, приложенных во внешних узлах: 

[ ] [ ]r r r r r r ru v u v v v v, , U [ ] U [ ] ~WC A i
b

i
b

i
j
c

j
c

j
F F− = + ∀ ∈∑ ∑λ        .           (1.5) 
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Полагаем, что собственные формы нормированы по массе, и поэтому ус-

ловия их ортогональности записываются в виде: 

[ ]
[ ]

r r

r r
u u

u u
k l A kl

k l C k kl

,

,

=

=

δ

σ δ

  ,

  .
                                         (1.6) 

Очевидна также справедливость равенства: 

[ ] [ ]r r r r ru v u v vk C k k A, , ~W= ∀ ∈σ     0  .                               (1.7) 

Рассмотрим сначала случай, когда решение базовой задачи не имеет ну-

левых собственных значений. Представим колебания подконструкции в виде 

модального разложения, содержащего два вида корректирующих членов в со-

ответствии с разными видами внешних перемещений: 
r r r ru g h u= + +∑ ∑ ∑i i

b

i
j j

c

j
k k

k
U F q   .                             (1.8) 

Здесь каждой граничной степени свободы соответствует корректирую-

щий вектор, представляющий собой ряд относительно частотного параметра   

λ : 

r rg gi
l

i
l

l

m

=
=

−

∑λ
0

1

 ,                                               (1.9) 

коэффициенты которого определяются как решения рекуррентной последова-

тельности статических задач, записанных в слабой вариационной форме сле-

дующим образом: 

[ ]
[ ] [ ] 

                ;    ,    ,
    ;     ,       .

 
r r r r r

r r r r r r
K

g v v g g
g v g v v g

i C i j
b

i ij

i
l

C i
l

A i
l l m

0
0

0 0

1
0 0

0
1 1

, ~W ~W U [ ]
, , ~W ~W , ,

= ∀ ∈ ∈ =

= ∀ ∈ ∈ = −






−

δ
        (1.10) 

Каждой соединительной степени свободы соответствует корректирую-

щий ряд: 
r r
h hj

l
j
l

l

n

=
=

−

∑λ
0

1

 ,                                              (1.11) 

и для определения его коэффициентов используется последовательность ста-

тических задач: 
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[ ]
[ ] [ ]

r r r r r

r r r r r r
K

h v v v h
h v h v v h

j C j
c

j

j
l

C j
l

A j
l l n

0
0

0
0

1
0 0 1 1

, U [ ] ~W ~W
, , ~W ~W , ,

= ∀ ∈ ∈

= ∀ ∈ ∈ = −






−

         ;    ,
    ;     ,       .

           (1.13) 

Порядком корректирующего ряда будем называть количество его членов 

(а не максимальную степень) - в нашем случае это числа m и n . 

Подстановка формулы (1.8) в исходное соотношение (1.5) с учетом фор-

мул (1.9) и (1.11) дает выражение: 

[ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }
[ ] [ ]{ }

r r r r r r r r

r r r r r r r

g v g v h v h v

u v u v v v v

i C i A i
b

i
j C j A j

c

j

k C k A k
k

i
b

i
b

i
j
c

j
c

j

U F

q F F

, , , ,

, , U [ ] U [ ] ~W

− + − +

+ − = + ∀ ∈

∑ ∑

∑ ∑ ∑

λ λ

λ             .
  (1.13) 

Уравнения (1.10) и (1.12) позволяют вывести соотношения: 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
r r r r r r

r r r r r r r
rg v g v g v

h v h v v h v
vi C i A

m
i
m

A

j C j A j
c n

j
n

A

, , ,
, , U [ ] ,

~W
− = −

− = −






∀ ∈

−

−

λ λ
λ λ

1

1 0      .            (1.14) 

Подставив в формулы (1.14) вместо rv  собственные формы ru k  , при по-

мощи соотношения (1.7) получим выражения: 

[ ] [ ] [ ]r r r r r rg u g u g ui k C i k A
k

m

i k A
, , ,− = −









−

λ λ λ
σ

1
0  ,                       (1.15) 

[ ] [ ]r r r r r rh u h u u uj k C j k A j
c

k
k

n

j
c

k, , U [ ] U [ ]− = −






λ λ

σ
 .                (1.16) 

Подстановка в выражение (1.13) r rv u= k   с учетом условий ортогонально-

сти (1.6) и формул (1.15), (1.16) дает выражение для коэффициентов собствен-

ных форм: 

[ ]q U Fk
k k

m

i k A i
b

i k k

n

j
c

k j
c

j
=

−






 +

−








−

∑ ∑λ
σ λ

λ
σ σ λ

λ
σ

1
0 1r r rg u u, U [ ]   .     (1.17) 

С учетом полученного результата посредством подстановки r rv g= i
0   в 

формулу (1.13) приходим к выражению для обобщенных граничных сил Fi
b  

через граничные перемещения Ui
b  и обобщенные соединительные силы Fj

c  . 
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Подстановка же формулы (1.8) во второе из соотношений (1.3) приводит к вы-

ражению для соединительных перемещений U j
c  через Ui

b  и Fj
c  . 

Если ввести обозначения: 

{ } { } { } { }x x f fb i
b

c j
c

b i
b

c j
cU U F F= = = =  ,      ,      ,     , 

то окончательно в векторной форме можно записать систему уравнений: 

Q x S f f
x Sx R f

T
b b c b

c b c c

− =
= +





  ,
  ,

                                            (1.18) 

где элементы матриц вычисляются по формулам: 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]
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R

S

b ij j i C j i A
k k

m

k i A j k A
k

c ij i
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k
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j
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k
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i
c

,

,

( ) , , , ,
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2 1
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1
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  ,

         [ ] [ ]j i j A
k k

n

j k A i
c

k
k

0 0 0] , , U [ ]+ +
−







∑λ λ

σ λ
λ

σ
r r r r rh g g u u   .

   (1.19) 

Матрица динамических жесткостей подконструкции, связывающая ее 

внешние степени свободы с соответствующими обобщенными силами 

Q x fe e e( )λ =   , 

получается из системы (1.18) в виде: 

Q
Q S R S S R

R S R

T T

e
b c c

c c

( )λ =
+ −
−











− −

− −

1 1

1 1   , 

где векторы внешних обобщенных перемещений и сил 

x
x
xe

b

c

=








  ,     f
f
fe

b

c

=








  . 

Аналогично, матрица динамических податливостей в уравнении 

x R fe e e= ( )λ   , 

имеет вид: 
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R
Q Q S

SQ R SQ S

T

Te
b b

b c b

( )λ =
+











− −

− −

1 1

1 1   . 

Поскольку, как правило, практический интерес представляет лишь ниж-

няя часть спектра, то оказывается возможным усекать соответствующие сум-

мы в указанных формулах, используя лишь ряд низших тонов подконструк-

ции. 

Пусть λ λ= r  определяет верхнюю границу исследуемого частотного ин-

тервала (частоту среза). Тогда, ограничив сумму ряда членами, для которых 

σ λk r≤  , получим, что величина отброшенной части ряда в рассматриваемом 

частотном интервале оценивается сверху величиной 

δ λ
σ

=








−

Cr
r

m n

min

min( , )1

  , 

где   σ r
min   - минимальная из частот отброшенных собственных форм, а 

λ σ< r
min . Под знаком степени в этом выражении стоит число, меньшее 1. От-

сюда очевидно, что посредством увеличения порядков корректирующих век-

торов m и n можно добиться в заданном частотном интервале сколь угодно вы-

сокой точности представления динамических матриц подконструкции, учиты-

вая в разложении лишь те ее тона, частоты которых попадают в этот интервал. 

При этом получается асимптотическая оценка погрешности редукции рядов в 

виде: 

δ λ
σ

=


















 → ∞

−

O m n
r

m n

min

min( , )

, ,
1

      ,                         (1.20) 

Формула (1.20) показывает, что погрешность редукции модального раз-

ложения в описании колебаний подконструкции в пределах ограниченной час-

тотной области может быть сделана сколь угодно малой путем наращивания 

корректирующих рядов. 

Таким образом, в пределах ограниченного частотного интервала дина-

мическое поведение конструкции может быть описано с любой степенью точ-
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ности с использованием лишь тех ее собственных форм, частоты которых не 

превосходят верхнюю границу этого интервала. 

В связи с оценкой погрешности сделаем одно замечание. Выражения 

(1.15) и (1.16) являются ключевыми для вывода последующих формул и асим-

птотических оценок погрешности редукции модального разложения. Обращает 

на себя внимание различие порядков степеней отношения частот - если для со-

единительных степеней свободы этот порядок равен числу членов корректи-

рующего ряда, то для граничных степеней свободы он на единицу меньше. 

Очередной (следующий за последним) шаг в цепочке преобразований, приво-

дящих к соотношению (1.15), с использованием формулы (1.7) невозможен, 

поскольку  rg i
0

0∉ ~W  . 

В сопоставлении между собой метода жестких и метода свободных гра-

ниц это приводит к различию в порядках асимптотических оценок. А именно, 

в случае жестких границ при отсутствии соединительных степеней свободы 

асимптотическая оценка погрешности приобретает вид:  

δ λ
σ

=


















 → ∞

−

O m
r

m

min ,
1

      , 

тогда как для свободных границ, когда все внешние степени свободы соедини-

тельные, она записывается следующим образом:  

δ λ
σ

=


















 → ∞O n

r

n

min ,       . 

Из формальной записи следует, что для достижения сопоставимой точ-

ности результатов в методе жестких границ требуется корректирующий ряд на 

единицу большего порядка, чем в методе свободных границ. На уровне интуи-

тивных представлений это ясно из того, что в методе жестких границ невоз-

можно обойтись без введения в модальное разложение хотя бы одного попра-

вочного члена, поскольку все собственные формы соответствуют нулевым пе-

ремещениям в узлах сопряжения подконструкций. 
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Обобщим теперь полученные соотношения на случай наличия среди ре-

шений базовой задачи (1.4) нулевых собственных значений. Выделим в мо-

дальном разложении (1.8) соответствующие нулевым тонам степени свободы: 

r r r r ru g h u u= + + +∑ ∑ ∑ ∑
= >

i i
b

i
j j

c

j
k k

k

p

k k
k p

U F q q
1

  .                    (1.21) 

Корректирующие функции в выражении (1.21) определяются как реше-

ния следующих последовательностей статических краевых задач, существова-

ние и единственность которых можно доказать. Для граничных степеней сво-

боды это последовательность: 
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       (1.22) 

где в первой задаче неизвестными являются корректирующие вектора rgi
0   и 

коэффициенты gik  . Для соединительных степеней свободы имеем последова-

тельность: 
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                   (1.23) 

Повторив проделанные выше преобразования, получим выражения для 

коэффициентов нулевых собственных форм (для  k > p  сохраняются формулы 

(1.17)): 

[ ]q U F k pk i k C i
b

i
j
c

k j
c

j
= − =∑ ∑1 1 10

λ λ
r r r

Kg u u, U [ ] , ,  ,     .             (1.24) 
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Формулы для компонент матриц системы уравнений (1.18) приобретают 

вид: 
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1.2. Построение корректирующих векторов  

в ортогональном подпространстве. 

 

Полученная в предыдущем разделе формула (1.17) для коэффициентов 

модального разложения, а также формулы для матриц коэффициентов дина-

мического влияния имеют один существенный недостаток. При исследовании 

ограниченного частотного интервала колебаний системы выражения для ос-

тавляемых в суммах модальных членов содержат в явном виде порядок кор-

ректирующего ряда как показатель степени отношения λ σ k . На практике это 

означает, что наращивание длины корректирующего ряда приводит к необхо-

димости заново формировать и сумму модальных членов. 

Улучшить ситуацию поможет прием, предложенный в работе [105] при-

менительно к конечномерным упругим системам, который состоит в том, что-

бы корректирующие векторы строить в подпространстве, ортогональном 

удерживаемым в модальном разложении собственным формам подконструк-

ции. Распространить его на рассматриваемый в данной главе общий случай 

можно следующим образом. 

Пусть в усеченном модальном разложении колебаний подконструкции 

удерживается  K  собственных форм, т.е. σ σr K
min = +1  . Выделим их в полной 

формуле (1.21) как отдельную сумму: 

r r r r r ru g h u u u= + + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑
= = + >

i i
b

i
j j

c

j
k k

k

p

k k
k p

K

k k
k K

U F q q q
1 1

  .             (1.26) 

Здесь усечение разложения сводится к отбрасыванию последнего слагаемого. 

Статические краевые задачи для определения корректирующих функций 

сформулируем следующим образом. Для граничных степеней свободы: 
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где в первой задаче неизвестными являются корректирующие вектора rgi
0   и 

коэффициенты g k Kik  ,  = 1, ,K  . Заметим, что в число удерживаемых K собст-

венных форм входят и  p форм, соответствующих нулевым собственным час-

тотам (если таковые имеются). Ортогональность корректирующих векторов 

собственным векторам 

[ ]r r
K Kg ui

l
k A

k p K l m, ( , , ) , ,= = + = −0 1 1 1    ,    

следует из соотношений (1.27). 

Систему уравнений (1.27) можно заменить системой вида: 
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(1.28) 

где число неизвестных коэффициентов в первой задаче сокращено до  p , а из 

соотношений (1.28) следуют условия ортогональности: 

[ ]r r
K Kg ui

l
k A

k p K l m, ( , , ) , ,= = + = −0 1 0 1    ,     . 

Для соединительных степеней свободы рекуррентная последователь-

ность статических задач имеет вид: 
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Из соотношений (1.29) следуют условия ортогональности: 

[ ]r r
K Kh uj

l
k A

k p K l m, ( , , ) , ,= = + = −0 1 0 1    ,     . 

Повторив выполненные в предыдущем разделе преобразования, нетруд-

но получить формулы для коэффициентов модального разложения: 

[ ]

[ ]

q U F k p

q U F k p K

k i k C i
b

i
j
c

k j
c

j

k
k

i k C i
b

i k
j
c

k j
c

j

= − =

= −
−

+
−

= +

∑ ∑

∑ ∑

1 1 1

1 1 1

0

0

λ λ

σ λ σ λ

r r r
K

r r r
K

g u u

g u u

, U [ ] , ,

, U [ ] , ,

  ,     ;

  ,     ;
    (1.30) 

причем для  k > K  сохраняются формулы (1.17) 

Компоненты матриц системы уравнений (1.18) определяются формула-

ми: 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

Q

R

b ij j i C j i A k i C j k C
k

p

k
k i C j k C

k p

K

k k

m

k i A j k A
k K

c ij i
c

j i
c

k j
c

k
k

p

k
i

,

,

( ) , , , ,

, , , ,

( ) U [ ] U [ ]U [ ]

U

λ λ
λ

σ λ
λ

σ λ
λ

σ

λ
λ

σ λ

= − + −

−
−

−
−









= − +

+
−

=

= +

−

>

=

∑

∑ ∑

∑

r r r r r r r r

r r r r r r r r

r r r

g g g g u g g u

u g g u u g g u

h u u

0 0 0 0 0

1

0 0

1

2 1
0 0

1

1

1

1

1

          ,

        

[ ]

[ ] [ ]

c
k j

c
k

k p

K

k k

n

j
c

k i
c

k
k K

ij i
c

j j k C i
c

k
k

p

k
j k C i

c
k

k p

K

k k

m

j k A i
c

k
k K

S

[ ]U [ ] U [ ]U [ ]

( ) U [ ] , U [ ]

, U [ ] , U [ ]

r r r r

r r r r

r r r r r r

u u u u

g g u u

g u u g u u

= + >

=

= +

−

>

∑ ∑

∑

∑ ∑

+
−









= + −

−
−

+
−







 =

1

0

1

0

1

1
0

1

1

1

σ λ
λ

σ

λ
λ

σ λ
λ

σ λ
λ

σ

  ,

       

(1.31) 
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Сопоставление формул (1.30), (1.31) с соответствующими формулами 

предыдущего раздела показывает, что отбрасываемые при усечении модально-

го разложения члены сохранили прежние выражения, тогда как выражения ко-

эффициентов удерживаемых модальных составляющих более не зависят от 

порядков m и n корректирующих рядов  rg i ( )λ  и  
r
h j ( )λ . Это означает, что со-

храняются справедливыми все приведенные в предыдущем разделе рассужде-

ния о порядке возникающей при этом погрешности и сходимости результатов 

к точному решению. 

В заключение раздела отметим, что формулы для вычисления корректи-

рующих векторов (1.28), (1.29) можно заменить системами уравнений, в кото-

рых ортогонализация решения к удерживаемым в модальном разложении соб-

ственным векторам, имеющим ненулевые собственные значения, выделена в 

самостоятельную операцию: 
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                    (1.29а) 

Нетрудно проверить, что в этом случае также получаются формулы 

(1.30), (1.31). 
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1.3. Основные теоремы метода корректирующих рядов. 

 

Приведенные выше рассуждения и выкладки позволяют сформулировать 

следующую теорему. 

Теорема 1. Гармонический отклик упругой конструкции на систему 

дискретно приложенных (в узлах, называемых внешними) гармонических сил 

может быть точно представлен в ограниченном частотном интервале 

[ ]0,λ r  в виде модального разложения 

r r r ru G H u= + +∑ ∑ ∑
=

i i
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i
j j
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j
k k

k

K

U F q( ) ( ) ( )λ λ λ
1

  ,                     (1.32) 

в котором присутствуют лишь собственные формы, частоты которых ле-

жат в указанном интервале, определенные при условии закрепления граничных 

внешних степеней свободы. Коэффициенты  qk  определяются соотношения-

ми (1.30). Корректирующие векторы являются равномерно сходящимися на 

интервале [ ]0,λ r  степенными рядами относительно частотного параметра  

λ : 
r rG gi

l
i
l

l
( )λ λ=

=

∞

∑
0

 ,                                             (1.33) 

r r
H hj
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l
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( )λ λ=
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∞

∑
0

 ,                                           (1.34) 

коэффициенты которых вычисляются как решения последовательностей 

статических задач (1.28) и (1.29). 

Строгое доказательство этой теоремы очевидным образом строится на 

основе свойств положительной определенности и самосопряженности опера-

торов краевой задачи в соответствующих гильбертовых пространствах с ис-

пользованием равенства Парсеваля и теоремы Рисса-Фишера. 

Принципиальное значение этой теоремы состоит в том, что при исследо-

вании гармонических колебаний подконструкции в ограниченном частотном 
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интервале можно перейти от ряда, содержащего бесконечное количество мо-

дальных членов, к сумме их конечного набора и сходящегося степенного ряда. 

При проведении практических исследований здесь требуется лишь усекать 

этот степенной ряд, руководствуясь требованиями точности получаемого ре-

зультата. Априорная оценка погрешности вида (1.20) позволяет получать апо-

стериорные оценки погрешности при помощи последовательно уточняемых 

расчетов. 

Используя разложение (1.32), применительно к анализу поведения под-

конструкции получаем выражения для коэффициентов динамического влия-

ния: 
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        (1.35) 

Справедливость полученных формул сохраняется, если в модальных 

суммах отброшены все члены, которым соответствуют собственные частоты, 

не попадающие в интервал [ ]0,λ r . 

Часто при проведении исследования динамических свойств сложного 

объекта возникает потребность в описании гармонического отклика упругой 

системы в ограниченном частотном диапазоне, имеющем положительную 

нижнюю границу. Положительный ответ на вопрос о возможности отбрасыва-

ния низших тонов с собственными частотами, не попадающими в заданный 

интервал частот, дает следующая теорема. 

Теорема 2. Существует значение λ λ λa r∈( , )0  такое, что гармониче-

ский отклик упругой конструкции на систему дискретно приложенных (в уз-

лах, называемых внешними) гармонических сил может быть точно представ-
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лен в ограниченном частотном интервале [ ]λ λ0 , r  в виде модального разло-

жения 
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в котором присутствуют лишь собственные формы, частоты которых ле-

жат в указанном интервале (т.е. σ λ σ λL K r− +< >1 0 1 ,  ), определенные при ус-

ловии закрепления граничных внешних степеней свободы, причем λ a  не явля-

ется собственной частотой. Коэффициенты  qk  определяются соотноше-

ниями (1.30). Корректирующие векторы являются равномерно сходящимися 

на интервале [ ]λ λ0 , r  степенными рядами относительно смещенного час-

тотного параметра λ λ− a  : 
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коэффициенты которых вычисляются как решения последовательностей 

статических задач: 
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   (1.40) 

Возможность выбора λ λ λa r∈( , )0 , не совпадающего с собственной час-

тотой, обусловлено конечностью множества собственных частот на ограни-

ченном интервале. При этом необходимо, чтобы на всем интервале выполня-
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лось условие λ λ λ σ− < −a k  для k L<  и k K> . Тогда справедлива асимпто-

тическая оценка погрешности усечения степенных рядов 

δ λ λ
σ λ

=
−
−



















 → ∞

−

O m na

r
a

a

m nmin( , )

, ,
1

      ,                         (1.41) 

где  σ r
a  - наиболее близкая к λ a  из частот отброшенных собственных форм, а  

m и n - количество членов, удержанных в корректирующих рядах для гранич-

ных и соединительных степеней свободы подконструкции. 
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1.4. Синтез изгибных колебаний однородных стержней. 

 

В качестве примера применения сформулированного подхода к аналити-

ческим моделям рассмотрим изгибные колебания стержня. Выделим в качест-

ве подконструкции прямолинейный тонкий стержень длины  L  (рис. 1.2), 

внешними узлами которого являются его концы. 

 

 
Рис. 1.2. 

 

Чтобы соединение стержня с системой могло осуществляться как жест-

ко, так и шарнирно, внешние степени свободы включают прогибы и повороты 

в узлах. Обозначив  E , ρ  - модуль упругости и плотность материала,  F , I  - 

площадь и момент инерции поперечного сечения, запишем уравнение изгиб-

ных колебаний: 

EI w
x

F w
t

f x t∂
∂

ρ ∂
∂

4

4

2

2+ = ( , )  . 

Постановка базовой задачи для построения модального разложения ко-

лебаний определяется условиями закрепления внешних степеней свободы. При 

построении аналитических соотношений целесообразно выбирать ее таким об-

разом, чтобы выражения для собственных частот и форм получались наиболее 

простыми. В данном случае этому условию соответствует шарнирное закреп-



 - 69 -
ление концов стержня. Тогда к граничным степеням свободы следует отнести 

прогибы концов стержня  w , а к соединительным - их повороты θ ∂
∂

= −
w
x

 : 

x xb c

w
w L L

=








=








( )
( )

( )
( )

0 0
  ,    

θ
θ

 . 

Собственные частоты и формы колебаний такой подконструкции опре-

деляются формулами (формы нормированы по массе): 

ω
ρ

β
ρ

β β π
k k k k k

EI
F

w x
FL

x k
L

k= = = =2 2 1 2  ,      ,      ,       .( ) sin , ,K  

Рекуррентные последовательности краевых задач для определения кор-

ректирующих функций (1.10) и (1.12) переписываются в виде: 

 
 ,        ,

 ,      ,     .
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Решениями этих краевых задач являются полиномы: 

g C h Di
l l

i k
l k

k

l

i
l l

i k
l k

k

l

( ) ( ), ,ξ γ ξ ξ γ γ ξ= =
=

+

=

+

∑ ∑
0

4 1

0
0

4 3

  ,        ,  

где ξ = x L ,  γ ρ= FL EI4 ,  γ 0
2= L EI , а коэффициенты определяются рекур-

рентным образом по формулам: 
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Вычисляя интегралы в выражениях для энергетических произведений: 
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и подставляя их в выражения (1.19), получим простые формулы для компонент 

матриц: 



 - 71 -

Q M M
C

k k
M

k

Q M M
C

k k
M

k

Q M M

b
l l k

l

k

l

l

m

k k

m

k

b
l l k

l

k

l

l

m

k k

m k

k

b
l

,
,

,
,

,

( )
( )( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )

( )

11
1 1

0

4 1

1

1 2 1

2

12
1 2

0

4 1

1

1 2 1 1

2

21

3 1 2
2 1

6 1 2
2 1

6

λ λ λ γ λ
σ λ

λ
σ π

λ λ λ γ λ
σ λ

λ
σ π

λ λ λ

= − −
+ +

−
−









= − −
+ +

−
−









−

= − −

+

=

+

=

−
−

+

=

+

=

−
− +

+

∑∑ ∑

∑∑ ∑

  ;

  ;

1 1

0

4 1

1

1 2 1 1

2

22
1 2

0

4 1

1

1 2 1

2

2
2 1

3 2
2 1

γ λ
σ λ

λ
σ π

λ λ λ γ λ
σ λ

λ
σ π

l k
l

k

l

l

m

k k

m k

k

b
l l k

l

k

l

l

m

k k

m

k

C
k

M
k

Q M M
C
k

M
k

,

,
,

( )
( )

( )
( )

+
−

−








−

= − −
+

−
−









=

+

=

−
− +

+

=

+

=

− −

∑∑ ∑

∑∑ ∑

  ;

  ;

 

R
L

D
ML

k

R
L

D
ML

k

R
L

kD
ML

k

c
l l l

l

n

k k

n

k

c
l l l

l

n

k k

n
k

k

c
l l

k
l

k

l

l

n

k k

n
k

, ,

, ,

, ,

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

11 0 1 1
0

1

2
2

12 0 2 1
0

1

2
2

21 0 1
1

4 3

0

1

2

1 2 1

1 2 1 1

1 2 1 1

λ λ γ γ
σ λ

λ
σ

π

λ λ γ γ
σ λ

λ
σ

π

λ λ γ γ
σ λ

λ
σ

= − +
−









= − +
−







 −

= − +
−







 −

=

−

=

−

=

+

=

−

∑ ∑

∑ ∑

∑∑

  ;

  ;

π

λ λ γ γ
σ λ

λ
σ

π

)

( ) ( ), ,

2

22 0 2
1

4 3

0

1

2
21 2 1

k

c
l l

k
l

k

l

l

n

k k

n

k
R

L
kD

ML
k

∑

∑∑ ∑= − +
−









=

+

=

−

  ;

  ;

 

S
L

C
L

S
L

C
L

S
L

kC
L

S
L

kC

l l l

l

m

k k

m

k

l l l

l

m

k k

m
k

k

l l
k

l

k

l

l

m

k k

m
k

k

l l

11 1 1
0

1 1

12 2 1
0

1 1

21 1
1

4 1

0

1 1
1

22 2

1 2

1 2 1

1 2 1

1

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

,

,

,

,

λ λ γ λ
σ λ

λ
σ

λ λ γ λ
σ λ

λ
σ

λ λ γ λ
σ λ

λ
σ

λ λ γ

= − −
−









= − +
−







 −

= − +
−







 −

= −

=

−
−

=

−
−

=

+

=

−
−

+

∑ ∑

∑ ∑

∑∑ ∑

  ;

  ;

  ;

k
l

k

l

l

m

k k

m

kL=

+

=

− −

∑∑ ∑+
−









1

4 1

0

1 1
2 λ

σ λ
λ

σ
  ;

 

где M FL= ρ  - масса стержня. 

Пример расчетов с использованием полученных формул рассмотрен в 

разделе 2.5. 
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Глава 2. СИНТЕЗ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

ДИСКРЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ ПОДКОНСТРУКЦИЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

КОРРЕКТИРУЮЩИХ РЯДОВ. 

 

В данной главе методика синтеза динамических характеристик с исполь-

зованием корректирующих рядов развивается применительно к дискретным 

моделям подконструкций, поведение которых описывается системами обык-

новенных дифференциальных уравнений. Дискретность модели может быть 

основана на исходной схеме идеализации механической системы, однако в на-

стоящее время в расчетные схемы, как правило, включаются конечноэлемент-

ные модели подконструкций. В этом случае исходная континуальная матема-

тическая модель подвергается дискретизации с использованием различных 

схем метода конечных элементов. 

При объединении в сложную систему дискретных подсистем нет необ-

ходимости, как в предыдущей главе, оговаривать условие дискретности соеди-

нения подконструкций - оно выполняется автоматически. Для дальнейших 

рассуждений полностью сохраняется введенная в предыдущей главе термино-

логия. 

Все соотношения предыдущей главы выведены в форме, позволяющей 

непосредственно применить к ним процедуру конечноэлементной дискретиза-

ции и получить результирующие формулы для дискретных моделей подконст-

рукций. Тем не менее, были проведены исследования специально для данного 

класса систем, в процессе которых разработаны специфические методы и ал-

горитмы, эффективно реализуемые численно на современной вычислительной 

технике. 

В качестве дополнительного довода в пользу отдельного рассмотрения 

дискретных моделей подконструкций можно привести интуитивные сообра-

жения о том, что методическая погрешность конечноэлементной дискретиза-
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ции, наложенная на погрешность модального разложения, может оказать нега-

тивное влияние на свойства сходимости корректирующих рядов, сформулиро-

ванные в предыдущей главе. Этот вопрос требует отдельного исследования, 

тогда как сходимость корректирующих рядов для конечноэлементных моделей 

обеспечивает получение точного результата для конечноэлементной модели 

сложной системы в целом. В этом случае соответствие численного решения 

точному обусловлено лишь адекватностью примененной процедуры метода 

конечных элементов. 
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2.1. Модальный синтез дискретных моделей подконструкций 

методом жестких границ. 

 

2.1.1. Общая схема построения корректирующих рядов 

и синтеза подконструкций. 

 

Опишем схему модального синтеза подконструкций, представленных 

своими конечноэлементными моделями, с использованием корректирующих 

рядов в варианте жестких границ. 

Конечноэлементные уравнения стационарных одночастотных колебаний 

подконструкции в составе сложной конструкции запишем без учета демпфи-

рования в виде: 

K x M x f− =λ ,                                             (2.1) 

где  λ ω= 2  - квадрат круговой частоты,  K , M - матрицы жесткостей и масс. 

В векторе дискретных параметров x  выделим "внешние" или граничные 

параметры xb  , по которым осуществляется включение данной подконструк-

ции в сложную конструкцию, и "внутренние" параметры  x0   : 

x
x
x

=








b

0

 , 

размерность которых nb   и n0  , причем  n n nb= + 0  - полное число степеней 

свободы дискретной модели. Соответственно разобьем на подматрицы матри-

цу жесткостей и матрицу масс: 

K
K A
A K

T

=






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

b

0

  ,       M
M B
B M

T

=










b

0

  . 

 

Вектор  f  , содержащий амплитуды силовых воздействий на подконст-

рукцию со стороны остальной части конструкции, тогда имеет вид: 
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f
f
0

=








b  . 

Определим "базовую" задачу как задачу с фиксированными внешними 

степенями свободы: 

K x M x0 0 0 0= σ   ,                                             (2.2) 

решением которой является набор собственных значений и векторов 

{ }σ k k ,  x0 , удовлетворяющих условиям ортогональности: 

x M x
x K x

T

T
0 0 0

0 0 0

k l k kl

k l k k kl

=

=

µ δ

σ µ δ

  ,
  ,

                                     (2.3) 

где δ kl   - символ Кронекера,  µ k   - обобщенные массы. 

Движение подконструкции представим в виде разложения в ряд по соб-

ственным векторам базовой задачи с добавлением nb   корректирующих векто-

ров с варьируемыми коэффициентами, объединенными в вектор c  размерно-

сти nb  : 

x Gc x= + ∑qk k
k

  ,                                            (2.4) 

где матрица корректирующих векторов G  имеет размерность n nb×  , а недос-

тающие компоненты собственных векторов дополнены нулями: 

x
0

xk
k

=






0

 . 

Представим матрицу G  в виде, позволяющем непосредственно выделить 

в разложении внешние степени свободы: 

G
I
G

=










b   ,                                                 (2.5) 

где  Ib   - единичная матрица n nb b×  . Очевидно, что при таком выборе вида 

матрицы коэффициенты в векторе  c   всегда совпадают с компонентами век-

тора граничных степеней свободы: 

c x= b  . 
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Матрицу G  построим в виде полиномиального ряда по параметру часто-

ты  λ : 

G G G G1= + + + −
−0

1
1λ λK m

m   ,                                     (2.6) 

состоящего из  m  членов, вычисляемых на основе рекуррентной последова-

тельности: 

K G A 0
K G M G

0 0

0 0 1 1 1
+ =
= = −





∗

−

  ,
 ,       ,i i i m, ,K

                            (2.7) 

где  A A B A∗ ∗= − =λ λ( )   - матричная функция частотного параметра. В 

дальнейшем в обозначениях для краткости будем подразумевать, если не ого-

ворено иного, что  A A∗ ∗= ( )λ   . 

Здесь мы предполагаем, что матрица  K 0  невырожденная, т.е. базовая 

задача не имеет нулевых собственных значений (этого всегда можно добиться, 

скорректировав условия закрепления, т.е. дополнив граничные переменные 

фиктивными, которые при синтезе просто "освобождаются", не войдя в соеди-

нение ни с одной из остальных подконструкций). 

Система (2.7) представляет не статическую, а квазистатическую задачу, 

что связано с недиагональностью матрицы M  (точнее, с тем, что B 0≠  ). Ее 

решение для каждого значения частоты может быть сведено к комбинации 

двух статических решений. Для этого последовательность (2.7) достаточно 

разбить очевидным образом на две последовательности, не содержащие час-

тотного параметра, представив матрицы в виде: 

G G Gi i
A

i
B= − λ   . 

В дальнейшем для краткости будем называть G   матрицей корректи-

рующих векторов m-го порядка, а матрицы  G i  , G i
A  , G i

B   элементарными 

матрицами корректирующих векторов ( i-я элементарная матрица). 

Подставив теперь разложение (2.4) в (2.1), с учетом (2.5) - (2.7) получим 

уравнения: 
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( )A Gx K M x A x fT T∗ ∗+ − + =∑b b b b k k
k

bqλ 0   ,                     (2.8) 

( )qk k
k

m
m bK M x M G x0 0 0 0 1− =∑ −λ λ   .                                 (2.9) 

Умножая (2.9) слева поочередно на  xT
0k   с учетом соотношений ортого-

нальности собственных векторов (2.3), получаем уравнения: 

qk k k
m

k m b( )σ λ µ λ− = −x M G xT
0 0 1   .                               (2.10) 

Из (2.6), (2.7) получаем соотношение: 

x M G x AT T
0 0 1 0

1
k m

k
m k−

∗= −
σ

  .                                   (2.11) 

Подставляя (2.11) в (2.10), получаем выражение для коэффициентов qk  : 

qk
k

m

k k
k b= −









−
∗λ

σ µ σ λ
1

0( )
x A xT   .                           (2.12) 

Используя (2.8) и (2.12), получаем уравнение для вектора граничных па-

раметров  xb : 

Q x f( )λ b b=   ,                                                 (2.13) 

где матрица Q( )λ   размерности n nb b×   имеет вид: 

Q A G K M A x x AT T T( )
( )

λ λ λ
σ µ σ λ

= + − −








−
∗ ∗ ∗∑b b

k

m

k k
k k

k

1
0 0   .       (2.14) 

Эта матрица является матрицей динамических жесткостей подконструкции для 

заданного значения частоты. 

Вычислив из уравнения (2.13) вектор  xb  , можно получить выражение 

для полного вектора отклика подконструкции: 

x

x

G x x A xT= −








−





























∗∑

b

k

m

k k
k k

k
b

λ
σ µ σ λ

1
0 0( )

  .                     (2.15) 
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Преимущество использования корректирующей матрицы G   в виде (2.6) 

можно оценить, приняв в выкладках m = 0 , в результате чего для Q( )λ  полу-

чится выражение: 

Q K M A x x AT T( )
( )

λ λ
µ σ λ

= − −
−

∗ ∗∑b b
k k

k k
k

1
0 0   ,                   (2.16) 

а для вектора отклика подконструкции получится формула: 

x
x

x x A xT= −
−






















∗∑

b

k k
k k

k
b

1
0 0µ σ λ( )

  .                            (2.17) 

Ввиду конечности содержащихся в (2.14) - (2.17) сумм, можно сделать 

вывод о том, что при учете в этих суммах всех тонов базовой задачи введение 

корректирующей матрицы не дает каких-либо преимуществ при анализе со-

ставной конструкции. Однако при расчетах по методу конечных элементов 

формируются матрицы размерности порядка сотен, тысяч или десятков тысяч, 

что делает неосуществимым вычисление всех собственных форм базовой зада-

чи для подконструкции. 

Легко видеть, что отбрасывание последних членов рядов в формулах 

(2.14), (2.15) при относительно небольших значениях частоты приводит к су-

щественно меньшей погрешности, чем в формулах (2.16), (2.17), благодаря по-

являющимся в членах ряда множителям ( )λ σ k
m  , которые с увеличением но-

мера тона k уменьшаются и становятся меньше 1 для σ λk > . Увеличение по-

рядка матрицы корректирующих векторов m существенно снижает потенци-

альный вклад отбрасываемых членов ряда, повышая тем самым точность пред-

ставления матрицы динамических жесткостей подконструкции, полностью оп-

ределяющей ее поведение в составе сложной системы. 

Если частотная область колебаний составной конструкции ограничена 

сверху, то ряды в формулах (2.14), (2.15) можно редуцировать по признаку 

превышения собственными частотами этой обусловленной частоты среза. 
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Асимптотическая оценка погрешности в этом случае может быть записана в 

виде: 

δ λ
σ

=


















 → ∞O m

r

m

min ,       .                                 (2.18) 

где   σ r
min   - минимальная из частот отброшенных собственных форм. 

Рассмотрим теперь процедуру объединения или синтеза данных о реше-

нии базовых задач для подконструкций при исследовании динамических 

свойств составленной из них сложной конструкции. 

Предполагается, что подконструкции представлены своими конечноэле-

ментными моделями, причем соединение подконструкций математически реа-

лизуется через совпадение соответствующих степеней свободы. Для каждой из 

подконструкций считаем известными ряд низших собственных частот и форм 

колебаний при закреплении ее по тем степеням свободы, по которым осущест-

вляется ее включение в составную конструкцию (не исключаются и дополни-

тельные условия закрепления в соответствии с постановкой задачи для состав-

ной конструкции), т.е. известно частичное решение базовой задачи (2.2). 

Вид полученной финальной формулы (2.13) подсказывает в качестве 

наиболее удобного способа объединения подсистем метод динамических же-

сткостей. Для дальнейших выкладок введем идентификацию подконструкций с 

помощью верхнего индекса в скобках. Обозначим xe  - вектор всех степеней 

свободы, по которым осуществляется соединение подконструкций (сборка 

может осуществляться посредством соединения в нескольких узлах, и соответ-

ственно, в вектор xe   включаются относящиеся к ним степени свободы). Ло-

кальные же вектора "внешних" степеней свободы для i-й подконструкции обо-

значим  xb
i( )  . 

Связь между векторами xb
i( )  и вектором xe  можно записать в матричной 

форме с помощью выражений: 

x L xb
i i

e
( ) ( )=    ,                                                  (2.19) 
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представляющих собой кинематические условия объединения подконструк-

ций. 

Динамические же условия состоят во взаимном уравновешивании обоб-

щенных сил, действующих со стороны каждой из подконструкций, и внешних 

гармонических воздействий (в предположении, что силы приложены в точках 

сопряжения подконструкций): 

f f( )i

i
∑ =    ,                                                   (2.20) 

причем вектор f ( )i    состоит из преобразованных соответствующим образом 

компонент вектора fb
i( )   , что с учетом введенных обозначений можно записать 

в виде: 

f L fT( ) ( ) ( )i i
b

i=    .                                               (2.21) 

Подставляя в (2.20) соотношения (2.13), (2.19) и (2.21), получим систему 

линейных алгебраических уравнений: 

Q x f( )ω 2
e =   ,                                               (2.22) 

в которой матрица динамических жесткостей составной конструкции форми-

руется из матриц динамических жесткостей подконструкций по формуле: 

Q L Q LT( ) ( )( ) ( ) ( )ω ω2 2= ∑ i i i

i
  .                                (2.23) 

Легко видеть, что матрица Q( )ω 2  получается путем разнесения компо-

нент матриц Q ( ) ( )i ω 2  соответственно включению компонент векторов xb
i( )  в 

вектор xe   и последующего их суммирования, т.е. соотношение (2.23) является 

формальной записью метода перемещений. 

Характеристическое уравнение для определения собственных частот ко-

лебаний составной конструкции имеет вид: 

det ( )Q ω 2 0=   .                                            (2.24) 

Для эффективной организации исследования составной конструкции ме-

тодом синтеза должны быть проведены предварительные исследования спек-

тров составляющих ее подконструкций. С учетом установленной верхней гра-



 - 81 -
ницы частотного интервала для каждой подконструкции выделяются тона, ко-

торые необходимо удерживать в модальном разложении, и формируется база 

данных, содержащая соответствующие собственные частоты и формы и рас-

считанные путем решения последовательности статических задач матрицы 

корректирующих векторов, а также дополнительная информация, необходимая 

для формирования матрицы динамических жесткостей. 

Для рассмотренной выше схемы структура базы данных по подконст-

рукции такова: 

1) собственные частоты и векторы:  { }ω k k eigk N ,   ,   x0 1= , ,K   ; 

2) матрицы  A B K M ,   ,   ,  b b   ; 

3) матрицы корректирующих векторов:  { }G Gk
A

k
B k m ,   ,    = −0 1, ,K  . 

Рассмотренный в данном разделе подход, при котором матрица коррек-

тирующих векторов линейно зависит от частоты и формируется из двух набо-

ров элементарных матриц, удобен ввиду полной симметричности получаемых 

соотношений. Назовем этот подход методом двойных корректирующих векто-

ров. Далее будет рассмотрен способ, позволяющий ограничиться одним набо-

ром корректирующих векторов, хотя и достигается это ценой некоторой поте-

ри точности при синтезе редуцированных модальных разложений. 

Отметим, что наибольшую эффективность описанная методика может 

показать при рассмотрении составных конструкций, образованных путем со-

единения модулей в относительно небольшом числе узлов. В таком случае не-

большая размерность матрицы системы позволяет быстро проводить исследо-

вание спектра составной конструкции или строить частотные характеристики. 

В качестве примера рассмотрим свободные изгибные колебания кон-

сольной балки длиной L = 1 м, составленной из двух стержней длиной 0,6 м 

(подконструкция 1) и 0,4 м (подконструкция 2), причем длинная часть приле-

жит к закрепленной стороне балки. Полагалось, что балка имеет квадратное 
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сечение 0,01 х 0,01 м и изготовлена из алюминия (модуль упругости E = 7·1010 

Н/м2, коэффициент Пуассона  ν = 0,3 , плотность  ρ  = 2700 кг/м3 ). 

Исследование проводилось для конечноэлементной модели, составлен-

ной из 20 балочных элементов одинаковой длины. Синтез проводился для под-

конструкций, моделируемых 12 и 8 элементами соответственно. 

В таблице 1 приведены значения 5 низших собственных частот изгибных 

колебаний балки, вычисленных по методу конечных элементов, в сопоставле-

нии с их точными величинами. 

Таблица 1 

№ 
тона 

МКЭ 
f , Гц 

Точное реше-
ние 

f , Гц 
1    8,225218    8,225218 
2   51,546667   51,546559 
3 144,334221 144,331858 
4 282,850505 282,832837 
5 467,622150 467,542946 

 

Таблица 2 содержит вычисленные по МКЭ значения низших собствен-

ных частот подконструкций при условии их закрепления в точке соединения. 

Очевидно, что это соответствует жесткой заделке 1-й балки с обеих сторон и 

консольному закреплению 2-й балки. Получаемые при синтезе собственные 

частоты должны соответствовать первому столбцу таблицы 1, поскольку объе-

диняются конечноэлементные модели подконструкций. 

Таблица 2 

№ Подконструкции 
тона № 1 :   L = 0,6 м № 2 :   L = 0,4 м 

1 145,388874   51,407717 
2 400,813915 322,191755 
3 786,033563 902,622792 

 

Для подконструкций были сформированы базы данных, содержащие ин-

формацию об их собственных и корректирующих векторах. Расчеты выполня-
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лись с выборкой из баз данных необходимого количества векторов обоих ти-

пов, что позволило провести исследование, результаты которого представлены 

в таблице 3. 

Таблица 3 

m Номер тона колебаний 
 1 2 3 4 5 

Вариант:  1 тон + 1 тон  (до 144 Гц) 
0   49,680116 142,200200    
1     9,194399   62,669109 242,443198   
2     8,225528   51,627258 148,447460 393,110553 830,104017
3     8,225218   51,548212 145,049599 320,154050 795,462155
4     8,225218   51,546701 144,473106 300,602690 790,503453
5     8,225218   51,546668 144,361833 292,689789 789,777939

Вариант:  2 тона + 2 тона  (до 400 Гц) 
0   49,459125 141,777346 309,938094 391,939718 - 
1     8,598521   55,961210 154,060006 297,292923 632,497824
2     8,225236   51,554276 144,448245 283,833190 480,218201
3     8,225218   51,546693 144,336929 282,961221 470,651174
4     8,225218   51,546667 144,334292 282,864254 468,497057
5     8,225218   51,546667 144,334223 282,852267 467,891845

Вариант:  3 тона + 3 тона  (до 902 Гц) 
0   49,177779 141,318442 308,118463 390,978360 762,937569
1     8,422511   53,870367 148,517902 289,582184 504,021033
2     8,225221   51,548161 144,350492 283,015060 469,109550
3     8,225218   51,546669 144,334336 282,856991 467,749010
4     8,225218   51,546667 144,334222 282,850792 467,635407
5     8,225218   51,546667 144,334221 282,850525 467,623763

Значения для полной конечноэлементной модели 
     8,225218   51,546667 144,334221 282,850505 467,622150
 

Корни характеристического уравнения (2.24) вычислялись при различ-

ных значениях порядка корректирующих рядов m . При этом рассматривались 

варианты, когда в разложениях движения подконструкций учитывается раз-

личное количество низших тонов, чем определяется верхняя граница частотно-

го интервала, в котором гарантируется сходимость решения с увеличением по-

рядка m . 
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Из приведенных результатов видно, что в случае, когда частоты учтен-

ных в разложениях тонов покрывают исследуемый частотный диапазон, ис-

пользование корректирующих векторов третьего - четвертого порядков обес-

печивает высокую точность результатов синтеза значений собственных частот 

составной конструкции. 

Представляет интерес проведение исследования эффективности рассмат-

риваемого подхода к модальному синтезу подконструкций в случае развитых 

границ сопряжения, например, для изгибных колебаний двух пластин, соеди-

ненных по их сторонам. 

В конечноэлементном расчете использовались треугольные элементы с 

тремя узлами [56].   Для опертой по краям прямоугольной пластинки размером 

a x b ( b = 0,8a ), разбитой на конечные элементы, как показано на рис. 2.1 , 

были вычислены собственные частоты и формы колебаний. 

 

 
Рис. 2.1. 

 

В таблице 4 приведены значения безразмерного частотного параметра 

Ω = ω ρha
D

4

 , 

( ρ , h , D - плотность материала, толщина и цилиндрическая жесткость пла-

стинки) для низших четырех тонов, вычисленные методом конечных элемен-
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тов, в сопоставлении с точными значениями, полученными по известным фор-

мулам. 

Таблица 4 

№ тона Точное значе-
ние 

МКЭ 

1   25,29086   25,07113 
2   54,89968   54,09708 
3   71,55463   70,74203 
4 101,16344   98,27404 

 

Пластинка может рассматриваться как конструкция, составленная из 

двух пластинок размером 0,6a x b и 0,4a x b (рис. 2.1). Собственные вектора 

этих пластинок вычислены при условии жесткого защемления линии их стыка 

и вместе с корректирующими векторами помещены в базы данных подконст-

рукций. 

При исследовании частотного спектра составной конструкции варьиро-

вались два параметра: количество тонов, учтенное в разложении колебаний 

каждой пластинки, и порядок корректирующих рядов m. (Для простоты эти 

параметры задавались одинаковыми в обеих пластинках). Увеличение каждого 

из этих параметров должно давать уточнение результата в смысле сходимости 

к значению, полученному для исходной пластинки размером a x b путем рас-

чета по МКЭ. 

Указанная сходимость решения отражена на графиках на рис. 2.2, где 

для низших четырех тонов составной пластинки показана относительная по-

грешность вычисления собственной частоты в зависимости от порядка коррек-

тирующих рядов подконструкций для заданных значений числа учитываемых 

тонов. Погрешность отложена по оси ординат в логарифмическом масштабе, 

по оси абсцисс отложен порядок корректирующих рядов, а число учтенных 

тонов обозначено цифрами напротив каждой кривой. 

Полученные результаты демонстрируют монотонную сходимость собст-

венных частот к точным значениям по обоим из исследуемых параметров. Ис-
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пользование корректирующих рядов пятого порядка при пяти учтенных тонах 

подконструкций дает для частоты первого тона десять точных десятичных 

знаков. Для более высоких тонов точность снижается. Повышение порядка 

корректирующих рядов, как можно видеть из рисунков, приводит к более бы-

строй сходимости результата при увеличении числа тонов подконструкций.  

 
Рис. 2.2. 
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2.1.2. Использование ортогональных подпространств в процессе 

построения корректирующих векторов. 

 

Непосредственное использование формул предыдущего раздела показа-

ло положительный эффект при увеличении порядка корректирующих рядов до 

величин m = ÷4 5. В то же время при проведении расчетов дальнейшее увели-

чение m не только не приводило к повышению точности, но полностью иска-

жало вычислительный процесс для частот, приближающихся к верхней грани-

це исследуемого интервала. 

В работе [105] в качестве возможного источника ухудшения вычисли-

тельного процесса указан эффект, противоположный тому, который является 

положительным с точки зрения усечения суммы в формуле (2.14). Дело в том, 

что оставленные в модальном разложении члены с σ λk <   растут с увеличе-

нием m в геометрической прогрессии, и при достижении ими достаточно 

больших величин это может приводить к вычислительным погрешностям, свя-

занным с округлением разностей больших чисел. Для устранения этого эффек-

та предложено строить корректирующий ряд в подпространстве, ортогональ-

ном в энергетическом смысле к подпространству, натянутому на учтенные в 

разложении собственные векторы. Построение такого ряда обеспечивается мо-

дификацией лишь первого шага рекуррентного процесса, представленного 

формулами (2.7). 

В рассматриваемом случае жестких границ такая модификация выглядит 

следующим образом: 

K G A M x x A 0

K G M G

T

0 0 0
0 0

1

0 0 1 1 1

+ − =

= = −







∗ ∗

=

−

∑ k k

kk

K

i i i m
µ

  ,

 ,       ,, ,K

                              (2.25) 

где  K - число оставленных в модальном разложении тонов подконструкции. 
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Нетрудно показать, что при таком подходе все корректирующие вектора, 

являющиеся столбцами матриц  G i   , ортогональны в энергетическом смысле к 

учтенным в разложении собственным векторам: 

x M GT
0 0 0 1k i k K= =  ,      , , .K                                  (2.26) 

Формулы же для коэффициентов модального разложения приобретают 

вид: 

q k K
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k k
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k
k
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Тем самым сохраняется влияние порядка корректирующего ряда на ве-

личину отбрасываемых членов, тогда как для учтенных членов это влияние 

исключено. 

Редуцированное выражение для  матрицы динамических жесткостей 

подконструкции в этом случае приобретает вид: 

Q A G K M
A x x AT

T T

( )
( )

λ λ
µ σ λ

= + − −
−

∗
∗ ∗

=
∑b b

k k

k kk

K
0 0

1
  .                     (2.28) 

Исследование точности получаемых результатов было проведено на 

примере расчета собственных частот изгибных колебаний составной консоль-

ной балки, описанной в предыдущем разделе. 

Рассматривался частотный диапазон от 0 до 1000 Гц, в котором находят-

ся частоты трех тонов каждой из подконструкций (с закрепленными гранич-

ными точками) и семи тонов составной балки. Результаты синтеза сопоставля-

лись с данными расчета полной модели из 20 элементов. 

В таблице 5 представлены результаты расчетов 6-й и 7-й собственных 

частот путем синтеза с использованием корректирующих рядов порядка от 1 

до 20. Первые две графы соответствуют вычислению корректирующих векто-

ров по формулам (2.7) и (2.25) соответственно без ортогонализации к собст-

венным векторам и с ортогонализацией на первом шаге рекуррентного процес-
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са. Прочерки в строках означают, что процесс вычисления собственной часто-

ты вырождается из-за беспорядочного чередования положительных и отрица-

тельных значений характеристического определителя. Из представленных 

данных видно, что такая ортогонализация не повлияла в положительную сто-

рону на получаемые результаты. 

Анализ величин компонент вычисляемых корректирующих векторов по-

казал, что за число шагов большее пяти в процессах (2.7) и (2.25) происходит 

накопление относительных погрешностей, полностью искажающее результат с 

отличием от требуемого в десятки порядков. Причина этого заключается в не-

устойчивости алгоритма, способствующей относительному увеличению от ша-

га к шагу и последующему преобладанию погрешностей, соответствующих 

формам низших тонов колебаний. 

Для подавления этого процесса накопления погрешностей была сделана 

дальнейшая модификация алгоритма построения корректирующих векторов, 

заключающаяся во введении процедуры ортогонализации на всех его шагах: 
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        (2.29) 

Легко показать, что в отсутствие погрешностей вычислений формулы 

(2.25) и (2.29) должны давать идентичные результаты. Поэтому неизменными 

остаются формулы (2.27) и (2.28). 

Результаты расчетов, выполненных с ортогонализацией на каждом шаге 

вычисления корректирующих векторов, приведены в третьей графе таблицы 5. 

Устойчивая сходимость к точному решению свидетельствует о том, что накоп-

ление вычислительных погрешностей не происходит. 

На графике (рис. 2.3) показана относительная погрешность вычисления 

собственных частот в зависимости от порядка корректирующих рядов подкон-

струкций. Погрешность отложена по оси ординат в логарифмическом масшта-
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бе, по оси абсцисс отложен порядок корректирующих рядов, а номера тонов 

обозначены цифрами напротив каждой кривой. Наблюдается монотонная схо-

димость с увеличением порядка корректирующих рядов. С возрастанием но-

мера тона точность снижается, что согласуется с оценкой погрешности вычис-

ления матриц динамических жесткостей. 

Таблица 5 
 

m 
Без 

ортогонализации 
С начальной 

ортогонализацией 
С ортогонализацией 

на всех шагах 
 6 7 6 7 6 7 
1 713.89521 1200.87870 713.89521 1200.87870 713.89521 1200.87870
2 701.10380 1018.89977 701.10380 1018.89977 701.10380 1018.89977
3 699.18854 994.23657 699.18854 994.23657 699.18854 994.23657 
4 698.80797 985.16842 698.80774 985.16882 698.80790 985.16837 
5 698.73727 980.96017 698.68995 981.09341 698.72021 980.93806 
6 702.68477 985.36133 693.54898 992.40062 698.69806 978.77495 
7 - 996.30000 778.03819 903.25458 698.69214 977.61982 
8 - - - - 698.69050 976.98875 
9 - - - - 698.69003 976.63955 
10 - - - - 698.68990 976.44491 
11 - - - - 698.68986 976.33593 
12 - - - - 698.68985 976.27477 
13 - - - - 698.68985 976.24038 
14 - - - - 698.68985 976.22103 
15 - - - - 698.68985 976.21013 
16 - - - - 698.68985 976.20399 
17 - - - - 698.68985 976.20054 
18 - - - - 698.68985 976.19859 
19 - - - - 698.68985 976.19749 
20 - - - - 698.68985 976.19687 

Значения для полной конечноэлементной модели: 698.68985 976.19608 
 

Полученные результаты позволяют сделать существенный вывод, со-

стоящий в том, что при использовании корректирующих рядов для высокоточ-

ного синтеза подконструкций необходимо указанные ряды строить в подпро-

странстве, ортогональном к подпространству, натянутому на учтенные в мо-

дальном разложении собственные вектора. При этом для обеспечения устой-

чивости алгоритма рекуррентного построения корректирующего ряда необхо-

димо производить ортогонализацию векторов на каждом шаге вычислительно-

го процесса. Принципиальная невозможность обеспечить устойчивость алго-
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ритма вне ортогонального подпространства не позволяет получать надежные 

результаты без ортогонализации корректирующих векторов. 

 

 
Рис. 2.3. 
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2.1.3. Методы формирования матриц подконструкций с использованием 

корректирующих векторов. 

 

В настоящее время фактическим стандартом для обмена данными о под-

конструкциях для синтеза по методу жестких границ стал так называемый 

формат Крейга-Бэмптона, основанный на использованном в работе [128] мо-

дальном разложении движения подконструкции, содержащем члены, каждый 

из которых пропорционален статической реакции ее на единичное обобщенное 

перемещение из массива граничных параметров xb   при фиксированных ос-

тальных. В обозначениях, принятых в настоящей работе, это соответствует то-

му, что матрица корректирующих векторов в (2.5) имеет вид: 

G G K A= = − −
0 0

1   . 

Представляет интерес сопоставить меру погрешности, возникающей в 

связи с неполнотой набора собственных форм подконструкции в методике 

[128], с тем, что дает метод корректирующих рядов.  

Следует, однако, отметить, что в работе [128] не исключаются нормаль-

ные координаты, и в наборе переменных, представляющих движение подкон-

струкции, они используются наравне со значениями граничных перемещений. 

В нашем случае конечным результатом является матрица динамических жест-

костей. Поэтому для сопоставления необходимо вывести матрицу динамиче-

ских жесткостей, исключив из полученных в [128] соотношений нормальные 

координаты. Именно близость ее к истинной матрице динамических жестко-

стей подконструкции может служить критерием, характеризующим обеспечи-

ваемую методикой точность. 

Сохраняя принятые в настоящей работе обозначения, можно привести 

выражение для матрицы динамических жесткостей, получаемой на основе ме-

тодики Крейга-Бэмптона, к удобному для сопоставления виду: 
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Здесь учтено обобщение соотношений [128] на случай недиагональной 

матрицы масс, выполненное, например, в работе [61], а также аналогичное 

формуле (2.11) соотношение: 

( )x M G B x AT T
0 0 0 0

1
k

k
k k+ = − ∗

σ
σ( )   . 

По форме соотношение (2.30) напоминает формулу (2.14) для второго 

порядка матрицы корректирующих векторов. Однако картина осложняется 

присутствием под знаком суммы матриц A∗ ( )σ k  вместо A ∗ ( )λ . В случае диа-

гональной матрицы масс (когда B 0= ) эти формулы просто совпадают. Нену-

левая матрица B  , определяющая связь по кинетической энергии граничных и 

внутренних параметров, приводит к тому, что ряд членов под знаком суммы в 

(2.30) теряют общий множитель ( )λ σ k
2  ,  благодаря которому для тонов с 

собственной частотой  σ λk >  достигается уменьшение их вклада в выражение 

для матрицы динамических жесткостей. Тем самым снижается точность полу-

чаемого решения по сравнению с обеспечиваемой соотношением (2.14) при  m 

= 2 . 

Отметим, что вследствие жесткого способа задания корректирующей 

компоненты иного способа повышения точности представления подконструк-

ции в методе Крейга-Бэмптона помимо увеличения числа учитываемых ее то-

нов не существует, и поэтому на практике приходится для надежности выпол-

нять избыточные расчеты собственных частот и форм, выходящих за пределы 

заданного частотного диапазона. 

Исследование вопроса о том, почему при одном члене корректирующего 

ряда в формуле (2.30) под знаком суммы присутствует квадрат отношения час-
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тот, подсказало альтернативный способ формирования матрицы динамических 

жесткостей. 

Приведенный в разделе 2.1.1 вывод формулы (2.14) можно условно на-

звать методом прямой подстановки. Перепишем его основные соотношения в 

форме, более удобной для последующих выкладок. Попутно обобщим полу-

ченные результаты на случай вырожденной матрицы жесткостей K 0  . 

Решение полной проблемы собственных значений (2.2) дает матрицу 

собственных векторов  X0 , которые образуют полную систему в пространстве 

внутренних степеней свободы. Выделим в ней матрицу Xp  , составленную из 

векторов с нулевыми собственными значениями (если они есть), матрицу  Xa  

из K  векторов, сохраняемых в модальном разложении колебаний подконст-

рукции в дополнение к нулевым, и матрицу Xr  из остальных векторов, отбра-

сываемых при редукции: 

[ ]X X X X0 = p a r     .                                  (2.31а) 

Собственные частоты векторов  Xr  выше частот векторов  Xa . Если обо-

значить Λ a  и Λ r   диагональные матрицы, на диагоналях которых расположе-

ны соответствующие собственные значения (σ k ,  k = 1, ... , K и k > K ), то вы-

полнены очевидные соотношения: 

K X M X0 0a a a= Λ   ,    K X M X0 0r r r= Λ   .                     (2.31б) 

В последующих выкладках полагаем, что собственные векторы норми-

рованы по массе:  

X M X IT
0 0 0 0=  ,                                           (2.31в) 

I0  - единичная матрица соответствующей размерности (это соответствует то-

му, что все обобщенные массы µ k = 1). 

С использованием введенных обозначений решение задачи о гармониче-

ских колебаниях подконструкции под действием сил fb  , приложенных со сто-

роны прочих составляющих сложной системы может быть точно представлено 
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в виде разложения, представляющего собой матричную форму записи соотно-

шения (2.4): 

x
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G X X X
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где qp , qa , qr - векторы коэффициентов собственных форм. 

Матрицу корректирующих векторов  G  , представим в виде ряда (2.6), 

матричные коэффициенты которого, в соответствии с выводами предыдущего 

раздела, строятся с помощью рекуррентных формул в подпространстве, орто-

гональном учтенным в модальном разложении собственным векторам.  

В добавленных в правых частях уравнений (2.25), (2.29) суммах члены, 

соответствующие собственным векторам с ненулевыми собственными значе-

ниями, обеспечивают решениям ортогональность к соответствующим векто-

рам. Включение же в сумму аналогичных членов для собственных векторов 

(обязательно всех), соответствующих нулевому собственному значению, обес-

печивает лишь существование решения вырожденной системы. Единствен-

ность решению может обеспечить дополнительное условие, заключающееся в 

его ортогональности к ядру матрицы. 

С учетом сказанного, запишем рекуррентные соотношения для вычисле-

ния членов корректирующего ряда в виде: 

K G I M X X M X X A X M G 0
K G M G X M G 0

T T T

T
0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 1
= − − − =
= = = −





∗

−

( )
, ,

p p a a p

i i p i i m
  ,       ,

 ,       ,        .K
          (2.33) 

Здесь множитель ( )I M X X M X XT T
0 0 0− −p p a a  , который, в соответствии с ре-

зультатами раздела 2.1.2 , должен присутствовать в правой части каждого из 

уравнений для обеспечения устойчивости вычислительного процесса, опущен 

для краткости в уравнениях для i m= −1 1, ,K  , поскольку не влияет на резуль-

тат последующих выкладок. 
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Получающиеся корректирующие вектора ортогональны учтенным в раз-

ложении собственным векторам, что может быть записано в виде соотноше-

ний: 

X M G 0 X M G 0T T
p i a i i m0 0 0 1= = = − ,     ,       , ,K   .                   (2.34) 

Подставив (2.32) в (2.1), получим два уравнения: 

( )K M A G x A X q A X q A X q fT T T T
b b b p p a a r r b− + + + + =∗ ∗ ∗ ∗λ   ,                (2.35) 

( ) ( )
( )

A K G M G x M X q M X I q

M X I q 0

∗ + − − + − +

+ − =
0 0 0 0

0

λ λ λ

λ
b p p a a a a

r r r r

Λ

Λ                                                            ,
                (2.36) 

где I Ia r  ,     - единичные матрицы соответствующих размерностей. 

Используя соотношения (2.33), нетрудно получить следующую формулу: 

A K G M G M X X A M X X A M GT T∗ ∗ ∗
−+ − = + −0 0 0 0 0 1λ λp p a a

m
m   ,        (2.37) 

и умножая (2.36) слева поочередно на X X XT T T
p a r ,   ,   , вывести выражения для 

коэффициентов собственных форм: 

q A xT
p p b= − ∗λ 1   ,                                                       (2.38) 

q I A xa
T

a a a b= − − − ∗( )Λ λ 1   ,                                     (2.39) 

q I A xT
r r r r

m
r b= − − − − ∗( ) ( )Λ Λλ λ1 1   .                        (2.40) 

где учтено, что 

X M G X AT T
r m r

m
r0 1−

− ∗= −Λ   , 

и введены обозначения: 

A A XT
p p
∗ ∗=   ,  A A XT

a a
∗ ∗=   ,  A A XT

r r
∗ ∗=   .               (2.41) 

Выполняя теперь непосредственно подстановку выражений (2.38) - 

(2.40) в уравнение (2.35), получаем выражение для матрицы динамических же-

сткостей в виде: 

Q K M A G A A A I A

A I A

T T T

T

( ) ( )

( ) ( )

λ λ λ λ

λ λ

= − + + − − −

− −

∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗

∗ − − ∗

b b p p a a a a

r r
m

r r r

1 1

1 1

Λ

Λ Λ                                                                .
    (2.42) 
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Формула (2.42) дает точное выражение для матрицы динамических же-

сткостей, совпадающее с (2.14) в случае отсутствия нулевых собственных час-

тот, а выполненные преобразования совпадают с описанными в разделе 2.1.1. 

Редукция системы, т.е. усечение модального разложения, означает от-

брасывание последнего члена в формуле (2.42), величина которого удовлетво-

ряет асимптотической оценке (2.18). 

Отсюда следует первая форма редуцированной матрицы: 

Q K M A G A A A I AT T T
1

1 1r
b b p p a a a a( ) ( )λ λ λ λ= − + + − −∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗Λ   ,         (2.43) 

полученная методом прямой подстановки. 

Нетрудно заметить, что соотношение (2.32) представляет собой формулу 

для замены переменных в пространстве степеней свободы дискретной модели 

подконструкции с помощью матрицы перехода 

T
I 0 0 0
G X X X

=










b

p a r
  . 

Основываясь на этом, можно осуществить указанное преобразование в 

уравнении (2.1) так же, как это было сделано в работе [128]. При этом правая 

часть уравнения умножается слева на TT , а матрицы системы умножаются 

слева на TT и справа на T . В результате получаем уравнение: 

( )K M

x
q
q
q

f
0
0
0

G G

b

p

a

r

b

−



















=



















λ ,                                       (2.44) 

в котором матрицы имеют вид: 

K

K A G G A G K G A X A X A X G K X
X A 0 0 0
X A 0 0

X A X K G 0 0

T T T T T T T

T

T

T T

G

b p a r r

p

a a

r r r

=

+ + + +

+



















0 0

0

Λ
Λ

 , 
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M

M B G G B G M G B X B X B X G M X
X B I 0 0
X B 0 I 0

X B X M G 0 0 I

T T T T T T T

T

T

T T

G

b p a r r

p p

a a

r r r

=

+ + + +

+



















0 0

0

 . 

Из последних трех групп уравнений в системе (2.44) получаются форму-

лы (2.38) - (2.40) для исключения коэффициентов собственных форм. Затем 

первая группа уравнений преобразуется к виду (2.13), а формула для матрицы 

динамических жесткостей записывается (с учетом соотношений (2.37) и (2.34)) 

следующим образом: 

Q K M A G G G A A A I A

A I A

T T
M

T T

T

( ) ( )

( ) ( )

λ λ λ λ λ

λ λ

= − + − + − − −

− −

∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗

∗ − − ∗

b b
m

p p a a a a

r r
m

r r r

1 1

1 2 1

Λ

Λ Λ                                        ,
  (2.45) 

где введено обозначение дополнительной к набору корректирующих векторов 

матрицы G M GM = −0 1m  (отметим, что G G G M G M GM M M= + = +− −
A B

m
A

m
Bλ λ0 1 0 1 ) . 

Эта формула, как и формула (2.42), является точной, и ее усечение при-

водит ко второй форме редуцированной матрицы, полученной методом замены 

переменных: 

Q K M A G G G A A A I AT T
M

T T
2

1 1r
b b

m
p p a a a a( ) ( )λ λ λ λ λ= − + − + − −∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗Λ  . (2.46) 

Существенное отличие полученного результата от формулы (2.43) за-

ключается в том, что асимптотическая оценка погрешности редуцированного 

выражения имеет вид: 

δ λ
σ

=


















 → ∞O m

r

m

min ,
2

      .                                 (2.47) 

Это соответствует использованию корректирующего ряда порядка 2m в 

формуле (2.43) и является следствием появления в (2.45) и (2.46) порожденных 

корректирующими векторами членов, содержащих более высокие степени λ , а 

именно, вплоть до (2m - 1)-й . Более тщательный анализ показывает, что эти 

дополнительные члены в точности равны тем, которые появляются при 2m-ом 

порядке корректирующего ряда в формуле (2.43). 
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Вышесказанное означает, что метод замены переменных при формиро-

вании редуцированной матрицы динамических жесткостей обеспечивает ту же 

точность, что и метод прямой подстановки, но при вдвое меньшем количестве 

корректирующих векторов, которым определяется порядок корректирующего 

ряда. Это позволяет строить более эффективные и экономные вычислительные 

алгоритмы. 

Таблица 6 

Метод 
прямой подстановки 

Метод 
замены переменных 

m 6 7 m 6 7 
1 713.89521 1200.87870    
2 701.10380 1018.89977 1 701.10380 1018.89977 
3 699.18854 994.23657    
4 698.80790 985.16837 2 698.80790 985.16837 
5 698.72021 980.93806    
6 698.69806 978.77495 3 698.69806 978.77495 
7 698.69214 977.61982    
8 698.69050 976.98875 4 698.69050 976.98875 
9 698.69003 976.63955    
10 698.68990 976.44491 5 698.68990 976.44491 
11 698.68986 976.33593    
12 698.68985 976.27477 6 698.68985 976.27477 
13 698.68985 976.24038    
14 698.68985 976.22103 7 698.68985 976.22103 
15 698.68985 976.21013    
16 698.68985 976.20399 8 698.68985 976.20399 
17 698.68985 976.20054    
18 698.68985 976.19859 9 698.68985 976.19859 
19 698.68985 976.19749    
20 698.68985 976.19687 10 698.68985 976.19687 
Для полной конечноэлементной модели: 698.68985 976.19608 

 

В таблице 6 на примере 6-го и 7-го тонов рассмотренной в предыдущих 

разделах составной балки показана сходимость полученных в расчетах собст-

венных частот с увеличением порядка корректирующих рядов при использо-

вании двух описанных методов формирования матриц динамических жестко-

стей подконструкций. Как и следовало из теоретических выкладок, получен-

ные по методу замены переменных результаты в точности соответствуют ре-
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зультатам метода прямой подстановки с удвоенным порядком корректирую-

щих рядов. 

Следует при этом отметить, что при очевидной выгоде использования 

метода замены переменных с точки зрения точности учета динамических 

свойств присоединяемой подконструкции мы имеем некоторую потерю точно-

сти в описании колебаний ее внутренних узлов (по сравнению с использовани-

ем удвоенного порядка корректирующего ряда в методе прямой подстановки). 

Это связано с присутствием в модальном разложении ее колебаний вдвое бо-

лее короткого корректирующего ряда. Однако, в результате точность описания 

колебаний внутри подконструкции все же повышается по сравнению с мето-

дом прямой подстановки того же порядка за счет более точного определения 

колебаний граничных узлов. 

Некоторые дополнительные затраты в методе замены переменных имеют 

место и в связи с необходимостью хранить в базе данных подконструкции 

вместе с матрицами корректирующих векторов еще и вспомогательную мат-

рицу  GM   , т.е. база данных по подконструкции приобретает вид: 

1) собственные частоты и векторы:  { }ω k k eigk N ,   ,   x0 1= , ,K   ; 

2) матрицы  A B K M ,   ,   ,  b b   ; 

3) матрицы корректирующих векторов: 

{ } { }G G G GM Mk
A

k
B A Bk m ,   ,    ,    ,  = −0 1, ,K . 
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2.1.4. Простые корректирующие вектора в методе жестких границ. 

 

Идея способа избежать построения двойных корректирующих векторов в 

методе жестких границ, предложенная В.П.Шмаковым, состоит в преобразо-

вании последовательности уравнений (2.7) для вычисления корректирующих 

векторов к виду: 

K G A 0
K G B M G
K G M G

0 0

0 1 0 0

0 0 1 2 1

+ =
= +
= = −






 −

  ,
  ,

 ,       .i i i m, ,K

                        (2.48) 

Не повторяя всех выкладок раздела 2.1.1, перепишем, учитывая полу-

ченные в разделах 2.1.2 и 2.1.3 результаты, уравнения (2.48) следующим обра-

зом: 

K G I M X X M X X A X M G 0
K G I M X X M X X B M G X M G 0
K G M G X M G 0

T T T

T T T

T

0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 2 1

= − − − =
= − − + =
= = = −









−

( )
( )

, ,

p p a a p

p p a a p

i i p i i m

  ,       ,
  ,       

 ,       ,        .K

      (2.49) 

При этом, как и в (2.33), подразумевается, что в расчетах умножение на орто-

гонализирующий множитель должно осуществляться в правых частях всех 

уравнений. 

Если число членов корректирующего ряда  m>1  , то остаются в силе со-

отношения (2.35) - (2.37), а также первые две формулы для коэффициентов 

собственных форм, сохраняемых в модальном разложении (2.38), (2.39). Фор-

мула же для коэффициентов отсекаемых форм приобретает вид: 

q I A B xr r r r
m

r r r b= − − −− −( ) ( ) ( )Λ Λ Λλ λ1 1   ,                         (2.50) 

поскольку выполнено соотношение: 

X M G X A X B A BT T T
r m r

m
r r r r

m
r r r0 1−

− −= − − = − −Λ Λ Λ Λ( ) ( )   . 

Прямая подстановка дает выражение для матрицы динамических жест-

костей: 
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Q K M A G A A A I A

A I A B

T T T

T T

( ) ( )

( ) ( ) ( )

λ λ λ λ

λ λ

= − + + − − −

− − −

∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗

∗ − −

b b p p a a a a

r r
m

r r r r r

1 1

1 1

Λ

Λ Λ Λ                                                 .
     (2.51) 

Эта формула отличается от выражения (2.42) лишь видом члена, содер-

жащего отсекаемые при редукции собственные формы. Поэтому выражение 

для редуцированной матрицы, получаемой прямой подстановкой, по форме не 

отличается от (2.43). Сущность же отличия состоит в том, что корректирую-

щий ряд  G  формируется на основе одного набора элементарных корректи-

рующих векторов, вычисляемых с помощью одной последовательности стати-

ческих задач (2.49). В отличие от введенного ранее понятия двойных коррек-

тирующих векторов такой подход назовем методом простых корректирующих 

векторов. 

В этом случае структура базы данных по подконструкции для использо-

вания в процедуре синтеза упрощается: 

1) собственные частоты и векторы:  { }ω k k eigk N ,   ,   x0 1= , ,K   ; 

2) матрицы  A B K M ,   ,   ,  b b   ; 

3) матрицы корректирующих векторов:  G k k m  ,    = −0 1, ,K  . 

Характеристика точности модального разложения с использованием 

простых корректирующих векторов в виде асимптотической оценки содержит 

в данном случае меньшую величину в показателе степени по сравнению с 

(2.18): 

δ λ
σ

=


















 → ∞

−

O m
r

m

min ,
1

      .                                        (2.52) 

Это связано с присутствием в формуле (2.51) множителя ( )A BT T
r r r− Λ , содер-

жащего  собственные частоты редуцируемых тонов в виде диагональных ком-

понент матрицы  Λr  . 

Кроме того, следует обратить внимание на то, что редуцированная мат-

рица  Q1
r ( )λ  , построенная с помощью простых корректирующих векторов, 

оказывается несимметричной, поскольку отсекаемый член в формуле (2.51) 
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является несимметричной матрицей. Величина вносимой таким образом не-

симметрии не превосходит погрешности, связанной с усечением модального 

разложения, и поэтому матрица может быть симметризована приравниванием 

или усреднением ее симметричных относительно главной диагонали элемен-

тов. 

Применение описанной в предыдущем разделе процедуры метода заме-

ны переменных дает следующее выражение для матрицы динамических жест-

костей: 

Q K M A G G G A A A I A

A B I A B

T T
M

T T

T T

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

λ λ λ λ λ

λ λ

= − + − + − − −

− − − −

∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗

− −

b b
m

p p a a a a

r r r r
m

r r r r r

1 1

1 2 1

Λ

Λ Λ Λ Λ                                        .
 (2.53) 

Здесь так же, как и в случае прямой подстановки, по сравнению с выра-

жением (2.45) изменился лишь последний член. Формула для редуцированной 

матрицы  Q2
r ( )λ  совпадает с (2.46) и справедливо сказанное выше по поводу 

матрицы Q1
r ( )λ . 

База данных по подконструкции дополняется вспомогательной матрицей 

и имеет вид: 

1) собственные частоты и векторы:  { }ω k k eigk N ,   ,   x0 1= , ,K   ; 

2) матрицы  A B K M ,   ,   ,  b b   ; 

3) матрицы корректирующих векторов:  G GMk k m  ,      ,    = −0 1, ,K  . 

Асимптотическая оценка погрешности редукции приобретает вид: 

δ λ
σ

=


















 → ∞

−

O m
r

m

min ,
2 2

      ,                               (2.54) 

поскольку в отбрасываемом члене присутствуют два множителя, содержащие 

матрицу Λr  . 

Отдельного рассмотрения требует случай  m = 1 , когда  G G= 0  . С уче-

том первого из уравнений системы (2.49) формула (2.37) переписывается в ви-

де: 
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A K G M G M X X A M X X A B M GT T∗ + − = + − −0 0 0 0 0 0 0 0λ λ λp p a a   ,      (2.55) 

и в результате прямой подстановки получается выражение для Q( )λ  , пред-

ставляющее частный случай формулы (2.51). 

Замена переменных при  m = 1  дает выражение для матрицы динамиче-

ских жесткостей, не укладывающееся в рамки частного случая формулы (2.53), 

а именно: 

Q K M A G G B G M G A A

A I A A B I A B

T T T T

T T T

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

λ λ λ λ λ

λ λ λ

= − + − − + −

− − − − − −

∗ − ∗ ∗

∗ − ∗ − −

b b p p

a a a a r r r r r r r r r

0 0 0 0 0
1

1 1 2 1       .Λ Λ Λ Λ Λ
 (2.56) 

Сравнение с приведенной ранее формулой (2.30) для матрицы, полу-

чающейся при использовании метода Крейга-Бэмптона, показывает идентич-

ность выражению (2.56), в случае, когда отсутствует ортогонализация коррек-

тирующих векторов в матрице  G0   к собственным векторам. 

Таким образом, мы можем точно определить место метода Крейга-

Бэмптона при исследовании гармонических колебаний как частного случая в 

схеме метода корректирующих рядов. Он соответствует использованию одно-

го члена ряда простых корректирующих векторов при формировании матрицы 

динамических жесткостей методом замены переменных. 

В таблице 7 представлены результаты расчета 6-го и 7-го тонов описан-

ной в разделе 2.1.1 составной консольной балки посредством синтеза с исполь-

зованием простых корректирующих векторов и формированием матрицы по 

методу замены переменных. Первая строка таблицы соответствует результа-

там, получаемым методом Крейга-Бэмптона, заметная погрешность которых 

связана с близостью этих тонов к частоте среза. 

На графике (рис. 2.4) показана сходимость собственной формы 7-го тона 

с увеличением порядка корректирующего ряда. Пунктирными линиями пока-

заны результаты расчетов с  m = 1, 2, 3, 4 . Сплошная линия соответствует точ-

ному решению. 

 



 - 105 -
Таблица 7 

m 6 7 
1 701.19666 1022.74370 
2 698.80981 985.51100 
3 698.69813 978.85810 
4 698.69050 977.01309 
5 698.68990 976.45243 
6 698.68985 976.27713 
7 698.68985 976.22178 
8 698.68985 976.20423 
9 698.68985 976.19867 
10 698.68985 976.19690 

 

 

 
Рис. 2.4. 
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2.2. Модальный синтез дискретных моделей подконструкций 

методом свободных границ. 

 

Альтернативой методу жестких границ в модальном синтезе подконст-

рукций, может служить метод свободных границ, определяющей характери-

стикой которого является использование в разложении колебаний подконст-

рукции в ряд собственных форм, вычисленных при условии, что внешние сте-

пени свободы не закреплены. 

Общая схема алгоритма применения корректирующих рядов для повы-

шения точности модального синтеза дискретных моделей подконструкций ме-

тодом свободных границ сформулирована в работе [104]. В данном разделе мы 

преобразуем эти формулы с учетом введенных обозначений и полученных в 

процессе разработки метода жестких границ результатов. К последним можно 

отнести выводы о необходимости построения корректирующих векторов в 

подпространстве, ортогональном учтенным в разложении собственным векто-

рам, и о неустойчивости процесса рекуррентного вычисления корректирую-

щих векторов, если не проводится ортогонализация на каждом его шаге. Здесь 

же отметим два способа формирования матриц динамических коэффициентов 

влияния. 

 

2.2.1. Построение корректирующих рядов в методе свободных границ. 

 

Как и в разделе 2.1, считаем, что уравнения гармонических колебаний 

подконструкции под влиянием сил взаимодействия с прочими составляющими 

сложной системы имеют вид (2.1). 

Внешние составляющие в векторе  x , не фиксируемые при расчете соб-

ственных частот и форм, назовем условно “соединительными” степенями сво-

боды (в отличие от фиксируемых “граничных” в методе жестких границ) и 
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обозначим  xc , а соответствующие им обобщенные силы обозначим  fc . Раз-

мерности векторов  xc  и  fc  обозначим  nc . Их включение в полные векторы 

узловых обобщенных перемещений и сил описывается с помощью формул: 

x C xT
c = ,    f

f
0

Cf=








=c
c   . 

Для аппроксимации колебаний подконструкции используем ее собствен-

ные векторы, являющиеся решением задачи о собственных значениях 

K x M x= σ   . 

Аналогично случаю жестких границ, обозначим  X  квадратную матрицу, 

составленную из собственных векторов, и выделим в ней матрицу собствен-

ных векторов с нулевыми собственными значениями  Xp  и матрицу  Xa  векто-

ров, сохраняемых в модальном разложении колебаний в дополнение к нуле-

вым, а также матрицу Xr , включающую остальные векторы, отбрасываемые 

при редукции: 

[ ]X X X X= p a r     .                                   (2.57а) 

Собственные частоты векторов  Xr  выше частот векторов  Xa . 

Обозначив   Λa  ,  Λr  - диагональные матрицы, составленные из собст-

венных значений, соответствующих отмеченным индексами группам собст-

венных векторов, получим соотношения: 

KX MXa a a= Λ   , KX MXr r r= Λ   .                          (2.57б) 

Считаем также, что собственные векторы нормированы по массе: 

X MX IT =  ,                                               (2.57в) 

I  - единичная матрица. 

Выберем форму модального разложения колебаний подконструкции, 

включающую вспомогательные члены, пропорциональные внешним силам 

[104], и запишем ее в матричном виде: 
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[ ]x H X X X

f
q
q
q

=



















p a r

c

p

a

r

  ,                                         (2.58) 

где  qp , qa , qr - векторы коэффициентов собственных форм,  H - матрица кор-

ректирующих векторов, количество которых соответствует размерности век-

тора внешних сил и каждый из которых представляет собой ряд по степеням 

частотного параметра: 

H H H H1= + + + −
−0

1
1λ λK m

m   .                             (2.59) 

Матричные коэффициенты ряда (2.59) вычисляются как решения после-

довательности статических задач: 

KH I MX X MX X C X MH 0
KH MH X MH 0

T T T

T
0 0

1 1 1
= − − =
= = = −



 −

( )
, ,

p p a a p

i i p i i m
  ,       ,

 ,       ,        .K
                (2.60) 

На систему (2.60) можно распространить выводы раздела 2.1.2 о том, что 

для устойчивости процесса вычислений ортогонализирующий множитель 

( )I MX X MX XT T− −p p a a   должен присутствовать в правой части каждого из 

уравнений системы (2.60), а не только первого. Поскольку в формальных вы-

кладках его присутствие не влияет на результат, мы для краткости здесь этот 

множитель опускаем. 

Условия ортогональности решений ядру сингулярной в общем случае 

матрицы  K , записанные в каждой строке системы (2.60), обеспечивают их 

единственность. Кроме того, получающиеся корректирующие вектора ортого-

нальны учтенным в разложении ненулевым собственным векторам, что выра-

жается формулами: 

X MH 0T
a i i m= = −; , , .      0 1K                                 (2.61) 

Подставив теперь разложение (2.58) в исходную систему (2.1), получим 

уравнение: 
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( ) ( ) ( )KH MH f MX q MX I q MX I q

Cf
− − + − + − =

=

λ λ λ λc p p a a a a r r r r

c

Λ Λ

                                                        .
 (2.62)   

С помощью соотношений (2.60) нетрудно получить формулу: 

KH MH I MX X MX X C MHT T− = − − − −λ λ( )p p a a
m

m 1  .                 (2.63) 

Тогда, умножая уравнение (2.62) слева поочередно на XT
p  , XT

a   и  XT
r  , 

получим с учетом формул (2.61) и (2.63) выражения для коэффициентов собст-

венных форм: 

q C fT
p p c= − −λ 1  ;                                                     (2.64) 

q I C fa
T

a a a c= − −( )Λ λ 1   ;                                      (2.65) 

q I C fT
r r r r

m
r c= − − −( ) ( )Λ Λλ λ1 1   ,                          (2.66) 

где введены обозначения: 

C C XT
p p=   , C C XT

a a=  , C C XT
r r=  ,                        (2.67) 

а также учтено легко выводимое с помощью формул (2.57б) соотношение 

X MH X CT T
r m r

m
r−

−=1 Λ   .                                       (2.68) 

Непосредственно подставляя выражения (2.64) - (2.66) в умноженную 

слева на  CT  формулу модального разложения (2.58), получим выражение для 

матрицы динамических податливостей подконструкции, связывающей внеш-

ние степени свободы с внешними усилиями 

x R fc c= ( )λ   ,                                            (2.69) 

в виде: 

R C H C C C I C

C I C

T T T

T

( ) ( )

( ) ( )

λ λ λ

λ λ

= − + − +

+ −

− −

− −

1 1

1 1

p p a a a a

r r
m

r r r

Λ

Λ Λ                                        .
                (2.70) 

Формула (2.70) дает точное выражение для матрицы динамических по-

датливостей. Если в модальном разложении не учитываются высокочастотные 

тона  Xr , имеем формулу для редуцированной матрицы: 

R C H C C C I CT T T
1

1 1r
p p a a a a( ) ( )λ λ λ= − + −− −Λ   .                      (2.71) 
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Присутствие множителя  ( )λΛ r

m−1   в потерянном при редукции члене, как 

и ранее в методе жестких границ для матрицы динамических жесткостей, по-

зволяет для матрицы  R 1
r ( )λ , полученной методом прямой подстановки, вы-

вести асимптотическую оценку погрешности в виде (2.18). 

Сформируем теперь матрицу R( )λ  с помощью замены переменных по 

формуле (2.58)  с матрицей преобразования 

[ ]T H X X X= p a r  . 

С учетом соотношений (2.63) и (2.68) получаем систему уравнений: 

H C H MH 0 0 C X C X
0 I 0 0
0 0 I 0

X C X C 0 0 I

f
q
q
q

H Cf
X Cf
X Cf
X Cf

T T T T

T T

T

T

T

T

− −
−

−
− −





































=

=





















−
−

−

λ λ
λ

λ
λ λ

m
m r r r

m

p

a a

r r
m

r r r

c

p

a

r

c

p c

a c

r c

1
1

1

( )

( )

Λ

Λ
Λ Λ

                                                         .

    (2.72) 

Из системы (2.72) получаются идентичные формулам (2.64) - (2.66) вы-

ражения для коэффициентов собственных форм, а также важное для после-

дующих выкладок соотношение: 

C X q H MH f C X X CfT T T T
r r

m
m c r r

m
r c= +−

−λ λ1
1 2( )Λ   .                 (2.73) 

Если теперь в умноженную слева на  CT  формулу модального разложе-

ния (2.58) подставить соотношения (2.64), (2.65) и (2.73), то получим выраже-

ние для матрицы динамических податливостей подконструкции в виде: 

R C H H H C C C I C

C I C

T T
M

T T

T

( ) ( )

( ) ( )

λ λ λ λ

λ λ

= + − + − +

+ −

− −

− −

m
p p a a a a

r r
m

r r r

1 1

1 2 1

Λ

Λ Λ                                                            ,
        (2.74) 

где введено обозначение  H MHM = −m 1  . 

Формула (2.74), как и формула (2.70), является точной, и ее усечение да-

ет вторую форму редуцированной матрицы 
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R C H H H C C C I CT T

M
T T

2
1 1r m

p p a a a a( ) ( )λ λ λ λ= + − + −− −Λ  .             (2.75) 

Как и при замене переменных в методе жестких границ, степень множи-

теля в составе отбрасываемого при редукции члена увеличилась вдвое по 

сравнению с методом прямой подстановки, и асимптотическая оценка погреш-

ности имеет вид (2.47). 

Такое уменьшение погрешности соответствует использованию в форму-

ле (2.70) корректирующего ряда порядка 2m и связано с появлением в форму-

лах (2.74) и (2.75) члена  λmH HT
M  , содержащего степени параметра λ до (2m - 

1)-й включительно. Можно показать, что коэффициенты при этих степенях 

равны тем, которые имеют место в формуле (2.70) при 2m-м порядке коррек-

тирующего ряда. 

База данных по подконструкции при использовании метода свободных 

границ несколько проще, чем в случае жестких границ: 

1) собственные частоты и векторы:  { }ω k k eigk N ,   ,   x0 1= , ,K   ; 

2) матрицы корректирующих векторов:  [ ]H HMk k m  ,      ,    = −0 1, ,K  . 

Квадратные скобки означают, что матрица HM   используется только при фор-

мировании матрицы динамических податливостей по методу замены перемен-

ных. 

В работе [129] предложен вариант метода свободных границ, известный 

как метод остаточных податливостей. В используемых нами обозначениях 

предложенную в этой работе форму редуцированного модального разложения 

можно записать (в случае невырожденной матрицы жесткостей) в виде: 

x X q K X X CfT= + −− −
a a a a a c( )1 1Λ   , 

содержащем вспомогательный член, в точности преобразующийся к первому 

члену корректирующего ряда с помощью соотношений (2) , поскольку 

H K I MX X C K X X CT T
0

1 1 1= − = −− − −( ) ( )a a a a aΛ  . 

Дальнейшие построения работы [129] сводятся к синтезу по методу сил с 

исключением сил взаимодействия подконструкций, и поэтому в плане учета 
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динамических свойств подконструкции этот подход соответствует рассмот-

ренному выше методу прямой подстановки. Следовательно, метод остаточных 

податливостей по точности соответствует использованию корректирующего 

ряда первого порядка (m = 1) при построении матрицы способом прямой под-

становки. 
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2.2.2. Вычисление корректирующих векторов с частотным сдвигом 

при наличии нулевых собственных частот. 

 

Вычисление матричных коэффициентов корректирующего ряда в соот-

ветствии с уравнениями (2.60), в которых требуется выполнение условия орто-

гональности решения ядру сингулярной матрицы, представляет серьезную вы-

числительную проблему, в особенности при необходимости соблюдения 

структуры разреженной матрицы жесткостей  K . 

В случае невырожденной матрицы  K  все собственные значения поло-

жительны, матрица  Xp  отсутствует, и подобной проблемы не возникает. Од-

нако для метода свободных границ более характерно отсутствие закрепления 

подконструкции при расчете ее динамических характеристик. Наиболее про-

стым средством избежать затруднений представляется способ, который можно 

назвать частотным сдвигом корректирующих векторов. 

Заменим в уравнениях (2.60) матрицу жесткостей  K  на  K K Mα α= +  , 

где α - параметр сдвига (α  > 0). Обозначим  ν = λ + α  смещенный частотный 

параметр, по степеням которого построим корректирующий ряд 

H H H H1= + + + −
−0

1
1ν νK m

m   , 

коэффициенты которого определяются из уравнений: 

K H I MX X MX X C
K H MH

T T
α

α

0

1 1 1
= − −
= = −



 −

( )
, ,

p p a a

i i i m
  ,

 ,        .K
                         (2.76) 

Решение системы уравнений (2.76) не вызывает затруднений ввиду по-

ложительной определенности матрицы  Kα . Опуская промежуточные выклад-

ки, отметим лишь изменившееся выражение для коэффициентов собственных 

форм: 

q I C fT
r r r r

m
r c= − − −( ) ( )Λ Νλ ν1 1   ,                                 (2.77) 
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и приведем выражения для матрицы динамических податливостей, получаю-

щиеся при формировании их по методу прямой подстановки: 

R C H C C C I C

C I C

T T T

T

( ) ( )

( ) ( )

λ λ λ

ν λ

= − + − +

+ −

− −

− −

1 1

1 1

p p a a a a

r r
m

r r r

Λ

Ν Λ                                       ,
                       (2.78) 

R C H C C C I CT T T
1

1 1r
p p a a a a( ) ( )λ λ λ= − + −− −Λ   ,                                (2.79) 

и по методу замены переменных: 

R C H H H C C C I C

C I C

T T
M

T T

T

( ) ( )

( ) ( )

λ ν λ λ

ν λ

= + − + − +

+ −

− −

− −

m
p p a a a a

r r
m

r r r

1 1

1 2 1

Λ

Ν Λ                                                            ,
     (2.80) 

R C H H H C C C I CT T
M

T T
2

1 1r m
p p a a a a( ) ( )λ ν λ λ= + − + −− −Λ    ,                (2.81) 

где  Νr = Λr + αIr . 

Из выражений (2.78) - (2.81) следует, что частотный сдвиг несколько из-

меняет формулы асимптотических оценок погрешности редукции модального 

разложения, а именно, для метода прямой подстановки: 

δ λ α
σ α

=
+

+



















→ ∞O m

r

m

min ,     ,                                 (2.82) 

и для метода замены переменных : 

δ λ α
σ α

=
+

+



















→ ∞O m

r

m

min ,
2

    .                                (2.83) 

Формулы (2.82) и (2.83) показывают, что для  λ σ< r
min  сходимость при 

возрастании порядка корректирующего ряда сохраняется, хотя скорость ее не-

сколько снижается из-за увеличения основания степени. Заметим, что к замед-

лению сходимости приводит увеличение параметра частотного сдвига α , но 

слишком малые его значения ухудшают обусловленность матрицы Kα , а это 

может повлечь за собой снижение точности вычислений при решении систем 

(2.76). 
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Аналогичным образом частотный сдвиг может использоваться в методе 

жестких границ, если вырождена матрица K0 . Корректирующий ряд строится 

по степеням смещенного частотного параметра: 

G G G G1= + + + −
−0

1
1ν νK m

m   .                                (2.84) 

Применительно к случаю двойных корректирующих векторов рекур-

рентную систему уравнений (2.33) следует переписать в виде: 

K G I M X X M X X A
K G M G

T T
α

α

0 0 0 0

0 1 1 1
= − − −
= = −





∗

−

( )
, ,

p p a a

i i i m
  ,

 ,        ,K
                    (2.85) 

где  K K Mα α= +0 0  . 

Выражение для коэффициентов редуцируемых собственных форм при-

обретает вид: 

q I A xT
r r r r

m
r b= − − − − ∗( ) ( )Λ Νλ ν1 1   ,                              (2.86) 

матрица динамических жесткостей, получаемая прямой подстановкой: 

Q K M A G A A A I A

A I A

T T T

T

( ) ( )

( ) ( )

λ λ λ λ

ν λ

= − + + − − −

− −

∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗

∗ − − ∗

b b p p a a a a

r r
m

r r r

1 1

1 1

Λ

Ν Λ                                                                 ,
       (2.87) 

и заменой переменных: 

Q K M A G G G A A A I A

A I A

T T
M

T T

T

( ) ( )

( ) ( )

λ λ λ λ λ

ν λ

= − + − + − − −

− −

∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗

∗ − − ∗

b b
m

p p a a a a

r r
m

r r r

1 1

1 2 1

Λ

Ν Λ                                        .
 (2.88) 

Для простых корректирующих векторов система (2.49) переписывается в 

виде: 

K G I M X X M X X A B
K G I M X X M X X B M G
K G M G

T T

T T
α

α

α

α0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 2 1

= − − − +
= − − +
= = −









−

( )( )
( )

, ,

p p a a

p p a a

i i i m

  ,
  ,

 ,        ,K

                   (2.89) 

коэффициенты редуцируемых собственных форм: 

q I A B xr r r r
m

r r r b= − − −− −( ) ( ) ( )Λ Ν Λλ ν1 1   ,                           (2.90) 

матрица динамических жесткостей, получаемая прямой подстановкой: 

Q K M A G A A A I A

A I A B

T T T

T T

( ) ( )

( ) ( ) ( )

λ λ λ λ

ν λ

= − + + − − −

− − −

∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗

∗ − −

b b p p a a a a

r r
m

r r r r r

1 1

1 1

Λ

Ν Λ Λ                                                 ,
     (2.91) 
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и заменой переменных: 

Q K M A G G G A A A I A

A B I A B

T T
M

T T

T T

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

λ λ λ λ λ

ν λ

= − + − + − − −

− − − −

∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗

− −

b b
m

p p a a a a

r r r r
m

r r r r r

1 1

1 2 1

Λ

Λ Ν Λ Λ                                        .
(2.92) 

Выражения для асимптотических оценок погрешности редукции преоб-

разуются аналогично формулам (2.82), (2.83) с учетом сдвига частотного па-

раметра. 
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2.2.3. Сопоставление точности методов свободных и жестких границ. 

 

Рассматриваются изгибные колебания составной консольной балки, опи-

санной в разделе 2.4.1. При проведении расчетов ставилась задача определения 

собственных частот составной балки, лежащих ниже обусловленной частоты 

среза, посредством синтеза подконструкций с использованием их собственных 

форм только с частотами, не превосходящими эту же частоту среза. 

Отметим, что при использовании распространенных методик модального 

синтеза подконструкций рекомендуется для обеспечения удовлетворительной 

в пределах заданного частотного диапазона точности результатов учитывать 

все тона колебаний подконструкций, частоты которых превосходят обуслов-

ленную частоту среза в 1,5 - 2 раза. 

На рис. 2.5 показаны собственные частоты составной конструкции в со-

поставлении с собственными частотами подконструкций при синтезе как  ме-

тодом жестких границ, так и методом свободных границ. 

Исследовалась сходимость значений собственных частот, получаемых в 

результате синтеза подконструкций, к точным значениям в зависимости от по-

рядка корректирующего ряда. Как и в предыдущих разделах, в расчетах ис-

пользованы модели подконструкций, состоящие из 12 и 8 конечных элементов. 

Результаты исследования суммированы на графике (рис. 2.6), где пред-

ставлена относительная погрешность вычисления собственных частот при 

синтезе подконструкций в зависимости от порядка корректирующего ряда 

(значения m задавались одинаковыми для обеих подконструкций). Результаты 

вычислений по методу свободных границ (сплошные линии) сопоставлены с 

результатами, полученными в разделе 2.1.2 по методу жестких границ (изо-

бражены штриховыми линиями). При формировании матриц динамических 

податливостей и жесткостей использован метод прямой подстановки. Цифра-

ми отмечены номера тонов составной конструкции, сходимость к которым ис-
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следована. С возрастанием номера тона точность снижается, как и следует из 

асимптотических оценок. 

 
Рис. 2.5. 

 

Графики показывают, что синтез по методу свободных границ при том 

же числе членов корректирующего ряда обеспечивает более высокую точность 

результатов, чем по методу жестких границ. Это согласуется с выводом, сде-

ланным в разделе 1.1 при анализе формулы (1.20). 

При выводе оценочных формул погрешности для дискретных моделей 

подконструкций как в методе жестких, так и в методе свободных границ полу-

чались степени одного порядка (выражение (2.18)). В то же время реально по-

лученная погрешность для этих двух методов отличается примерно на единицу 

показателя степени. Формальная реализуемость для метода жестких границ в 

случае дискретной модели последнего шага, приводящего к соотношению 

(2.11) и доводящего порядок оценки погрешности до величины порядка кор-

ректирующего ряда, не приводит к истинному ускорению сходимости. Здесь 

проявляется физическая природа различия двух подходов, отраженного в вы-
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ражениях (1.15) и (1.16). При этом увеличивающий погрешность множитель 

лишь загоняется в коэффициент формулы, дающей ее асимптотическую оцен-

ку. 

 
 

 
Рис. 2.6. 

 

Сходимость собственных форм при наращивании корректирующих ря-

дов можно наглядно иллюстрировать на примере формы 7-го тона, частота ко-

торого вплотную прилежит к частоте среза, и потому находится в наихудших 

условиях с точки зрения точности вычисления (рис. 2.7). Если погрешность 

вычисления собственной частоты при  m = 1 составила 5%, то для собственной 

формы она достигает 22%. Заметим, что для тонов ниже 7-го аналогичные 

кривые совпадают с точным решением в пределах толщины линии рисунка. 
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Рис. 2.7. 
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2.3. Гибридный подход к модальному синтезу дискретных моделей 

подконструкций. 

 

В предыдущих разделах рассмотрены два “чистых” направления мо-

дального синтеза подконструкций - метод жестких границ и метод свободных 

границ - в соответствии с видом собственных форм, определяемым условиями 

закрепления тех степеней свободы подконструкции, которые входят в соеди-

нение с другими компонентами системы. Однако вполне реальна ситуация, ко-

гда динамические характеристики подконструкции удобно определять при 

смешанном характере закрепления этих внешних степеней свободы (например, 

при предварительном согласовании их с данными эксперимента, проводимого 

при вполне конкретных заданных условиях закрепления). 

Разработанная выше теория корректирующих рядов для повышения точ-

ности модального синтеза дискретных моделей подконструкций естественным 

образом распространяется на гибридный метод. Идея такого обобщения состо-

ит в том, что модальное разложение дополняется с целью ускорения его схо-

димости двумя корректирующими рядами типа использованных в разделах 2.1 

и 2.2. Один из них служит для компенсации вклада высокочастотных тонов в 

отклик подконструкции, обусловленного воздействием внешних компонент 

составной системы через граничные степени свободы (закрепленные при оп-

ределении форм), а другой выполняет аналогичную функцию для соедини-

тельных степеней свободы. 

При выводе соотношений мы изначально учитываем, что для устойчивой 

численной реализации алгоритма последовательного вычисления векторных 

коэффициентов корректирующего ряда (корректирующих векторов) необхо-

димо на каждом шаге выполнять ортогонализацию к совокупности сохраняе-

мых в модальном разложении собственных векторов. Кроме того, здесь сохра-

няется возможность на базе одних и тех же корректирующих векторов строить 
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матрицы динамических коэффициентов влияния двумя способами: методом 

прямой подстановки или методом замены переменных, последний из которых 

дает более точные выражения для редуцированных матриц. 

В уравнениях гармонических колебаний подконструкции под влиянием 

сил взаимодействия с прочими составляющими сложной системы (2.1) выде-

лим блоки, соответствующие граничным степеням свободы переписав их в ви-

де: 

K A
A K

x
x

M B
B M

x
x

f
f

T T
b b b b b

0 0 0 0 0









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


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

−

















=








λ  .                     (2.93) 

Модальное разложение колебаний подконструкции строится на основе 

собственных векторов, являющихся решениями задачи о собственных значе-

ниях для случая закрепленных граничных степеней свободы (2.2). 

Квадратную матрицу X0 , образованную полным набором собственных 

векторов, представим в виде (2.31а), причем выполнены соотношения (2.31б) и 

условия ортогональности и нормировки (2.31в). 

В векторах  x0  и  f0 выделим не закрепленные при определении собст-

венных векторов внешние составляющие с помощью формул: 

f
f
0

Cf0 =








=c
c ,    x C xT

c = 0   . 

Полные векторы внешних степеней свободы и внешних обобщенных сил 

представим в виде: 

x
x
xe

b

c

=








  ,     f
f
fe

b

c

=








  . 

В выражение для модального разложения колебаний подконструкции 

включим вспомогательные члены, пропорциональные граничным обобщенным 

перемещениям xe , и члены, пропорциональные внешним силам fe , соответст-

вующим соединительным степеням свободы,  что в матричном виде может 

быть записано следующим образом: 
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Здесь  qp , qa , qr - векторы коэффициентов собственных форм,  Ib  - единичная 

матрица, а  G и H - матрицы корректирующих векторов, вид которых опреде-

ляет величину погрешности, возникающей при усечении модального разложе-

ния. 

В разделе 2.2.2 предложено в случае вырожденной матрицы жесткостей 

использовать частотный сдвиг при вычислении корректирующих векторов в 

качестве способа избежать существенных вычислительных трудностей, свя-

занных с решением недоопределенных систем линейных уравнений в ортого-

нальном к ядру матрицы подпространстве. Мы приведем здесь формулы для 

наиболее общего случая, когда корректирующие ряды для граничных и соеди-

нительных степеней свободы содержат различное число членов и вычисляются 

с различными значениями параметра частотного сдвига.  

Матрицы корректирующих векторов граничных и соединительных сте-

пеней свободы G и H строятся как степенные ряды относительно смещенных 

частотных параметров  µ = λ + α ,  ν = λ + β : 

G G G G1= + + + −
−0

1
1µ µK m

m   ,                                  (2.95) 

H H H H1= + + + −
−0

1
1ν νK n

n   ,                                   (2.96) 

где  α  и  β  - такие величины частотных сдвигов, что невырожденными оказы-

ваются матрицы 

K K Mα α= +0 0   ,   K K Mβ β= +0 0   . 

Матричные коэффициенты рядов (2.95) и (2.96) вычисляются как реше-

ния последовательностей задач: 

K G I M X X M X X A B
K G M G
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α
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0 1 1 1
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                     (2.97) 
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Как и ранее, в системах (2.97) и (2.98) множитель 

( )I M X X M X XT T
0 0 0− −p p a a  должен присутствовать в правой части каждого из 

уравнений для обеспечения устойчивости вычислительного процесса, но опу-

щен для краткости, поскольку не влияет на результат последующих выкладок. 

Система (2.97) в соответствии с введенной выше терминологией исполь-

зуется для формирования последовательности двойных корректирующих век-

торов, соответствующих граничным степеням свободы. Для формирования 

простых корректирующих векторов используется система уравнений (2.89). 

Получающиеся корректирующие векторы ортогональны учтенным в раз-

ложении собственным векторам, что выражается формулами: 

X M G 0 X M G 0T T
p i a i i m0 0 0 1= = = −; ; , ,         K   ,                       (2.99) 

X M H 0 X M H 0T T
p i a i i n0 0 0 1= = = −; ; , ,         K   .                     (2.100) 

Задача теперь состоит в выводе соотношений, связывающих между со-

бой непосредственно внешние степени свободы подконструкции и соответст-

вующие им обобщенные силы. 

Выполним преобразования в соответствии с методом замены перемен-

ных, рассматривая формулу модального разложения (2.94) как выражение для 

замены переменных в уравнениях колебаний (2.93) с матрицей преобразования 

T
I 0 0 0 0
G H X X X

=










b

p a r
 . 

В результате получаем систему матричных уравнений: 
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                                  (2.101) 

Здесь для удобства записи введены следующие обозначения: 

Μ Λr r r= + αI    ,  Ν Λr r r= + βI    , 

A A B∗ = − λ   ,  G M GM = −0 1m   ,  H M HM = −0 1n   , 

A A XT
p p
∗ ∗=   ,  A A XT

a a
∗ ∗=   ,  A A XT

r r
∗ ∗=   , 

C C XT
p p=   ,  C C XT

a a=   ,  C C XT
r r=   . 

При выводе формул для элементов матрицы в системе (2.101) использо-

ваны соотношения (2.99), (2.100) и свойства ортогональности собственных 

форм, а также легко выводимые с помощью соотношений (2.95) - (2.98) выра-

жения: 

A K G B M G M X X A M X X A M GT T+ − + = + −∗ ∗
−0 0 0 0 0 1λ µ( ) p p a a

m
m   , 

K H M H I M X X M X X C M HT T
0 0 0 0 0 0 1− = − − − −λ ν( )p p a a

n
n   , 

из которых следует: 

X A K G B M G X AT T
r r

m
r( ( )) ( )+ − + = − ∗

0 0
1λ µΜ   ,                   (2.102) 

X K H M H X C X CT T T
r r r

n
r( ) ( )0 0

1− = − −λ νΝ   .                       (2.103) 

Последние три матричные уравнения системы (2.101) дают выражения 

для коэффициентов собственных форм: 
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q C f A xT T

p p c p b= − −− ∗λ 1{ }   ,                                             (2.104) 

q I C f A xa
T T

a a a c a b= − −− ∗( ) { }Λ λ 1   ,                                (2.105) 

q I C f A xT T
r r r r

n
r c r

m
r b= − −− − − ∗( ) {( ) ( ) }Λ Ν Μλ ν µ1 1 1   .     (2.106) 

Подстановка формул (2.104) - (2.106) во второе уравнение системы 

(2.101) дает вспомогательное соотношение, которое используется в дальней-

ших преобразованиях: 

C q H G x H H f
C I C f A x

T
M

T
M

T T
r r

m
b

n
c

r r
n

r r r
n

r c r
m

r b

= + +

+ − −− − − − ∗

µ ν

ν λ ν µ               .( ) ( ) {( ) ( ) }Ν Λ Ν Μ1 1 1 1
    (2.107) 

Результатом всех преобразований является система из двух матричных 

уравнений, связывающих граничные и соединительные степени свободы с со-

ответствующими им обобщенными силами: 

Q x S f f
x Sx R f

T
b b c b

c b c c

− =
= +





  ,
  .

                                        (2.108) 

Первое уравнение этой системы получается путем подстановки формул 

(2.104) - (2.106) в первое уравнение системы (2.101). Для вывода второго урав-

нения эти же формулы подставляются в очевидным образом получаемое из 

соотношения (2.94) выражение (после подстановки следует учесть формулу 

(2.107)): 

x C Gx C Hf C q C q C qT T
c b c p p a a r r= + + + +    . 

Матрицы, входящие в систему (2.108) определяются формулами: 

Q K M A G G G A A

A I A A I A

T T
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T

T T

b b b
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p p

a a a a r r
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r r r
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λ λ µ λ

λ µ λ

= − + − + −

− − − −
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∗ − ∗ ∗ − − ∗

1

1 1 2 1               ,Λ Μ Λ
         (2.109) 
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               (2.110) 

S C G H G C A C I A

C I A

T T
M

T T

T
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λ µ λ λ

µ ν λ

= + + − − −

−
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− − − ∗

m
p p a a a a

r r
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r r r

1 1

1 1 1

Λ
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             (2.111) 
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Матрица Qb в системе (2.108) содержит динамические жесткости гра-

ничных степеней свободы, матрица Rc - динамические податливости соедини-

тельных степеней свободы, а матрицу S в соответствии с терминологией рабо-

ты [168] назовем геометрической. 

Формулы (2.109) - (2.111) дают точные выражения для матриц системы 

(2.108), поскольку построены с использованием полного набора собственных 

векторов подконструкции. При редукции модального разложения, состоящей в 

отсечении высокочастотных собственных форм, формула замены переменных 

приобретает вид: 

x
I 0 0 0
G H X X

x
f
q
q

=




























b

p a

b

c

p

a

  , 

а в выражениях для матриц (2.109) - (2.111) отбрасываются последние члены, 

содержащие диагональные матрицы вида  ( )µΜ r
m−1   и  ( )νΝ r

n−1 . 

Отсюда следует, что для значений частоты, расположенных ниже наи-

меньшей из отброшенных собственных частот, увеличение порядков коррек-

тирующих рядов  m  и  n  приводит к уменьшению погрешности при вычисле-

нии матриц системы (2.108). 

Для случая  m = n  и  α = β  можно записать общую асимптотическую 

оценку погрешности редукции матриц при увеличении порядка корректирую-

щих рядов в виде: 

δ λ α
σ α

=
+

+


















 → ∞O m

r

m

min ,
2

      ,                             (2.112) 

где  σ r
min   - минимальная из частот отброшенных собственных форм.  

Способ дальнейшего использования системы (2.108) определяется тем, 

на базе какого метода осуществляется объединение моделей подконструкций в 

единую систему - метода перемещений или метода сил. 
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Метод перемещений наиболее привычен для исследователей, приме-

няющих метод конечных элементов. Матрицы динамических жесткостей под-

конструкций естественным образом объединяются в единую матрицу жестко-

стей сложной системы. Нули детерминанта этой единой матрицы являются 

собственными частотами системы. Матрица динамических жесткостей под-

конструкции, связывающая ее внешние степени свободы с соответствующими 

обобщенными силами 

Q x fe e e( )λ =   ,                                           (2.113) 

имеет вид: 

Q
Q S R S S R

R S R

T T

e
b c c

c c

( )λ =
+ −
−











− −

− −

1 1

1 1   .                        (2.114) 

Алгоритмическая схема реализации метода сил несколько сложнее (см., 

например, работы [159, 53]), однако возможны ситуации, когда его примене-

ние может оказаться более удобным. В этом случае матрица динамических по-

датливостей в уравнении 

x R fe e e= ( )λ   ,                                          (2.115) 

имеет вид: 

R
Q Q S

SQ R SQ S

T

Te
b b

b c b

( )λ =
+











− −

− −

1 1

1 1   .                           (2.116) 

Мы детально рассмотрели случай, когда для граничных степеней свобо-

ды использовались двойные корректирующие векторы, а для формирования 

матриц динамических коэффициентов влияния применялся метод замены пе-

ременных. Возможности модификации связаны с использованием для гранич-

ных степеней свободы простых корректирующих векторов, а также метода 

прямой подстановки при формировании матриц. 

В общем случае гибридного подхода структура базы данных по подкон-

струкции такова: 

1) собственные частоты и векторы:  { }ω k k eigk N ,   ,   x0 1= , ,K   ; 
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2) матрицы  A B K M ,   ,   ,  b b   - при наличии граничных степеней свободы; 

3) матрицы корректирующих векторов граничных степеней свободы: 

{ } { }[ ]G G G GM Mk
A

k
B A Bk m ,   ,    ,    ,  = −0 1, ,K   - для двойных векторов, 

[ ]G GMk k m  ,      ,    = −0 1, ,K    - для простых векторов; 

4) матрицы корректирующих векторов соединительных степеней свободы: 

[ ]H HMk k n  ,      ,    = −0 1, ,K  . 

Квадратные скобки означают, что соответствующие матрицы используются 

только при формировании матриц динамических жесткостей или податливо-

стей по методу замены переменных. 

Для сопоставимости результатов в качестве примера применения гиб-

ридного метода вычислим собственные частоты изгибных колебаний состав-

ной консольной балки, описанной в разделе 2.1.1. Балка рассматривалась как 

конструкция, составленная из трех подконструкций (рис. 2.8). Для моделиро-

вания подконструкций A и C использован метод свободных границ, а для под-

конструкции B - гибридный метод. Здесь же показаны собственные частоты 

составной конструкции в сопоставлении с собственными частотами подконст-

рукций. 

Собственные частоты составной балки определялись путем синтеза с ис-

пользованием метода перемещений. Показанная на рисунке частота среза оп-

ределяла набор использованных собственных форм подконструкций. 

Задача состояла в исследовании сходимости значений собственных час-

тот, получаемых при синтезе подконструкций, к точным значениям в зависи-

мости от порядка корректирующих рядов. Конечноэлементные модели под-

конструкций A, B и C состояли соответственно из 6, 6 и 8 элементов. Точные 

значения получены с помощью объединенной модели, состоящей из 20 эле-

ментов. 

На графике (рис. 2.9) представлена относительная погрешность вычис-

ления собственных частот при синтезе подконструкций в зависимости от по-
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рядка корректирующего ряда (значения m задавались одинаковыми для всех 

подконструкций). Цифрами напротив кривых отмечены номера тонов состав-

ной конструкции. В соответствии с асимптотическими оценками точность 

снижается с возрастанием номера тона. 

 
Рис. 2.8. 

 

 
Рис. 2.9. 
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2.4. Расчет амплитудно-фазовых частотных характеристик сложных 

упругих систем с учетом демпфирования. 

 

Высокая эффективность метода корректирующих рядов проявляется при 

исследовании амплитудно-фазовых частотных характеристик составных упру-

гих конструкций. Выполнив подготовительные расчеты, в результате которых 

формируются базы данных входящих в сложную систему подконструкций, 

можно быстро и оперативно исследовать ее динамические свойства. Каждой 

точке годографа АФЧХ на комплексной плоскости соответствуют операции, 

состоящие лишь в вычислении компонент матриц динамических коэффициен-

тов влияния каждой из подконструкций, формировании матрицы динамиче-

ских жесткостей или динамических податливостей составной конструкции и 

решении системы линейных алгебраических уравнений. В случае относитель-

но небольшого количества узлов соединения порядок этой системы невелик и 

все необходимые расчеты требуют весьма незначительного времени. Подроб-

ные с учетом всех резонансных особенностей графики частотных характери-

стик получаются за считанные секунды работы компьютера. При этом следует 

учесть возможность быстрого изменения конфигурации и состава сложной 

системы без повторного пересчета динамических характеристик отдельных ее 

составляющих, чтобы оценить удобство метода при исследовании конструк-

тивных вариантов. 

При построении амплитудно-фазовых частотных характеристик упругой 

системы необходимо учитывать демпфирование ее составляющих. Будем ис-

ходить из предположения о том, что демпфирование в каждой подконструкции 

пропорциональное.  В этом случае диссипативная матрица  C  , входящая в 

уравнения колебаний конечноэлементной модели подконструкции: 

M x C x Kx fd
dt

d
dt

2

2 + + =   ,                                     (2.117) 
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может быть представлена в виде суммы двух матриц: 

C C CM K= +     ,                                           (2.118) 

одна из которых характеризует внешнее демпфирование 

C MM M= γ   ,                                              (2.119) 

а вторая - внутреннее демпфирование  

C KK K= γ   .                                              (2.120) 

Таким образом, демпфирование каждой из подконструкций характеризу-

ется двумя параметрами: γ M   и  γ K  . 

В случае гармонических колебаний системы, переходя к комплексным 

амплитудам, с учетом (2.117) - (2.119) имеем: 

( )K M x f
K

− =
+

p
i
1

1 ωγ
  ,                                 (2.121) 

где  i - мнимая единица, а  p - комплексный параметр: 

p i
i

=
−

+
ω ωγ

ωγ

2

1
M

K

  .                                        (2.122) 

К системе уравнений (2.121) можно применить описанную выше схему 

разложения решения в ряды по собственным и корректирующим векторам по 

формуле (2.94). 

Уравнение (2.121) по виду не отличается от (2.1), и поэтому для него 

применимы все преобразования, приведшие к системе уравнений (2.108). При 

этом частотный параметр λ заменяется на p. Комплексные матричные коррек-

тирующие ряды имеют по-прежнему вид (2.95), (2.96), однако параметры  µ  и  

ν  становятся комплексными 

µ α= +p   ,  ν β= +p    , 

а система (2.108) преобразуется в систему: 
~ ~

~ ~
Q x S f f
x Sx R f

T
b b c b

c b c c

− =
= +





  ,
  ,

                                       (2.123) 

с комплексными матрицами: 
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~ ( ) ( ) ( )Q QKb bi pω ωγ= +1   , 
~ ( ) ( ) ( )R R Kc c p iω ωγ= +1   , 

~( ) ( )S Sω = p   . 

Далее для исследования гармонического отклика демпфированной слож-

ной системы можно использовать как метод перемещений, так и метод сил. 

Комплексные матрицы динамических жесткостей и динамических податливо-

стей получаются по формулам, аналогичным (2.114) и (2.116). 

Отметим, что различные модули в составе одной сложной конструкции 

при таком подходе могут иметь разные параметры демпфирования  γ M  и γ K  . 

В таком случае демпфирование для составной конструкции в целом уже не бу-

дет пропорциональным. 

В качестве примера исследования динамики демпфированной составной 

конструкции возьмем ту же консольную балку, которая рассмотрена в разделе 

2.1.1. Пусть задача состоит в определении передаточной функции, характери-

зующей отклик системы - поперечное перемещение w точки, расположенной в 

середине балки, на действие поперечной изгибающей гармонической силы P , 

приложенной к свободному концу балки (рис 2.10). 

 

 
Рис. 2.10. 

 

В рамках описанной методики точка приложения силы к составной кон-

струкции должна входить в число точек, содержащих внешние параметры, с 

тем чтобы эту силу можно было включить в вектор правой части объединен-
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ной системы уравнений. В данном случае эту точку можно формально вклю-

чить в число точек соединения, считая в дальнейшем, что она сопрягается 

лишь с одной из подконструкций. 

Используем метод жестких границ. При этом закрепление подконструк-

ций в точках соединения означает, что и для балки A , и для балки B решается 

задача о собственных колебаниях при условии жесткой заделки с обеих сторон 

(собственные частоты приведены в таблице 8). 

Таблица 8 

№ Подконструкции 
тона A B 

1 145,388874 327,147106 
2 400,813915 902,287198 
3 786,033563 - 

 

Информация баз данных о собственных и корректирующих векторах 

подконструкций была дополнена данными о коэффициентах форм, позволяю-

щими вычислять искомую локальную характеристику - перемещение иссле-

дуемой точки, входящей в первую подконструкцию. 

При расчете значения параметров демпфирования задавались равными 

γ M = 0 1,  и γ K = 0 01,  для каждой из подконструкций. 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика строилась в окрестности 

первого тона колебаний составной конструкции. На рис. 2.11 полученные ре-

зультаты представлены в виде годографов на комплексной плоскости. На кри-

вых отмечены точки, соответствующие указанным значениям частоты гармо-

нического воздействия (в Гц). Кривые 1 и 2 получены для порядка корректи-

рующих рядов m = 1 при учете одного тона колебаний в каждой из подконст-

рукций и при учете всего набора тонов, указанных в таблице 8. Кривая 3 в 

пределах точности построения соответствует результатам, полученным для m 

> 1 при учете одного или более тонов для каждой из подконструкций. Также в 

кривую 3 вписываются точные результаты, полученные по аналитическим 
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формулам для континуальной задачи. Тем самым, высокая точность результа-

тов обеспечивается уже при введении корректирующих рядов второго поряд-

ка. 

 
Рис. 2.11. 
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2.5. О синтезе аналитических и дискретных моделей подконструкций. 

 

В главе 1 сформулированы наиболее общие соотношения метода коррек-

тирующих рядов, применимые к произвольным аналитическим моделям под-

конструкций. Идентичность систем уравнений (1.18) и (2.108) приводит к вы-

воду о совместимости этих соотношений с разработанными для дискретных 

моделей подходами. Это дает возможность включения в разработанные про-

граммные вычислительные комплексы блоков расчета динамических коэффи-

циентов влияния подконструкций на основе аналитических соотношений без 

предварительного анализа их динамических характеристик в случае, когда та-

кие соотношения могут быть выведены для их собственных форм и членов 

корректирующего ряда. 

В разделе 4.3 рассмотрена аналитическая модель подконструкции, опи-

сывающая изгибные колебания однородной балки, внешние параметры кото-

рой соответствуют прогибам и поворотам ее концов. Для нее выведены соот-

ношения метода корректирующих рядов и получены формулы для построения 

матриц динамических коэффициентов влияния, соответствующих редуциро-

ванным модальным разложениям. 

Для проведения численных исследований применения выведенных в 

разделе 1.4 соотношений выбран, как и в разделах 2.1 - 2.4, пример составной 

консольной балки (рис. 2.12). 

Балка рассматривается как система двух подконструкций, представляю-

щих собой шарнирно опертые балки. Собственные частоты такой системы вы-

числены с помощью синтеза аналитических моделей подконструкций и сопос-

тавлены с известными точными решениями с целью исследования точности 

результата в зависимости от числа членов корректирующих рядов. Синтез 

осуществлялся с помощью метода перемещений. 
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Рис.2.12. 

 

При проведении исследований полагалось, что число членов в корректи-

рующих рядах для граничных степеней свободы совпадает с их числом для со-

единительных степеней свободы (m = n) и одинаково для обеих подконструк-

ций. Обусловленная частота среза 1000 Гц определяла количество собствен-

ных форм, учитываемых в модальных разложениях колебаний подконструк-

ций, как видно из диаграмм на рис. 2.12. 

Относительная погрешность вычисления собственных частот при синте-

зе подконструкций в зависимости от порядка корректирующих рядов пред-

ставлена графически на рис. 2.13. Номера кривых соответствуют номерам то-

нов составной конструкции, сходимость к которым исследована. 

Начальные участки полученных кривых соответствуют по характеру 

экспоненциальному убыванию погрешности с возрастанием порядков коррек-

тирующих рядов согласно асимптотической оценке (1.20). Пунктирное окон-

чание кривых означает, что процесс вычисления собственных частот при уве-

личении порядка корректирующих рядов вырождается: наблюдается беспоря-

дочное чередование положительных и отрицательных значений характеристи-

ческого определителя. Этот эффект рассмотрен применительно к дискретным 

моделям подконструкций в разделе 2.1.2. Неустойчивость рекуррентного про-
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цесса вычисления высших членов корректирующего ряда по отношению к 

возмущениям, содержащим гармоники, соответствующие низшим тонам коле-

баний подконструкции приводит к накоплению погрешностей, полностью ис-

кажающих решение. Подавить неустойчивость в случае дискретных моделей  

удается путем построения корректирующих рядов в подпространстве, ортого-

нальном учтенным в модальном разложении собственным формам. При этом 

на каждом шаге рекуррентного процесса должна выполняться дополнительная 

ортогонализация решения к этим собственным формам. 

 

 
Рис.2.13. 

 

В рассмотренном здесь примере корректирующие функции представле-

ны наборами полиномиальных коэффициентов { }C k li k
l
, , ,  ,  = 0 K  и 

{ }D k li k
l
, , ,  ,  = 0 K . Рекуррентный процесс их вычисления для  l = 1, 2, ...  так-

же связан с накоплением погрешностей в соответствии с характером неустой-
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чивости последовательностей решений краевых задач (1.22) и (1.23). Эта неус-

тойчивость неизбежно приводит к неустойчивости любого численного алго-

ритма, моделирующего этот процесс. Реализация процесса построения коррек-

тирующих функций в ортогональном собственным формам подпространстве с 

корректировкой на каждом шаге связана с определенным усложнением алго-

ритма аналогично тому, как это сделано в разделе 2.1.2 применительно к дис-

кретным моделям подконструкций. Это создает дополнительные сложности в 

и без того непростой задаче вывода аналитических соотношений для контину-

альной модели подконструкции. 
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2.6. Расчет динамических характеристик орбитальной 

космической станции. 

 

На основе полученных теоретических результатов по использованию 

корректирующих рядов для повышения точности синтеза динамических ха-

рактеристик составных упругих конструкций разработан программный ком-

плекс, предназначенный для проведения расчетов на компьютерах типа IBM 

PC. 

Программные компоненты комплекса позволяют рассчитывать собст-

венные частоты и формы колебаний отдельных модулей конструкции, которые 

в дальнейшем используются при исследовании динамических свойств сложной 

структуры, в частности для расчета амплитудно-фазовых частотных характе-

ристик, определяющих нагрузки и деформации в заданных сечениях при 

внешних динамических воздействиях. 

Синтез подконструкций осуществляется с использованием гибридного 

метода в том виде, как он изложен в разделе 2.3. Использование корректи-

рующих рядов позволяет достигать высокой точности результата при мини-

мальном объеме расчетов для отдельных модулей. Это следствие основного 

вывода теории корректирующих рядов, состоящего в том, что для обеспечения 

любой необходимой точности описания поведения модуля в заданном частот-

ном интервале достаточно информации о его нижней части спектра, вклю-

чающей все собственные частоты, не превосходящие верхнюю границу этого 

интервала. 

Синтез конструкции по данным о ее модулях осуществляется в двух про-

граммах комплекса. 

С помощью первой из них может быть проведено исследование частот-

ного интервала на предмет выделения корней характеристического уравнения 

составной конструкции. Эта программа имеет вспомогательный характер и ее 
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результаты могут способствовать более точному выделению пиков частотных 

характеристик. 

Существенное практическое значение имеет вторая программа, позво-

ляющая получать амплитудно-фазовые частотные характеристики (АФЧХ), 

устанавливающие непосредственную зависимость представляющих интерес 

параметров (перемещений, деформаций, напряжений), характеризующих по-

ведение модулей в составе конструкции, от частоты внешнего гармонического 

воздействия с единичной амплитудой. В этой программе предусмотрена воз-

можность учета демпфирования в подконструкциях  в соответствии с форму-

лами раздела 2.4. 

Важность получаемых в этой программе результатов определяется тем, 

что АФЧХ управляемого упругого объекта непосредственно используется при 

разработке систем управления и анализе его устойчивости. Также АФЧХ мож-

но использовать для исследования динамического нагружения элементов уп-

ругой системы в переходных процессах, связанных с различного рода внеш-

ними воздействиями. 

Исходные данные по подконструкциям формируются заранее и сохра-

няются в базах данных, файлы которых формируются программами расчета 

динамических характеристик модулей. 

Программный комплекс строится с учетом возможности в процессе 

дальнейшей доработки расширения типов включаемых подконструкций как в 

плане их механической структуры (балки, пластины и т.п.), так и в плане мето-

да получения данных об их спектре (численные методы, аналитические фор-

мулы, экспериментальные результаты). 

В настоящее время в состав комплекса входят программы для работы с 

пространственными стержневыми конструкциями, исследование которых на 

предмет включения в сложную конструкцию в качестве составляющих моду-

лей проводится методом конечных элементов. К ним относятся: 
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- препроцессор программы конечноэлементного расчета, облегчающий 

формирование исходных данных и выполняющий ряд сервисных функций; 

- собственно программа конечноэлементного анализа пространственных 

стержневых конструкций, в которой осуществляется вычисление собственных 

частот и форм колебаний подконструкций; 

- постпроцессор, в котором формируются файлы базы данных, исполь-

зуемой в программах синтеза подконструкций. 

Используемая версия программы позволяет обрабатывать конечноэле-

ментные модели подконструкций с числом степеней свободы до 32767, т.е. 

число узлов может превышать 5000. Это не производит впечатления по срав-

нению с сотнями тысяч степеней свободы, достижимыми в таких системах, как 

NASTRAN. Однако цель настоящей разработки как раз и состоит в том, чтобы 

избежать необходимости работы с громоздкими моделями, требующими чрез-

вычайно больших затрат времени и памяти ЭВМ. Существенной экономии 

времени и средств можно достичь, сводя проблему к совокупности задач низ-

кой размерности и исключая повторные расчеты неизменяемых модулей при 

исследовании модификаций сложной системы. 

Возможности, открывающиеся при последовательном использовании 

средств, обеспечивающих осуществление синтеза подконструкций в исследо-

вании динамических свойств сложных составных космических средств, могут 

быть проиллюстрированы на примере блоков орбитальной космической стан-

ции типа "Альфа". На примере расчетов, выполненных для одного из вариан-

тов сборки станции, мы сделаем практические выводы и сформулируем ряд 

рекомендаций. 

Анализ сложности типичных вариантов сборки космической станции 

показывает, что формирование ее путем соединения модулей различного 

функционального назначения хорошо согласуется с идеей разбиения сложной 

конструкции на подконструкции при исследовании ее динамических свойств. 

Динамические характеристики и вспомогательные корректирующие вектора 
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для каждого модуля могут быть вычислены отдельно и помещены в соответст-

вующие этим модулям базы данных. 

Объем предварительных исследований для каждого модуля (опреде-

ляющая составляющая этого объема - собственные частоты и формы колеба-

ний) зависит от частотного диапазона, представляющего интерес для разра-

ботчиков системы. Уже на этом этапе проявляется преимущество методики, 

основанной на использовании корректирующих рядов, поскольку она позволя-

ет ограничиться лишь теми тонами модуля, собственные частоты которых по-

падают в этот частотный диапазон. 

В то же время относительно небольшая конструктивная сложность от-

дельного модуля по сравнению со станцией в сборе позволяет осуществить 

достаточно подробное его математическое моделирование с использованием 

численных методов на базе серийного персонального компьютера типа IBM 

PC и с приемлемой точностью получить его собственные частоты и формы ко-

лебаний, ограничившись при этом разумным временем счета. 

Исследование динамики составной конструкции осуществляется с ис-

пользованием лишь данных по отдельным модулям. Ключевым моментом в 

этом исследовании является формирование матриц динамических жесткостей 

модулей и компоновка на их основе матрицы динамических жесткостей со-

ставной конструкции. Размерность этой матрицы определяется количеством 

степеней свободы в узлах соединения подконструкций. Для космической стан-

ции в различных вариантах сборки количество объединяемых модулей можно 

оценить величиной порядка 15 - 20 при примерно таком же, около 20, числе 

узлов сопряжения. Это приводит к необходимости работать с матрицами по-

рядка 120, что без труда укладывается в возможности того же персонального 

компьютера типа IBM PC. 

Рассмотрим вариант сборки космической станции, включающий сле-

дующие компоненты (см. рис. 2.14): 

- служебный модуль (СМ); 
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- функционально-грузовой блок (ФГБ); 

- нижнюю часть научно-энергетической платформы (НЭП1); 

- универсальный стыковочный модуль (УСМ); 

- стыковочный отсек (СО). 

Кроме того, к служебному модулю и к стыковочному отсеку могут быть 

пристыкованы два транспортных корабля (ТК) типа "Прогресс". 

На рис. 2.14 жирными точками выделены узлы соединения модулей. Ну-

мерация этих узлов произвольная и служит для их идентификации при вклю-

чении в систему отдельных модулей. Каждый модуль схематизирован стерж-

невой моделью, включающей сосредоточенные массы и пружинные соедине-

ния. 

 

 
 

Рис. 2.14. 
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При проведении исследования предполагается заданным частотный диа-

пазон 0 - 2 Гц, в пределах которого необходимо определять динамические ха-

рактеристики составной конструкции. В таблице 9 приведены собственные 

частоты модулей, входящие в этот диапазон. 

Для оценки эффективности синтеза подконструкций, выполняемого по 

описанной методике, были вычислены собственные частоты свободных коле-

баний станции с сборе с пристыкованными ТК с использованием полной ко-

нечноэлементной модели, объединяющей все указанные модули. Эта модель 

имела высокую размерность и проведение таких расчетов потребовало значи-

тельных затрат времени. Результаты этих прямых расчетов приведены в таб-

лице 10. На рис. 2.15, 2.16 показаны формы первого и второго тонов колебаний 

системы. 

Таблица 9. 

Собственные частоты модулей, входящие в интервал  0 - 2 Гц 
ФГБ СМ НЭП1 УСМ СО ТК 

 1  0.10193746 
 2  0.10194244 
 3  0.28262268 
 4  0.28332695 
 5  0.58951034 
 6  0.59658577 
 7  0.60860382 
 8  0.60860646 
 9  1.28332503 
10  1.28333644 
11  1.42645444 
12  1.45345018 
13  1.55630943 
14  1.62868297 
15  1.89376622 
16  1.89377057 

 1  0.09784690 
 2  0.09791270 
 3  0.22606263 
 4  0.22606349 
 5  0.36504816 
 6  0.36534054 
 7  0.61194924 
 8  0.61255316 
 9  1.71198409 
10  1.71468926 

    1  0.83820762 
 2  0.83936636 
 3  1.57720115 
 4  1.59929474 
 

Низшая собственная частота за пределами интервала  0 - 2 Гц 
17  2.87434155 11  3.01091790  1  3.13098516  1  7.65583367  1 38.92789800  5  4.73516458 

 

Для каждого из модулей была сформирована база данных, включающая 

его собственные вектора, собственные частоты которых входят в указанный 

диапазон, а также набор корректирующих векторов в соответствии с опреде-

ленным для модуля набором узлов, по которым может осуществляться его 

стыковка с другими модулями. 

Таблица 10. 
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Собственные частоты свободных колебаний станции 

с двумя ТК  (Гц) 
 1   0.09835959 
 2   0.10055701 
 3   0.10194244 
 4   0.10198934 
 5   0.22606349 
 6   0.22608753 
 7   0.28478074 
 8   0.28574999 
 9   0.36720177 
10   0.36867448 
11   0.58527041 
12   0.59752085 

13   0.60860140 
14   0.60860646 
15   0.61130172 
16   0.61318272 
17   0.63248842 
18   0.82733001 
19   0.83775358 
20   0.83880774 
21   0.84493556 
22   0.86258164 
23   0.96763572 
24   1.02872007 

25   1.28333491 
26   1.28333644 
27   1.33846705 
28   1.55387849 
29   1.58215051 
30   1.65507803 
31   1.70722656 
32   1.71669878 
33   1.89298948 
34   1.89376622 
35   1.89388176 

 

 

 

 

 
Рис. 2.15. 
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Рис. 2.16. 

 

В дальнейшем, имея такую совокупность баз данных, можно осуществ-

лять "сборку" составной конструкции требуемой конфигурации, задавая в спе-

циальном файле порядок соединения модулей. В таблице 11 для отдельных 

собственных частот приведены результаты их вычисления с использованием 

таким образом синтезированной модели. При проведении расчетов варьирова-

лось количество членов корректирующих рядов. Из таблицы хорошо видна 

основная закономерность метода корректирующих рядов, состоящая в обяза-

тельной сходимости результатов к точным значениям при увеличении числа 

корректирующих членов, если в разложениях учтены все тона модулей, с соб-

ственными частотами, не превосходящими верхнюю границу заданного час-

тотного интервала. 

Исследуя таблицу 9, можно заметить, что ряд модулей в составе конст-

рукции вообще не имеет собственных частот, входящих в заданный частотный 

диапазон. Поэтому в базах данных по этим модулям информация об их собст-
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венных частотах отсутствовала, т.е. их динамические свойства при синтезе в 

заданном частотном диапазоне вполне адекватно описывались с помощью 

корректирующих векторов, получаемых из решения статических задач. 

 

Таблица 11. 

 Номер тона 
m 1 2 10 11 
1 
2 
3 
4 
5 

0.09953652
0.09835968
0.09835959
0.09835959
0.09835959 

0.10203710
0.10055775
0.10055701
0.10055701
0.10055701 

- 
0.36867753
0.36867450
0.36867448
0.36867448 

- 
0.58530526 
0.58526622 
0.58526528 
0.58526526 

 Номер тона 
m 20 21 30 35 
1 
2 
3 
4 
5 

- 
0.83890343
0.83881204
0.83880795
0.83880775

- 
0.84549437
0.84496883
0.84493762
0.84493569

- 
1.69593721
1.66332550
1.65675376
1.65544014

- 
1.93522211 
1.89861498 
1.89417389 
1.89391267 

 

Результаты выполненных исследований приводят к выводу о том, что 

наличие удобного программного средства, основанного на методе синтеза ди-

намических характеристик с применением корректирующих рядов, позволяет 

существенно упростить исследование динамики сложной космической систе-

мы, опираясь на последовательное использование модульности конструкции. 

При этом можно существенно сократить объемы необходимых расчетов, зна-

чительно сэкономить время, избежать повторных вычислений и повысить опе-

ративность анализа при исследовании конструктивных вариантов. Получен-

ный опыт позволяет сформулировать ряд рекомендаций, приводимых ниже. 

1. При планировании проведения исследований динамики составной 

космической системы следует систематически на всех этапах использовать 

модульность ее конструкции. В качестве модулей при проведении расчетов 

могут рассматриваться как функциональные блоки, объединяющие несколько 

стыкуемых элементов, так и части достаточно сложных составляющих систе-

мы (солнечные батареи, отсеки и т.п.). 
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Желательно, чтобы расчетный модуль представлял собой относительно 

простую конструкцию, исследование динамических характеристик которой не 

требует значительных затрат. Кроме того, должны быть для каждого модуля 

выделены узлы его возможного соединения с другими составляющими в про-

цессе сборки или в процессе функционирования системы при стыковке, рас-

стыковке или какой-либо иной модификации конструкции. Эти узлы опреде-

ляют для расчетного модуля набор вычисляемых корректирующих векторов. 

2. При проведении исследований должен быть определен частотный 

диапазон, представляющий интерес в связи с характерными частотами внеш-

них воздействий или спектральными фильтрующими свойствами элементов 

системы управления. Исследования, которые необходимо выполнить для каж-

дого модуля в рамках описанной методики, включают лишь вычисление его 

собственных форм колебаний, частоты которых не превышают верхнюю гра-

ницу этого диапазона. Количество же вычисляемых членов корректирующего 

ряда для обеспечения удовлетворительной точности равно 3 - 5. 

3. Данные о собственных частотах и формах колебаний модулей и кор-

ректирующих векторах, содержащиеся в предварительно сформированных ба-

зах данных по отдельным модулям системы, могут быть необходимы не толь-

ко на этапе ее разработки, но и на последующих стадиях ее существования. 

Каждая модификация системы, связанная с изменением ее конфигурации, при-

водит к изменению ее динамических свойств, что весьма важно с точки зрения 

функционирования системы управления и возникающих нагрузок. Имея набор 

баз данных по всем модулям, которые могут входить в систему, легко выпол-

нить оценку критических параметров, не повторяя при этом однажды выпол-

ненную работу. 

Возможна ситуация, когда вносятся существенные с точки зрения дина-

мики системы изменения в конструкцию одного модуля. Тогда внесение изме-

нений в отдельный модуль требует лишь корректировки соответствующей ему 

базы данных и не касается предварительных исследований, проведенных для 
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остальных модулей. Тем самым также может быть достигнут значительный 

экономический эффект с учетом большого количества модулей, составляющих 

систему. 
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Глава 3. ПОСТАНОВКА КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ГИДРОУПРУГОСТИ 

ДЛЯ КОНСТРУКЦИЙ, ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ С ОГРАНИЧЕННЫМИ 

 ОБЪЕМАМИ ЖИДКОСТИ. 

 

Рассматриваются малые колебания упругой конструкции с полостью, 

частично заполненной идеальной несжимаемой жидкостью (рис. 3.1). 

 
 

Рис. 3.1. 

 

Обозначим  Q и Q0  - объемы, занятые упругим телом и жидкостью (в 

недеформированном состоянии). Поверхность упругого тела S  образована 

следующими составляющими: 

S0  - поверхность полости, смоченная жидкостью объема Q0 , 

SP  - поверхность полости, подверженная действию избыточного внутреннего 

давления газов  p0 , 
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Su  и Sσ  - участки поверхности, на которых заданы кинематические и динами-

ческие граничные условия. 

Границу жидкой массы составляют свободная поверхность  Σ  и кон-

тактная поверхность S0 . 

Жидкость считаем идеальной и несжимаемой, твердое тело - линейно 

упругим. Движение такой механической системы рассматривается в глобаль-

ной системе координат Ox x x1 2 3  , представляющих собой набор переменных 

Лагранжа. Перемещения точек упругого тела описываются векторным полем 
r r ru u x= ( ) , а перемещения частиц жидкости - полем 

r r rU U x= ( ) , определенными 

соответственно в областях Q и Q0 . 

Конструкция находится в однородном гравитационном поле с вектором 

ускорения свободного падения 
r
G  , который направлен антипараллельно оси 

Ox3 . Свободная поверхность жидкости в невозмущенном состоянии в таком 

случае параллельна плоскости Ox x1 2  . 

 

3.1. Уравнения малых колебаний жидкости в лагранжевой форме 

и кинематические условия на контактной поверхности. 

 

Традиционно в работах, посвященных проблемам колебаний конструк-

ций, содержащих жидкость, исследователи основывались на совмещении двух 

различных способов описания движения сплошной среды. Если уравнения ма-

лых колебаний упругого тела представляют лагранжев подход, то для описа-

ния движения жидкости наиболее распространен метод Эйлера. При этом ис-

пользуется предположение о потенциальности течения жидкости, позволяю-

щее существенно упростить соответствующие уравнения. 

Возможность последовательного единого лагранжева подхода в пробле-

мах динамического взаимодействия разнородных сред показана в работах [58, 

96, 59], где основное внимание уделено вопросам нелинейности получаемых 
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соотношений. Предположение о малости колебаний позволяет перейти к ли-

нейным уравнениям, выполнив линеаризацию определяющих соотношений в 

окрестности стационарных значений переменных параметров, вариации значе-

ний которых полагаются малыми. 

В настоящей работе вывод уравнений осуществлен на основе лагранже-

вого подхода как для упругой конструкции, так и для заполняющей ее полости 

жидкости. 

В работе [60] приведены уравнения движения идеальной жидкости в ла-

гранжевой форме, которые применительно к рассматриваемому случаю запи-

сываются через перемещения в виде: 
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где  P  - давление,  ρ 0  - плотность жидкости. 

В предположении малости перемещений эти уравнения могут быть ли-

неаризованы посредством исключения членов выше первого порядка малости 

(полное давление P не является малой величиной ввиду наличия статической 

составляющей). В результате получается система линейных уравнений: 
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Условие несжимаемости жидкости в линеаризованном виде для малых 

колебаний записывается следующим образом: 
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На свободной поверхности выполнено условие равенства давления жид-

кости величине давления газов над поверхностью: 

P p= 0   на Σ .                                                  (3.4) 

Идеальность жидкости предполагает, что на поверхности контакта с уп-

ругим телом возможно свободное проскальзывание. Выражения для кинемати-

ческих условий на поверхности контакта разнородных сред в условиях их вза-

имного проскальзывания выведем с использованием единого лагранжевого 

подхода аналогично тому, как описано в работе [59]. Мы выполним здесь эти 

выкладки в упрощенной форме, ограничиваясь в получаемых соотношениях 

линейными относительно малых колебаний составляющими. 

Предполагается, что поверхность контакта непроницаемая, гладкая и в 

процессе деформирования сред не происходит отрыва частиц от этой поверх-

ности. Для анализа условий взаимодействия сред на недеформированной по-

верхности контакта вводится криволинейная ортогональная система координат  

α α1 2 ,    с осями, направленными вдоль линий кривизны поверхности. Допол-

ненная ортогональной к поверхности осью  α 3  (направление выберем во 

внешнюю по отношению к жидкости сторону), система координат  

α α α1 2 3 ,   ,   принимается в начальный момент времени общей системой Ла-

гранжа для обеих контактирующих сред. Считаем, что контакт осуществляется 

по поверхности α α3 3
0=  (рис. 3.2). 

Соседние в начальный момент материальные точки вследствие про-

скальзывания сред в процессе движения расходятся, однако значения их ла-

гранжевых координат остаются одинаковыми. Условия взаимодействия по-

этому должны записываться для точек с различными значениями лагранжевых 

координат, как схематически показано на рис. 3.2. Тем самым кинематическое 

условие представляется в виде равенства: 
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r r r r
r u r U( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( )α α α α α α α α α α1 2 1 2 1 2 1 2 3 3

0+ = ′ ′ + ′ ′ =t t        ,          (3.5) 

где  rr  - радиус-вектор точек на поверхности S0 . 

 
Рис. 3.2. 

 

При малых взаимных смещениях контактирующих точек в предположе-

нии аналитичности входящих в выражения функций правая часть (3.5) перепи-

сывается в виде усеченного ряда Тейлора, в результате чего получаем (при 

α α3 3
0= ): 

r r r r r r

u U r U r U( , , ) ( , , ) ( ) ( )α α α α α α ∂
∂α

α α ∂
∂α1 2 1 2 1

1
2

2

t t= + ′
+

+ ′
+- ) ( - ) (

1 2   .      (3.6) 

Переписывая (3.6) через компоненты векторов в локальных триэдрах 

криволинейной системы до деформации (обозначим их $ $u Ui i ,    ) и отбрасывая 

при этом члены выше первого порядка малости, получаем выражения для раз-

ностей координат взаимодействующих точек: 

A u U

A u U
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

( ) $ $

( ) $ $

′ − = −

′ − = −

α α

α α

  ,

  ,
                                        (3.7) 
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где  A A1 2 ,    - коэффициенты Ламе. Здесь учтены выражения для касательных к 

поверхности векторов локального триэдра: 
r r
k r
i

i iA
i= =

1 1 2∂
∂α

     ( , )   . 

Заметим, что третий вектор этого триэдра  
r rk n3 0=   , где  rn0  - вектор 

внешней по отношению к области Q0  нормали к поверхности S0 . 

Выражения (3.7) будут использованы далее для вывода динамических 

контактных соотношений. 

Соотношение для третьей компоненты в (3.6) представляет собой кине-

матическое условие на контактной поверхности, которое в линейном прибли-

жении имеет простой вид: 

$ $ ( )u U3 3 3 3
0= =  ,  α α   .                                          (3.8) 

Полученное выражение означает равенство нормальных к поверхности 

смещений контактирующих точек двух сред, используемое обычно в линей-

ных уравнениях, основанных на смешанном эйлерово-лагранжевом подходе: 

( ) ( )
r r r rU n u n⋅ = ⋅0 0    на S0 .                                       (3.9) 

Уравнения (3.2) и (3.3) совместно с граничными условиями (3.4) и (3.9) 

при заданных перемещениях упругого тела на контактной поверхности опре-

деляют краевую задачу для жидкой компоненты рассматриваемой системы. 
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3. 2. Динамические условия на контактной поверхности и потенциальная 

энергия гравитационных сил жидкости. 

 

Динамические соотношения на поверхности контакта характеризуют 

воздействие жидкости на упругое тело. Для их вывода необходимо прежде 

всего определить значение давления жидкости  Ps  в каждой точке контакти-

рующей с жидкостью поверхности упругого тела. Аналогично соотношению 

(3.5), можно записать: 

P t P ts ( , , ) ( , , , )α α α α α1 2 1 2 3
0= ′ ′   .                                  (3.10) 

Выражение (3.10) с точностью до первых членов тейлоровского разло-

жения преобразуется к виду: 

P t P t P P
s ( , , ) ( , , ) ( ( ( )α α α α α α ∂

∂α
α α ∂

∂α
α α1 2 1 2 1

1
2

2
3 3

0= + ′ + ′ =- ) - )      1 2 .   (3.11) 

Давление в жидкости может быть представлено в виде суммы гидроста-

тической составляющей  P0  и малой вариации  p , связанной с колебаниями 

конструкции: 

P P p= +0   , 

P p G x x0 0 0 3
0

3= + −ρ ( )  , 

где x3
0  - координата точек свободной поверхности жидкости. С учетом этого, а 

также соотношений (3.7), выражение для давления (3.11) при удержании ли-

нейных членов приобретает вид: 

P P p
P

A
u U

P
A

u Us = + + − + − =0
0

1 1
1 1

0

2 2
2 2 3 3

0∂
∂α

∂
∂α

α α( $ $ ) $ $ ( )( )      .          (3.12) 

С учетом того обстоятельства, что  
r r
∇ =P0 0ρ G  , а в выражении (3.12) 

присутствует скалярное произведение проекций векторов 
r
∇P0  и  r

r
u U−  на ка-

сательную к поверхности S0 плоскость, получаем после соответствующих пре-
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образований формулу для давления жидкости на деформированной смоченной 

поверхности упругой конструкции в виде: 

P P ps = + + − ⋅ ⋅ −0 0 0 0ρ ( ( ) )
r r r r r r
G G n n u U   ,                            (3.13) 

или с учетом кинематического условия (3.8): 

P P ps = + + ⋅ −0 0ρ ( ( ))
r r r
G u U   .                                  (3.13а) 

В процессе совместных колебаний силы давления жидкости совершают 

работу на перемещениях контактирующей с ней поверхности упругого тела. 

При этом гидростатическая сила является “следящей”, т.е. направление ее дей-

ствия меняется в соответствии с поворотом нормали к деформированной смо-

ченной поверхности тела. Кроме того, изменение площади элемента поверхно-

сти вследствие растяжения или сжатия в процессе деформации влияет на вели-

чину совершаемой работы. Последние два обстоятельства отмечены в работе 

[20] и использованы в работе [33] при выводе формулы для потенциальной 

энергии гравитационных сил жидкости. 

С точностью до членов первого порядка малости работа сил давления на 

совместимых со связями виртуальных перемещениях определяется выражени-

ем: 

[ ]

[ ]{ }
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S S
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r r r
G u U

     (3.14) 

где, согласно [78] , углы поворота и деформации равны: 
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;                                                 (3.15) 
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A u
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;                     (3.16) 

Учитывая то обстоятельство, что в рамках линейной теории упругости 

внешние силы должны быть отнесены к недеформированной конфигурации, 

эффективный вектор плотности поверхностных сил приобретает касательные 
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составляющие и компоненты его в недеформированном локальном триэдре 

записываются в виде: 

$

$

$ ( ) ( ) ( )

P P

P P

P P P p

1 0 1

2 0 2

3 0 0 1 2 0 0

=

=

= + + + ⋅ − ⋅ +

θ

θ

ε ε ρ ρ

   ,

  ,

  .
r r r r
G u G U

             (3.17) 

В выражениях компонент этого вектора (3.17) можно выделить состав-

ляющие, которые зависят лишь от параметров деформации смоченной поверх-

ности упругого тела: 

$

$

$ ( ) ( )

p P
p P

p P

g

g

g

1 0 1

2 0 2

3 0 1 2 0

=

=

= + + ⋅

θ

θ

ε ε ρ

   ,
  ,

  .
r rG u

                                   (3.18) 

Совершаемую ими работу можно вычислить через вариацию функцио-

нала, представляющего собой потенциальную энергию этих сил. В отсутствие 

статического внутреннего давления внутри полости их величина определяется 

только гидростатической составляющей, и в работе [33] соответствующий 

функционал  назван потенциальной энергией массовых сил жидкости в воз-

мущенном движении при неподвижной свободной поверхности. В общем слу-

чае выражение (3.17) должно быть распространено на поверхность  SP  в виде: 

$

$

$ ( )

P p

P p

P p p

1 0 1

2 0 2

3 0 0 1 2

=

=

= + +

θ

θ

ε ε

   ,

  ,

  .

                                   (3.17а) 

Если поверхность  S0   гладкая, то выражение для потенциальной энер-

гии сил (3.18) можно записать в виде: 
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. (3.19) 

При вычислении вариации функционала (3.19) полезно соотношение, 

получаемое из формулы Грина: 
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( )∂
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α α α α
α α

Y X d d Xd Yd
1 2

1 2 1 2−






 = +∫ ∫

S Γ

  ,                        (3.20) 

рассмотренной на плоскости параметризующих поверхность S0 координат  

( , )α α1 2  ,  посредством гладкого отображения области  Sα  с контуром  Γα . 

Полагая в формуле (3.20) 

X u P u A= − $ $3 0 2 1  ,       Y u P u A= $ $3 0 1 2   , 

получаем соотношение: 
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из которого следует: 
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      (3.21) 

где Γ0 - контур, ограничивающий поверхность S0 . 

Еще одно полезное соотношение получается из последовательности пре-

образований: 

[ ]ρ ρ ∂
∂α

∂
∂α

ρ
∂
∂α0 0 0

0 1 2( ) ( ) ( ) ( , )
r r r r r rG k G r G r⋅ = ⋅ = ⋅ = =i

i i i i i iA A
P

A
i      .      (3.22) 

Вычисляя вариацию функционала (3.19), с использованием соотношений 

(3.21) и (3.22) получаем выражение: 

[ ]{ }
( )

δ θ δ θ δ ε ε ρ δ

δ α δ α

V P u P u P u dS
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       (3.23) 
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Под знаком интеграла по поверхности в формуле (3.23) при вариациях 

перемещений стоят выражения из (3.18). Контурный же интеграл в формуле 

(3.23) обращается в нуль ввиду двух обстоятельств: 

- для гидростатической составляющей давления это связано с тем, что 

контур Γ0  совпадает с границей свободной поверхности жидкости, где давле-

ние обращается в нуль; 

- для составляющей, обусловленной статическим давлением газов в по-

лости, формула (3.19) должна быть дополнена интегралом по поверхности S p  , 

и полный интеграл вычисляется по поверхности  S S0∪ p   , которая является 

замкнутой и не имеет ограничивающего контура. 

Выражение для потенциальной энергии (3.19) в точности совпадает в 

случае осесимметричных конструкций, содержащих жидкость, с формулой, 

полученной в работе [33]. 

Формулу (3.19) невозможно распространить на произвольный случай ре-

гулярной поверхности, составленной из нескольких не гладким образом со-

единенных кусков, на каждом из которых введена гладкая параметризация. 

Связано это с тем, что в случае негладкого сопряжения двух кусков поверхно-

сти контурные интегралы, вычисляемые в формуле (3.23) на общем для них 

контуре не уничтожаются взаимно, несмотря на то, что проход по этому уча-

стку производится в противоположных направлениях. Ситуация эта обуслов-

лена неинвариантностью подынтегрального выражения в контурном интеграле 

в (3.23) по отношению к ориентации локальных триэдров, в которых представ-

лены перемещения точек поверхности. 

Исследование предельного перехода от сглаженной вдоль ребра излома 

поверхности при уменьшении радиуса кривизны сглаживающего участка пока-

зало, что возникающая погрешность в точности равна разности контурных ин-

тегралов. 
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Если выражение (3.19) сложить с половиной соотношения (3.21), правая 

часть которого, как только что выявлено, равна нулю, то получим новое выра-

жение для потенциальной энергии: 
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Вариация функционала (3.24) определяется выражением: 
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которое можно переписать в виде 
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содержащем под знаком контурного интеграла инвариантное выражение. 

Выражение (3.24) можно переписать в удобном для дальнейшего исполь-

зования виде: 

[ ]{ }V P u u u u dSS0

0

1
2 0 1 1 2 2 3 1 2 0 3= − + + + + ⋅∫ $ $ $ ( ) ( ) $

S

θ θ ε ε ρ
r rG u   .            (3.26) 

Потенциальная энергия жидкости, связанная с изменением формы сво-

бодной поверхности, вычисляется по формуле [66] : 

V GU dSΣ
Σ

= ∫
1
2 0 3

2ρ   .                                         (3.27) 
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Тогда полная потенциальная энергия гравитационных сил жидкости, оп-

ределяемая деформацией ее свободной поверхности и стенок содержащего ее 

сосуда, равна: 

[ ]{ }

V GU dS

G x x u u u u dS

F = −

− − + + + + ⋅

∫

∫

1
2
1
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0 3
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ρ
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      .( ) $ $ $ ( ) ( ) $
S

r rG u
     (3.28) 

Нетрудно показать, что выражение (3.28) связано только с изменением 

формы объема жидкости и не зависит от сдвига его в пространстве на посто-

янную величину в любом направлении. 

Выражение для потенциальной энергии сил статического внутреннего 

давления в полости имеет вид: 

[ ]V p u u u dSp
p

= − + + +
∪
∫

1
2 0 1 1 2 2 3 1 2

0

$ $ $ ( )
S S

θ θ ε ε  .                      (3.29) 
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3.3. Уравнения колебаний конструкции, содержащей жидкость. 

 

Рассмотрим далее малые колебания конструкции в окрестности статиче-

ски равновесного напряженно-деформированного состояния. Принимая гипо-

тезу о том, что поведение упругой конструкции описывается уравнениями ли-

нейной теории упругости,  и используя сформулированные выше линеаризо-

ванные уравнения колебаний жидкости и условия на контактной поверхности, 

мы можем исключить из этих соотношений статическую составляющую. То-

гда, полагая, что векторы  ru   и 
r
U  описывают смещения точек упругого тела и 

жидкости относительно статической составляющей, можно записать следую-

щую систему уравнений. 

Колебания упругого тела описываются уравнениями движения: 
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геометрическими и физическими соотношениями: 
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а также граничными условиями: 
r r ru u x= 0 ( , )t     на Su  ,                                            (3.33) 
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где  ρ λ,   ijkl   - плотность материала и его упругие коэффициенты, σ εij ij ,    - 

компоненты тензоров напряжений и деформации, r r r
u x f0 ( , ) ,t    - заданные гра-

ничные перемещения и внешние силы ( f i  - компоненты вектора 
r
f ),   ni  - ком-

поненты вектора внешней по отношению к области Q нормали rn  .  

Переменные составляющие приведенных поверхностных сил внутри со-

держащей жидкость полости в соответствии с формулами (3.17), (3.17а) пред-

ставляются в векторной форме выражениями: 

( )r r r r r r r rp k k G u G U n1
h P P P p= + + + + ⋅ − ⋅ +0 1 0 2 2 0 1 2 0 0 0θ θ ε ε ρ ρ( ) ( ) ( )  ,     (3.37) 

r r r rp k k n1
p p p p= + + +0 1 0 2 2 0 1 2 0θ θ ε ε( )   ,                                                 (3.38) 

соответственно, pi
h   и  pi

p   - проекции этих векторов на орты глобальной де-

картовой системы координат. 

Уравнения малых колебаний жидкости в лагранжевой форме 
r r r r r&& ( )U G U− ∇ ⋅ = − ∇

1

0ρ
p    в Q0                                       (3.39) 

и условие несжимаемости 

( )
r r
∇ ⋅ =U 0   в Q0                                                 (3.40) 

дополняются кинематическими граничными условиями на контактной поверх-

ности 

( ) ( )
r r r rU n u n⋅ = ⋅0 0    на S0                                         (3.41) 

и условием на свободной поверхности 

p = 0   на Σ .                                                  (3.42) 

Система уравнений (3.30) - (3.42) представляет собой краевую задачу от-

носительной неизвестных перемещений упругого тела ru   и жидкости 
r
U , а 

также вариации давления в жидкости  p . 

Следует заметить, что эта система уравнений для изучения малых коле-

баний конструкций с жидкостью дает избыточный набор решений, поскольку 

уравнениям движения жидкости в ней удовлетворяет бесконечное множество 
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циркуляционных течений, не взаимодействующих с упругой составляющей. 

Это неоправданно повышает размерность задачи и может создавать различные 

вычислительные трудности при расчетах. Поэтому обычно используется пред-

положение о безвихревом характере движения жидкости, что позволяет опи-

сывать его с помощью одной скалярной функции - потенциала скорости, по-

тенциала смещений или давления (например, [102, 71, 94]). 

Предположим, что движение жидкости в начальный момент времени 

безвихревое, а следовательно, и в последующие моменты поле скоростей оста-

ется потенциальным, что в случае малых колебаний справедливо и для поля 

перемещений, которое можно представить как градиент скалярного поля: 
r r
U = ∇Φ    в Q0  ,                                            (3.43) 

где  Φ - потенциал смещений. 

Подставив (3.43) в уравнение малых колебаний (3.39), получим уравне-

ние: 

r r r
∇ − ⋅∇ +






 =&& ( )Φ ΦG p

ρ 0

0   в Q0 ,                           (3.44) 

откуда следует формула, которую можно считать аналогом линеаризованного 

интеграла Лагранжа-Коши: 

&& ( ) ( )Φ Φ− ⋅∇ + =
r r
G p C t

ρ 0

   в Q0 ,                           (3.45) 

где C t( )  - произвольная функция времени. Ввиду условия (3.42) для однознач-

ности определения этой функции удобно ввести граничное условие на свобод-

ной поверхности жидкости: 

&& ( )Φ Φ− ⋅∇ =
r r
G 0   на Σ ,                                         (3.46) 

откуда получаем  C t( ) = 0  и формулу для вариации давления в жидкости: 

p = − + ⋅∇ρ ρ0 0
&& ( )Φ Φ

r r
G    в Q0 ,                                 (3.47) 

а также выражение для вариации давления жидкости на деформированной 

смоченной поверхности (см. (3.13а) ) : 
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ps = − + ⋅ρ ρ0 0

&& ( )Φ
r rG u   .                                      (3.48) 

В итоге краевая задача для потенциала смещений формулируется сле-

дующим образом. Условие несжимаемости (3.40) дает уравнение Лапласа для 

потенциала смещений: 

∆Φ = 0    в Q0 ,                                                (3.49) 

а кинематическое условие на контактной поверхности (3.41) приобретает вид: 

∂
∂
Φ
n0

0= ⋅( )r ru n   на S0 .                                        (3.50) 

Условие на свободной поверхности жидкости (3.46) целесообразно рас-

щепить по аналогии с контактной поверхностью на кинематическое и динами-

ческое условия, вводя в рассмотрение независимую переменную η  , опреде-

ленную на поверхности Σ и равную нормальному смещению ее точек. Тем са-

мым явно описывается образование волн на поверхности жидкости, а (3.46) 

преобразуется в соотношения: 

∂
∂

ηΦ
n0

=   на Σ ,                                             (3.51) 

&&Φ + =Gη 0  на Σ .                                         (3.52) 

Выражение (3.37) для приведенных поверхностных сил на контактной 

поверхности переписывается с использованием потенциала смещений в виде: 

( )r r r r r rp k k G u n1
h P P P= + + + + ⋅ −0 1 0 2 2 0 1 2 0 0 0θ θ ε ε ρ ρ( ) ( ) &&Φ   .         (3.53) 

Таким образом, краевая задача состоит в определении перемещений уп-

ругого тела ru  , потенциала смещений в жидкости Φ и вертикальных переме-

щений точек свободной поверхности жидкости η  . При этом уравнения (3.30) - 

(3.38) дополняются уравнениями (3.49) - (3.52), а соотношение (3.37) заменяет-

ся на (3.53). 

Заметим, что в случае тонкостенных конструкций пространственная об-

ласть Q  редуцируется к двумерному многообразию, а уравнения движения 

упругого тела преобразуются в соответствии с гипотезами теории тонких обо-
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лочек. Условия взаимодействия сред на контактной поверхности при этом пе-

реносятся на срединную поверхность оболочки. 

При анализе гидроупругих колебаний конструкций, содержащих жид-

кость, распространен упрощенный подход к описанию движения жидкости, 

основанный на пренебрежении гравитационным эффектом, который в краевой 

задаче отражается уравнением (3.52), описывающим образование волн на сво-

бодной поверхности жидкости, и обусловленными гидростатическим давлени-

ем членами в динамических условиях на контактной поверхности. 

Основанием для этого является часто имеющее место на практике разде-

ление спектра колебаний конструкции на два подспектра: собственные коле-

бания, определяемые в основном подвижностью свободной поверхности жид-

кости, и собственные колебания, обусловленные упругостью содержащей 

жидкость конструкции. Разнесенность собственных частот этих подспектров 

приводит к их слабому взаимодействию. 

Если основной интерес исследования сосредоточен на гидроупругих ко-

лебаниях, составляющих второй подспектр, то удовлетворительную точность 

можно обеспечить положив в уравнениях G = 0  . При этом условия на свобод-

ной поверхности (3.51), (3.52) заменяются одним соотношением (отпадает по-

требность в переменной  η ): 

&&Φ = 0   на Σ    .                                          (3.54) 

Давление на смоченной поверхности тогда равно 

p ps = = −ρ 0
&&Φ   ,                                        (3.55) 

а динамические условия записываются в упрощенном виде: 

σ ij j
j

in pn
=
∑ = −

1

3

  на S0 .                                   (3.56) 

В энергетическом смысле такая гипотеза означает пренебрежение потен-

циальной энергией гравитационных сил жидкости, поскольку выражение 

(3.28) обращается в нуль. 
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В качестве промежуточного между двумя рассмотренными вариантами 

систем уравнений (полным и упрощенным) можно представить подход, осно-

ванный на идее о пренебрежимой малости для большинства реальных конст-

рукций того вклада в эффективную жесткость стенок сосуда, который вносят 

обусловленные гидростатическим давлением члены в динамических условиях 

на контактной поверхности. Если при этом не реализуется вышеупомянутое 

разделение собственных колебаний на два подспектра, то исключить влияние 

волн на свободной поверхности жидкости невозможно. 

Простое отбрасывание соответствующих членов и замена динамических 

соотношений (3.35) на (3.56) приводит к противоречивой системе уравнений, 

что проявляется, в частности, в формуле для потенциальной энергии гравита-

ционных сил жидкости (3.28), которая в таком случае сводится к выражению: 

V G dSF = ∫
1
2 0

2ρ η
Σ

 . 

Такое выражение означает наложение дополнительной упругой связи на вер-

тикальный сдвиг недеформированной конструкции и неинвариантность систе-

мы уравнений относительно вертикального сдвига. 

Воспользовавшись свободой выбора константы в интеграле (3.45), поло-

жим C t G( ) = η 0   , причем  η0  - среднее смещение свободной поверхности 

η η0
1

= ∫s
dS

( )Σ Σ

  ,                                          (3.57) 

где  s( )Σ  - ее площадь. Тогда динамическое условие на свободной поверхно-

сти приобретает вид: 
&&Φ + =G Gη η0   на Σ   ,                                      (3.58) 

а выражение для вариации давления в жидкости: 

p G= − + ⋅∇ +ρ ρ ρ η0 0 0 0
&& ( )Φ Φ

r r
G   ,                             (3.59) 

и на контактной поверхности: 

p Gs = − + ⋅ +ρ ρ ρ η0 0 0 0
&& ( )Φ

r rG u   .                               (3.60) 
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Исключение в соотношениях (3.59), (3.60) гравитационных членов, со-

держащих η0   и обращающихся в нуль на сдвиге недеформированной систе-

мы, не приводит к противоречиям. 

Аналогично преобразуется формула (3.28), если из нее вычесть равное 

нулю в силу несжимаемости жидкости выражение: 

1
2

00 0 0 3
0

η ρ η ρG dS Gu dS
Σ
∫ ∫−








 =$

S

 , 

а затем отбросить интеграл по смоченной поверхности. Тогда получаем: 

( )V G dSF = −∫
1
2 0 0

2ρ η η
Σ

 . 

Окончательно, при таком подходе колебания жидкости описываются 

уравнением (3.49), кинематическим условием (3.50) и условиями на свободной 

поверхности (3.51), (3.57), (3.58). Динамические условия на смоченной по-

верхности имеют вид (3.56). 

Подобные соотношения, содержащие среднее вертикальное смещение 

свободной поверхности, получены в работе [94] применительно к постановке 

задачи, основанной на описании движения жидкости при помощи давления, 

для анализа гармонических колебаний. В работах [102] и [71] это среднее сме-

щение вводится посредством расщепления потенциала смещений на сумму 

функций, одна из которых описывает движение жидкости в деформируемой 

полости при отсутствии волновых движений свободной поверхности. 

Следует отметить, что такая формулировка проблемы не дает реального 

упрощения при реализации метода конечных элементов. Напротив, ситуация 

осложняется из-за образующейся взаимосвязи отдельных элементов свободной 

поверхности жидкости. В дальнейшем мы такой подход к задаче рассматри-

вать не будем. 
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3. 4. Вариационные принципы для решения задач о колебаниях конструкций, 

содержащих жидкость. 

 

Использование для решения краевых задач прямых численных методов, 

таких как метод конечных элементов, существенно облегчается, если для сис-

темы удается записать вариационную формулировку в виде принципа Гамиль-

тона. Этот принцип состоит в том, что решение системы уравнений, описы-

вающих поведение системы, доставляет стационарное значение функционалу 

действия, равному интегралу от лагранжиана системы, взятому на рассматри-

ваемом временном отрезке. Лагранжиан представляет собой разность кинети-

ческой и потенциальной энергии системы. 

В дальнейшем мы рассматриваем систему уравнений, описывающих ко-

лебания упругой конструкции с жидкостью, построенную с использованием 

потенциала смещений. 

Обозначим совокупность описывающих колебания системы функций как 

единый математический объект, который в дальнейшем будем называть для 

краткости “движение”: 

U
u

=














r

Φ
η

 . 

Рассмотрим множество движений, удовлетворяющих наложенным на 

упругую часть кинематическим ограничениям, а также кинематическим усло-

виям на контактной поверхности (3.50) и на свободной поверхности жидкости 

(3.51) и условиям несжимаемости (3.49): 
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На этом множестве можно ввести функционал Лагранжа 

L T V( ) ( ) ( )U U U= −  ,                                        (3.61) 

в котором выражения для кинетической и потенциальной энергии имеют вид: 

( )T dV dV( ) & &U u2= + ∇∫ ∫
1
2

1
2 0

2
ρ ρr r

Q Q0

  ,Φ                                                  (3.62) 

{ } { }

{ } { }
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Q
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Σ
       (3.63) 

Здесь использованы выражения (3.28) и (3.29) для потенциальной энергии гра-

витационных сил жидкости и сил статического внутреннего давления в полос-

ти. Компоненты перемещений в локальном базисе на контактной поверхности 

выражаются соотношениями: 

$ ( ) $ ( ) $ ( )u u u1 2 2 3 0= ⋅ = ⋅ = ⋅
r r r r r ru k u k u n1   ,     ,      ,                       (3.64) 

а параметры деформации поверхности  θ θ ε ε1 2 1 2 ,   ,   ,    определяются форму-

лами (3.15), (3.16). 

Вычисляя вариацию функционала действия 

S L dt
t

( ) ( )U U= ∫
0

                                           (3.65) 
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на вариациях движений, удовлетворяющих соответствующим кинематическим 

ограничениям: 

δ
δ
δ
δη

δ
δ
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δ
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после применения интегральных теорем векторного анализа и выведенных в 

разделе 3.2 соотношений получаем в качестве условия стационарности систе-

му уравнений, состоящую из уравнений движения упругого тела (3.30), гра-

ничных условий (3.34) - (3.36) и динамического соотношения на свободной 

поверхности жидкости (3.52). Дополненные учтенными при задании области 

определения функционала кинематическими условиями, эти уравнения обра-

зуют полученную в предыдущем разделе полную систему уравнений, описы-

вающих колебания конструкции с жидкостью. 

Условие несжимаемости жидкости и кинематические соотношения на 

контактной поверхности и на свободной поверхности жидкости можно исклю-

чить из числа кинематических ограничений, априорно налагаемых на множе-

ство рассматриваемых движений, если соотношение для кинетической энергии 

(3.62) заменить выражением, использованным в работах [34, 35]: 

( )T dV dV dS dS∗ = − ∇ ⋅∫ ∫ ∫ ∫( ) & & & ( & ) & &U u u n21
2

1
2 0

2

0 0 0ρ ρ ρ ρ ηr r r r

Q Q S0 0

+ +   ,Φ Φ Φ
Σ

     (3.66) 

и рассматривать модифицированный функционал Лагранжа 

L T V∗ ∗= −( ) ( ) ( )U U U  ,                                           (3.67) 

на множестве движений: 

{ }W U u u xu = = :      
r r r

0 ( , )t uн а   S  . 

Заметим, что на движениях, удовлетворяющих условиям (3.49) - (3.51), 

выражения (3.66) и (3.62) равны. 

Тогда условия стационарности функционала 
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S L dt
t

∗ ∗= ∫( ) ( )U U
0

                                         (3.68) 

для вариаций движений удовлетворяющих лишь ограничениям, наложенным 

на упругую конструкцию: 

δ
δ
δ
δη

δU
u

u= =
















r

r
Φ      0 н а   S u  , 

дополнятся по сравнению с условиями для (3.65) следующими соотношения-

ми: 

∆Φ&& = 0  ,                                                    (3.69) 

∂
∂

&&
(&& )Φ

n0
0= ⋅

r ru n  ,                                           (3.70) 

∂
∂

η
&&

&&
Φ
n0

=   .                                                  (3.71) 

Соотношения (3.69) - (3.71) являются дважды продифференцированны-

ми по времени условиями (3.49) - (3.51). Они эквивалентны между собой, по-

скольку в динамических условиях на контактной и свободной поверхностях, а 

также в выражении для давления присутствует лишь вторая производная по-

тенциала смещений по времени. Кроме того, дополнительная свобода в по-

строении решения, возникающая при использовании соотношений (3.69) - 

(3.71), ликвидируется за счет задания начальных условий в задаче Коши. 

Заметим, что выражение (3.66) может быть выведено посредством мето-

да неопределенных множителей Лагранжа. При этом неопределенные множи-

тели оказываются равными величине  −ρ 0
&&Φ  . Такой способ использован в ра-

боте [33] при выводе вариационного принципа для случая свободных гармо-

нических колебаний. 

Вариационный принцип, обеспечивающий выполнение кинематических 

ограничений, связанных с контактными соотношениями и несжимаемостью 

жидкости, сформулирован для гармонических колебаний конструкций рас-
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сматриваемого типа в работе [94] применительно к постановке задачи, осно-

ванной на описании колебаний жидкости при помощи давления. (Напомним, 

что в [94] не учитывается гравитационный эффект в динамических соотноше-

ниях на контактной поверхности.) 

Для упрощения вывода различных соотношений (например, условий ор-

тогональности собственных форм) удобно представить выражения квадратич-

ных форм в выражениях кинетической и потенциальной энергии через сим-

метричные билинейные функционалы: 

T T∗ ∗=( ) $ ( & , & )U U U1
2

  ,                                         (3.72) 

V V( ) $( , )U U U=
1
2

  .                                           (3.73) 

Если обозначить 

V
v

=














r

Ψ
ζ

 , 

то для этих билинейных функционалов можно записать следующие симммет-

ричные относительно аргументов выражения: 

( ) ( )

$ ( , ) ( ) ( )

( ) ( )

T dV dV

dS dS

∗ = ⋅ − ∇ ⋅∇

⋅ + ⋅ +

∫ ∫

∫ ∫

U V u v

v n u n

ρ ρ

ρ ρ ζ η

r r r r

r r r r
Q Q

S

0

0

+

             + +   ,

0

0 0 0 0

Φ Ψ

Φ Ψ Φ Ψ
Σ

               (3.74) 

{ } { }

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }

$( , ) ( ) ( )

$ ( ) $ ( ) $ ( ) $ ( )
S S S

V dV G dS

u C u dS u C u dSG p

p

U V u v

u v u v

T

T T

= + −

− −

∫ ∫

∫ ∫+ + + +

∪

σ ε ρ ηζr r

r r r r
Q

              ,

0

0 0

Σ
        (3.75) 

где вектор-столбец поверхностных деформаций составлен из компонент: 
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( )
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⋅
⋅
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
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

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r

r

r r

u
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u
u

u u

1

2

0

1

2

1 2

θ
θ

ε ε

   

а матрицы имеют вид: 

[ ]C

G x x

G x x

G x x

symm

G =

⋅ −

⋅ −

⋅ −































0 0 1
2

1
2

0 0

0 1
2

0 1
2

0

0 0 1
2

0 0 0
0 0

0

0 0 3
0

3

0 2 0 3
0

3

0 0 0 3
0

3

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

r r

r r

r r

G k

G k

G n

1

 , 

[ ]C

p

p

p

symm

p =































0 0 0 1
2
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0 0 0 1
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0
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0

0
 . 
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Глава 4. МЕТОДИКА РАСЧЕТА ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

СЛОЖНЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ОБОЛОЧЕЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ, 

СОДЕРЖАЩИХ ЖИДКОСТЬ. 

 

4.1. Основные соотношения. 

 

Рассматриваются малые колебания осесимметричной оболочечной кон-

струкции, составленной из оболочек вращения, соединенных при помощи уп-

ругих шпангоутов (рис. 4.1). Внутренние полости конструкции частично за-

полнены жидкостью. Оболочки считаются тонкими упругими и могут быть 

подкреплены набором несимметричных относительно срединной поверхности 

часто расположенных продольных и кольцевых ребер. Упругие шпангоуты 

представляют собой тонкие кольца, размеры поперечных сечений которых ма-

лы по сравнению с их радиусами. Жидкость считается идеальной и несжимае-

мой, движение жидкости безвихревое. Конструкция находится в однородном 

поле гравитационных сил с ускорением, направленным вдоль оси симметрии 

конструкции, так что в невозмущенном состоянии свободная поверхность 

жидкости перпендикулярна этой оси. 

Введем следующие обозначения: 

S - срединная поверхность оболочки, 

Nc - число не связанных между собой объемов жидкости, 

Q(k) - область, занятая k-м объемом жидкости, 

S0
(k) - поверхность оболочки, смоченная жидкостью k-го объема, 

Σ(k) - свободная поверхность жидкости k-го объема, 

ρ0
(k) - плотность жидкости в k-ом объеме, 

p0
(k)- давление газов над поверхностью k-го объема жидкости, 

E, ν, ρ, h - модуль упругости, коэффициент Пуассона и плотность материала, а  

также толщина оболочки, 
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Рис. 4.1. 
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Ns - число упругих шпангоутов, 

Ek , ν k , ρ k - механические параметры материала k-го шпангоута, 

Fk , Jk
r , Jk

z , Jk
rz - геометрические параметры k-го шпангоута: площадь попереч-

ного сечения и моменты инерции поперечного сечения относительно его цен-

тра тяжести, 
r
G  - вектор ускорения гравитационных сил, 
ru - вектор смещения точек конструкции. 

Колебания конструкции рассматриваются в цилиндрической системе ко-

ординат  Orβz , где ось  Oz  совпадает с осью конструкции и направлена вверх 

по отношению к свободным поверхностям Σ(k) ,  r  и  β  - радиальная и окруж-

ная координаты,  u , v , w  - перемещения точек в радиальном, окружном и 

осевом направлениях. На поверхности оболочки введены криволинейные ко-

ординаты  α , β  (где  α  отсчитывается вдоль образующей), Aα , Aβ  - парамет-

ры Ламе,  Rα , Rβ  - радиусы кривизны поверхности,  u , v , w  - касательные 

(вдоль образующей и направляющей) и нормальное перемещения точек сре-

динной поверхности оболочки. 

Пренебрегая толщиной оболочки, полагаем, что смоченная поверхность 

S0
(k)  геометрически совпадает с соответствующим участком срединной по-

верхности  S . 

В каждой точке срединной поверхности оболочки  S  считаем заданным 

вектор единичной нормали rn , определяющий положительное направление 

прогиба   w . Через rn ( )k (k = 1, ... , Nc ) обозначим векторы внешних (по отно-

шению к Q(k) ) нормалей к поверхностям S0
(k) . Заметим, что на S0

(k)  векторы rn  

и rn ( )k  либо совпадают, либо противоположны по направлению. На поверхно-

стях  Σ(k)  внешнюю нормаль обозначим rn  , а нормальные смещения точек обо-

значим  η(k) . Осевую координату точек свободной поверхности  Σ(k)  обозначим  

z k
0
( )  . 
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4.1.1. Колебания несжимаемой жидкости. 

 

Движение жидкости в полостях конструкции будем описывать при по-

мощи потенциалов смещений  Φ(k) (k = 1, ... , Nc ) , для которых выполнены со-

отношения: 
ru = ∇Φ ( )k     в Q(k)  .                                            (4.1) 

Из условия несжимаемости жидкости следует уравнение: 

∆Φ ( )k = 0   в Q(k)  .                                            (4.2) 

На границах областей Q(k)  имеем условия: 

∂
∂
Φ ( )k

n
w=   на  S0

(k)  ;                                           (4.3) 

∂
∂

ηΦ ( )
( )

k
k

n
=   на  Σ(k)  .                                         (4.4) 

Кроме того, на свободной поверхности жидкости должно быть выполне-

но условие: 
&& ( ) ( )Φ k kG+ =η 0       на  Σ(k)  .                               (4.5) 

Как отмечалось в предыдущей главе, во многих практических приложе-

ниях спектр колебаний оболочек с жидкостью может быть разделен на два 

практически не взаимодействующих между собой подспектра. Первый из них 

образуют собственные частоты, связанные преимущественно с колебаниями 

свободной поверхности жидкости, а собственные частоты второго обусловле-

ны упругостью оболочки. При этом частоты первого подспектра близки к час-

тотам колебаний жидкости в жесткой полости. 

Если практический интерес представляют лишь собственные колебания 

второго подспектра, то хорошую точность при их определении обеспечивает 

упрощенное по сравнению с (4.5) условие постоянства давления на свободной 

поверхности жидкости: 

Φ ( )k = 0       на  Σ(k)  .                                          (4.5а) 
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К примеру, именно эти упругие колебания конструкции топливных ба-

ков играют определяющую роль в продольных колебаниях корпусов жидкост-

ных ракет тандемной схемы. Отметим, что при проведении расчетов многоба-

ковых систем в зависимости от конкретных параметров конструкции можно 

комбинировать граничные условия (4.5) и (4.6) применительно к различным 

объемам жидкости. 

Давление в жидкости определяется выражением: 

P G H pk k k k k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )&& ( )= − + ⋅ ∇ + +ρ ρ ρ0 0 0 0Φ Φ
r r
G   ,                  (4.6) 

где  H z zk k( ) ( )= −0   - глубина жидкости в данной точке. Если же влиянием гра-

витационных эффектов пренебрегается, то выражение сокращается: 

P G H pk k k k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )&&= − + +ρ ρ0 0 0Φ   ,                              (4.6а) 

В этих выражениях можно выделить статическую составляющую P k
0
( )  и 

малую вариацию p k( )  : 

P P pk k k( ) ( ) ( )= +0   , 

P p G Hk k k k
0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )= + ρ  .                                   (4.7) 

Таким образом, в зависимости от того, учитывается влияние волн на 

свободной поверхности или же нет, поведение жидкости в изолированном 

объеме описывается с помощью уравнений (4.2), (4.3), (4.5) либо (4.2), (4.3), 

(4.5а). 

Динамические условия на поверхности контакта оболочки с жидкостью, 

рассмотрены в следующем разделе. 
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4.1.2. Тонкостенная упругая оболочка. 

 

Для описания поведения оболочки в общем случае используем нелиней-

ную теорию тонких упругих оболочек [98, 77]. Нелинейными здесь являются 

геометрические соотношения, которые запишем следующим образом: 

Eα α αε θ= +
1
2

2  ;        Eβ β βε θ= +
1
2

2  ;        Eαβ α β α βθ θ= + +Ω Ω  ; 

K
Aα

α

α∂θ
∂α

= −
1  ;        K

A A A
A

β
β

β

α β

β
α

∂θ
∂β

∂
∂α

θ= − −
1 1  ;                (4.8) 

K
R Rαβ α

α
β β

β
ατ τ= + = +

1 1
Ω Ω ; 

где 

ε ∂
∂αα

α α

= +
1
A

u w
R

 ;        ε ∂
∂β

∂
∂αβ

β α β

β

β

= + +
1 1
A

v
A A

A
u w

R
 ; 

Ωα
α

∂
∂α

=
1
A

v  ;                Ωβ
β α β

β∂
∂β

∂
∂α

= −
1 1
A

u
A A

A
v  ;               (4.9) 

θ ∂
∂αα

α α

= −
1
A

w u
R

 ;                  θ ∂
∂ββ

β β

= −
1
A

w v
R

 ; 

       τ
∂θ
∂αα

α

β= −
1
A

 ;          τ
∂θ
∂β

∂
∂α

θβ
β

α

α β

β
β= − +

1 1
A A A

A
 . 

Здесь 

Eα  , Eβ  , Eαβ    - удлинения и сдвиг срединной поверхности, 

Kα  , Kβ  , Kαβ  - параметры, характеризующие изменение кривизны и кручение 

срединной поверхности. 

В дальнейшем мы используем следующую форму записи геометриче-

ских соотношений: 



 - 183 -
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K
K

L NL ,   ,                         (4.10) 

где выделены линейная и квадратичная относительно перемещений части: 
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β
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. (4.11) 

Физические соотношения запишем в виде: 

{ } [ ]{ }σ ε

α

β

α

β

=





























=

T
T
S

M
M

H

D

2

  ,                                      (4.12) 

где   Tα  ,  Tβ  ,  S  ,  Mα  ,  Mβ ,  H   - внутренние усилия и моменты, а  [D]  - мат-

рица упругости, в соответствии с [98] имеющая вид: 

[ ]D

B B A A
B B A A

B A
A A D D
A A D D

A D

=

























11 12 11 12

21 22 21 22

33 33

11 12 11 12

21 22 21 22

33 33

0 0
0 0

0 0 0 0 2
0 0
0 0

0 0 2 0 0 4

  .                        (4.13) 

Выражения компонент матрицы  [D]  определяются свойствами оболоч-

ки [98]. В случае изотропной оболочки они равны: 
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B B Eh
11 22 21

= =
− ν

 ;       B B B12 21 11= = ν  ;       B B33 11
1

2
=

− ν  ; 

D D h B11 22

2

1112
= =  ;       D D D12 21 11= = ν  ;       D D33 11

1
2

=
− ν  ;      (4.14) 

A A A A A11 12 21 22 33 0= = = = =  . 

Наличие у оболочки подкреплений, параллельных осям  α  и  β , учтем, 

как и в работе [98], при помощи гипотезы “размазывания”. При этом компо-

ненты матрицы упругости получают добавки, вычисляемые по формулам: 

B E F
lii
i i

i

0
0

=     (i = 1, 2) ;        B B B12
0

21
0

33
0 0= = =  ; 

A E S
lii
i i

i

0
0

=     (i = 1, 2) ;        A A A12
0

21
0

33
0 0= = =  ;                 (4.15) 

D
E J

lii
i i

i

0
0

=     (i = 1, 2) ;        D D D12
0

21
0

33
0 0= = =  ; 

где для подкрепляющего ребра, направленного вдоль соответствующей оси, 

обозначено: 

Fi    - площадь поперечного сечения ребра, 

Si ,  Ji   - статический момент и момент инерции поперечного сечения ребра 

относительно оси, проходящей через срединную поверхность оболочки, 

li    - среднее расстояние между подкрепляющими ребрами, 

Ei
0  - модуль упругости материала (предполагается, что  νi

0 = 0). 

При этом величины  Si   и  Ji   вычисляются по формулам: 

S F zi i i= 0    ;        J J z Fi i i i= +0 0
2  ;                               (4.16) 

где 

z0i  - расстояние от центра тяжести поперечного сечения подкрепляющего реб-

ра до срединной поверхности (z0i  > 0, если ребро расположено на внешней 

стороне оболочки), 

J0i  - собственный момент инерции поперечного сечения ребра. 
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Уравнения колебаний оболочки с учетом выражения (4.7) для давления в 

жидкости и формулы для приведенных поверхностных сил на контактной по-

верхности (3.53) имеют вид: 
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где 
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∂
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A A
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A H A A T Sβ

α β
α

β
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β α β β β α

∂
∂β

∂
∂β

θ θ= + + +







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
1 1 2( )  ; 

и функции σ ( )k   равны: 

σ α β
α β
α β

( )
( ) ( )

( )( , )
( ) ( , )

( , )
k

k

k=
⋅ ∈

∉




r rn n k   ,  
,             

S
S

0

00  
    ; 

qα  ,   qβ  ,   qn   - поверхностные нагрузки, в которые не включено давление 

жидкости, P k
0
( )  определено выражением (4.7) (или (4.7а)). 

К этим уравнениям необходимо добавить кинематические и динамиче-

ские граничные условия на краях оболочки и в местах крепления упругих 

шпангоутов. Если гравитационными эффектами пренебрегается, то правые 

части уравнений соответствующим образом упрощаются.
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4.1.3. Упругие шпангоуты. 

 

Рассмотрим теперь движение  k-го шпангоута. Мы считаем шпангоут 

кольцом, радиус которого значительно больше размеров его поперечного се-

чения. При описании движения шпангоута используем гипотезу плоских сече-

ний, т.е. считаем, что поперечные сечения кольца остаются при движении пло-

скими, недеформированными и ортогональными к линии их центров тяжести. 

Пусть  rk  - расстояние от оси  Oz  до центра тяжести поперечного сече-

ния недеформированного кольца,  uk  , vk  , wk   - перемещения точек линии 

центров тяжести,  θk  - угол поворота сечения. Введем также систему коорди-

нат  Okξβη  , связанную с центром тяжести сечения  Ωk  (рис. 4.2). Тогда для 

произвольной точки кольца можно записать: 

u uk k= +( ) ( )β ηθ β   ; 

v vk k k= + +( ) ( ) ( )β ξϕ β ηψ β   ;                            (4.18) 

w wk k= −( ) ( )β ξθ β   ; 

причем из условия ортогональности сечений и линии центров тяжести полу-

чаются выражения для   ϕk  и  ψk  : 

ϕ
∂
∂βk

k

k k

kr
u v

r
= − +

1   ;      ψ
∂
∂βk

k

k

r
w

= −
1   . 

Соотношения (4.18) будем далее записывать в виде: 
r ru u Yk

s= ( )k  ,                                                (4.19) 

где 

Yk

k

k

k

k

u
v
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=




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










θ

  . 
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Рис. 4.2. 

 

Отсюда нетрудно получить выражения для компонент тензора деформа-

ций (в цилиндрической системе координат): 
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







2 1   ; 

ε ε εrr zz rz= = = 0  ; 

которые формально запишем в виде: 
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С учетом физических соотношений теории упругости для изотропного 

материала шпангоута запишем выражения компонент тензора деформаций 

следующим образом: 
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= ( )Y   ,                                    (4.22) 

где 
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ν ν
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ν
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k

k

0 1 2
2 1

=
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  ; 

причем  symm  означает, что элементы ниже главной диагонали равны симмет-

ричным им элементам выше диагонали. 

Таким образом, деформация шпангоута описывается при помощи столб-

ца  Yk  . Рассматривая шпангоут в составе конструкции, мы будем пренебре-

гать размерами его поперечного сечения, аппроксимируя это сечение точкой. 

При этом считаем, что в этой точке на оболочке выполнены условия: 

u uk=   ;    v vk=   ;    w wk=   ;    θ θα = k   .                       (4.23) 

Условия (4.23) представляют собой кинематические условия в месте 

крепления шпангоута к оболочке. Мы не будем здесь выводить соответствую-

щие динамические условия, поскольку в дальнейшем они не потребуются. 
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4.1.4. Вариационная формулировка проблемы. 

 

Суммируя вышеизложенное, делаем вывод, что поведение оболочечной 

конструкции с жидкостью в рамках сделанных предположений описывается 

уравнениями (4.2), (4.3), (4.5) (или (4.5а), если пренебрегается влиянием по-

верхностных волн в жидкости), (4.8), (4.12), (4.17) при наложенных на пере-

мещения кинематических и динамических граничных условиях (на границах 

оболочки и в сечениях крепления шпангоутов). В дальнейшем совокупность 

функций, описывающих движение конструкции, мы будем обозначать: 

{ } { }{ }U Y= = =u v w k N k Nk s
k k

c, , , , , , , , , , ,( ) ( )1 1K KΦ η   ,              (4.24) 

соответственно, для случая, когда гравитационными эффектами пренебрегает-

ся: 

{ } { }{ }U Y= = =u v w k N k Nk s
k

c, , , , , , , , , ,( )1 1K KΦ   .               (4.24а) 

Теперь сформулируем вариационный принцип с целью последующего 

применения метода конечных элементов для дискретизации и решения задачи. 

Принцип Гамильтона для механической системы формулируется как условие 

стационарности действия: 

S T V dt
t

( ) ( ( ) ( ))U U U= −∫
0

                                    (4.25) 

на множестве движений  U , удовлетворяющих кинематическим условиям на 

краю оболочки, условиям (4.23), а также условиям (4.2), (4.3) и (4.5) (или 

(4.6)). В выражении (4.25)  T(U)  и  V(U)  - кинетическая и потенциальная энер-

гия системы, для  которых имеют место формулы: 

T h u v w dS rd d

dV

k k
s

k
k

N

k k

k

N
k

s

k

c

( ) ( & & & ) [ ( & )]

( & )( ) ( )

( )

U u Y= + + + +

+ ∇

∫∫∑∫

∫∑

=

=

1
2

1
2

1
2

2 2 2 2

0

2

1

0
2

1

ρ ρ β

ρ

π
r

Ω

Φ

ΩS

Q

                           
         (4.26) 
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(4.27) 

Необходимость выполнения условий (4.2), (4.3) вызывает существенные 

затруднения при реализации метода конечных элементов. Поэтому в рассмот-

рение вводится функционал: 

S T V dt
t

∗ ∗= −∫( ) ( ( ) ( ))U U U
0

    ,                              (4.28) 

в котором 

T T
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     (4.29) 

соответственно, если не учитываются гравитационные эффекты: 

T T dV w dSk k k k k

k

N

k k

c
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=

= + − ∇ +∫ ∫∑( ) ( ) { ( & ) & & }( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Q S

.          (4.29а) 

Вычислив вариацию функционала (4.28), получим из условия его ста-

ционарности уравнения колебаний конструкции вместе с условиями: 

∆Φ&& ( )k = 0   в Q(k)  ,                                            (4.30) 

∂
∂

&&
&&

( )Φ k

n
w=   на  S0

(k)  ,                                          (4.31) 

а если для  k-го объема жидкости учтено влияние поверхностных волн, то и 

соотношение: 

∂
∂

η
&&

&&
( )

( )Φ k
k

n
=   на  Σ(k)  .                                       (4.32) 
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Эти уравнения являются дважды продифференцированными по времени 

соотношениями (4.2), (4.3), (4.4). Такое отличие не принципиально, поскольку 

в уравнениях колебаний упругой части конструкции присутствует лишь вторая 

производная по времени потенциала смещений. Таким образом, решение зада-

чи обеспечивает стационарность функционала (4.28) на множестве движений 

U , удовлетворяющих лишь кинематическим ограничениям, наложенным на 

перемещения упругой конструкции, и условиям (4.5а) для случая, когда грави-

тационными эффектами пренебрегается. Отметим также, что на движениях, 

удовлетворяющих соотношениям (4.2), (4.3), выражение (4.29) совпадает по 

величине с кинетической энергией конструкции. 

Поскольку нашей задачей в данной главе является определение собст-

венных частот и форм колебаний конструкции, то далее рассматриваем линеа-

ризованную задачу, пренебрегая нелинейными членами в геометрических со-

отношениях теории оболочек (4.8), а внешние нагрузки считаем нулевыми. В 

этом случае потенциальная энергия колебаний конструкции (относительно 

стационарного деформированного состояния, обусловленного собственным 

весом конструкции и внутренним давлением в ее полостях) равна: 
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где введены обозначения: 

{ }$ ( )
( )
( )

( ) ( )

u

u
v
w

+ =
−
−

+





























r
r

r

r r

u
u
u

u u

θ
θ

ε ε

α

β

α β

  , 



 - 192 -

[ ]C

P

P

P

symm

F
k

k k

k

k k( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )=

⋅

⋅































0 0 1
2

1
2

0 0

0 0 0 1
2

0

0 0 1
2

0 0 0
0 0

0

0 0

0

0 0

ρ

ρ

α

r r

r r

G k

G n  . 

Если же гравитационными эффектами пренебрегается, то формула уп-

рощается: 
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               (4.33а) 

В дальнейшем собственные формы колебаний конструкции и соответст-

вующие им собственные частоты будем обозначать Uk ,  ωk  (k = 1, 2, ... ) . За-

пишем свойства ортогональности собственных форм, следующие из формул 

для кинетической и потенциальной энергии. С этой целью перепишем (4.26) и 

(4.33) в виде: 

T T( ) $( & , & )U U U=
1
2

  ;                                           (4.34) 

V V( ) $( , )U U U=
1
2

  ;                                          (4.35) 

где  $T   и  $V  -  симметричные билинейные функционалы, вид которых легко 

определить из (4.26) и (4.33). 

Тогда для собственных форм справедливы соотношения: 
$( , )T k l k klU U = µ δ   ;                                              (4.36) 

$( , )V k l k k klU U = ω µ δ2   ;                                         (4.37) 

где  δkl - символ Кронекера, а  µk  - обобщенная масса k-ой собственной формы. 
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Разложим движение конструкции в ряд Фурье по окружной координате 

следующим образом: 
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и подставим это разложение в формулы (4.29) и (4.33). Тогда, выполнив интег-

рирование по окружной координате  β  , получим выражения вида: 
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                                (4.39) 

где обозначено: 
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Здесь  m = 0, 1, 2, ...  ;  i = 0, 1 ;  причем следует полагать, что 

u v w k k01 00 01 01 01 0= = = = =Φ ( ) ( )η      и    u v wk k k k
01 00 01 01 0= = = =θ   . 

Соотношения (4.39) означают, что уравнения свободных колебаний кон-

струкции относительно  Umi  для различных индексов  m  и  i  не связаны меж-

ду собой. Для собственных форм колебаний конструкции указанный факт оз-

начает, что любая собственная форма Us  может быть представлена в виде: 

u u m is s s s= −~ ( ) cos( )α β π
2

  ; 

v v m is s s s= −~ ( ) sin( )α β π
2

  ; 

w w m is s s s= −~ ( ) cos( )α β π
2

  ; 

Φ Φs
k

s
k

s s

s
k

s
k

s s

c

r z m i

r z m i
k N

( ) ( )

( ) ( )

~ ( , ) cos( )

~ ( , ) cos( )
, ,

= −

= −







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=
β π

η η β π
2

2

1  K   ;                      (4.40) 

u u m i

v v m i

w w m i

m i

k N
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ks ks s s

s
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~ sin( )
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θ θ β π

2

2

2

2

1  K   . 

Здесь  ms  означает число волн по окружности в выражении собственной 

формы. Для осесимметричных форм колебаний  (ms = 0)  значение  индекса is = 

0 соответствует продольно-радиальным колебаниям конструкции (в этом слу-

чае  v vs ks= = 0 ), а значение индекса is = 1  соответствует крутильным колебани-

ям (в этом случае отличны от нуля лишь vs   и   vks   ). В случае неосесиммет-

ричных форм колебаний (ms > 0) каждая собственная частота является кратной 

(кратности 2), причем собственные формы, соответствующие одной частоте, 
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различаются (с точностью до множителя) только сдвигом по окружности на  

π
2ms

  (is = 0  или  is = 1). 

Запишем теперь выражения функционалов  Tm
∗   и  Vm   в формулах (4.39): 
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        (4.42) 

или же без учета гравитационных эффектов: 
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где множитель  π
π

πm

m
m

=
=
>





2 0
0

,
,

   
     

  ; 

L ,  L0
(k) ,  Λ(k) ,  Ω(k) - осевые сечения поверхностей  S ,  S0

(k) ,  Σ(k) и областей  

Q(k) ; 
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Заметим, что при вычислении кинетической и потенциальной энергии 

шпангоутов (выражений для матриц [ ]M k
m   и [ ]Kk

m   )  на основании малости 

размеров их поперечных сечений по сравнению с радиусами полагалось  

1 1r rk≈  (см. формулы (4.26) и (4.27)). 

Таким образом, для любого заданного числа волн по окружности  m  

можно вычислить набор динамических характеристик: собственных частот и 

форм колебаний и соответствующих им обобщенных масс. При этом явная за-

висимость от окружной координаты позволяет перейти от трехмерной задачи к 

двумерной, рассматривая неизвестные функции на осевом сечении конструк-

ции. 
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4.1.5. Массы эквивалентных осцилляторов. 

 

Для осесимметричных продольно-радиальных (ms = 0, is = 0) форм коле-

баний можно ввести понятие масс эквивалентных осцилляторов. Пусть конст-

рукция в некотором сечении  α = const  закреплена относительно продольных 

перемещений ( w = 0) на жестком основании. Предположим теперь, что коле-

бания возбуждаются колебаниями этого жесткого основания по заданному за-

кону  w W t= 0 ( ) . Обозначим  U0  - движение конструкции, соответствующее 

единичному смещению ее как жесткого целого в продольном направлении, а 

Us , s = 1, 2, ...  - осесимметричные собственные формы колебаний закреплен-

ной на жестком основании конструкции. Для компонент движения U0  легко 

получить выражения в виде: 

u
v
w

H z z k Nk k k
c

0

0

0

0 0

0

1

=
=
= −

= − = − =

cos

sin
, ,( ) ( ) ( )

ϕ

ϕ

 ;
  ;

  ;
 ,     ;Φ K

                      (4.46) 

где  ϕ  - угол между осью  Oz  и касательной к образующей оболочки (вдоль 

координатной линии  α  ). 

Представим движение конструкции в виде разложения в ряд по собст-

венным формам: 

U U U= +
=

∞

∑W t q ts s
s

0 0
1

( ) ( )   ,                                    (4.47) 

и подставим это разложение в выражения для кинетической и потенциальной 

энергии  (3.34), (3.35). Тогда получаем: 
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 - 199 -
где   

µ 0 0s sT= $( , )U U  .                                            (4.49) 

Из (4.48), используя принцип Гамильтона, получим уравнения относи-

тельно обобщенных координат  qs  : 

µ ω µs s s s sq q W s(&& ) && , , )+ = − =2
0 0 1 2  ,     (   K   .                   (4.50) 

Нормируем теперь собственные формы колебаний Us с помощью мно-

жителей  αs  : 

′ =U Us s sα   .                                              (4.51) 

Тогда в разложении (4.47) обобщенные координаты 

′ =q qs
s

s
1

α
  ,                                              (4.52) 

а коэффициенты уравнений (4.50) равны 

′ =µ α µs s s
2   ;    ′ =µ α µ0 0s s s    .                            (4.53) 

Если теперь в качестве условия нормировки собственных форм ввести 

соотношение 

′ = ′µ µs s0   ,                                                (4.54) 

то уравнения (4.50) приобретут вид: 

M q q M W ss s s s s(&& ) && , , )′ + ′ = − =ω 2
0 1 2  ,     (   K   ,                    (4.55) 

где    M s s s= ′ = ′µ µ 0    . 

Уравнения (4.55) представляют собой уравнения колебаний системы ос-

цилляторов, закрепленных на подвижном основании. Величины масс  Ms  , ко-

торые назовем массами эквивалентных осцилляторов, а также значения нор-

мирующих множителей можно вычислить по формулам: 

M s
s

s

=
µ
µ

0
2

  ;      α µ
µs

s

s

= 0    .                                  (4.56) 

Можно показать, что сумма масс эквивалентных осцилляторов равна 

массе конструкции (если в сечении крепления нет сосредоточенной массы). 
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4.2. Конечноэлементная дискретизация конструкции. 

 

Основной идеей метода конечных элементов при решении краевых задач 

[56] является кусочная аппроксимация неизвестных функций. Область слож-

ной формы представляется в виде совокупности областей простой геометриче-

ской формы (конечных элементов), на каждой из которых вводится набор ба-

зисных функций (функций формы). Искомые функции аппроксимируются в 

области элемента линейными комбинациями функций формы. Функции фор-

мы выбираются так, чтобы значения аппроксимируемых функций на элементе 

определялись значениями этих функций или их производных в заданном набо-

ре точек (узловых точек), из которых хотя бы часть должна лежать на границе 

элемента. Элементы соединяются между собой в этих узловых точках, что 

обеспечивает объединение их в общую конечноэлементную модель конструк-

ции. 

Таким образом, от задачи определения функций в континуальных облас-

тях осуществляется переход к задаче определения дискретного набора связан-

ных с ними значений в узловых точках конечноэлементной модели конструк-

ции. При описанном выше построении каждой узловой переменной соответст-

вует некоторая функция (отличная от нуля лишь на содержащих данный узел 

элементах), которую можно рассматривать как координатную, применяя для 

определения неизвестных значений, представляющих приближенное решение 

краевой задачи, метод Ритца или метод Бубнова-Галеркина. Существенное от-

личие такого подхода от традиционных версий указанных методов состоит в 

способе повышения точности результата, который заключается в уточнении 

аппроксимации посредством разбиения областей определения функций на бо-

лее мелкие конечные элементы (сохраняя неизменным число функций формы 

на каждом из них), а не в увеличении числа учитываемых координатных 

функций, каждая из которых определена на всей области. В результате снима-
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ется проблема выбора системы координатных функций, которая для областей 

сложной геометрической формы оказывается весьма трудной. 

Мы рассматриваем задачу определения собственных частот и форм ко-

лебаний описанных выше конструкций для заданного числа волн по окружно-

сти  m . 

Исключение окружной координаты  β  с помощью формул (4.40) позво-

ляет рассматривать в качестве областей определения потенциалов  ~ ( )Φ k   об-

ласти  Ω(k) , являющиеся осевыми сечениями областей Q(k) , перемещения ~u , ~v , 
~w  считать определенными на одномерном многообразии L , являющемся осе-

вым сечением срединной поверхности оболочки  S , а вертикальные смещения 

η(k)  свободных поверхностей жидких объемов определять на осевых сечениях 

Λ(k) свободных поверхностей Σ(k) . Поэтому в соответствии с характером задачи 

будем использовать конечные элементы трех видов - двумерные для аппрок-

симации областей  Ω(k)  , одномерные для аппроксимации многообразия  L  и 

одномерные для аппроксимации многообразий  Λ(k) . (Это эквивалентно ап-

проксимации Q(k) , S  и Σ(k)  элементами кольцевой формы.) 

Опишем здесь конечные элементы, использовавшиеся в расчетах, и вы-

ведем формулы для вычисления их матриц жесткостей и матриц масс. 

 

4.2.1. Конечные элементы несжимаемой жидкости. 

 

Для аппроксимации осевых сечений объемов жидкости в первых версиях 

расчетных программ, разработанных для применения на ЭВМ типа БЭСМ-6 

(см. работы [34, 35]), использовались треугольные изопараметрические эле-

менты второго порядка с шестью узловыми точками [56]. 

Обозначим  ∆e , e = 1, ... , NQ  - совокупность конечных элементов, по-

крывающих осевые сечения объемов жидкости, содержащихся в конструкции. 

Три узла элемента располагаются в углах криволинейного треугольника, а еще 

три на его сторонах (рис. 4.3а). Геометрия конечного элемента определяется 
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посредством отображения в него базисного треугольного элемента  ∆0 , на ко-

тором заданы функции формы: 

n1 2 1( , ) ( )ξ η ξ ξ= −  ;                            n2 4( , )ξ η ξη=  ; 

n2 2 1( , ) ( )ξ η η η= −  ;                            n4 4 1( , ) ( )ξ η η ξ η= − −  ;            (4.57) 

n5 1 2 2 1( , ) ( )( )ξ η ξ η ξ η= − − − −  ;       n6 4 1( , ) ( )ξ η ξ ξ η= − −  . 

Отображение задает на элементе локальную криволинейную систему ко-

ординат по формулам: 

r r n

z z n

i i
i

i i
i

( , ) ( , )

( , ) ( , )

ξ η ξ η

ξ η ξ η

=

=

=

=

∑

∑
1

6

1

6

  ;

  ;
                                        (4.58) 

где   ri  ,  zi   - координаты узловых точек элемента  ∆e . 

 
Рис. 4.3. 
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Потенциал смещений  ~ ( )Φ k  на элементе выражается через набор узловых 

значений 

{ } { }δ f
e k k k k k k= ~ ~ ~ ~ ~ ~( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Φ Φ Φ Φ Φ Φ1 2 3 4 5 6

T
 

в локальных координатах при помощи матрицы функций формы 

[ ] { }N n n( , ) ( , ) ( , )ξ η ξ η ξ η= 1 6K  

по формуле: 

[ ]{ }~ ( , ) ( , )( )Φ k
f
eNξ η ξ η δ=  .                                    (4.59) 

Подставив теперь (4.59) в выражение (4.41) для функционала Tm
∗   , полу-

чим выражение для вклада элемента  ∆e  в этот функционал: 

{ } [ ]{ }T Mme
Q

f
e

f
e

f
e∗ =

1
2

& &δ δ
T

 ,                                     (4.60) 

где  [ ]M f
e  - матрица масс элемента, вычисляемая по формуле: 

[ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ]M N J J N r J d df
e

m
k= − ∇

− −
∇∫π ρ ξ η0

1

0

( ) detT T

∆

  ,            (4.61) 

в которой введены матрицы 

[ ]N

n n

m
r

n m
r

n

n n
∇ = − −























( , )ξ η

∂
∂ξ

∂
∂ξ

∂
∂η

∂
∂η

1 6

1 6

1 6

K

K

K

  ;          [ ]J

r r

z z
( , )ξ η

∂
∂ξ

∂
∂η

∂
∂ξ

∂
∂η

=





















0

0 1 0
0

 . 

Для вычисления матрицы  [ ]M f
e  интегрирование по ∆e в формуле (4.61) 

можно выполнить численно, как это предлагается делать в работе [56]. 

В более поздних версиях программы, разработанных применительно к 

ЭВМ типа ЕС, а затем для персональных компьютеров типа IBM PC, исполь-

зован более простой вариант конечного элемента жидкости, а именно тре-

угольный конечный элемент с тремя узловыми точками в вершинах (рис. 4.3б). 

В пользу такой замены свидетельствовали следующие соображения. Во-

первых, это простота вычислений, дающая экономию процессорного времени 
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на этапе формирования матриц. Во-вторых, уменьшение ширины ленты мат-

риц системы, приводящее как к экономии памяти, так и к сокращению времени 

счета при определении собственных частот и форм. Точность же получаемых 

результатов практически не изменилась, что показали проведенные расчеты. 

Функции формы такого конечного элемента имеют вид: 

n1 ( , )ξ η ξ=  ;      n2 ( , )ξ η η=  ;       n3 1( , )ξ η ξ η= − −  ;               (4.57а) 

и соответствующим образом меняются выражения (4.58) для отображения ба-

зисного элемента и формулы для матриц  [ ]N ( , )ξ η  ,  [ ]N∇ ( , )ξ η   и   [ ]J ( , )ξ η  . 

 

4.2.2. Конечные элементы тонкостенной оболочки. 

 

Срединную поверхность оболочки аппроксимируем совокупностью усе-

ченных конусов   Se , e = 1, ... , NS  , осевые сечения которых являются отрезка-

ми прямых (рис. 4.4). Концы отрезка являются узловыми точками элемента. 

Элементы такого типа описаны в работе [56]. Здесь мы несколько модифици-

руем их с целью учета взаимодействия с жидкостью, обеспечив тем самым со-

вмещение функций оболочечного и контактного элемента, т.е. элемента, отра-

жающего вклад соотношений на поверхности контакта в функционалы кине-

тической и потенциальной энергии. Такая возможность реализуется благодаря 

принятой гипотезе о совмещении контактной поверхности с участком средин-

ной поверхности оболочки. 

Обозначим ~ ( )Φ 1   и  ~ ( )Φ 2   - значения потенциалов смещений с внутренней 

и с внешней сторон оболочки (внутренней стороной считаем находящуюся 

слева при движении от узла 1 к узлу 2). Это общий случай, когда жидкость на-

ходится с обеих сторон оболочки. Если с какой-либо стороны контакт с жид-

костью отсутствует, то в формулах полагаем  ~ ( )Φ k = 0  и  ρ 0 0( )k =  . 
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Рис. 4.4. 

 

Введем на элементе локальную координату  s s ( )0 1≤ ≤   по формулам: 

r s r s r s
z s z s z s
( )
( )

=
=

1 2

1 2

1
1

( - ) +   ;
( - ) +   ;

                                       (4.62) 

а значения переменных  ~,~, ~, ~ , ~( ) ( )u v w Φ Φ1 2   на элементе выразим через узловые 

значения величин ~,~, ~ ,~ , ~ , ~( ) ( )u v w θ α Φ Φ1 2   по формуле: 

{ } [ ]{ }~ ~ ~ ~ ~ ( )( ) ( )u v w N se
s
eΦ Φ1 2 T

= δ  ,                          (4.63) 

где вектор-столбец  { }δ s
e   равен: 

{ } { }δ θ θα αs
e u v w u v w= ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1
1

1
2

2 2 2 2 2
1

2
2Φ Φ Φ Φ

T
 , 

а матрица функций формы 

[ ] [ ][ ]N s N se e( ) ( )= Λ  .                                         (4.64) 

В выражении (4.64) матрица  [ ]N s( )  равна 

[ ] [ ] [ ][ ]N s N s N s( ) ( ) ( )= 1 2  , 

где 

[ ]N s

s
s

s s L s s s
s

s

1 2 3 2 3

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 3 2 2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

( ) ( )=

−
−

− + − +
−

−























 , 
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[ ]N s

s
s

s s L s s
s

s

2 2 3 2 3

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 3 2 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

( ) ( )= − − +























 , 

а матрица   [ ]Λe   имеет вид: 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]Λe

e

e=












λ
λ
0

0
  , 

где 

[ ]λ

ϕ ϕ

ϕ ϕe =
−

























sin cos

cos sin

0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

  . 

Из приведенных выше формул видно, что значения  ~,~, ~ , ~( ) ( )u v Φ Φ1 2  ап-

проксимируются на элементе линейной, а  ~w   кубической зависимостью. 

Полагая в выражении (4.43)  α = s  , получим, что на конечном элементе  

1 0
Rα

=  ,   1
R rβ

ϕ
=

cos  ,   A Lα =  ,   A rβ =  ,   
∂
∂α

ϕβA
L= sin  ,   и следовательно, 
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∂
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∂
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∂
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Подставляя (4.63) в (4.65), получаем: 

{ } [ ]{ }ε δm
L e

s
eB s= ( )   ,                                        (4.66) 

где    [ ] [ ][ ]B s B se e e( ) ( )= 0 Λ   ,  

причем матрица      [ ] { } { }[ ]B se
m
L

m
L

0 1 12( ) ( ) ( )= ε εN NK   , 

где  N N1 1, ,K 2   - столбцы матрицы  [ ]N s( ) . 

Выражения для компонент матрицы  [ ]B se
0 ( )   мы не выписываем ввиду 

их большого объема. Формулы для компонент столбцов  1 - 4  и  7 - 10  можно 

найти в работе [56], а столбцы  5, 6, 11, 12  оказываются нулевыми, поскольку 

значения потенциалов смещений жидкости в выражения для параметров де-

формации оболочки не входят. 

 В случае, когда в постановке задачи учитываются гравитационные эф-

фекты, матрица жесткости элемента при наличии контакта с жидкостью (или 

избыточного давления) изменяется в соответствии с вкладом, определяемым 

формулой для потенциальной энергии (4.42). 

Аналогично выполненным выше преобразованиям, используя формулу 

для вектора параметров деформации смоченной поверхности: 
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∂
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  , 

получим выражение 

{ } [ ]{ }$ ( )u F sm
e

s
e+ = δ   ,                                       (4.67) 

где 

[ ] [ ][ ]F s F se e e( ) ( )= 0 Λ   , 
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[ ] { } { }[ ]F s u ue
m m0 1 12( ) $ ( ) $ ( )= + +N NK   . 

Подставляя теперь (4.63), (4.66) и (4.67) в (4.41), (4.42), получаем форму-

лы для вкладов элемента Se   в кинетическую и потенциальную энергию: 

{ } [ ]{ }T Mme
S

s
e

s
e

s
e∗ =

1
2

& &δ δ
T

 ,                                     (4.68) 

{ } [ ]{ }V Kme
S

s
e

s
e

s
e=

1
2

δ δ
T

 ,                                     (4.69) 

в которых  [ ]M s
e   и  [ ]Ks

e   - матрица масс и матрица жесткостей элемента, вы-

числяемые по формулам: 

[ ] [ ] [ ][ ]M L N s C N s r s dss
e

m
e e= ∫π ( ) ( ) ( )

T

0

1

  ,                                           (4.70а) 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]( )K L B s D B s F s C F s r s dss
e

m
e e e

F
e= −∫π ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T

0

1

 ,       (4.70б) 

где матрицы  [ ]C  и [ ]CF   имеют вид: 
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Для численного интегрирования в формулах (4.70а) и (4.70б) использу-

ется метод Гаусса. При отсутствии контакта с жидкостью с какой-либо сторо-



 - 209 -
ны, как уже отмечалось, полагаем соответствующее  ρ 0 0( )k =  , и следователь-

но, получаем нулевые соответствующие строки и столбцы в матрице  [ ]M s
e  . 

 

4.2.3. Конечные элементы свободной поверхности. 

 

Свободная поверхность жидкости представляется совокупностью коль-

цевых элементов  Σe , e = 1, ... , NΣ  , имеющих прямолинейное осевое сечение и 

две узловые точки (рис. 4.5). 

Используя локальную параметризацию осевого сечения элемента (4.62), 

выразим вертикальные смещения и потенциал на элементе через их узловые 

значения (индексы, определяющие номер объема жидкости, опускаем): 

[ ]{ }
~

~ ( )
Φ

Ση
δ









= N s e  , 

где    { } { }δ η ηΣ Φ Φe = ~ ~ ~ ~
1 1 2 2

T
 ,     [ ]N s

s s
s s

( ) =
−

−










1 0 0
0 1 0

 . 

 
Рис. 4.5. 

 

Подстановка этого соотношения в формулы (4.41), (4.42) дает выраже-

ния для матриц конечного элемента: 

[ ] [ ] [ ][ ]M L N s C N s r s dse
m MΣ = ∫π ( ) ( ) ( )T

0

1

  ,                       (4.71а) 
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[ ] [ ] [ ][ ]K L N s C N s r s dse
m KΣ = ∫π ( ) ( ) ( )T

0

1

  ,                        (4.71б) 

где       [ ]CM =










0
0

0

0

ρ
ρ

 ,       [ ]C
GK =











0 0
0 0ρ

 . 

 

4.2.4. Формирование объединенных матриц конечноэлементной модели. 

 

Выше получены формулы для матриц масс и матриц жесткостей конеч-

ных элементов, образующих дискретную модель упругой конструкции, содер-

жащей идеальную несжимаемую жидкость. 

Осевые сечения упругих шпангоутов в соответствии со сформулирован-

ной выше математической моделью конструкции считаем точками. Эти точки 

должны быть включены в число узловых точек при аппроксимации оболочки 

конечными элементами. При этом компоненты векторов  ~Yk   , определяющих 

деформацию шпангоутов, совпадают с узловыми значениями переменных, за-

дающих деформацию оболочечных конечных элементов. Это оказывается 

весьма удобно для включения шпангоутов в конечноэлементную модель кон-

струкции. 

Обозначим теперь  { }δ   - полный вектор параметров, описывающих 

движение системы конечных элементов. Он состоит из значений неизвестных 

функций  ~,~, ~ ,~ ,( ~ , ~ ), , ,( ) ( )u v w k Nk k
cθ ηα Φ = 1K   в узловых точках конечных эле-

ментов. Его размерность определяет число степеней свободы конечноэлемент-

ной модели конструкции. 

Запишем связь вектора  { }δ  с векторами параметров, определяющих не-

известные функции на отдельных конечных элементах, в следующем виде: 

{ } [ ]{ }δ δf
e

f
eL=  ;   { } [ ]{ }δ δΣ Σ

e eL=  ;   { } [ ]{ }δ δs
e

s
eL=  ;   [ ]{ }~Yk Y

kL= δ  ;      (4.72) 
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где матрицы  [ ]Lf
e  ,  [ ]Le

Σ  , [ ]Ls
e  , [ ]LY

k   составлены из нулей и единиц очевид-

ным образом. 

Тогда приближенные выражения функционалов (4.41), (4.42) через { }δ  

записываются в виде: 

{ } { } [ ]{ }T Mm
∗ =( ) & &δ δ δ1

2
T

 ,                                       (4.73) 

{ } { } [ ]{ }V Km ( )δ δ δ=
1
2

T  ,                                       (4.74) 

где   [ ]M  и  [ ]K  - матрица масс и матрица жесткостей системы конечных эле-

ментов, аппроксимирующей конструкцию, формируемые из соответствующих 

матриц отдельных элементов следующим образом: 
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         (4.75) 

Вычисляя вариацию функционала 

{ } { } { }S T V dtm m

t
∗ ∗= −∫( ) ( ( ) ( ))δ δ δ

0

    ,                                (4.76) 

и приравнивая ее нулю, получаем уравнения свободных колебаний: 

[ ]{ } [ ]{ }M K&&δ δ+ = 0    ,                                           (4.77) 

которые являются обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

Задача определения собственных частот и форм колебаний конструкции 

сводится, таким образом, к алгебраической задаче о собственных значениях: 

[ ]{ } [ ]{ }K Mδ ω δ= 2     .                                                  (4.78) 
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4.3. Учет влияния статического деформированного состояния 

при расчете динамических характеристик. 

 

Под действием давления во внутренних полостях и гравитационных сил 

в конструкции возникает статическое напряженно-деформированное состоя-

ние, относительно которого она может совершать малые колебания. В линей-

ном приближении это исходное статическое состояние не оказывает влияния 

на характеристики свободных колебаний, наложенных на него. Однако, экспе-

риментальные результаты свидетельствуют о существенном влиянии величи-

ны внутреннего давления на собственные частоты колебаний оболочечных 

конструкций как с жидкостью, так и без жидкости (см. например, [31, 157]).  

Это влияние может быть учтено, если линеаризовать нелинейные уравнения 

колебаний в окрестности статического напряженно-деформированного со-

стояния. Мы выполним здесь линеаризацию на уровне конечного элемента, 

получив формулу для матрицы жесткостей, в которой учтено влияние началь-

ной статической деформации. 

Представим деформированное состояние как сумму статической  U0  и 

динамической  U  составляющих. Тогда из (4.10) получаем: 

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }ε ε ε ε εr r r r r r r ru u u u u u u u0 0 02+ = + + +L NL NL, ,   .          (4.79) 

Потенциальная энергия деформации оболочки равна: 

{ } [ ]{ }V D dS( ) ( ) ( )U u u u uT= + +∫
1
2 0 0ε εr r r r

S

    .                       (4.80) 

Пусть динамическая составляющая имеет  m  волн по окружности. Ста-

тическая составляющая в силу характера вызывающих ее нагрузок осесиммет-

рична, причем  v0 0=  . 

Рассмотрим теперь описанный выше оболочечный конечный элемент. 

Подставим выражение (4.63) в (4.80), учитывая при этом, что для динамиче-

ской составляющей U  выполнены соотношения: 
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                                                u u m i= −~( ) cos( )α β π
2

  ; 

                                                v v m i= −~( ) sin( )α β π
2

  ; 

                                                w w m i= −~( ) cos( )α β π
2

  ; 

где  i = 0  или i = 1  . Выделяя затем в полученном выражении квадратичную 

относительно  { }δ s
e  часть, получим формулу для вычисления матрицы жестко-

стей элемента: 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ]K L B s D B s Q s r s dss
e

m p
e

p
e

p
e= +∫π ( ( ) ( ) ( ) ) ( )

T

0

1

  .                 (4.81) 

В этой формуле 

[ ] [ ] { } { }[ ][ ]B s B s b bp
e e

m m
e( ) ( ) ( ) ( )= + N N1 12K Λ   , 

где                   ( ){ }

( ) ( )

( ) ( )bm

m

U

U U

U U
=
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


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0

0

0

0
0
0

~

 , 

а матрица                [ ] [ ] [ ][ ]Q s Q sp
e e e( ) ( )= Λ Λ

T
  , 

причем компоненты матрицы  [ ]Q s( )   равны: 

{ }[ ]{ }q D qij m i j= ε( ( , )ru N N0   , 

{ }q
m

m

m m

m m

( , )

~ ( )~ ( )
( ) ( )

( sgn( ))[~ ( ) ( ) ~ ( ) ( )]
U U

U U
U U

U U U U
1 2

1 2

1 2
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0
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При вычислении матрицы  [ ]Ks
e   значения  u v w0 0 0, ,    в точках, лежащих 

внутри конечного элемента, удобно вычислять по их узловым значениям при 

помощи соотношения (4.63). 

Если нагрузки, вызывающие статическую деформацию, относительно 

невелики, так что ее можно определять из линейных уравнений, то расчет этой 

статической деформации удобно выполнять также методом конечных элемен-

тов. 
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4.4. Основные принципы построения вычислительных алгоритмов. 

 

Для расчета динамических характеристик оболочечных конструкций с 

жидкостью был разработан ряд вычислительных программ, основанных на ме-

тоде конечных элементов. 

Начало этой работы относится к 1976 - 1979 гг., когда были созданы 

программы для использования на ЭВМ БЭСМ-6. Они написаны на языке 

АЛГОЛ и предназначены для работы в системе БЭСМ-АЛГОЛ. Хронологиче-

ский порядок их создания был следующий. 

Первоначально была разработана программа расчета динамических ха-

рактеристик оболочечных конструкций с жидкостью описанного выше типа 

при осесимметричных продольно-радиальных колебаниях (m = 0, i = 0  в соот-

ветствии с введенными обозначениями). В этой программе вычисляются соб-

ственные частоты и формы колебаний, обобщенные массы и массы эквива-

лентных осцилляторов. Кроме того, в программе реализована дополнительная 

возможность расчета масс и координат центров масс конструкции без учета 

жидкости, отдельных объемов жидкости и конструкции с жидкостью, что 

весьма удобно при исследовании конструкций сложной геометрической фор-

мы. 

Следующим этапом было создание программы, позволяющей рассчиты-

вать динамические характеристики колебаний с произвольным заданным чис-

лом волн по окружности  m . При этом в случае осесимметричных колебаний 

оказывается возможным расчет не только продольно-радиальных, но и кру-

тильных собственных форм. 

Далее была разработана программа, позволяющая при расчете динамиче-

ских характеристик конструкции учитывать влияние статического напряжен-

но-деформированного состояния, возникающего в результате внутреннего 

давления в полостях конструкции и сил гравитации. В этой программе выпол-
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няется предварительно расчет статической деформации при помощи метода 

конечных элементов, а затем рассчитываются динамические характеристики. 

Последняя, наиболее развитая версия программы позволяет в дополне-

ние ко всему перечисленному выше полностью учитывать в расчете все грави-

тационные эффекты, включая образование волн на свободной поверхности и 

динамические условия на контактной поверхности. 

Разработка алгоритмов, таким образом, осуществлялась в порядке рас-

ширения возможностей и, соответственно, усложнения вычислительных про-

грамм. 

Отметим далее три момента, определивших эффективность реализации 

алгоритма. 

 

4.4.1. Рациональное использование памяти вычислительной системы. 

 

При организации вычислительной процедуры, реализующей алгоритм 

метода конечных элементов, особое внимание необходимо уделять проблеме 

экономии памяти вычислительной системы, основные затраты которой прихо-

дятся на массивы компонент матрицы масс  [ ]M   и матрицы жесткостей  [ ]K  

системы конечных элементов. Способ формирования этих матриц из матриц 

отдельных элементов, описываемый формально выражениями (4.75), опреде-

ляет две особенности этих матриц, позволяющие существенно уменьшить за-

траты памяти. 

Во-первых, матрицы  [ ]K  и [ ]M  симметричные и имеют ленточную 

структуру, что позволяет хранить в памяти вычислительной системы только 

верхние части лент этих матриц. Еще большей экономии можно достичь, ис-

пользуя структуру так называемого профиля матрицы  [50] . Следует отметить, 

что данная проблема является принципиальной и ключевой для сколько-

нибудь эффективной реализации конечноэлементных алгоритмов. 
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Во-вторых, большая часть строк и столбцов матрицы  [ ]K  при наличии 

значительных объемов жидкости является нулевыми строками и столбцами 

благодаря тому, что жидкостные конечные элементы не дают вклада в эту мат-

рицу. Хранить эти нулевые строки и столбцы нецелесообразно, и основные 

затраты памяти поэтому определяются размерностью массива для хранения 

компонент матрицы  [ ]M  . Размерность дополнительного информационного 

массива, с помощью которого осуществляется уплотнение матрицы  [ ]K , не-

значительна по сравнению с получаемой экономией памяти. 

Перечисленные выше программы для БЭСМ-6 не использовали внешние 

запоминающие устройства, что позволяло решать задачи с помощью конечно-

элементных моделей с числом степеней свободы до 500-600. Этого оказалось 

достаточно для решения основного массива задач по расчету динамических 

характеристик топливных баков жидкостных ракет, что обеспечило распро-

странение программы практически во всех ведущих отраслевых конструктор-

ских бюро. 

Однако для расчета с удовлетворительной точностью более сложных 

конструкций (например, систем вложенных баков с промежуточными днища-

ми и т.п.) требовалось использовать модели с повышенной размерностью. Со-

ответственно была разработана программа, использующая для хранения ком-

понент массивов внешние запоминающие устройства, позволяющая доводить 

число степеней свободы конечноэлементных моделей до нескольких тысяч. 

Эти программы были перенесены на ЭВМ типа ЕС, для чего переписаны на 

алгоритмическом языке PL-1. 

В настоящее время существуют версии программ для компьютеров типа 

IBM PC, в которых ограничения определяются в основном лишь наличными 

ресурсами конкретной конфигурации вычислительной системы и ее быстро-

действием. 
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4.4.2. Решение проблемы собственных значений. 

 

Процедуру решения задачи о собственных значениях (4.78) желательно 

организовать так, чтобы не увеличивать затраты памяти вычислительной сис-

темы. Среди методов решения этой задачи в качестве наиболее удобного был 

выбран описанный в работе [137] алгоритм, являющийся комбинацией метода 

деления отрезка пополам для вычисления собственных значений и метода об-

ратных итераций для определения собственного вектора, соответствующего 

данному собственному значению. В указанных программах этот метод реали-

зован с некоторыми изменениями и упрощениями, не оказавшими, однако, 

влияния на устойчивость численной процедуры. В процессе расчетов ни разу 

не было замечено явлений, связанных с накоплением погрешностей округле-

ния. 

Для последовательного выделения и уточнения каждого собственного 

значения, лежащего в заданном интервале, используется тот факт, что для за-

данного значения  ω   число перемен знаков в последовательности главных 

миноров матрицы  [ ] [ ] [ ]A K M= − ω 2   равно числу собственных значений, 

меньших  ω  . В отличие от [137], где для вычисления этой величины исполь-

зуется метод Гаусса с выбором главного элемента, здесь используется разло-

жение матрицы  [ ]A  в виде: 

[ ] [ ] [ ][ ]A C B C= T  ,                                                 (4.82) 

 

где  [ ]C  - верхняя треугольная матрица с единичной диагональю, а  [ ]B  - диа-

гональная матрица, компоненты которых вычисляются по рекуррентным фор-

мулам: 
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Легко видеть, что число перемен знаков в последовательности главных 

миноров матрицы  [ ]A  равно числу отрицательных диагональных компонент 

матрицы   [ ]B  . 

Из формул (4.83) видно, что если матрица  [ ]A  ленточная, т.е. aij = 0  при    

i j h− ≥  (h - полуширина ленты матрицы), то cij = 0 при j i h≥ +  и для вы-

числения b c j i i hii ij, ( , , )  = + + −1 1K  достаточно знать bkk   при  

i h k i− + ≤ ≤ −1 1  и ckj  при j h k i− + ≤ ≤ −1 1 . Поэтому размерность вспомо-

гательных массивов (необходимых для того, чтобы не испортить массивы 

компонент матриц) равна ( )h h2 2+  . 

Обозначим ω m  - приближенное собственное значение (но не равное 

ему). На каждом шаге реализованного в программах варианта процедуры об-

ратной итерации для вычисления собственного вектора, соответствующего 

ближайшей к ω m    собственной частоте, выполняется следующая последова-

тельность действий: 

1) вычисление вектора { } [ ]{ }$δ δi iK= −1  , где { }δ i−1 - приближение, полу-

ченное на предыдущем шаге; 

2) нормировка вектора { }$δ i  таким образом, чтобы значение его макси-

мального по модулю элемента было равно 1 1N  ; 

3) определение вектора { }δ i  из уравнения: 

[ ] [ ] { } { }( ) $M K
m

i i− =
1

2ω
δ δ  ;                                  (4.84) 
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4) нормировка вектора { }δ i  таким образом, что значение его максималь-

ного по модулю элемента равно 1 N  ; 

5) проверка условия выхода из итерационного процесса, состоящего в 

том, чтобы компоненты векторов { }δ i  и { }δ i−1  отличались не более, чем на ε . 

Здесь ε ,   ,  N N1  - задаваемые в качестве параметров процедуры величи-

ны. 

С целью экономии времени работы процессора при решении системы 

(4.84) перед началом итераций выполняется разложение матрицы  

[ ] [ ]M K
m

−
1

2ω
  по формуле (4.82). 

 

4.4.3. Ввод исходной информации. 

 

Серьезной проблемой при реализации конечноэлементных алгоритмов 

является задание исходной информации. Топологическая информация о раз-

биении конструкции на конечные элементы, содержащая номера узловых то-

чек каждого элемента и их координаты, составляет массивы большой размер-

ности. Задание этих массивов непосредственно вручную неизбежно сопровож-

дается ошибками, обнаружить которые весьма непросто. 

В настоящее время существуют и относительно доступны специально 

разработанные препроцессорные системы, работающие в интерактивном гра-

фическом режиме и позволяющие формировать конечноэлементное разбиение 

сложных конструкций. Однако успешное распространение описанных выше 

программ было обеспечено благодаря введенной в их состав относительно 

простой процедуре, автоматизирующей построение конечноэлементной моде-

ли конструкций рассматриваемого в данном разделе типа. 

Эта процедура предназначена для формирования массивов, описываю-

щих разбиение конструкций, составленных из оболочек цилиндрической, ко-
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нической, сферической и тороидальной формы, что охватывает большинство 

встречающихся на практике конструкций. Использование этой процедуры, 

значительно сократив время подготовки вводимой информации, по существу 

сделало программы применимыми для практических расчетов. Удобство и 

простота принципов, заложенных в эту процедуру, до настоящего времени по-

зволяет этим программам сохранять свойство конкурентоспособности (в пре-

делах области их применения) по отношению к мощным вычислительным па-

кетам, основанным на методе конечных элементов. 
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4.5. Результаты расчетов. 

 

Со времени разработки первого варианта программы расчета динамиче-

ских характеристик оболочечных конструкций с жидкостью методом конеч-

ных элементов и до настоящего момента выполнено большое количество рас-

четов. Основная масса расчетов проводилась с целью определения динамиче-

ских характеристик отдельных топливных баков жидкостных ракет. Эти рас-

четы выполнялись во всех ведущих конструкторских бюро отечественного ра-

кетно-космического комплекса, количество просчитанных вариантов исчисля-

ется сотнями, и автору не известно случаев сбоев в работе программ. Это сви-

детельствует о высокой надежности принятой методики. 

Выполнялись и более сложные (хотя и достаточно уникальные) расчеты 

в тех случаях, когда изделие в принципе трудно было схематизировать про-

стыми расчетными схемами, требующими механического разделения топлив-

ных баков для включения их в пружинно-массовую или стержневую модель 

корпуса. В таких случаях, характеризующихся взаимной вложенностью баков 

с промежуточными днищами, контактирующими с жидкостью с обеих сторон, 

и т.п., выполнялись расчеты двухбаковых отсеков или же динамические харак-

теристики корпуса ступени изделия рассчитывались целиком по оболочечной 

схеме с использованием конечноэлементной программы. 

 

4.5.1. Сопоставление расчетных данных с известными решениями. 

 

Суждение о правильности работы составленных программ расчета дина-

мических характеристик может быть сделано на основе сопоставления резуль-

татов, полученных другими методами или экспериментально, с результатами, 

полученными с помощью этих программ. 
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Рассмотрим конструкцию, составленную из двух соосных цилиндриче-

ских оболочек, полость между которыми заполнена жидкостью. Днище полос-

ти жесткое и неподвижное, верхние торцы оболочек шарнирно оперты (под-

вижны в осевом направлении), а нижние жестко защемлены. Для таких конст-

рукций в работе [12] получено точное решение и приведены результаты расче-

тов при соотношениях параметров: 

R
h

R
h

r
R
R

0 0
1

0

0

0500 0 5 0 3 0 364+

+

−

−

−

+

= = = = = = ;     ;    ;    ;, , ,ν
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при различных значениях относительной высоты γ = +H R0  . Здесь  R h0+ + ,    и 

R h0− − ,    - радиусы и толщины внешней и внутренней оболочки. 

Значения безразмерного частотного параметра 

λ ω ρ ν
=

−
+R

E0

21( )   , 

приведенные в работе [12] для двух низших тонов осесимметричных колеба-

ний, сопоставлены в таблице 12 с вычисленными по методу конечных элемен-

тов. 

Таблица 12 

γ Работа [12] МКЭ 
 λ1 λ2 λ1 λ2 

4 0,01529 0,04501 0,01535 0,04520 
2 0,03060 0,08543 0,03067 0,08561 
1 0,06046 0,1448 0,06058 0,1451 

0,5 0,1131 0,2136 0,1133 0,2179 
 

Как и следовало ожидать, приближенные значения собственных частот 

лежат несколько выше точных. Эти результаты получены с использованием 

конечноэлементной модели с числом степеней свободы  N = 518 (сетка узло-

вых точек: 7 по горизонтали и 41 по вертикали), которая, как мы видим, дала 

весьма высокую точность. Заметим, что были проведены расчеты с использо-

ванием более мелкого разбиения, и для  γ = 4 были получены значения  λ1 = 
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0,015296  при  N = 1038 (сетка 7 х 81)  и λ1 = 0,015295  при  N = 1368 (сетка 10 

х 81), приближающиеся к точному значению. Это показывает, что при измель-

чении разбиения конструкции получаемые приближенные значения собствен-

ных частот стремятся к точным значениям. 

На рис. 4.6 показаны полученные две первые собственные формы для γ = 

2 . 

 
Рис. 4.6. 

 

В работе [95] приведены экспериментальные и теоретические результаты 

исследования собственных частот и форм осесимметричных колебаний запол-

ненной водой полусферической оболочки радиусом  0,133 м  и толщиной  

0,0007 м , изготовленной из материала с параметрами:  E = 4,016·109 Н/м2  и  ρ 

= 1180 кг/м3 . Поскольку в [95] не указаны значения коэффициентов Пуассона 

и условия закрепления краев оболочки, мы полагаем ν = 0,3 , а на краю задава-

лись три вида условий, когда для граничных точек: 

А:   u = 0 ; 

Б:   u = w = 0 ; 

В:   u = w = θα = 0 . 
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Полученные значения собственных частот (в Гц) сопоставлены с резуль-

татами работы [95] в таблице 13 , а на рис. 4.7 показаны собственные формы 

двух первых тонов для трех вариантов закрепления. 

 
Рис. 4.7. 

 

Мы видим, что частоты низших тонов колебаний слабо зависят от усло-

вий закрепления края оболочки, а полученные здесь результаты значительно 

лучше согласуются с экспериментальными (отличие не более 7%), чем теоре-
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тические результаты работы [95]. Вычисленные собственные формы колеба-

ний согласуются с полученными экспериментально. 

Таблица 13 

№ Работа [95] МКЭ 
тона Расчет Эксперимент А Б В 

1 185 216 206,5 209,4 210,6 
2 272 305 315,6 317,9 318,4 
3 350 370 393,9 395,4 395,4 
 

Исследовались также собственные частоты осесимметричных колебаний 

сферической оболочки, закрепленной по экватору относительно вертикального 

перемещения и заполненной жидкостью наполовину, с параметрами: 

 
ρ
ρ

ν0 0 4355 0 3= =, , ;    ;   R
h

= 100  и   R
h

= 1000  (R - радиус оболочки). 

Результаты, полученные по методу конечных элементов, сравниваются с 

вычисленными по формулам работы [63] в таблице 14, где для первых трех 

тонов приведены значения безразмерного частотного параметра 

λ ω ρ ν
=

−R
E

( )1 2

  ,                                            (4.85) 

Таблица 14 

R/δ Известное решение МКЭ 
 1 2 3 1 2 3 

100 0,172 0,258 0,316 0,170 0,257 0,316 
1000 0,0549 0,0837 0,104 0,0547 0,0836 0,104 

 

Результаты хорошо согласуются между собой. Число степеней свободы 

использованной конечноэлементной модели равнялось 332 (41 точка по обра-

зующей). 

Правильность работы программы расчета динамических характеристик с 

учетом внутреннего давления и веса конструкции проверялась на примере усе-

ченной конической оболочки, заполненной водой, находящейся под давлением 

(рис. 4.8). Нижний торец оболочки жестко защемлен, а к верхнему крепится 
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достаточно толстая крышка, что соответствует для неосесимметричных форм 

(m ≥ 2 ) жесткому защемлению. Материал оболочки имеет параметры: E = 

6,77·1010 Н/м2 , ν = 0,29,  ρ = 2648 кг/м3. Размеры оболочки: L = 0,56 м ,   R0 = 

0,3 м , ϕ = °15 . 

 
Рис. 4.8. 

Таблица 15 

p, m 
атм 3 4 5 6 7 8 9 

 
0 

96,34 
101,0 
100,0 

75,50 
78,7 
76,0 

61,07 
63,6 

- 

53,22 
54,4 

- 

50,12 
50,8 
51,0 

52,14 
52,8 
54,0 

58,21 
- 
- 

 
0,1 

96,95 
101,8 
100,6 

77,50 
80,9 
80,0 

66,41 
68,5 
70,0 

62,42 
63,7 
65,2 

64,62 
65,5 
67,0 

71,57 
72,4 
74,4 

81,52 
- 
- 

 
0,3 

98,14 
103,0 
101,0 

81,33 
84,7 
83,7 

75,03 
77,2 
79,0 

77,44 
78,8 
80,7 

86,18 
87,3 
89,2 

98,82 
99,7 
102,8 

113,60 
- 
- 

 
0,5 

99,31 
104,3 
101,0 

84,97 
88,4 
87,0 

82,70 
84,9 
86,0 

89,79 
91,3 
93,0 

102,90 
104,1 
106,5 

119,33 
120,3 
123,5 

137,63 
- 
- 

 

В работе [31] приведены результаты экспериментального исследования 

собственных частот колебаний такой конструкции при различных величинах 

внутреннего давления, сопоставленные с теоретическими результатами. Полу-
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ченные по методу конечных элементов значения собственных частот первого 

тона колебаний (в Гц) приведены в таблице 15. Нижние две цифры в этой таб-

лице соответствуют теоретическим и экспериментальным результатам работы 

[31]. Полученные значения собственных частот отличаются от эксперимен-

тальных данных не более чем на 4%. 

Разработанные программы позволяют рассчитывать динамические ха-

рактеристики конструкций, не содержащих жидкость (как частный случай при  

Nc = 0). Мы приведем здесь результаты расчетов собственных частот осесим-

метричных колебаний тороидальной оболочки, внутри которой находится газ 

под давлением. На внешнем и внутреннем экваторах оболочки находятся 

шпангоуты, ограничивающие их перемещения в радиальном направлении. В 

работе [157] приведены результаты подробного экспериментального исследо-

вания динамических характеристик оболочки с радиусом окружности, являю-

щейся образующей тора, R = 0,2921 м, отношением расстояния от оси до цен-

тра этой окружности к ее радиусу  a = 1,365 , толщиной  h = 0,00159 м. Пара-

метры материала оболочки:  E = 7,375·1010 Н/м2, ν = 0,32 , ρ = 2850 кг/м3 . Мас-

са внешнего шпангоута  M+ = 1,893 кг .  

Исследовались три варианта: 

А. Оболочка не закреплена в продольном направлении, масса внутренне-

го шпангоута   M- = 12,004 кг . 

Б. Оболочка закреплена относительно продольных смещений по внеш-

нему экватору,   M- = 11,509 кг . 

В. То же, что и Б., но к внутреннему шпангоуту добавлена масса, так что 

M- = 29,101 кг . 

В таблице 16 приведены вычисленные с учетом влияния начальной ста-

тической деформации по методу конечных элементов значения собственных 

частот первого тона осесимметричных колебаний всех трех вариантов конст-

рукции при различных значениях внутреннего давления, причем под ними 
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расположены экспериментальные и теоретические значения, взятые из работы 

[157]. 

Таблица 16 

Вариант p ,  Па 
конструкции 0 0,414·105 1,035·105 

 
А 

48,64 
48,7 
49,0 

62,22 
61,3 
61,6 

77,23 
75,8 
74,9 

 
Б 

34,32 
33,8 
34,8 

43,84 
42,6 
43,8 

54,33 
52,0 
53,1 

 
В 

23,96 
24,1 
24,3 

30,59 
30,1 
30,6 

37,89 
37,0 
37,1 

 

Отличие вычисленных собственных частот от экспериментальных зна-

чений не превышает 2,6% . Таким образом, программа позволяет учитывать 

начальную статическую деформацию при расчете динамических характери-

стик как осесимметричных, так и неосесимметричных колебаний. 

Приведенные выше результаты показывают, что метод обеспечивает хо-

рошую точность и сходимость к точному решению. При этом удовлетвори-

тельная точность может быть получена при относительно небольшом числе 

степеней свободы (порядка 300 - 500) конечноэлементной модели конструк-

ции. И хотя при современном уровне развития вычислительной техники нет 

столь жестких, как прежде ограничений на объем оперативной памяти, невы-

сокая размерность решаемых задач сокращает затраты времени и расширяет 

возможности исследования конструктивных вариантов. Тем не менее, при рас-

чете сложных конструкций следует проводить оценку точности результатов, 

выполняя несколько расчетов (2 - 3) при помощи конечноэлементных моделей 

различной точности. 

Отлаженная и проверенная программа может служить инструментом для 

получения новых результатов. Рассмотрим тороидальную оболочку, шарнирно 
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опертую по внешнему и внутреннему экваторам, частично заполненную жид-

костью. Радиус R = 1 м, отношение a = 2 , толщина оболочки  h = 0,01 м. Ха-

рактеристики материала:  E = 7·1010 Н/м2,  ν = 0,3 ,  ρ = 2750 кг/м3 , плотность 

жидкости   ρ0 = 1000 кг/м3 . Уровень жидкости будем определять углом α0  

(рис. 4.9). 

 
Рис. 4.9. 

 

 
Рис. 4.10. 
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На рис. 4.10 представлена полученная зависимость первых четырех соб-

ственных частот осесимметричных колебаний от уровня заполнения. Число 

степеней свободы конечноэлементной модели при расчетах изменялось в пре-

делах от 216 до 288. При больших уровнях заполнения (α 0 90> ° ) поведение 

этих зависимостей отражает взаимодействие колебаний верхней и нижней час-

тей оболочки, слабая связь между которыми является следствием условий за-

крепления конструкции. 

 

Качественное изменение формы колебаний второго тона в результате 

влияния колебаний верхней части оболочки при увеличении α0  можно видеть 

на рис. 4.11, где изображены собственные формы двух низших тонов для 

уровней заполнения, соответствующих  α 0 30 60 90 120 150= ° ° ° ° °, , , ,      . 

Для оболочки, заполненной жидкостью наполовину (α 0 90= °), исследо-

валась зависимость низших четырех собственных частот от числа волн по ок-

ружности. Эти результаты представлены в таблице 17. 

Таблица 17 

Номер m 
тона 0 1 2 3 4 5 6 7 

1 53,70 52,95 49,86 52,18 58,92 70,03 84,94 103,24
2 61,19 57,70 51,05 53,18 60,29 71,34 86,38 104,26
3 77,97 75,91 75,21 84,18 94,32 106,76 119,62 133,92
4 92,84 83,73 78,63 85,58 96,37 107,46 121,02 135,42

 

Минимальные значения собственных частот соответствуют  m = 2 . Кро-

ме того, как видно из таблицы, собственные частоты неосесимметричных ко-

лебаний группируются по две. При этом в каждой паре низшая частота опре-

деляется колебаниями прилежащей к внешнему экватору части оболочки, а 

верхняя - колебаниями прилежащей к внутреннему экватору части оболочки. 
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Рис. 4.11. 
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4.5.2. Исследование устойчивости гидроупругой системы 

при действии гравитационного поля 

 

Выполненное в данном разделе исследование предпринято с целью 

оценки на конкретном примере относительной величины того влияния, кото-

рое оказывает на собственные частоты колебаний тонкостенной конструкции с 

жидкостью гравитационный эффект, связанный с действием на контактную 

поверхность гидростатического давления как следящей силы. Формулы, выве-

денные в главе 3, показывают, что это влияние формально приводит к измене-

нию эффективной жесткости стенки сосуда. При этом, если проекция вектора 

гравитационного поля на внешнюю по отношению к жидкости нормаль к кон-

тактной поверхности положительна, то жесткость снижается. При определен-

ных соотношениях параметров собственная частота основного тона такой сис-

темы может понизиться до нуля и даже стать мнимой. Такая ситуация соответ-

ствует потере системой устойчивости статического равновесного состояния. 

В качестве примера рассмотрим колебания упругой пластинки, закры-

вающей снизу заполненную жидкостью жесткую цилиндрическую полость 

(рис. 4.12). Края пластинки удовлетворяют условиям жесткой заделки. Радиус 

цилиндрической полости  R = 1 м,  глубина жидкости H = 1 м, плотность жид-

кости   ρ0 = 1000 кг/м3 . Материал пластинки имеет параметры:  E = 7·1010 Н/м2, 

 ν = 0,3 ,  ρ = 2750 кг/м3 . Толщина пластинки в процессе исследования варьи-

руется. 

Рассмотренные в процессе исследования значения толщины пластинки 

таковы, что ее статическое напряженно-деформированное состояние заведомо 

не удовлетворяет критерию прочности реального материала. Поэтому считаем, 

что снизу пластинка поддерживается избыточным давлением газов, компенси-

рующим вес столба жидкости, чтобы конструкция была физически реализуе-

мой. 
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Рис. 4.12. 

 

В процессе расчетов определялись низшие собственные частоты колеба-

ний пластинки с числом волн по окружности m = 0, 1, 2 . При этом варьирова-

лось значение интенсивности гравитационного поля  G  . Конечноэлементное 

разбиение конструкции показано на рис. 4.12. 

В таблице 18 приведены результаты вычислений для четырех значений 

толщины пластинки. Заметим, что интерес для исследования представляли 

лишь тона гидроупругого подспектра, определяемые взаимодействием пла-

стинки с жидкостью, поэтому представлены только соответствующие собст-

венные частоты. Строки соответствуют различным значениям G , показанным 

в относительных величинах к ускорению свободного падения на поверхности 

земли g = 9,80665 м/с2 . Нулевое значение G  соответствует расчету, проведен-

ному без учета гравитационных эффектов. 

Графически зависимость частот низших тонов от интенсивности грави-

тации представлена на рис. 4.13. Из полученных результатов видно, что при 

достаточно малых толщинах пластинки наблюдается снижение собственной 

частоты до нуля, что соответствует потере устойчивости ее равновесного со-

стояния. 

Таблица 18 
 m = 0 m = 1 m = 2 



 - 235 -
G/g h, м h, м h, м 

 0,005 0,004 0,003 0,002 0,005 0,004 0,003 0,002 0,005 0,004 0,003 0,002 
0 1,779 1,276 0,830 0,453 5,085 3,653 2,382 1,302 10,18 7,327 4,787 2,621
1 1,732 1,208 0,719 0,157 5,020 3,561 2,237 1,019 10,13 7,256 4,676 2,409
2 1,683 1,134 0,583 - 4,954 3,466 2,084 0,488 10,08 7,184 4,561 2,176
3 1,628 1,054 0,393 - 4,887 3,370 1,925 - 10,02 7,111 4,444 1,918
4 1,576 0,967 - - 4,819 3,271 1,772 - 9,977 7,037 4,324 1,577
5 1,520 0,869 - - 4,751 3,170 1,280 - 9,925 6,962 4,200 1,211
6 1,462 0,756 - - 4,681 3,068 1,114 - 9,873 6,887 4,073 0,625
7 1,401 0,621 - - 4,611 2,964 0,801 - 9,821 6,811 3,941 - 
8 1,336 0,443 - - 4,541 2,861 - - 9,768 6,734 3,806 - 
9 1,267 0,059 - - 4,468 2,762 - - 9,715 6,656 3,666 - 
10 1,194 - - - 4,396 2,675 - - 9,662 6,577 3,522 - 

 

Укажем на некоторую особенность графиков на рисунке, соответствую-

щем поперечным колебаниям m = 1 . В этом случае низший тон поперечных 

колебаний свободной поверхности связан с перемещением значительных масс 

жидкости, что приводит к заметному взаимодействию его с гидроупругими 

колебаниями пластинки. В результате на графиках появляются особенности, 

характерные для диаграмм Вина, отображающих взаимодействие парциальных 

частот связанных подсистем. Для наглядности на этом графике штриховыми 

линиями показаны собственные частоты колебаний свободной поверхности 

жидкости в полости с жестким днищем. 

Отметим, что для собственных частот поперечных колебаний свободной 

поверхности выше первой взаимодействие тонов настолько слабое, что не мо-

жет быть отображено на графике, поскольку не выходит за пределы толщины 

линий. То же самое можно сказать обо всех собственных частотах колебаний 

свободной поверхности с  m = 0  (осесимметричных) и с числом волн по ок-

ружности  m > 1  . 

В работе [59] рассмотрена похожая физически реализуемая система, об-

разованная горизонтальной защемленной по краям упругой пластинкой, разде-

ляющей две несжимаемые жидкости различной плотности. При этом нижняя 

жидкость не имеет свободной поверхности. Рассмотрена плоская задача и по-

лучены приближенные формулы условий потери устойчивости такой системы. 
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Оказывается, что в случае, когда плотность верхней жидкости больше, чем 

плотность нижней, возможна потеря устойчивости как по симметричной, так и 

по несимметричной форме в зависимости от жесткостных параметров пла-

стинки. 
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Рис. 4.13. 
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4.6. Синтез подконструкций в расчетах динамических характеристик 

корпусов жидкостных ракет тандемной схемы. 

 

Использование в расчетах динамических свойств сложных технических 

систем такого приема, как поэтапный расчет характеристик отдельных их со-

ставляющих и формирование с использованием полученных результатов ме-

ханических моделей, более или менее адекватно отражающих свойства систе-

мы в целом, на практике широко распространено. По существу этот подход 

может рассматриваться как вариант синтеза подконструкций. 

В случае расчета динамических характеристик корпусов жидкостных ра-

кет при продольных колебаниях характерным примером такого подхода явля-

ется стержневая модель, когда подвижность жидкости в топливных баках учи-

тывается посредством введения в расчетную схему систем эквивалентных ос-

цилляторов [63, 64, 93, 71, 91, 51]. Процедура расчета здесь разбивается на два 

этапа. Первый состоит в определении собственных частот и форм колебаний 

топливных баков, рассматриваемых как тонкостенные оболочечные конструк-

ции с жидкостью, и вычислении соответствующих им масс эквивалентных ос-

цилляторов. К этому же этапу можно отнести вычисление погонных масс и 

продольных жесткостей участков корпуса, моделируемого без учета колебаний 

жидкости в баках стержнем переменного сечения. На втором же этапе факти-

чески осуществляется синтез результатов первого этапа, состоящий во введе-

нии в стержневую модель соответствующих бакам систем осцилляторов. Такая 

упрощенная модель используется затем для расчета динамических характери-

стик продольных колебаний корпуса или же исследования нагружения конст-

рукции при возбждении переходных колебательных процессов. 

Стержневая модель продольных колебаний корпуса использовалась с на-

чала 60-х годов и продолжает использоваться в отечественной практике по на-

стоящее время. Несмотря на успешное в целом ее применение, нельзя не отме-
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тить ряд факторов, которые несомненно влияют на снижение точности расчет-

ных результатов, а в отдельных случаях делают ее непригодной ввиду явной 

неадекватности решаемой задаче. 

Первое замечание состоит в том, что практически во всех современных 

ракетных системах стенки топливных баков являются несущими элементами 

конструкции. При стержневой схематизации корпуса их продольные жестко-

стные и массовые параметры должны войти в состав стержня на соответст-

вующем участке. В то же время эти стенки определяют динамические характе-

ристики баков, вводимые в расчетную схему через совокупность осциллято-

ров. Это означает, что выделение подвижной массы жидкости в систему ос-

цилляторов связано с принудительным, насильственным с точки зрения меха-

ники отделением поперечных колебаний стенок бака (учитываемых посредст-

вом свободно подвешенных осцилляторов) от их продольных колебаний, 

представленных колебаниями стержня, моделирующего массовые и жесткост-

ные свойства корпуса. 

Во-вторых, для современных конструкций жидкостных ракет (в особен-

ности, вторых ступеней) характерно компактное размещение топливных баков, 

когда баки горючего и окислителя не обязательно разнесены друг от друга 

вдоль корпуса и часто при этом имеют общие стенки. Это затрудняет или де-

лает невозможным разделить колебания жидкости в баках и учитывать их по-

средством не связанных между собой осцилляторов. 

Даже в случае традиционной компоновки баков пренебрежение отме-

ченной выше взаимосвязью продольных и поперечных колебаний стенок мо-

жет приводить к заметной погрешности при расчете динамических характери-

стик корпуса. Это показано в работе [22] на примере конструкций, состоящих 

из последовательно соединенных между собой балок и тонкостенных упругих 

полостей с жидкостью. При относительно хорошем соответствии собственных 

частот (до 10%) различия вычисляемых собственных форм могут быть весьма 

значительными. 
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Разработка описанного в данной главе алгоритма расчета динамических 

характеристик и на его основе вычислительных программ позволило расши-

рить круг надежно решаемых задач, используя напрямую оболочечную схема-

тизацию корпуса жидкостной ракеты. 

Известным препятствием на пути эффективного применения метода ко-

нечных элементов к исследованию сложных конструкций является высокая 

размерность дискретных моделей конструкции. В случае ракетных систем тан-

демной компоновки хорошим средством оказалась техника эквивалентных ос-

цилляторов, описанная в разделе 4.1.5, где показано, что продольное динами-

ческое взаимодействие конструкции с другой конструкцией, к которой она 

прикреплена в некотором сечении, равносильно взаимодействию с системой 

продольных осцилляторов. 

Замена верхней части системы (ступени или отсека) системой эквива-

лентных осцилляторов, соответствующих ее низшим тонам (которые рассчи-

таны предварительно с помощью той же программы), понижает размерность 

модели, исследуемой на следующем этапе расчета. Эта процедура может вы-

полняться последовательно многократно соответственно количеству отсеков, 

на которые разбивается система, так чтобы можно было применить описанный 

подход. 

Фактически такой подход представляет собой также форму синтеза под-

конструкций. Точность получаемых результатов определяется количеством 

учитываемых в модели осцилляторов в зависимости от исследуемого частот-

ного диапазона. Определенную неустранимую методическую погрешность 

здесь вносит возможная несогласованность поперечных колебаний стенки за-

меняемой осцилляторами подконструкции с поперечными колебаниями сече-

ния, к которому эти осцилляторы крепятся. Эта погрешность уменьшается, ес-

ли в сечении стыковки расположен жесткий шпангоут. На практике она оказы-

вается чрезвычайно малой и несравнима с методической погрешностью стерж-

невой модели корпуса, если учтено достаточное количество осцилляторов. 
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Гарантированную сходимость и высокую точность синтезированной мо-

дели обеспечивает разработанная в главе 2 методика синтеза динамических 

характеристик с использованием корректирующих рядов. Она непосредствен-

но применяется к осесимметричным упругим оболочечным конструкциям, со-

держащим жидкость, соединяемым между собой в конечном числе сечений. 

Сопоставим получаемые различными методами результаты на примере 

изображенной на рис. 4.14 конструкции, содержащей характерные для жидко-

стной ракеты компоненты.  

В баках «Г» и «О» находятся горючее и окислитель плотностью соответ-

ственно 800 кг/м3 и 1200 кг/м3 . В сечениях ДУ и ГЧ помещены массы, пред-

ставляющие двигательную установку и полезную нагрузку в головной части 

(1000 кг и 5000 кг). Диаметр конструкции 4 м, длина 12,9 м. Оболочки изго-

товлены из алюминиевого сплава с параметрами: E = 6,8·1010 Н/м2 , ν = 0,3,  ρ = 

2750 кг/м3. Цилиндрические оболочки толщиной h = 0,004 м  с внутренней 

стороны подкреплены ребрами высотой 0,01 м и шириной 0,004 м. Количество 

продольных ребер 100, а кольцевые ребра расположены с шагом 0,15 м. Сфе-

рические оболочки гладкие толщиной h = 0,005 м имеют радиус 2,4 м. 

В расчетах не учитывалось волнообразование на свободной поверхности 

жидкости и другие гравитационные эффекты, которыми в случае продольных 

колебаний такого типа конструкций можно пренебречь. 

Исследуем сначала эффективность применения метода корректирующих 

рядов при синтезе динамических характеристик подконструкций, сопоставив 

результаты расчета конечноэлементной модели полной конструкции, осевое 

сечение которой изображено на рис. 4.15, с результатами синтеза подконст-

рукций, представляющих изолированные отсеки ракеты, конечноэлементные 

модели которых показаны там же. 

Предполагалось, что частота среза, ограничивающая сверху исследуе-

мый частотный интервал, равна 50 Гц. 
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Рис. 4.14. 

 

В таблице 19 приведены собственные частоты подконструкций, входя-

щие в указанный частотный диапазон, а также первая из собственных частот, 

превосходящая частоту среза. 

Таблица 19. 
Отсек 1 Отсек 2 

№ тона Частота, Гц № тона Частота, Гц 
1 16.40975 1 15.29227 
2 38.30921 2 32.88690 
  3 45.27215 
3 52.34623 4 55.57488 

 

Исследование спектра составной конструкции проводилось с использо-

ванием двух тонов нижнего отсека и трех тонов верхнего отсека. Нулевые соб-
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ственные частоты в спектрах подконструкций отсутствуют ввиду условий за-

крепления внешних узлов. 

 
Рис. 4.15. 

 

При исследовании варьировался порядок корректирующих рядов, ис-

пользуемых при синтезе подконструкций. Заметим, что для граничных степе-

ней свободы использовались простые корректирующие вектора (в терминоло-

гии главы 2). Результаты этого исследования приведены в таблице 20, где в 

нижней строке показаны результаты расчета собственных частот корпуса без 

разбиения на подконструкции (рассматриваемые в качестве точных). 

Представленные результаты демонстрируют быструю сходимость полу-

чаемых при синтезе собственных частот к точным значениям. Эта сходимость 

ухудшается вблизи верхней границы исследуемого частотного интервала. 
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Таблица 20. 

Порядок 
корр. 

Собственные частоты, Гц 
векторов 1 2 3 4 5 

1 15.32573 32.88282 37.71831 44.77121 - 
2 15.30957 32.88071 37.49462 43.86423 53.96057 
3 15.30905 32.88005 37.42108 42.77800 48.40410 
4 15.30901 32.87988 37.38886 42.18942 47.34489 
5 15.30901 32.87983 37.37511 41.94558 46.99927 
6 15.30901 32.87982 37.36915 41.84398 46.84837 
7 15.30901 32.87982 37.36647 41.79920 46.77015 
8 15.30901 32.87981 37.36522 41.77813 46.72447 
9 15.30901 32.87981 37.36462 41.76754 46.69530 

10 15.30901 32.87981 37.36433 41.76190 46.67539 
11 15.30901 32.87981 37.36418 41.75874 46.66114 
12 15.30901 32.87981 37.36411 41.75691 46.65062 
13 15.30901 32.87981 37.36408 41.75582 46.64268 
14 15.30901 32.87981 37.36405 41.75505 46.63586 

Точно 15.30901 32.87981 37.36404 41.75408 46.61492 
 

Графическая иллюстрация этой сходимости показана на рис. 4.16, где в 

логарифмических координатах представлена относительная погрешность по-

лучаемых значений собственных частот от порядка корректирующих рядов  m. 

Номера кривых на графике соответствуют номеру собственной частоты корпу-

са. 

На рис. 4.17 показаны использованные при синтезе собственные формы 

колебаний отсеков, а на рис. 4.18 изображены собственные формы колебаний 

корпуса. 

Сопоставим полученные данные с результатами двух других рассмот-

ренных выше методов синтеза, схемы которых изображены на рис. 4.19. 
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Рис. 4.16. 

 
Рис. 4.17. 
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Рис. 4.18. 

 
Рис. 4.19. 
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Для топливных баков были вычислены динамические характеристики в 

диапазоне до 100 Гц, а также массы эквивалентных осцилляторов, приведен-

ные в таблице 21. Стержневая модель корпуса рассматривалась в двух вариан-

тах: 

1) учитывались тона колебаний баков с частотами, перекрывающими ис-

следуемый частотный диапазон до 50 Гц (3 тона бака «Г» и 4 тона бака «О»); 

2) учитывались все тона колебаний баков в диапазоне до 100 Гц. 

Таблица 21. 
Бак «Г» Бак «О» 

№ тона Частота, Гц Масса экв. осц., кг № тона Частота, Гц Масса экв. осц., кг 

1 16.39763 34518.269 1 14.72946 44858.132 
2 37.34689 84.417 2 32.34146 3.233 
3 52.59224 378.725 3 45.15406 330.523 
4 64.00165 85.921 4 55.67929 267.253 
5 75.00326 35.758 5 65.11621 1.467 
6 87.59902 96.825 6 76.50599 135.731 
7 96.55162 7.163 7 85.79902 36.593 
   8 97.43653 40.417 
Полная масса: 36357.748 Полная масса: 46819.356 
 

На рис. 4.20 показаны собственные формы колебаний баков, соответст-

вующие учтенным в первом варианте эквивалентным осцилляторам. 

Рассмотрен также метод поэтапной замены верхней части конструкции 

эквивалентными осцилляторами. Для верхнего отсека при закрепленном в 

продольном направлении нижнем основании вычислены собственные частоты 

и массы эквивалентных осцилляторов (таблица 22). Здесь также исследованы 

два варианта: 

1) учитывались тона колебаний верхнего отсека с частотами, перекры-

вающими исследуемый частотный диапазон до 50 Гц (4 эквивалентных осцил-

лятора); 

2) учитывались все тона колебаний баков в диапазоне до 100 Гц. 
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Рис. 4.20. 

 

Таблица 22. 
№ 
тона 

Частота, 
Гц 

Масса экв. 
осц., кг 

1 15.28367 46975.532 
2 32.88689 5.507 
3 45.27099 240.803 
4 55.57386 114.308 
5 65.32471 2.528 
6 67.46260 5180.615 
7 76.58361 1.265 
8 86.44234 29.985 
9 97.36378 37.885 
Полная масса: 53022.274 

 

Результаты расчетов сопоставлены в таблице 23 с данными оболочечной 

модели корпуса, полученными методом конечных элементов. 
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Таблица 23. 

 Собственные частоты, Гц 
№ Метод 

конечных 
Замена верхнего отсека 
эквив. осцилляторами 

Стержневая 
модель 

тона элементов Вариант 1 Вариант 2 Вариант 1 Вариант 2 
1 15.30901 15.26919 15.30698 14.05609 14.05602 
2 32.87981 15.98149 32.87982 32.33405 32.33397 
3 37.36404 32.88062 37.36441 36.51632 36.47856 
4 41.75408 37.42790 41.76016 38.32609 38.27423 
5 46.61492 43.59053 46.61847 46.20463 46.17283 
  48.52630    

 

Анализ полученных данных показывает, что замена верхнего отсека эк-

вивалентными осцилляторами дает наиболее близкие к полной оболочечной 

модели корпуса значения собственных частот при учете достаточно большого 

количества осцилляторов. Для получения приемлемой точности должны учи-

тываться тона, собственные частоты которых  заметно (в 1,5 - 2 раза) превос-

ходят частоту среза. Каких-либо априорных оценок погрешности получить не 

удается. Однако наряду с частотным критерием отбора учитываемых тонов 

существенным фактором является величина массы эквивалентного осциллято-

ра. В данном случае неудачный результат варианта 1 объясняется тем, что в 

число учтенных не вошел осциллятор с частотой около 67 Гц, имеющий зна-

чительную эквивалентную массу. 

Характер отличия собственных частот и форм корпуса, рассчитанных с 

использованием стержневой модели, от полученных при помощи оболочечной 

модели аналогичен результатам цитированной выше работы [22]. Здесь также 

наблюдается заниженная примерно на 10% частота первого тона. Увеличение 

количества учитываемых эквивалентных осцилляторов не дает принципиаль-

ного уточнения результатов. 

На рис. 4.21. продольные составляющие собственных форм, полученные 

с помощью оболочечной модели (сплошная линия), сопоставлены с результа-

тами стержневой модели (штриховая линия). Амплитуды колебаний модели-
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рующих колебания жидкости в баках осцилляторов показаны на графиках 

стрелками с указанием номера тона, которому осциллятор соответствует. Соб-

ственные формы корпуса нормированы по массе. 

Из графиков видно, что наиболее существенные различия в характере 

форм продольных колебаний наблюдаются для тех тонов корпуса, частоты ко-

торых близки к тем собственным частотам баков (вторые тона баков «Г» и 

«О»), которые определяются жесткостью цилиндрических обечаек (см. рис. 

4.20). Это подтверждает приведенное выше суждение о возможности сущест-

венного влияния на результаты взаимосвязи между продольными и попереч-

ными колебаниями стенок баков, игнорируемой стержневой моделью корпуса. 

Дополнительным подтверждением этого послужили расчеты оболочечной мо-

дели корпуса с принудительно заданным коэффициентом Пуассона материала 

оболочек ν = 0 , которые дали хорошо согласующиеся со стержневой моделью 

продольные составляющие собственных форм. 
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Рис. 4.21 (начало). 
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Рис. 4.21 (продолжение). 
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Рис. 4.21 (окончание). 
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Глава 5. ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ 

ПРОДОЛЬНЫХ АВТОКОЛЕБАНИЙ ЖИДКОСТНОЙ РАКЕТЫ 

НА ОСНОВЕ ОБОЛОЧЕЧНОЙ МОДЕЛИ КОРПУСА. 

 

5.1. Уравнения продольных колебаний жидкостной ракеты 

как гидроупругой системы с регулятором. 

 

Разрабатывая динамическую схему продольных колебаний жидкостной 

ракеты, возьмем за основу исходные допущения работ [63, 64, 71] для всех 

компонент этой системы, за исключением корпуса, представляющего собой 

упругую оболочечную конструкцию с полостями, частично заполненными 

жидкостью. 

Топливные магистрали представляются в виде упругих стержней, при-

чем податливости кавитационных каверн (образующиеся на входе в насос) и 

аккумуляторов давления (применяемых для борьбы с неустойчивостью про-

дольных колебаний) схематизируются упругими связями между участками 

стержня. Двигатель, как динамическое звено, описывается набором частотных 

характеристик (полученных экспериментально или теоретически). Уравнения 

продольных колебаний составляются относительно коэффициентов разложе-

ния колебаний корпуса и жидкости в топливных магистралях по их собствен-

ным формам. 

В этом разделе мы ограничимся линейной формулировкой задачи, а в 

следующих разделах обобщим ее на случай нелинейности деформаций оболо-

чек корпуса. 

Рассмотрим сначала малые колебания упругой оболочечной конструк-

ции, содержащей идеальную несжимаемую жидкость, при наличии присоеди-

ненных к ней трубопроводов с жидкостью, гидравлически связанных с масса-

ми жидкости. 
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Аналогично работам [93, 71] предположим, что трубопровод присоеди-

нен с помощью сильфонов малой жесткости, а также пренебрежем массой тру-

бопровода по сравнению с массой заполняющей его жидкости. Таким образом, 

будем считать, что в колебаниях участвует лишь столб заполняющей магист-

раль жидкости, движение которой можно рассматривать как одномерное вдоль 

оси трубопровода. Радиус трубопровода мал по сравнению с характерными 

размерами конструкции. 

Сначала исследуем связь между конструкцией и присоединенной к ней 

магистралью. Мы рассмотрим частный случай, когда конструкция имеет одну 

полость с жидкостью и один трубопровод. Индексы, идентифицирующие но-

мер объема жидкости, опускаем. Примененный здесь подход к исследованию 

этой связи аналогичен использованному в работе [93]. 

Обозначим: 

St  - поверхность, вырезаемая в S0 присоединенным трубопроводом (в 

силу малости радиуса будем считать ее плоской), 

P0  - точка, соответствующая центру поверхности St , 

W(t) - перемещение жидкости в трубопроводе в сечении, совпадающем с 

поверхностью St (положительное направление - внутрь полости), 

r0 - радиус трубы на выходе из бака. 

Потенциал смещений  Φ  удовлетворяет условиям: 

∆Φ = 0   в  Q  , 

 Φ = 0       на  Σ  , 

∂
∂
Φ
n

w=   на  S0-St ,                                             (5.1) 

∂
∂
Φ
n

W t= − ( )   на  St . 

Кинетическую энергию конструкции с жидкостью без магистрали можно 

записать в виде: 
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T T w dS W dSe
t t

0 0 0
1
2

1
2

1
2

0

( ) $ ( & , & ) & & & &U U U= + −
−
∫ ∫ρ ρΦ Φ

S S S

  ,                  (5.2) 

где  $ ( & , & )Te U U  - билинейный функционал, определяющий кинетическую энер-

гию упругой части конструкции. 

Обозначив  Uk ,  ωk  (k = 1, 2, ... )  - собственные формы и частоты коле-

баний конструкции без трубопровода, представим ее движение в виде разло-

жения: 

u q t u v q t v w q t w

q t W t q t w

k k
k

k k
k

k k
k

k k k k
kk

= = =

= + +





∑ ∑ ∑

∑∑

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 ;       ;       ;

 ;Φ Φ P0 ϕ
                 (5.3) 

где  ϕ  - гармоническая в области  Q  функция, удовлетворяющая следующим 

граничным условиям: 

∂ϕ
∂n

= −1  на  St , 

∂ϕ
∂n

= 0   на  S0-St ,                                            (5.4) 

ϕ = 0   на  Σ . 

Из формул (5.3) видно, что условия (5.1) удовлетворяются везде, кроме 

поверхности  St , где они выполнены приближенно, так как в силу малости ее 

размеров можно считать 

w w≈ ( )P0   на  St .                                           (5.5) 

Подставляя разложения (5.3) в (5.2) и учитывая условия ортогональности 

собственных форм (при этом влиянием выреза для присоединения трубы на 

условия ортогональности пренебрегаем), получаем для кинетической и потен-

циальной энергии выражения: 

T q q q q W c W

V q

k k
k

kl k l
k l

Wk k
k

Q t

k k k
k

0
2

1

0

1 1
0

2

0
2 2

1

1
2

1
2

1
2

1
2

= + + −

=

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

∑ ∑ ∑

∑

µ µ α ρ

ω µ

& & & & & ( ) &
,

S    ;

   ;
          (5.6) 
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где   

µ ρ ϕ ρ ρ ϕkl k l k l k lw w dS w dS w w dS
t t

0
0 0 0 0 0

0

= − −∫ ∫ ∫( ) ( )P P
S S S

Φ   , 

α ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ ϕWk k k k kw dS w dS dS w dS
t t t

= − − −











∫ ∫ ∫ ∫

1
2 0 0 0 0 0

0S S S S

PΦ ( )   , 

c dSQ t
t

( )S
S

= ∫ϕ   . 

Или приближенно на основании (5.5): 

µ ρ ρ ρkl k l l k Q t k lw dS w dS c w w
t

0
0 0 0 0 0 0 0

0

= − + +











∫ ∫( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P S P P
S S

Φ Φ   ,   (5.7) 

α ρ ρWk k Q t kdS c w
t

= − +











∫ 0 0 0Φ
S

S P( ) ( )   , 

Значениями коэффициентов  µ kl
0   , характеризующими вносимую трубо-

проводом связь между обобщенными координатами  qk  и ql , можно пренеб-

речь по сравнению с обобщенными массами  µ k  . 

Тогда 

T q q W c Wk k
k

Wk k
k

Q t0
2

1 1
0

21
2

1
2

= + −
=

∞

=

∞

∑ ∑µ α ρ& & & ( ) &S   .                       (5.8) 

Если считать величину  W(t)  заданной, то получим уравнения вынуж-

денных колебаний: 

µ ω αk k k k Wkq q W k(&& ) && , , )+ = − =2 1 2  ,     (   K   .                    (5.9) 

В формулах (5.7) присутствуют две величины, требующие дополнитель-

ных вычислений. Значение  ρ 0Φ k dS
tS
∫   можно определить приближенно на ос-

новании предположения, аналогичного (5.5). Тогда 

ρ π ρ0 0
2

0 0Φ Φk kdS r
tS

P∫ ≈ ( )  .                                     (5.10) 

Вычисление величины  cQ t( )S   представляет собой весьма сложную за-

дачу в общем случае. Поэтому, считая радиус  r0  малым относительно разме-
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ров полости, приближенно заменим эту величину аналогичной величиной для 

полупространства  c r∞ ( )0  , которую можно вычислить следующим образом. 

Запишем уравнения для  ϕ  в цилиндрических координатах: 

∂ ϕ
∂

∂ϕ
∂

∂ ϕ
∂

2

2

2

2

1 0 0
r r r z

z+ + = ≥     ( )   ; 

∂ϕ
∂z

r r
r rz=

=
≤
>



0

0

0

1
0
,
,
   
   

 ;                                                 (5.11) 

ϕ( , ) ( )r z O
R

R R r z= 





→ ∞ = +
1 2 2 2   ,        . 

Применим к функции ϕ  преобразование Ганкеля нулевого порядка по r : 

ϕ ϕ( , ) ( , ) ( , )s z r z rJ s z dr=
∞

∫ 0
0

  . 

Тогда уравнения (5.11) запишутся в виде: 

∂ ϕ
∂

ϕ
2

2
2 0 0

z
s z− = ≥     ( )   ; 

∂ϕ
∂z

r
s

J r s
z=

=
0

0
1 0( )  ;                                             (5.12) 

ϕ ( , )s z O
z

= 




→ ∞
1    ,    z   ; 

где  s  является параметром. 

Решение уравнений (5.12) имеет вид: 

ϕ ( , ) ( )s z
r
s

J r s e sz= − −0
2 1 0   .                                      (5.13) 

Применяя обратное преобразование Ганкеля, получаем: 

ϕ ϕ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )r z s z sJ sr ds r J r s J sr e
s

ds
sz

= = −
∞ −∞

∫ ∫0
0

0 1 0 0
0

  .             (5.14) 

Вычислим теперь величину 

c r r rdr
r

∞ = ∫( ) ( , )0
0

2 0
0

π ϕ  . 
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Переставляя знаки интегралов, что возможно в силу равномерной на от-

резке  [ ]0 0,r   сходимости несобственного интеграла (5.14), получим: 

c r r
s

J r s J rs rdr ds r
s

J r s ds
r

∞

∞ ∞

= −








= −∫∫ ∫( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0
00

0
2

2 1
2

0
0

2 1 2 10

π π  .          (5.15) 

Несобственный интеграл в (5.15) определяется выражением: 

[ ]1 2
32 1

2
0

0
0

0
2

1
2

0 0
2

0s
J r s ds F s F s

r
s J r s J r s

s s s
( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

∞

→∞ → →∞∫ = − = +  ,        (5.16) 

где  

[ ]F s
J r s

s
r s

J r s J r s
r

J r s J r s( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )= − + + −1
2

0 0
2

1
2

0 0
2

0
0

0 0 1 03
2

3
2
3

 . 

Для вычисления предела в (5.16) используем асимптотические формулы 

для бесселевых функций: 

J z
z

z m z z mm ( ) cos ( , )= − −





>> >>
2

2 4
1

π
π π   ,      . 

Тогда 

1 4
32 1

2
0

0

0

s
J r s ds

r
( )

∞

∫ =
π

 . 

Окончательно получаем: 

c r r
∞ = −( )0

0
38

3
 .                                            (5.17) 

Перейдем далее к рассмотрению совместных колебаний конструкции и 

трубопровода. Мы будем рассматривать осесимметричные колебания конст-

рукций с жидкостью. Магистраль - прямолинейная и параллельная продольной 

оси конструкции. Верхний ее конец присоединен к баку, а нижний связан с 

конструкцией в некотором ее сечении. Введем координату  x x l  ( )0 ≤ ≤  , от-

считываемую вдоль оси трубопровода от нижнего конца к верхнему. Обозна-

чим  v x t( , )  - перемещение жидкости в трубопроводе. 

В пределах однородного участка трубопровода движение жидкости опи-

сывается уравнением: 
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∂
∂

∂
∂

2

2
2

2

2 0v
t

c v
x

− =  ,                                            (5.18) 

где  c - приведенная скорость звука с учетом упругости стенок магистрали. 

В некоторых сечениях магистрали  ( )x xn=   могут быть расположены 

сосредоточенные емкости (аккумуляторы давления). Методы расчета собст-

венных частот и форм колебаний таких магистралей рассматриваются, напри-

мер, в работах [64, 71]. 

Перемещение  v x t( , )   представим в виде разложения по собственным 

формам колебаний жидкости в магистрали с закрепленным нижним концом и 

свободным верхним, v xi ( ) , следующим образом: 

v x t w t s t v xp i i
i

( , ) ( ) ( ) ( )= +∑  ,                                  (5.19) 

где  w tp ( )   - продольное перемещение сечения конструкции, к которому кре-

пится нижний конец магистрали. Кинетическая энергия жидкости в магистра-

ли равна: 

T m v dxt

l

= ∫
1
2 0

2

0

&  ,                                             (5.20) 

а потенциальная энергия: 

( )V m c v
x

dx K v t v tt

l

n n n
n

= 





+ −∫ ∑ + −1
2

1
20

2
2

0

2∂
∂

( ) ( )  ,                  (5.21) 

где  m0  - погонная масса столба жидкости в магистрали (m r0 0
2

0= π ρ ), 

       Kn   - жесткость сосредоточенной емкости в сечении  xn  , 

       v t v tn n
+ −( ), ( )   - перемещения выше и ниже сечения xn  . 

Суммарно кинетическая и потенциальная энергии конструкции с трубо-

проводом равны: 

T T T V V Vt t= + = +0 0  ,        .                                     (5.22) 

Подставляя сюда выражения (5.6) и  (5.19) и учитывая, что 

W t w t s t v lp i i
i

( ) ( ) ( ) ( )= +∑  , 
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w t q t wp k pk

k
( ) ( )= ∑  , 

получаем с учетом ортогональности форм  v xi ( )  выражения: 

T q q q q s a s a s sk k
k

kl k l
k l

ki k i
k i

i i
i

ij i j
i j

= + + + +
=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

∑ ∑ ∑ ∑ ∑1
2

1
2

1
2

1
2

2

1

1

1 1

2

1

1

1
µ µ λ& & & & & & &

, , ,
  ;     (5.23) 

V q a sk k k
k

i i i
i

= +
=

∞

=

∞

∑ ∑1
2

1
2

2 2

1

2 2

1
ω µ σ   ; 

где  σi  - собственная частота магистрали, соответствующая форме v xi ( ) , 

µ µ α ρkl kl Wk pl Q t pk pl t pk plw c w w M w w1 01
02= + − +( )S   ; 

(Mt  - масса жидкости в магистрали), 

λ α ρkl Wk i Q t pk i pk i

l

v l c w v l w m v x dx= − + ∫( ) ( ) ( ) ( )0 0
0

S   ; 

a m v x dxi i

l

= ∫ 0
2

0

( )   ;                                               (5.24) 

a c v l v lij Q t i j
1

0= −ρ ( ) ( ) ( )S   . 

Если теперь, пренебрегая в (5.23) значениями  µ kl
1   и   aij

1   по сравнению с  

µ k   и   ai   , применить принцип Гамильтона, то получим систему уравнений: 

µ ω λ

σ λ

k k k k ki i
i

k

i i i i ki k
k

q q s Q t

a s s q

(&& ) && ( )

(&& ) &&

+ + =

+ + =

∑

∑

2

2 0

   ;

  .
                                    (5.25) 

Здесь  Q tk ( )   - обобщенные силы, приложенные к конструкции, а коэф-

фициенты  λ ki   (с учетом (5.7)) вычисляются по формуле: 

( )λ ρ ρkl k Q t k pk i pk i

l

dS c w w v l w m v x dx
t

= − + +











+∫ ∫0 0 0 0

0

Φ
S

S P( ) ( ) ( ) ( )   .    (5.26) 

В случае достаточно малого радиуса трубопровода в соответствии с 

(5.10) и (5.17) выражение для коэффициентов связи приобретает вид: 

( )λ π ρ ρkl k i k pk i pk i

l

r v l
r

w w v l w m v x dx= − + + + ∫0
2

0 0
0
3

0 0 0
0

8
3

Φ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P   .   (5.27) 
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Если трубопровод имеет небольшую криволинейность, так что его мож-

но заменить эквивалентным прямолинейным  трубопроводом, то уравнения 

(5.25) остаются в силе, и можно показать, что выражения для коэффициентов 

связи  λ ki   приобретают вид 

( )λ ρ ρ ψ

ψ

kl k Q t k pk i

pk i

l

dS c w w l v l

w m v x x dx

t

= − + +











+

+

∫

∫

0 0 0

0
0

Φ
S

S P( ) ( ) cos ( ) ( )

( ) cos ( )                         

  ,         (5.28) 

где  ψ  - угол между осью трубопровода и продольной осью конструкции. 

Аналогично преобразуется и выражение (5.27): 

( )λ π ρ ρ ψ

ψ

kl k i k pk i

pk i

l

r v l
r

w w l v l

w m v x x dx

= − + + +

+ ∫

0
2

0 0
0
3

0 0

0
0

8
3

Φ ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( )

( ) cos ( )

P P

                           
  .      (5.29) 

Полученные в данном разделе результаты легко обобщить на случай не-

скольких баков с жидкостью и нескольких магистралей. 

Выведенные выше формулы позволяют составить уравнения продоль-

ных колебаний жидкостной ракеты с двигателем, основываясь на оболочечной 

модели корпуса. При этом вид уравнений не отличается от традиционно ис-

пользуемых при анализе продольной устойчивости, а отличие состоит лишь в 

формулах для вычисления коэффициентов этих уравнений. 

При исследовании продольных колебаний ракеты совместно с ЖРД ис-

пользуется тот факт, что разнесенность частот первых тонов колебаний жид-

кости в магистралях горючего и окислителя, обычно имеющая место вследст-

вие различия их длин, позволяет рассматривать в практических расчетах ус-

тойчивость отдельно по двум каналам: “корпус - магистраль окислителя - дви-

гатель” и “корпус - магистраль горючего - двигатель”. При этом, как правило, 

требуется исследовать устойчивость лишь по одному из этих каналов. Кроме 

того, наличие обратной связи по каналу “расход - давление компонента на вы-
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ходе из магистрали” через двигатель может быть учтено введением дополни-

тельного коэффициента демпфирования в уравнения для магистрали [71]. 

В этих предположениях уравнения продольных колебаний записываются 

в виде: 

&& &&

&& & && , ,

&& & && , ,

( ) .

q a s a P

q q q a s a P k N

s s s a q i N

p k s

P L p
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k q k q k q s i
i
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q k

i s i s i s q k
k
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δ
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ε ω δ

ε ω

δ

δ δ
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 ;

 

K

K               (5.30) 

Здесь введены обозначения: 

q0   - обобщенная координата, соответствующая смещению корпуса как жест-

кого целого, 

qk   - обобщенные координаты, соответствующие собственным формам корпу-

са, 

si    - обобщенные координаты, соответствующие собственным формам коле-

баний жидкости в магистрали, 

δp0   - вариация давления на выходе из магистрали, 

δP    - вариация тяги двигателя, 

N Nk i,   - числа тонов, учитываемых в разложении колебаний корпуса и жид-

кости в магистрали соответственно, 

ω qk
  - собственные частоты колебаний корпуса, 

ω si
  - собственные частоты колебаний жидкости в магистрали, 

Lδ    - линейный оператор, которому соответствует передаточная функция дви-

гателя по каналу “давление на входе в двигатель - тяга двигателя” (обозначим 

ее  W p( ) ). 
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Заметим, что в линейном приближении вариация тяги двигателя возбуж-

дает осесимметричные (продольно-радиальные) колебания корпуса, и поэтому 

в уравнениях (5.30) учитываются лишь собственные формы таких колебаний. 

Коэффициенты уравнений (5.30) вычисляются по формулам: 

a
Mq s

i
i0

0=
λ

Σ

  ;             a
Mq0

1
δ =

Σ

 ;              aq s
ki

k
k i
=
λ
µ

  ; 

a
as q

ki

i
i k

=
λ

  ;             a
w

q
pk

k
kδ µ
=  ;              ε

ω
πq

q q

k

k k=
∆

  ; 

ε
ω
πs

s s

i

i i=
∗∆

  ;            k
F v

dV
dp

s
i

a
i
=

( ) ( )0 0
  ; 

где 

MΣ   - полная масса изделия, 

µ k    - обобщенная масса  k-го тона колебаний корпуса, 

wpk   - продольное смещение двигателя на k-ом тоне колебаний корпуса, 

∆ qk
  - логарифмический декремент k-го тона колебаний корпуса, 

ai    - обобщенная масса i-го тона колебаний жидкости в магистрали, вычис-

ляемая по формуле 

a F x v x dxi i

l

= ∫ ρ 0
2

0

( ) ( )  , 

v xi ( )   - собственная форма колебаний жидкости в магистрали, 

x    - координата, отсчитываемая вдоль оси магистрали от входа в двигатель, 

F x( )   - площадь сечения магистрали, 

l    - длина магистрали, 

∆ si

∗   - логарифмический декремент i-го тона колебаний жидкости в магистрали, 

причем  ∆ ∆ ∆s s si i i

∗ = +   , где  ∆ si
 обусловлено гидравлическими потерями в 

магистрали, а  ∆ si
  - обратной связью по каналу “расход - давление компонента 

на выходе из магистрали” через двигатель, 
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dV
dp

a   - податливость кавитационных каверн или аккумуляторов давления (или 

того и другого вместе) на выходе из магистрали, 

λ ki   - коэффициенты связи форм колебаний корпуса и жидкости в магистрали. 

Коэффициенты λ ki   вычисляются по формуле (5.29). Заметим, что в этой 

формуле для случая  k = 0 следует положить  wp0 1=  , Φ0 0 0( ) ( )P P= −H  (здесь 

H( )P0  - глубина жидкости в точке  P0  ), а w0 0( )P  - равным проекции внешней 

нормали к оболочке в точке P0  на продольную ось. 

На входе в насосы двигателя обычно образуются кавитационные кавер-

ны, существенно снижающие частоту основного тона колебаний жидкости в 

магистрали. При этом формы более высоких тонов приближаются к формам 

колебаний жидкости в трубопроводе с открытым нижним концом [71]. В таком 

случае можно ограничиться учетом лишь одного низшего тона колебаний 

жидкости в магистрали, для которого справедливы приближенные формулы: 

v x1 1( ) =   ;            ω
ρ

s
a

F

l dV
dp

1

2

0

0
= −

( )   ;              k ls s1 10
2= −ρ ω   .           (5.31) 

К такому же эффекту приводит установка в нижнем сечении магистрали 

аккумулятора давления с целью обеспечения устойчивости продольных коле-

баний. 
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5.2. Уравнения нелинейных колебаний 

осесимметричных оболочечных конструкций с жидкостью. 

 

Рассмотрим колебания оболочечных конструкций с жидкостью с учетом 

нелинейности геометрических соотношений (4.8). С этой целью разложим 

движение конструкции  U  по собственным формам колебаний Us  в ряд: 

U U=
=

∞

∑q ts s
s

( )
1

  .                                         (5.32) 

Как известно, для линеаризованной системы уравнения колебаний отно-

сительно нормальных координат  qs   (уравнения в нормальных координатах) 

не связаны между собой. Учет нелинейности приводит к появлению нелиней-

ных связей между этими уравнениями. Мы получим здесь выражения для не-

линейных членов, появляющихся при этом в уравнениях в нормальных коор-

динатах, и исследуем связи между формами колебаний в случае осесиммет-

ричной конструкции. 

Подставим разложение (5.32) в выражение потенциальной энергии кон-

струкции (4.27). Тогда  с учетом (4.10), (4.11) и условий ортогональности соб-

ственных форм (4.37) получаем выражение для полной потенциальной энергии 

конструкции в виде: 

V q A q q q B q q q q f t qp p p
p

pqr p q r
p q r

pqrs p q r s
p q r s

p p
p

= + + −∑ ∑ ∑ ∑1
2

1
2

1
2

2 2µ ω
, , , , ,

( )  ,   (5.33) 

где  f tp ( )  - соответствующие координатам  q p   обобщенные силы, а коэффи-

циенты  Apqr   и   Bpqrs   равны: 

{ } [ ]{ }

{ } [ ]{ }

A D dS

B D dS

pqr
L

p
NL

q r

pqrs
NL

p q
NL

r s

=

=

∫

∫

2 ε ε

ε ε

( ) ( , )

( , ) ( , )

U U U

U U U U

T

T
S

S

 ;

 .
                         (5.34) 

Перепишем для удобства выражение (5.34) в виде: 
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V q A q q q B q q q q f t qp p p
p

pqr p q r
p q r

pqrs p q r s
p q r s

p p
p

= + ′ + ′ −∑ ∑ ∑ ∑1
2

1
2

1
2

2 2µ ω
, , , , ,

( )  ,  (5.35) 

где коэффициенты  ′Apqr   и   ′Bpqrs   симметричны относительно произвольных 

перестановок индексов. С учетом свойств симметрии выражений (5.34) полу-

чаем: 

( )

( )

′ = + +

′ = + +

A A A A

B B B B

pqr pqr qpr rqp

pqrs pqrs prqs psqr

1
3
1
3

 ;

 .
                                    (5.36) 

Уравнения Лагранжа для обобщенных координат запишутся в виде: 

µ ωp p p p pqr q r
q r

pqrs q r s
q r s

pq q a q q b q q q f t(&& ) ( )
, , ,

+ + + =∑ ∑2   ,                 (5.37) 

где коэффициенты равны: 

a A

b B

pqr pqr

pqrs pqrs

= ′

= ′

3
2
2

 ;

 .
                                             (5.38) 

Таким образом, уравнения в результате учета нелинейности оказываются 

связанными между собой при помощи квадратичных и кубичных членов. От-

метим, что в случае колебаний не закрепленной конструкции уравнения для 

обобщенных координат, соответствующих смещению конструкции как твердо-

го тела (без поворота), оказываются не связанными с остальными уравнения-

ми, так что их можно решать отдельно. 

Рассеяние энергии в конструкции можно учесть путем введения в (5.37) 

членов, пропорциональных обобщенным скоростям. Предполагая отсутствие 

диссипативных связей между нормальными координатами, получим систему 

уравнений: 

µ ε ωp p p p p p pqr q r
q r

pqrs q r s
q r s

pq q q a q q b q q q f t(&& & ) ( )
, , ,

+ + + + =∑ ∑2   .          (5.39) 

Осесимметричность конструкции обеспечивает явную зависимость вы-

ражений для собственных форм колебаний от окружной координаты  β  в виде 

(4.40), что позволяет выполнить интегрирование по ней в формулах (5.34) и 
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более подробно исследовать структуру систем уравнений (5.37) и (5.39) и не-

линейные связи обобщенных координат. 

Для удобства дальнейших построений введем диагональные матрицы: 

[ ]d diag m i m i m i

m i m i m i

m
i = − − −

− − −

{cos( ), cos( ), sin( ),

cos( ), cos( ), sin( )}

β π β π β π

β π β π β π
2 2 2

2 2 2

  

                         .
             (5.40) 

Тогда выражение для линейной части вектора параметров деформации 

оболочки можно записать в виде: 
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s
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( ) ( ~ )U U=   ,                                  (5.41) 

где  { }ε m
L ( ~ )U  определяется соотношением (4.43). 

Для квадратичной части после несложных преобразований имеем: 

{ }
[ ]{ } [ ]{ }

ε

ε ε

NL
r s

i i
m m
j

m m
NL

r s
i i

m m
j

m m
NL

r s
r s

r s
rs

r s
r s

r s
rs

r s
d d

( , )

( ) ( ~ , ~ ) ( ) ( ~ , ~ )( )

U U

U U U U

=

= − + −−
− +          ,1

2
1 1

2
11 1 2

 (5.42) 

где                         j i i i irs r s r s= + − −( )( )2   , 
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Подставим (5.41) и (5.42) в выражения (5.34) для коэффициентов Apqr   и   

Bpqrs  , используя при этом очевидные соотношения: 

[ ][ ][ ] [ ]d D d d Dm
i

m
i

m m
i i

1
1

2
2

1 2
1 2

0

2

β
π

∫ =   ,                                        (5.44) 

где                       [ ] [ ]Dm m
i i

1 2
1 2 0=   , если  m m1 2≠   или  i i1 2≠  ; 

[ ] [ ]D Ds00
00 2= π   ; 

[ ] [ ]D Dt00
11 2= π   ; 

[ ] [ ]D Dmm
ii = π   ; 

[ ] [ ]D Dm m
ii i

n, ( )− = −π 1   ; 

причем матрицы  [ ]Ds , [ ]Dt  и [ ]Dn  получаются в результате небольших моди-

фикаций матрицы  [ ]D  , а именно: 
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В результате получаем выражения для коэффициентов в виде: 
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где  j i i i iqr q r q r= + − −( )( )2   и аналогично  j pq   и  jrs      . 

Из (5.45), (5.36), (5.38) получаются условия неравенства нулю коэффи-

циентов при квадратичных членах нелинейных уравнений. Коэффициент  

a pqr ≠ 0  , если выполнены два условия: 

1)                              i i ip q r+ + ≡ 0 2(mod )  ,                                            (5.47) 

 что реализуется на следующих сочетаниях: 

ip iq ir 
0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

 

2) удовлетворяется одно из равенств: 

m m m
m m m
m m m

p q r

q p r

r p q

= +

= +

= +

  ,
  ,
  ,

                                              (5.48) 

что кратко записывается в виде: 

( )m m m p q r pp q r= + → → →       . 

Из (5.46), (5.36), (5.38) получаются условия неравенства нулю коэффи-

циентов при кубичных членах нелинейных уравнений. Коэффициент  bpqrs ≠ 0  , 

если выполнены два условия: 

1)                                i i i ip q r s+ + + ≡ 0 2(mod )                                       (5.49) 

 что реализуется на следующих сочетаниях: 
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ip iq ir is 
0 0 0 0 
0 0 1 1 
0 1 0 1 
0 1 1 0 
1 0 0 1 
1 0 1 0 
1 1 0 0 
1 1 1 1 

 

2) удовлетворяется одно из равенств: 

m m m m
m m m m
m m m m
m m m m
m m m m
m m m m
m m m m

p q r s

q p r s

r p q s

s p q r

p q r s

p r q s

p s q r

= + +

= + +

= + +

= + +

+ = +

+ = +

+ = +

  ,
  ,
  ,
  ,
  ,
  ,
  ,

                                      (5.50) 

или кратко: 

( )
( )

m m m m p q r s p

m m m m q r s q
p q r s

p q r s

= + + → → → →

+ = + → → →

      ,

      .
 

Соотношения (5.47) - (5.50) позволяют исследовать связи между колеба-

ниями с различными числами волн по окружности и в различных плоскостях. 
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5.3. Параметрическое возбуждение неосесимметричных форм 

при осесимметричных колебаниях. 

 

Рассмотрим вынужденные колебания конструкции под действием осе-

симметричной продольной силы  P t( )  , приложенной в некотором сечении. В 

этом случае обобщенные силы  f tp ( )   в уравнениях (5.37), (5.39) отличны от 

нуля только для осесимметричных продольно-радиальных форм колебаний и 

равны 

f t F P tp p( ) ( )=   ,                                                    (5.51) 

где  Fp   - коэффициент, равный продольному смещению  wp   в точке прило-

жения силы на  p-ой собственной форме. 

Из структуры нелинейных связей, определяемой соотношениями (5.47) - 

(5.50), следует, что при нулевых начальных условиях при таком воздействии 

неосесимметричные формы колебаний возбуждаться не должны. В то же время 

влияние этих нелинейных связей может привести к неустойчивости нулевых 

решений для коэффициентов этих неосесимметричных форм. Механизм этого 

явления заключается в параметрическом возбуждении неосесимметричных 

форм колебаний при периодическом изменении осесимметричного напряжен-

но-деформированного состояния. При наличии сколь угодно малых начальных 

неосесимметричных возмущений в этом случае неустойчивость может привес-

ти к быстрому росту и даже преобладанию этих форм по сравнению с осесим-

метричными. 

Предположим, что в разложении по собственным формам учтено  N  

членов, причем первые  K  из них соответствуют осесимметричному движению 

(m = 0). Рассматривая осесимметричное движение: 

q q t p K
q p K N

p p

p

= =
= = +





0 1
0 1

( ) , , ;
, , ;

 ,   
 ,   

K

K
 



 - 274 -
как невозмущенное, построим для него систему в вариациях. Подставляя вы-

ражение для невозмущенного движения: 

q q t q p K
q q p K N

p p p

p p

= + =
= = +





0 1
1

( ) , , ;
, , ;

δ
δ

 ,   
 ,         

K

K
 

в нелинейные уравнения (5.39) и линеаризуя получающиеся соотношения, 

приходим к системе уравнений: 

µ δ ε δ ω δ δp p p p p p pq q
q

K

q q q C t q p K( && & ) ( ) , , ;+ + + = =
=
∑2

1
0 1 ,   K                (5.52) 

µ δ ε δ ω δ δp p p p p p pq q
q K

N

q q q C t q p K N( && & ) ( ) , , ;+ + + = = +
= +
∑2

1
0 1 ,   K        (5.53) 

где  

C t a q t b q t q tpq pqr r
r

K

pqrs r s
s

K

r

K

( ) ( ) ( ) ( )= +
= ==
∑ ∑∑2 30

1

0 0

11
  . 

Здесь учтены соотношения (5.48), (5.50), из которых следует, что  

1.)  a pqr = 0  , если  m m mp q r> = =0 0,  , и 

2.)  bpqrs = 0 , если  m m m mp q r s> = = =0 0,  . 

В случае гармонического воздействия  P P t= 0 cosω   можно поставить 

задачу исследования условий параметрического возбуждения неосесиммет-

ричных форм при установившихся стационарных осесимметричных колебани-

ях конструкции. При этом коэффициенты в (5.53) будут периодическими 

функциями времени. Тогда исследование устойчивости этой системы сводится 

к исследованию устойчивости линейной системы с периодическими коэффи-

циентами. 

Легко проверить, используя соотношения (5.47) - (5.50), что  C tpq ( ) = 0  

(m mp q> >0 0,  ), если  m mp q≠   или  i ip q≠  . Таким образом, система (5.53) 

распадается на не связанные между собой подсистемы, соответствующие раз-

личным числам волн по окружности  m  и различным индексам  i . Следова-
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тельно, для каждой пары  (m, i)  устойчивость можно исследовать отдельно, 

вне связи с формами, имеющими другие значения этих параметров. 

При достаточно малой амплитуде  силы  P0   осесимметричный отклик 

конструкции можно рассчитывать по линеаризованным уравнениям. Тогда вы-

ражения для коэффициентов системы (5.53) приобретают вид: 

C t C t C t C t C t t C tpq pq
c

pq
s

pq
cc

pq
cs

pq
ss( ) cos sin cos cos sin sin= + + + +ω ω ω ω ω ω2 2 , (5.54) 

где 

C a Apq
c

pqr r
r

K

=
=
∑2

1
  ; 

C a Bpq
s

pqr r
r

K

=
=
∑2

1
  ; 

C b A Apq
cc

pqrs r s
s

K

r

K

=
==
∑∑3

11
  ; 

C b A Bpq
cs

pqrs r s
s

K

r

K

=
==
∑∑6

11
  ; 

C b B Bpq
cc

pqrs r s
s

K

r

K

=
==
∑∑3

11
  ; 

[ ]

[ ]

A F P

B F P r K
r

r r

r r r

r
r r

r r r

=
−

− +

=
− +











=

0
2 2

2 2 2 2

0
2 2 2 2

1

( )
( ) ( )

( ) ( )

, ,

ω ω
µ ω ω ε ω

ε ω
µ ω ω ε ω

  K   . 
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5.4. Вычисление коэффициентов нелинейных уравнений. 

Построение областей параметрического возбуждения. 

 

Расчет динамических характеристик (собственных частот, форм, обоб-

щенных масс) является первым этапом исследования динамики рассматривае-

мых конструкций. Этот расчет может быть выполнен при помощи описанных 

выше программ, основанных на методе конечных элементов. 

Расчет коэффициентов нелинейных уравнений заключается в вычисле-

нии интегралов по формулам (5.45), (5.46). Метод конечных элементов являет-

ся не только средством расчета динамических характеристик, но он может 

быть успешно использован и для вычисления интегралов по объемам или по-

верхностям аппроксимируемых конечноэлементной моделью конструкций. В 

частности, была разработана программа расчета коэффициентов  apqr   и  bpqrs   

для вычисленного набора собственных форм. Для тестирования программы 

были проведены расчеты цилиндрической оболочки без жидкости с шарнирно 

опертыми торцами. Результаты этих расчетов сопоставлялись со значениями 

коэффициентов, вычисленных по точным формулам, полученным для цилинд-

рической оболочки в работе [179]. 

Для исследования устойчивости линейной системы с периодическими 

коэффициентами (5.53) может быть использован предложенный в работе [21] 

метод, основанный на теории Флоке-Ляпунова. Изложим его вкратце приме-

нительно к рассматриваемой проблеме. 

Для системы  n  обыкновенных дифференциальных уравнений 

& ( )x G x= t   ,                                                  (5.55) 

где компоненты матрицы  G( )t  - периодические с периодом  T  , справедливо 

соотношение: 

x Rx( ) ( )t T t+ =   ,                                           (5.56) 
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в котором  R  - квадратная числовая матрица (матрица монодромии). Эта мат-

рица формируется следующим образом: 

R =
















x T x T

x T x T

n

n nn

11 1

1

( ) ( )

( ) ( )

K

L L L

K

  ,                                    (5.57) 

где столбцы матрицы представляют собой решения системы (5.55) при на-

чальных условиях: 

x i j nij ij( ) ( , , , )0 1= =δ       K  . 

Все собственные значения квадратной матрицы  A  лежат в единичном 

круге тогда и только тогда, когда ее степень  Am   стремится к нулевой матрице 

при m→∞  . Поэтому определение асимптотической устойчивости тривиаль-

ного решения системы (5.56) сводится к проверке одного из этих условий. 

Проверка первого условия может оказаться затруднительной из-за слож-

ности вычислений, хотя при небольших значениях  n  оно может быть пред-

почтительным. Второе условие можно проверить последовательным умноже-

нием матрицы  R  самой на себя, т.е. путем вычисления последовательности 

R R R, , ,   ,   2 2K K
p

  

с проверкой на каждом шаге нормы этих матриц. В качестве нормы может 

быть выбрана, например, величина 

A =
≤ ≤

=
∑max

1 1i n ij
j

n

a   . 

Проверку можно прекратить, если достигнуто условие  R 2 1
p

<  . Для 

установления факта неустойчивости можно потребовать, чтобы норма  R 2 p

  

достигала достаточно большой величины, например,  108  (что, однако, не яв-

ляется гарантией того, что при дальнейшем возведении в степень норма не 

начнет убывать). 

Отметим, что второй способ неприемлем в случае, когда рассматривает-

ся система без диссипации, т.к. в этом случае мультипликаторы системы лежат 
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на границе единичного круга [27]. Тогда необходимо вычислять собственные 

значения матрицы  R . 

Описанный алгоритм позволяет строить области неустойчивости в про-

странстве исследуемых параметров, давая возможность проверить любую из 

точек этого пространства. 

В нашем случае система (5.55) получается из системы (5.53) и имеет по-

рядок  2(N - K) , причем вектор  x  состоит из компонент: 

x =





























+

+

q

q
q

q

K

N

K

N

1

1

M

M

&

&

  , 

а матрица  G( )t   имеет вид: 

G( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,

,

t C t C t

C t C t

K
K K

K

K N

K
K

N K

N
N

NN

N
N

= − − − −

− − − −





























+
+ +

+

+

+
+

+

0 0 1 0

0 0 0 1

1
2 1 1

1

1

1
1

1 2

K K

L L L L L L

K K

K K

L L L L L L

K K

ω
µ µ

ε

µ
ω

µ
ε

  . 

Алгоритм исследования устойчивости системы (5.53) в случае, когда 

осесимметричная составляющая рассчитывается по линейным уравнениям, 

реализован в виде компьютерной программы. Исследование устойчивости 

здесь осуществляется в пространстве параметров  ω ,  P0  . 

Выведем далее некоторые приближенные формулы для частного случая, 

когда учитывается одна неосесимметричная форма колебаний, т.е.  K N= −1 . 

В этом случае нелинейные уравнения колебаний с учетом соотношений (5.47) - 

(5.50) принимают вид: 
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µ ε ω

ω

p p p p p p pqr q r
q r

N

pqrs q r s
q r s

N

N pNN pqNN q
q

N

p

q q q a q q b q q q

q a b q F P t p N

(&& & )

( ) cos ( , , );

, , ,
+ + + + +

+ + = = −

=

−

=

−

=

−

∑ ∑

∑

2

1

1

1

1

2

1

1

02 1 1 ;     K

             (5.58) 

µ ε ωN N N N N N N qNN q
q

N

qrNN q r
q r

N

NNNN Nq q q q a q b q q b q(&& & ) ( )
,

+ + + + + =
=

−

=

−

∑ ∑2

1

1

1

1
32 3 0  .  (5.59) 

Предполагая, что осесимметричные колебания малы, перепишем систему 

(5.58), (5.59), пренебрегая некоторыми членами, в виде: 

µ ε ω ωp p p p p p pNN N pq q q a q F P t p N(&& & ) cos ( , , );+ + + = = −2 2
0 1 1     K          (5.60) 

µ ε ωN N N N N N N qNN q
q

N

NNNN Nq q q q a q b q(&& & ) ( )+ + + + =
=

−

∑2

1

1
32 0   .                  (5.61) 

В окрестности главного параметрического резонанса  ω
ω

= N

2
  справед-

ливо предположение  [19] , что колебания переменной  qN   имеют частоту  ω
2

 . 

Применим аналогично работам [80, 81] метод гармонического баланса, полагая 

в первом приближении, что 

q a t b t
N = +sin cosω ω

2 2
  .                                     (5.62) 

Подставив (5.62) в (5.60), получим: 

q a t b t cp p p p= + +sin cosω ω   ,                               (5.63) 

где  

a
aba b a a F P

p

pNN p pNN p p p

p p p

=
− − − − +

− +
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2 2 2 2
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2222
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2222
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PFaababa
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c
a a b

p
pNN

p p

= −
−( )2 2

22µ ω
 . 
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Затем из (5.61) получаем после несложных преобразований два уравне-

ния относительно  a  и  b  : 

[ ]

[ ]

µ η ω ω µ ε ω ω ω

µ η ω ω µ ε ω ω ω

N N N

N N N

E A F P a E A F P b

E A F P b E A F P a
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
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+ + + + +
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2

1 0

0
2

0 0 1
2

1 0

1
2

0

1
2

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 ;

 ;
  (5.64) 

где введены обозначения: 

η ω ω
= −N

2
2

4
 ;     A a b2 2 2= +  ; 
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В частном случае отсутствия демпфирования, когда  ε ε1 0= = =K N  , 

имеем: 

E F1 1 0( ) ( )ω ω= =   , 

и тогда аналогично [80, 81]  получаем три решения: 

1)    a b= = 0  ; 

2)    µ η ω ωN E A F P b+ − =0
2

0 0 0( ) ( )  ;     ;                                      (5.65) 

3)    µ η ω ωN E A F P a+ + =0
2

0 0 0( ) ( )  ;     ; 

первое из которых соответствует осесимметричным колебаниям, а остальные - 

связанным осесимметричным и неосесимметричным колебаниям, причем одно 

из этих двух решений устойчиво. 
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Из (5.65) получается условие параметрического возбуждения неосесим-

метричной формы: 

P
F

N
0

0

= ±
µ η
ω( )

 ,                                                     (5.66) 

определяющее границу области неустойчивости в окрестности главного пара-

метрического резонанса. 

В общем случае рассмотрим систему (5.64) как систему однородных ли-

нейных алгебраических уравнений и из условия существования нетривиально-

го решения получим биквадратное уравнение относительно амплитуды  A  не-

осесимметричной формы колебаний: 
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    (5.67) 

Граница области параметрического возбуждения неосесимметричной 

формы определяется соотношением: 

P
F FN

N

0

2 2
2

0
2

1
2
4= ±

+

+
µ

η ε ω

ω ω( ) ( )
  .                                (5.68) 

Заметим, что в случае колебаний закрепленной на жестком основании 

конструкции, возбуждаемых периодическим продольным смещением этого 

основания с амплитудой  W0  , в приведенных выше формулах достаточно по-

ложить: 

P W F p Np p0 0
2

0 1 1= = = − ,           ω µ ( , . )K   , 

где  µ 0 p    определено соотношением (4.49). 

В качестве примера приведем результаты расчета области параметриче-

ского возбуждения неосесимметричной формы для цилиндрической оболочки 

с полусферическим днищем, заполненной несжимаемой жидкостью (см. рис. 

5.1). Колебания возбуждаются продольным смещением нижнего торца цилин-

дра. Параметры конструкции следующие: 
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L
R

R
h

= = = =6 200 0 3 2 7 ,        ,           ,         
0

ν
ρ
ρ

, ,   . 

В расчетах учитывались три низших тона осесимметричных колебаний и 

один низший тон колебаний с числом волн по окружности  m = 4 . Демпфиро-

вание не учитывалось. Значения безразмерного частотного параметра 

λ ω
ρ

= 0
3R

Eh
  , 

вычисленные с помощью метода конечных элементов, для осесимметричных 

тонов равны (в скобках приведены значения работы [81] ): 

λ1 = 0,1759  (0,1742), 

λ2 = 0,5118  (0,5075), 

λ3 = 0,8071  (0,8015), 

и для неосесимметричного тона: 

λ4 = 0,0688  (0,058). 

Различие результатов для  λ4  связано с тем, что в работе [81] введены 

при расчете некоторые упрощающие предположения (пренебрежение  влияни-

ем днища и использование уравнений теории пологих оболочек). 

С помощью упомянутой выше программы были вычислены коэффици-

енты нелинейных уравнений (5.60), (5.61). Положение нижней границы облас-

ти параметрического возбуждения неосесимметричного тона определялись как 

по приближенной формуле (5.66), так и точно с помощью описанного выше 

метода (имеется в виду точно в рамках учтенного числа тонов колебаний). 

На графике (рис. 5.1) показано положение границы области параметри-

ческого возбуждения, вычисленное точно (сплошная линия), приближенно 

(штрих-пунктирная линия), а также полученное в работе [81] (штриховая ли-

ния). Можно заметить, что в окрестности главного параметрического резонан-

са полученные здесь результаты хорошо согласуются с результатами работы 

[81]. Отличие в правой части графика связано лишь с различием значений час-

тотного параметра λ4 . 
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Рис. 5.1. 

 

Близость точных и приближенных результатов говорит об удовлетвори-

тельной точности формулы (5.66) вблизи главного параметрического резонан-

са. Кроме того, это показывает, что кубичные члены, связывающие осесиммет-

ричные и неосесимметричные формы (в формуле (5.54) они дают коэффициен-

ты  C C Cpq
cc

pq
cs

pq
ss  ,     ,     ), оказывают незначительное влияние на положение гра-

ницы области неустойчивости. Заметим здесь же, что на рис. 5.1 показана 

лишь нижняя граница области неустойчивости. 



 - 284 -
 

5.5. Уравнения продольных колебаний с учетом нелинейности 

поведения корпуса. Метод решения. 

 

Запишем теперь уравнения колебаний в замкнутом контуре “корпус - то-

пливная магистраль - двигатель”, в которых учтена геометрическая нелиней-

ность поведения корпуса ракеты как оболочечной конструкции с жидкостью. 

Наличие нелинейных связей между осесимметричными и неосесимметричны-

ми формами колебаний, показанное выше, требует в общем случае учета в раз-

ложении колебаний корпуса не только осесимметричных, но и неосесиммет-

ричных форм. Обобщая уравнения (5.30) на этот случай, получаем уравнения 

продольных колебаний в виде: 
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     (5.69) 

при начальных условиях: 
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где  Nk  - количество учтенных в разложении движения корпуса осесиммет-

ричных (продольно-радиальных) форм колебаний, Nn - полное число учтенных 

форм (предполагается, что формы с  (Nk + 1)-й по  Nn -ю неосесимметричные). 

Коэффициенты при нелинейных членах определяются формулами (5.38). В ос-
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тальном сохранены обозначения, принятые в уравнениях (5.30). Уравнения за-

писаны в предположении отсутствия связи неосесимметричных форм колеба-

ний с колебаниями жидкости в трубопроводе, что справедливо, если трубо-

провод присоединен к центру днища бака. 

Получим явный вид оператора  Lδ  , используя задание динамических 

свойств двигателя в виде амплитудно-фазовой частотной характеристики. Час-

тотная характеристика двигателя  W i( )ω   обычно задается на ограниченном 

интервале частот  0 ≤ ≤ω Ω  . Будем считать, что при  ω ω> =Ω    W i( ) 0  . Для 

низкочастотных колебаний это предположение не приведет к существенным 

погрешностям. 

Последнее из соотношений (5.69) перепишем в виде: 

δ τ δ τ τP t K t p dw

t

( ) ( ) ( )= −∫ 0
0

 ,                                   (5.70) 

где в соответствии с известными формулами теории автоматического регули-

рования 

[ ]K t W i t W i t dw ( ) Re ( ) cos Im ( ) sin= −∫
1

0π
ω ω ω ω ω

π

 .             (5.71) 

Это позволяет рассматривать систему (5.69) как систему интегро-

дифференциальных уравнений. Методы численного интегрирования таких 

систем разработаны. В настоящей работе использован метод, описанный в 

[166]. 

Рассматривается система интегро-дифференциальных уравнений типа 

Вольтерра: 
& ( , , )

( ) ( , , ( ))
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y F y z

z K y

y y

=

=

=

∫

t

t t d
t

;

 ;

 ;

τ τ τ
0

00

                                      (5.72) 

где  y ,  z  - векторы, а вектор-функции  F  и  K   удовлетворяют условиям су-

ществования и единственности решения. 
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В работе [166] описана модификация линейных многошаговых методов 

решения обыкновенных дифференциальных уравнений для уравнений вида 

(5.72) и доказана ее сходимость. 

Если обозначить  h  - шаг решения, 

t nh n tn n n= = = ,        ,0 1 2, , , , ( )K y y  

то общую формулу линейных многошаговых методов можно записать в виде: 

α α β βk n k n k n k nhy y F F+ ++ + = + +K K0 0{ }  ,                                (5.73) 

где 

F F y z z K yn n n n n ni n i i
i

n

t h w t t= =
=
∑( , , ) ( , , )  ,       .

1
 

В качестве одного из условий сходимости метода в [166] указана ограни-

ченность весовых коэффициентов  wni   для всех  n  и  i n≤  , а также сходи-

мость к интегралу аппроксимирующей его суммы: 

h w f t f dni i
i

n

n

t

( ) ( )
=

→∞∑ ∫ →
0 0

τ τ  

для любой непрерывной функции  f t( )  . 

Условия, налагаемые на коэффициенты  α βi i i k ,    ( , , )= 0 K , аналогичны 

условиям сходимости в случае обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Это означает, что коэффициенты  α βi i ,    могут быть взяты такими же, как в 

известных многошаговых методах. 

Для реализации алгоритма решения по формуле (5.73) требуется по 

крайней мере  k  начальных значений  yi  . Для их получения в работе [166] 

предложена итерационная процедура, основанная на формулах Симпсона: 
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        (5.74) 

где значения  y z
n n+ +

1
2

1
2

,   могут быть получены при помощи квадратичной ин-

терполяции: 
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а  wi
s   - весовые коэффициенты метода Симпсона:  1, 4, 2, 4, ... , 2, 4, 1. Как от-

мечается в работе [166], эта итерационная процедура может быть использована 

также в качестве метода решения системы (5.72). 

Для решения системы (5.69) была разработана компьютерная программа, 

использующая процедуру решения систем интегро-дифференциальных урав-

нений (5.72). Эта процедура реализует схему “предиктор - корректор” с зада-

ваемым числом коррекций, основанную на методах Адамса-Бэшфорта и Адам-

са-Мултона третьего порядка. 

Коэффициенты в формулах (5.73) в этом случае равны для предиктора: 

α α α α β β β β3 2 1 01 1 0 0 23
12

4
3

5
12

= = − = = = = = − = ,    ,    ,     ,    ,    ,    ,3 2 1 0  

для корректора: 

α α α β β β2 1 01 1 0 5
12

2
3

1
12

= = − = = = = − ,    ,    ,     ,    ,    .2 1 0  
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Для вычисления квадратур использованы формулы Грегори третьего по-

рядка, для которых при  m ≥ 3  весовые коэффициенты имеют значения: 

w w

w w

w i m

m mm

m m m

mi

0

1 1

5
12

13
12

1 2 2

= =

= =

= ≤ ≤ −

−

 ;

 ;

 ,     .

,  

Первые пять значений решения получаются при помощи итерационных 

формул (5.74), (5.75). 

Этот вариант процедуры соответствует описанному в работе [166] при-

меру. Процедура проверена на тестовых задачах и показала хорошую точность 

и сходимость к точному решению. 
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5.6. Исследование динамики продольных автоколебаний 

гидроупругой системы с регулятором. 

 

Рассмотрим упрощенную модель  гидроупругой системы, взаимодейст-

вующей с регулятором таким образом, что образуется замкнутый контур, в ко-

тором могут развиваться автоколебательные процессы (рис. 5.2). 

 
Рис. 5.2. 

Эта модель включает упругую конструкцию с жидкостью, представлен-

ную в данном случае заполненной водой гладкой цилиндрической оболочкой 
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радиуса  R0 . Нижнее и верхнее днища - жесткие диски массой M1  и M2  соот-

ветственно. Длина оболочки  L , глубина жидкости  H . Конструкция свободно 

подвешена. К нижнему торцу ее может быть приложена продольная сила P(t) . 

К центру днища цилиндрического бака присоединен трубопровод дли-

ной l  и диаметром d0  , закрытый снизу упругой мембраной. Считаем, что 

толщина стенок трубопровода достаточно большая, чтобы низшая частота ко-

лебаний жидкости в нем определялась упругостью закрывающей его мембра-

ны. Величина силы P(t)  управляется давлением  p0  в нижнем сечении трубо-

провода через регулятор с заданной амплитудно-фазовой частотной характе-

ристикой. 

В качестве конкретных параметров системы возьмем значения: 

L = 2,2 м ,    R0 = 0,3 м ,    h = 0,0015 м , 

E = 6,8·1010 Н/м2 ,  ν = 0,3 ,  ρ = 2648 кг/м3 , 

M1 = 481,264 кг ,     M2 =326,334 кг ,   l = 1,6 м ,     d0 = 0,06 м . 

Частотные характеристики регулятора приведены на рис. 5.3. 

 
Рис. 5.3. 
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5.6.1. Параметрическое возбуждение неосесимметричных колебаний. 

 

Достаточным условием развития автоколебаний в контуре является не-

устойчивость нулевого решения, наличие которой определяется из исследова-

ния линеаризованной замкнутой системы. 

Первым этапом исследования динамических процессов в системе являет-

ся определение динамических характеристик упругой конструкции с жидко-

стью - собственных частот и форм колебаний. На основе собственных форм 

определяются и коэффициенты системы уравнений (5.69): обобщенные массы, 

коэффициенты при нелинейных членах, множители при обобщенных силах. 

Динамические характеристики конструкции рассчитаны для четырех 

уровней заполнения оболочки жидкостью: 

H = L  ,     H = 0,75L  ,     H = 0,5L  ,    H = 0,25L , 

и на рис. 5.4(а-г) представлены зависимости собственных частот четырех низ-

ших тонов от числа волн по окружности   m   для каждого из уровней. 

Из этих зависимостей видно, что низшие собственные частоты соответ-

ствуют формам колебаний с  m = 4 . Нижняя часть спектра характеризуется 

высокой плотностью частот, что способствует возникновению разнообразных 

резонансных эффектов при колебаниях за счет нелинейности поведения обо-

лочки. В частности, среди собственных частот неосесимметричных колебаний 

имеются такие, что их удвоенные значения близки к собственным частотам 

продольных (продольно-радиальных) колебаний. Это увеличивает возмож-

ность их параметрического возбуждения при продольном гармоническом воз-

действии  P P t= 0 cosω  . 

С целью исследования этих эффектов в “чистом” виде рассмотрим коле-

бания конструкции с жидкостью без трубопровода и регулятора при действии 

гармонической силы. В предыдущих разделах был описан механизм возбуж-

дения параметрических неосесимметричных колебаний оболочечных конст-
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рукций с жидкостью и даны методы построения областей неустойчивости на 

плоскости параметров  ω , P0 .  

 
Рис. 5.4. 

 

Предположим, что осесимметричные колебания конструкции происхо-

дят в линейной области, т.е. установившийся осесимметричный отклик конст-

рукции (в отсутствие неосесимметричной составляющей) можно рассчитывать 

по линейным соотношениям, используя формулы (5.54). В расчетах учтем три 

низших тона осесимметричных (продольно-радиальных) колебаний и один 

низший тон неосесимметричных колебаний (для различных значений  m ). 

Приведем результаты исследования уровня заполнения  H = L . С помо-

щью упомянутой в разделе 5.4 программы были вычислены коэффициенты 

нелинейных связей нормальных координат. Границы областей неустойчивости 

строились в окрестности низшего тона осесимметричных колебаний. Лога-

рифмические декременты учтенных тонов колебаний полагались равными  

0,05 . 
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Рис. 5.5. 

 
Рис. 5.6. 

 

На рис. 5.5 показаны границы областей параметрического возбуждения 

низших тонов неосесимметричных колебаний с  m = ÷2 8  , вычисленные по 

приближенным формулам (5.68), а на рис. 5.6 - вычисленные с помощью опи-

санного в разделе 5.4 алгоритма, основанного на теории Флоке-Ляпунова. 

Сравнение этих графиков показывает, что удовлетворительную точность при-

ближенные формулы дают лишь в окрестности главных параметрических ре-

зонансов. На рис. 5.6 можно видеть пики, соответствующие побочным резо-

нансам, которые не учитываются формулами (5.66), (5.68). Заметим, что при 

одновременном учете в уравнениях двух или более неосесимметричных тонов 
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колебаний могут быть получены также пики, соответствующие различным 

комбинационным резонансам в системе. 

Результаты, приведенные на графике (рис. 5.6), показывают, что возбуж-

дение неосесимметричных форм колебаний, являющееся существенно нели-

нейным эффектом, происходит при таких значениях амплитуды  P0 , когда осе-

симметричные колебания еще не выходят за пределы применимости линейной 

теории. Это видно из нижней части графика, где величина амплитуды  P0  за-

ведомо такова, что при отсутствии неосесимметричных составляющих не при-

водит к заметным нелинейным эффектам. Из графика видно также, что наибо-

лее легко возбудимым в окрестности первого тона осесимметричных колеба-

ний является низший тон неосесимметричных колебаний с  m = 5 . 

Отметим в заключение, что на графиках (рис. 5.5, 5.6) приведены лишь 

нижние границы областей неустойчивости. Для заданного  m  при увеличении  

P0  возможно вновь попадание в область устойчивости, причем число чередо-

ваний областей при увеличении  P0  бесконечно. Это легко понять, если пред-

ставить себе график в виде соответствующим образом деформированной (в 

частности, за счет резонансов на частотах осесимметричных колебаний) диа-

граммы Айнса-Стретта. При этом, если не учитывать демпфирование, то в ок-

рестности частот осесимметричных тонов горизонтальное сечение плоскости 

параметров будет состоять из бесконечного числа чередующихся отрезков ус-

тойчивости и неустойчивости. 

При учете демпфирования картина несколько меняется: области неус-

тойчивости отходят от оси абсцисс, причем верхние участки области неустой-

чивости отходят тем дальше, чем выше они были расположены при отсутствии 

демпфирования. Для иллюстрации сказанного на рис. 5.7 показана граница об-

ласти неустойчивости формы низшего тона колебаний модели с  m = 6  в окре-

стности низшей собственной частоты осесимметричных колебаний (область 

неустойчивости отмечена штриховкой). Практическое значение таких проме-

жуточных областей устойчивости пренебрежимо мало ввиду того, что они 
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очень узки и, как правило, перекрываются областями неустойчивости форм с 

другими значениями  m . 

 
Рис. 5.7. 

 

5.6.2. Нелинейные продольные автоколебания 

гидроупругой системы с регулятором. 

 

Исследуем теперь, каким образом нелинейность поведения оболочечной 

конструкции с жидкостью влияет на динамику влияет на динамику продоль-

ных колебаний замкнутой гидроупругой системы с регулятором. С этой целью 

выполнено численное интегрирование системы уравнений (5.69) при заданных 

ненулевых начальных значениях переменных. Эти начальные значения играли 

роль внешних возмущений, действующих на систему и выводящих ее из со-

стояния неустойчивого равновесия. 
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Сначала выполним интегрирование без учета в уравнениях колебаний 

нелинейных членов. В проведенных расчетах учитывались три низших тона 

осесимметричных колебаний конструкции с жидкостью (дополнительно к ну-

левому - продольному смещению модели как твердого тела). В линеаризован-

ной системе в зависимости от того, устойчива она или нет, возможны две си-

туации: либо начавшиеся от каких-то внешних причин колебания остаются ог-

раниченными (или затухают), либо они неограниченно возрастают по ампли-

туде (когда система неустойчива). 

Исследования выполнены для двух значений собственной частоты коле-

баний жидкости в трубопроводе:  fs = 10 Гц  и   fs = 58 Гц. Расчеты, проведен-

ные по описанной в разделе 5.5 программе, показали, что в первом случае сис-

тема устойчива, а во втором реализуется неустойчивость на частоте, близкой к 

частоте первого тона упругих колебаний оболочки с жидкостью. 

В качестве начальных условий при интегрировании системы задавались 

нулевые значения для всех обобщенных координат и их производных, кроме 

q1 0 0 000015( ) ,=  . 

Такое значение соответствует начальной деформации оболочки по форме пер-

вого тона с максимальным прогибом  0,01h  , поскольку собственные формы 

были нормированы при расчетах по максимальному прогибу оболочки. Таким 

образом, значение каждой из обобщенных координат равно в каждый момент 

времени максимуму прогиба по соответствующей собственной форме. Полная 

же величина прогиба есть суперпозиция значений, получаемых для собствен-

ных форм. 

На рис. 5.8 показано изменение продольной силы воздействия регулято-

ра на модель во времени при частоте   fs = 10 Гц, а на рис. 5.9 - при частоте   fs 

= 58 Гц. Из рисунков видно, что в первом случае амплитуда колебаний остает-

ся ограниченной и небольшой по величине, в то время как во втором случае 

наблюдается быстрый экспоненциальный рост амплитуды. Это вполне соот-
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ветствует результатам исследования устойчивости системы частотными мето-

дами. 

 
Рис. 5.8. 

 

Первый случай, когда система устойчива, не представляет интереса для 

исследования. Поэтому в дальнейших расчетах полагаем, что собственная час-

тота колебаний жидкости в трубопроводе   fs = 58 Гц. 

Попытаемся учесть нелинейность поведения оболочки лишь в рамках 

осесимметричных колебаний. Для этого введем в уравнения колебаний обо-

лочки с жидкостью нелинейные члены, ограничиваясь тонами осесимметрич-

ных колебаний. Начальные условия возьмем те же, что и раньше. Результаты 

расчета в виде зависимости продольной силы от времени показаны на рис. 

5.10. На графике видна некоторая тенденция к ограничению амплитуды коле-

баний, однако проявляется она при недопустимо больших значениях, соответ-

ствующих физическому разрушению системы. 

Развивающиеся в неустойчивой “в малом” системе колебания с частотой 

около 60 Гц (как можно заметить из рис. 5.9) приводят при достижении опре-

деленной амплитуды продольной силы к реализации условий параметрическо-

го возбуждения целого набора собственных форм неосесимметричных колеба-

ний, причем при этих амплитудах силы нелинейность осесимметричной со-

ставляющей еще не проявляется (как это видно из сравнения рис. 5.9 и 5.10). В 
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этих условиях наличие сколь угодно малой начальной неосесимметричной де-

формации конструкции (или действие сколь угодно малого внешнего неосе-

симметричного возмущения) приведет к возникновению и развитию неосе-

симметричных колебаний. 

 
Рис. 5.9. 

 
Рис. 5.10. 
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Учтем из всех возможных неосесимметричных собственных форм лишь 

одну - ту, которая параметрически возбуждается при наименьшей амплитуде 

продольной силы на частоте около 60 Гц. Это форма первого тона колебаний с 

числом волн по окружности   m = 5 . Ее следует учесть дополнительно к ука-

занным тонам осесимметричных колебаний вместе со всеми нелинейными 

членами в уравнениях (5.69). (Таким образом, в этих уравнениях 

N Nk n= =3 4 ,    ). 

Начальные условия зададим ненулевыми лишь для   q1  и  q4  , причем 

q4 0 0 000015( ) ,=  , 

(что соответствует максимальному прогибу по неосесимметричной форме  

0,01h  ), а для q1  рассмотрим два варианта: 

q1 0 0 000015( ) ,=   и  q1 0 0 0000015( ) ,=  , 

(соответственно  0,01h   и  0,001h  ). Это позволит оценить, в какой мере пере-

ходный процесс определяется начальными условиями. 

Результаты расчетов первого (q h1 0 0 01( ) ,= ) и второго (q h1 0 0 001( ) ,= ) 

вариантов приведены соответственно на рис. 5.11 и рис. 5.12, где показаны за-

висимости от времени силы продольного воздействия регулятора  δP , давле-

ния на выходе из трубопровода δp0 и обобщенной координаты неосесиммет-

ричной формы колебаний  q4  (максимального прогиба оболочки по неосесим-

метричной форме). 

На начальном отрезке времени амплитуды силы и давления возрастают 

(примерно так же, как и без учета нелинейности), в то время как амплитуда 

неосесимметричных колебаний меняется слабо (во втором варианте даже 

уменьшается). При достижении продольной силой некоторого значения, соот-

ветствующего уровню параметрического возбуждения неосесимметричной 

формы, картина резко меняется. Происходит быстрое нарастание амплитуды 

колебаний неосесимметричной составляющей до величины порядка толщины 

оболочки  h  . В это же время прекращается рост амплитуд продольной силы и 
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давления на выходе из трубопровода и в дальнейшем эти величины остаются 

ограниченными. Отметим также, что при этом в колебаниях оболочки преоб-

ладающей является неосесимметричная составляющая, амплитуда которой 

примерно на два порядка превосходит амплитуду осесимметричных колеба-

ний. 

 
Рис. 5.11. 
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Рис. 5.12. 

 

На рис. 5.11 и 5.12 видно качественное соответствие переходных про-

цессов для обоих вариантов начальных условий. При этом количественные от-

личия максимальных значений амплитуд продольной силы не превышают 10-
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15% . Такое соответствие результатов позволяет сделать вывод о том, что ха-

рактер исследуемого переходного процесса определяется не начальными усло-

виями, которые являются внешним фактором, а в основном внутренними при-

чинами, заключающимися в характере взаимодействия осесимметричной и не-

осесимметричной составляющих колебаний. 

Возрастание амплитуды продольной силы (и, соответственно, осесим-

метричной составляющей колебаний), тенденция к которому определяется не-

устойчивостью системы “в малом”, приводит к возбуждению и росту неосе-

симметричной составляющей, которая в свою очередь оказывает подавляющее 

действие на амплитуду колебаний давления на выходе из трубопровода и, сле-

довательно, на амплитуду продольной силы. Фактически, энергия, сообщаемая 

конструкции за счет работы продольной силы, переходит в энергию парамет-

рически возбуждаемых неосесимметричных колебаний оболочки. 

Этим же механизмом можно объяснить и некоторые количественные 

различия на графиках продольной силы для двух вариантов начальных усло-

вий на рис. 5.11 и 5.12. Во втором варианте меньшая величина начального 

возмущения приводит к более затянутому начальному этапу, связанному с 

раскачкой осесимметричных колебаний. Достижение продольной силой уров-

ня параметрического возбуждения неосесимметричной формы происходит 

позже, и к этому времени амплитуда неосесимметричной составляющей успе-

вает уменьшиться почти вдвое (это получено из результатов расчета, но на 

графике не заметно из-за масштаба рисунка). Поэтому амплитуда осесиммет-

ричной составляющей успевает вырасти до более высокого значения, чем в 

первом варианте, пока амплитуда неосесимметричной формы возрастает до 

требуемой величины. Так как рост амплитуды параметрически возбуждаемой 

неосесимметричной формы происходит очень быстро, количественное отличие 

максимальных значений амплитуд продольной силы оказывается невелико. 

Результаты проведенного исследования показывают, что нелинейность 

поведения оболочечной конструкции, приводящая к возбуждению неосесим-
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метричных оболочечных колебаний, оказывает существенное влияние на ам-

плитуды колебаний, развивающихся в случае неустойчивости системы с регу-

лятором. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В диссертации представлена методология исследования динамических 

свойств сложных упругих и гидроупругих систем, основанная на корректном и 

непротиворечивом подходе к задаче определения динамических характеристик 

входящих в систему конструкций, содержащих жидкость, и высокоэффектив-

ном и надежном методе модального синтеза подконструкций, обеспечиваю-

щем оценку точности получаемых результатов. 

Основные результаты, полученные в процессе выполненных исследова-

ний, можно сформулировать следующим образом. 

1. Сформулированы и доказаны основные теоремы метода корректи-

рующих рядов, составляющие принципиально новую идеологическую основу 

модального синтеза подконструкций при исследовании динамических свойств 

сложных систем в ограниченном частотном интервале. Операция усечения ря-

да из собственных форм подконструкции заменяется усечением степенного 

корректирующего ряда при конечном числе собственных форм в модальном 

разложении колебаний. Коэффициенты степенного ряда вычисляются рекур-

рентно с помощью последовательности статических задач. 

2. Получена асимптотическая оценка погрешности усечения модального 

разложения при увеличении порядка корректирующего ряда, дающая априор-

ную оценку точности результатов синтеза подконструкций. 

3. Выведены соотношения метода корректирующих рядов как для дис-

кретных моделей подконструкций, так и для континуальных моделей. Рас-

смотрены различные варианты синтеза в зависимости от условий закрепления 

внешних степеней свободы подконструкций при определении их собственных 

частот и форм: методы жестких и свободных границ, а также гибридный ме-

тод, когда часть внешних степеней свободы закреплена, а часть свободна. Ис-

следованы различные методы формирования матриц динамических коэффици-

ентов влияния подконструкций. 
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4. Разработан численно устойчивый алгоритм вычисления корректи-

рующих векторов (или функций).  Показано, что в ходе рекуррентного процес-

са они должны вычисляться в подпространстве, ортогональном к учтенным в 

разложении собственным формам, при этом на каждом шаге должна выпол-

няться дополнительная ортогонализация решения. 

5. Разработан программный комплекс для исследования динамических 

характеристик сложных пространственных стержневых систем, включающий 

программу расчета собственных частот и форм колебаний подконструкций, 

препроцессор, постпроцессор для формирования баз данных, содержащих ин-

формацию о динамических характеристиках подконструкций и применяемых 

при синтезе корректирующих векторов, а также программы для исследования 

динамических характеристик составной конструкции с использованием метода 

корректирующих рядов. На основе аналогичных принципов разработан про-

граммный комплекс для исследования составных осесимметричных оболочеч-

ных конструкций, содержащих жидкость. Проведены численные исследования 

сходимости метода корректирующих рядов на ряде простых примеров, а также 

на примерах конструкций типа корпусов жидкостных ракет и орбитальной 

космической станции (стержневая модель). Полученные результаты демонст-

рируют высокие показатели точности метода корректирующих рядов и скоро-

сти вычислений при невысокой требовательности к параметрам вычислитель-

ных систем. 

6. Сформулирована непротиворечивая постановка краевой задачи и ва-

риационный принцип для описания динамического поведения упругой конст-

рукции, взаимодействующей с ограниченным объемом жидкости в условиях 

однородного гравитационного поля. Предложенная формулировка применима 

к произвольным регулярным (кусочно-гладким) поверхностям контакта конст-

рукции с жидкостью. 

7. Разработан алгоритм решения задачи определения динамических ха-

рактеристик осесимметричных оболочечных конструкций, взаимодействую-
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щих с ограниченными объемами жидкости, основанный на методе конечных 

элементов. Вычисляются как осесимметричные, так и неосесимметричные 

формы колебаний с учетом влияния начального напряженно-

деформированного состояния, обусловленного внутренним давлением в по-

лостях конструкции (включая гидростатическое давление) и ее собственным 

весом. Программная реализация алгоритма на различных электронных вычис-

лительных системах показала его высокую надежность в процессе многолет-

ней эксплуатации в условиях конструкторских бюро ракетно-космической от-

расли. Он включен в фонд алгоритмов РКА и использовался в процессе про-

ектно-конструкторских работ при создании ракет Зенит, Энергия-Буран, Кос-

мос, Рокот, Прибой и других. Новый программный комплекс позволяет в пол-

ном объеме учитывать гравитационные эффекты, связанные с образованием 

поверхностных волн и деформацией поверхности контакта жидкости со стен-

ками сосуда. 

8. Разработана методика исследования амплитуд продольных автоколе-

баний жидкостной ракеты с учетом нелинейности деформаций оболочек кор-

пуса и эффекта параметрического возбуждения неосесимметричных форм ко-

лебаний. Проведенное исследование показало, что, во-первых, учет геометри-

ческой нелинейности в рамках предположения об осесимметричности колеба-

ний не дает существенного эффекта в плане ограничения амплитуд продоль-

ных автоколебаний, и во-вторых, учет эффекта параметрического возбуждения 

неосесимметричных тонов оказывает существенное влияние на характер пере-

ходного процесса и приводит к значительному ограничению амплитуд про-

дольных колебаний. Этот результат показывает необходимость учета нелиней-

ности поведения корпуса при оценке максимальных амплитуд продольных ко-

лебаний, развивающихся в связи с неустойчивостью в контуре «корпус - топ-

ливная магистраль - двигатель», а методика открывает путь исследования дан-

ного вопроса в ходе проектно-конструкторских разработок данного класса из-

делий.
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