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Введение

Диссертационная работа посвящена решению новых плоских и осе-
симметричных задач механики контактного взаимодействия и износа тел

с покрытиями. В ней исследуются закономерности эволюции контактных
характеристик вязкоупругих стареющих оснований с неоднородными по-

крытиями и покрытиями, имеющими реальную форму поверхности, а
также износ упругих оснований с поверхностно неоднородными покры-
тиями. Изучаются эффекты, связанные с наличием неоднородности и

учетом реальной формой поверхности покрытий, а также с наличием
процесса износа.

Рассмотренные в диссертации задачи механики контактного взаимо-
действия и износа тел с покрытиями являются актуальными как с точки

зрения фундаментальных вопросов теории, так и с точки зрения различ-
ных приложений. В теоретическом плане эти задачи интересны тем, что

впервые учитывают наличие таких факторов как конформность контак-
тирующих поверхностей, сложная форма поверхности тел, поверхност-
ная неоднородность покрытий и тем, что для их решения необходимо

развивать новые математические методы (поскольку известные методы
удовлетворительных результатов не дают). С точки зрения приложений

интерес к этим задачам вызван как раз тем, что новые их особенно-
сти продиктованы потребностями в описании свойств неоднородности и

сложной формы поверхности покрытий, которые они приобретают вслед-
ствие технологических процессов нанесения и шлифовки. Без учета по-

добного рода свойств воссоздать реальные картины процессов контакт-
ного взаимодействия тел с покрытиями невозможно.
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0.1 Обзор литературы

Началом исследований контактных задач считается 1981 год, ко-
гда первое решение контактной задачи взаимодействия упругих тел

дал Г. Герц [103] (хотя основная работа [104], которая, по всей види-
мости более доступна, вышла в 1895). Основополагающими работами
по контактных задачами считаются также работы Я. Буссинеска [101],

С.А. Чаплыгина и пр. Из-за отсутствия необходимой математической ба-
зы развитие контактных задач в последующие 40–50 лед заключалось,

в основном, в экспериментальной проверке теории и развитии ее при-
менений в инженерном деле (следует отметить работы А.Н. Динника,

Н.М. Беляева и др.).

В 20-х, а тем более в 30-х и 40-х годах академиком Н.И. Мусхелишвили
и его учениками была развиты эффективные математические ме-
тоды функции комплексного переменного для решения задач тео-

рии упругости и, в частности, для решения контактных задач
(см. [74, 75]). Следует также отметить математический аппарат, со-

зданный академиком А.М. Ляпуновым [106], используемый для решения
ряда контактных задач, в частности, в работах И.Я. Штаермана

(см. [98] и более ранние статьи). Следует также отметить осново-
полагающие работы В.М. Абрамова, Л.А. Галина, А.Ю. Ишлинского,
Н.А. Кильчевского, М.Я. Леонова, А.И. Лурье, В.И. Моссаковского,

Г.Н. Савина, Д.И. Шермана и пр.

Итак, с середины XX века развитие механики контактных взаимо-
действий шло стремительными темпами и не могло не вызвать появле-

ния обзорной монографии. Таким трудом в 1976 году стала коллектив-
ная обзорная книга «Развитие контактных задач в СССР» под редак-

цией Л.А. Галина [91]. Она включает в себя работы работы множества
соавторов, каждый из которых уже к тому времени был широко изве-
стен, а многие из них являлись основателями научных школ. В этой

монографии собраны сведения и решения более чем из 1000 источников.
В ней указаны такие направления развития теории контактных взаи-

модействий как статические и динамические, плоские и пространствен-
ные, температурные контактные задачи, рассматриваются как упругие

материалы, так и вязкоупругие. Отметим, что до появления указан-
ной книги вышли сборники [57, 58, 69, 70], монографии таких авторов,

как Н.Х. Арутюнян [12], И.И. Ворович, В.М. Александров, В.А. Бабешко
[22], Л.А. Галин [24], Ф.Д. Гахов [27], В.И. Довнорович [37], Д.Д. Ивлев
[38], А.И. Лурье [61, 62], В.С. Никишин, Г.С. Шапиро [76], В.В. Панасюк,
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М.И. Теплый [77], Я.С. Уфлянд [97], ряд обзорных статей по соответству-
ющей тематике.

В дальнейшем, механика контактных взаимодействий развивает-

ся высокими темпами, выходит ряд монографий, следующих авто-
ров: В.М. Александров, Н.Х. Арутюнян, В.А. Бабешко, И.И. Ворович,
Л.А. Галин, А.Г. Горшков, И.Г. Горячева, В.Т. Гринченко, М.Н. Добычин,

К. Джонсон, Н.А. Кильчевский, Е.В. Коваленко, А.В. Манжиров,
Е.М. Морозов, В.И. Моссаковский, С.М. Мхитарян, В.Э. Наумов,

В.З. Партон, П.И. Перлин, А.Н. Подгорный, Д.А. Пожарский,
Г.Я. Попов, В.Б. Поручиков, В.С. Проценко, В.Л. Рвачев, Б.Л. Ромалис,

В.С. Саркисян, В.М. Сеймов, Б.Н. Сметанин, Б.В. Соболь,
Д.В. Тарлаковский, М.И. Теплый, А.Ф. Улитко и многие другие [2–6,
16–19, 23, 26, 29, 30, 33, 34, 36, 53, 72, 73, 78, 81–84, 90, 92, 94, 95, 99, 102].

В 2001 году выходит книга «Механика контактных взаимодей-

ствий» [71], призванная подытожить полученные за прошедшие после
выхода «Механики контактных задач в СССР» годы многочисленные

публикации, так как с тех пор эта область получила дальнейшее раз-
витие, а область ее практического приложения значительно расшири-

лась, особенно в новейших областях современной техники. В ней сосре-
доточено большое число обзорных работ, приведено множество совре-

менных методов решения контактных задач. Рассматривается широкие
спектр контактных задач. В частности, в рамках настоящей диссерта-
ции, нельзя не отметить 3 параграфа данной книги, которые наиболее

тесно связаны с темой диссертации. В статье А.В. Манжирова [63] да-
ется обзор контактных задач для неоднородных стареющих вязкоупру-

гих тел, приводится проекционный метод решения, развитие которого
последует в [65, 108]. Статья Е.В. Коваленко [54] посвящена подробней-

шему обзору контактных задач для тел с покрытиями, в ней обсужда-
ются проблемы: 1) моделирования физико-механических свойств покры-
тий, 2) контакта жестких или упругих тел с линейно-деформируемыми

основаниями, армированными тонкими покрытиями, 3) износа и долго-
вечности покрытий. Однако задачи износа более широко рассмотрены в

статье И.Г. Горячевой, И.А. Солдатенкова [31]. В ней обсуждаются раз-
личные виды закона изнашивания, разнообразные постановки износо-

контактных задач, приводится история развития задач об износе. Не
повторяя текст этих обзоров, приведем лишь авторов основных моно-

графий, которые вышли до 2001 года и связаны с износо-контактными
задачами: Л.А. Галин, И.Г. Горячева, М.Н. Добычин, В.С. Комбалов,
И.В. Крагельский, А.С. Проников [26, 30, 60, 88, 89].
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Из приведенного обзора видно, что начиная с середины XX ве-
ка контактные задачи получили огромную популярность, которая со-

храняется и развивается и по сей день. В 2001 году выходит моно-
графия И.Г. Горячевой [32], посвященная изучению напряженного со-
стояния и характера разрушения поверхностей при фрикционном вза-

имодействии. В 2004 году В.М. Александров и М.И. Чебаков [7] вы-
пускают книгу, посвященная обобщению исследований авторов в об-

ласти статических и динамических задач контактного взаимодействия
тел сложной конфигурации, неоднородных тел и задач с усложненны-

ми условиями в зоне контакта. В 2005 году те же теми же авторами
пишется книга [8]. В 2006 появляются монографии С.М. Айзиковича,

В.М. Александрова, А.В. Белоконя, Л.И. Кренева, И.С. Трубчика [1] и
В.В. Калинчука, Т.И. Белянковой [40]. В 2007 переиздаются [8] и [72].

Целью диссертационной работы является постановка контактных за-

дач для упругих и вязкоупругих тел с конформными и поверхностно
неоднородными покрытиями, форма и неоднородность которых описы-

ваются быстро осциллирующими функциями; развитие проекционного
метода для решения смешанных интегральных уравнений плоских и осе-
симметричных задач; исследование процесса износа упругого основания

с поверхностно неоднородным покрытием; решение модельных задач и
всестороннее исследование процессов контактного взаимодействия и их

особенностей; формулировка выводов и рекомендаций практического ха-
рактера.

В следующем разделе дается более детальное содержание работы.

0.2 Описание работы

Работа состоит из введения, трех глав, заключения, приложения
и списка литературы. Последний включает 112 наименований. Основ-

ные результаты диссертации отражены в публикациях [42–52, 66, 67,
105, 107]. Общее количество иллюстраций в работе — 42.

В главе 1 исследуется контактное взаимодействие жесткого штампа
и вязкоупругого основания с тонким покрытием в случае, когда поверх-

ности штампа и покрытия являются конформными (взаимоповторяю-
щимися). Подобная задача может возникнуть, например, когда штамп
погружается в затвердевающее покрытие до его полного отверждения,
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в результате чего поверхность покрытия принимает форму основания
штампа. Примерами таких покрытий может служить слой клея, бето-

на в его молодом возрасте, многих полимерных материалов. Рассмотре-
ны плоские и осесимметричные контактные задачи для неоднородных
стареющих вязкоупругих оснований в случае их конформного контакта

с жесткими штампами. Даны их постановки. Получены разрешающие
смешанные интегральные уравнения. При решении этих уравнений ис-

пользован обобщенный проекционный метод, который реализован для
конкретных типов уравнений плоских и осесимметричных задач. Решен

ряд модельных задач, включая задачи, в которых форма штампа описы-
вается быстро осциллирующими функциями. Изучено влияние формы

основания штампа на напряженно-деформированное состояние области
контакта и на кинематические характеристики штампа.

Глава 2 посвящена задачам контактного взаимодействия жесткого
штампа и вязкоупругих оснований с тонкими упругими поверхностно

неоднородными покрытиями, то есть покрытиями, свойства которых ме-
няются от точки к точке его поверхности, но постоянны по глубине.
Поверхностная неоднородность покрытия возникает обычно вследствие

особенностей нанесения этого покрытия на основной слой, а также при
поверхностной обработке уже нанесенных покрытий (лазерная обработ-

ка, ионная имплантация и т. д.). Поверхностная неоднородность может
быть вызвана также использованием различных материалов при изго-

товлении покрытий. Рассматриваются плоские и осесимметричные кон-
тактные задачи для вязкоупругих оснований с поверхностно неоднород-
ными покрытиями. Изучается влияние вида неоднородности покрытия

на контактные напряжения под штампом, а также на его осадку и угол
поворота.

В главе 3 рассматриваются плоские и осесимметричные контактные
задачи износа упругих оснований с поверхностно неоднородными покры-

тиями. Считается, что между слоями, а также между нижним слоем и
подстилающим основанием осуществляется идеальный контакт. Предпо-

лагается, что скорость изнашивания слоя прямо пропорциональна каса-
тельным усилиям и осредненному значению модуля скорости скольже-

ния и обратно пропорциональна твердости покрытия, а касательные уси-
лия и контактные давления связаны законом Кулона. Рассматриваются

кусочно однородные покрытия, отношения твердостей и жесткостей ко-
торых совпадают, а также покрытия, технологический процесс нанесения
или упрочнения которых делает их твердости и жесткости зависящими
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от координат точек поверхности, но не влияет на их отношение.

Представленные в диссертации исследования опираются, в первую

очередь, на классические подходы механики контактных взаимодействий
и трибологии, идеи теории контактных задач для тел с покрытиями, на

теории классических и смешанных интегральных уравнений, на проек-
ционный метод решения последних. При этом используются результа-

ты и методы уравнений математической физики, интегральных уравне-
ний, функционального и математического анализа, теории обыкновен-
ных дифференциальных уравнений.

Достоверность полученных результатов обеспечивается применением
строгих математических методов при построении решений поставленных

задач и их анализе. Она основывается также на практических оценках
погрешностей выполняемых приближенных вычислений, сопоставлении
получаемых в частных случаях результатов с заранее прогнозируемыми

или известными.

Все рассмотренные в диссертации задачи исследованы впервые. Их
решения построены в аналитическом виде на основании проекционного
метода теории смешанных интегральных уравнений. При этом быстро

осциллирующие функции формы поверхности или неоднородности по-
крытий выделены в решении в явном виде.

На основании проведенных расчетов обнаружены и исследованы ме-

ханические эффекты, возникающие при учете неоднородности покры-
тия и сложной формы его поверхности. Изучена задача износа упру-

гого основания с поверхностно неоднородным покрытием. Получены ее
аналитическое решение и простые асимптотические формулы поведения

основных характеристик при больших значениях времени, удобные для
использования в инженерной практике.

Все исследования выполнены в рамках плановой тематики Институ-

та проблем механики Российской академии наук «Моделирование про-
цессов формирования, взаимодействия, деформирования и разрушения

упруговязкопластических тел под действием нагрузок и физических по-
лей» (Гос. рег. №0120.0503826) и проектов, финансируемых грантом Пре-
зидента Российской Федерации по государственной поддержке ведущих

научных школ №НШ-1245.2006.1, Отделением энергетики, машиностро-
ения, механики и процессов управления РАН (программа №13 ОЭ) и

Российским фондом фундаментальных исследований (проекты №05-01-
00002, №05-01-00693 и №06-01-00521).
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В следующих двух вводных параграфах дается описание определяю-
щих соотношений вязкоупругого стареющего материала, принимаемых

далее во всех рассматриваемых задачах, а также излагается применя-
емый в работе обобщенный проекционный метод решения смешанных
интегральных уравнений. Это делается с целью избавления читателя от

необходимости обращаться к соответствующей оригинальной литерату-
ре по мере чтения основных глав диссертации и для придания работе

определенной степени логической замкнутости.
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0.3 Определяющие соотношения

теории вязкоупругости стареющих тел

1. Общие уравнения.

В диссертационной работе мы будем иметь дело с основаниями, изго-
товленными из линейных вязкоупругих однородно стареющих (и, в част-

ности, из упругих) изотропных материалов, и исходить из определяющих
соотношений вида [14–17]

εkk(r, t) = (I − Vv)
σkk(r, t)

3k(t− τ ∗)
,

eij(r, t) = (I − Vs)
sij(r, t)

2G(t− τ ∗)
,

σij(r, t) = sij(r, t) +
1

3
σkk(r, t)δij, εij(r, t) = eij(r, t) +

1

3
εkk(r, t)δij,

Vif(r, t) =

∫ t

τ0

f(r, τ)Ki(t− τ ∗, τ − τ ∗)dτ, i = v, s.

(0.1)

Здесь τ ∗ — момент изготовления тела (считается, что все тело изготов-
лено в один и тот же момент времени), τ0 > τ ∗ — момент начала за-

грузки тела; δij — символ Кроннекера; σij(r, t) и εij(r, t) — компоненты
тензоров напряжений и малой деформации как функции точки тела c

радиус-вектором r и времени t, sij(r, t) и eij(r, t) — девиаторные компо-
ненты тех же тензоров соответственно; k(t) — модуль упругомгновенной

деформации при всестороннем сжатии, G(t) — модуль упругомгновенной
деформации при чистом сдвиге. I — тождественный оператор, Vv и Vs —

линейные интегральные операторы Вольтерра, ядра ползучести которых
для объемной и сдвиговой деформации определяются как [10–13, 68]

Kv(t, τ) = k(τ)
∂

∂τ

[
1

k(τ)
+ d(t, τ)

]
,

Ks(t, τ) = G(τ)
∂

∂τ

[
1

G(τ)
+ ω(t, τ)

]
,

где d(t, τ), ω(t, τ) (t > τ > 0) — соответствующие меры ползучести, для

которых по определению выполняются тождества

d(τ, τ) ≡ 0, ω(τ, τ) ≡ 0, τ > 0. (0.2)

Функции компонентов тензоров напряжений σij(r, t) и малой деформа-
ции εij(r, t) считаются непрерывными по времени при t > τ ∗.
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Функции

δv(t, τ) = k(τ)−1 + d(t, τ), δs(t, τ) = G(τ)−1 + ω(t, τ),

из выражений для ядерKv(t, τ) иKs(t, τ) называются функциями удель-
ной деформации материала при всестороннем сжатии и чистом сдвиге.

Они описывают относительное изменение объема и углов сдвига к мо-
менту времени t под действием постоянных указанных элементарных

напряженных состояний единичной интенсивности, приложенных в мо-
мент времени τ . Учитывая (0.2) данные функции можно привести к виду

δv(t, τ) =
1

k(t)
−

∫ t

τ

Kv(t, s)

k(s)
ds, δs(t, τ) =

1

G(t)
−

∫ t

τ

Ks(t, s)

G(s)
ds. (0.3)

При условиях, накладываемы обычно на модули упругомгновенной

деформации и меры ползучести, решения уравнений (0.1) существуют,
единственны и могут быть записаны в форме

σkk(r, t) = 3k(t− τ ∗)(I + Wv)εkk(r, t),

sij(r, t) = 2G(t− τ ∗)(I + Ws)eij(r, t),

(I + Wi) = (I − Vi)−1,

Wif(r, t) =

∫ t

τ0

f(r, t)Ri(t− τ ∗, τ − τ ∗)dτ, i = v, s,

(0.4)

где Wv и Ws — интегральные операторы Вольтерра, ядра релаксации
Rv(t, τ) и Rs(t, τ) которых являются резольвентами соответствующих

ядер ползучести. Аналогично ядрам ползучести, ядра релаксации пред-
ставимы в виде

Rv(t, τ) =
1

k(τ)

∂

∂τ

[
D(t, τ) − k(τ)

]
,

Rs(t, τ) =
1

G(τ)

∂

∂τ

[
Ω(t, τ) −G(τ)

]
,

где D(t, τ), Ω(t, τ) (t > τ > 0) — соответствующие меры ползучести.

Соотношения (0.1) и (0.4) эквивалентны.

Отметим, что приведенные выше соотношения очень хорошо описыва-
ют, в частности, механическое поведение бетона при не слишком высоких

напряжениях и скоростях их изменения [12, 17, 100, 109], полимеров [111],
стеклопластиков [110].
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2. Одноосное растяжение.

Пусть в момент времени t = τ0 > τ ∗ к призматическому образцу при-

кладывается напряжение, изменяющееся по закону σ11(t) и направленное
по его оси. Тогда на основании соотношений (0.1) полная относительная

и поперечная деформации образца из изотропного материала определя-
ются из соотношений:

ε11(t) =
σ11(t)

E(t− τ ∗)
−

∫ t

τ0

σ11(τ)

E(τ − τ ∗)
Kt(t− τ ∗, τ − τ ∗)dτ,

ε22(t) = ε33(t) = −ν(t− τ ∗) σ11(t)

E(t− τ ∗)
+

∫ t

τ0

σ11(τ)

E(τ − τ ∗)
Kt(t− τ ∗, τ − τ ∗)dτ.

(0.5)

Здесь введены функции

Kt(t, τ) = E(τ)
∂

∂τ

[
1

E(τ)
+ C(t, τ)

]
,

Kt(t, τ) = E(τ)
∂

∂τ

[
ν(τ)

E(τ)
+ ν̃(t, τ)C(t, τ)

]
,

первая из которых есть ядро ползучести при одноосном растяжении. Так-
же введены обозначения

E(t) =
9 k(t)G(t)

3 k(t) +G(t)
, C(t, τ) =

d(t, τ) + 3ω(t, τ)

9
,

ν(t) =
3 k(t) − 2G(t)

6 k(t) + 2G(t)
, ν̃(t, τ) =

3ω(t, τ) − 2d(t, τ)

6ω(t, τ) + 2d(t, τ)
.

(0.6)

Величины E(t) и C(t, τ) называются модулем упругомгновенной дефор-

мации и мерой ползучести при одноосном растяжении, а величины ν(t)
и ν̃(t, τ) — коэффициентами Пуассона для упругомгновенной деформа-

ции и деформации ползучести. Вследствие того, что C(τ, τ) ≡ 0 (см.
формулы (0.2)) функцией удельной деформации при одноосном растя-
жении δt(t, τ) = E(τ)−1 + C(t, τ) можно представить в виде

δt(t, τ) =
1

E(t)
−

∫ t

τ

Kt(t, s)

E(s)
ds.

Первое из уравнений (0.5), разрешенное относительно растягивающе-

го напряжения σ11(t), имеет вид

σ11(t)

E(t− τ ∗)
= ε11(t) +

∫ t

t0

ε11(τ)Rt(t− τ ∗, τ − τ ∗)dτ,
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где Rt(t, τ) — ядро релаксации при одноосном растяжении, являющееся
резольвентой ядра ползучести Kt(t, τ).

Соотношения (0.6), связывающие различные вязкоупругие характери-

стики рассматриваемого стареющего материала, в эквивалентной форме

k(t) =
2
[
1 + ν(t)

]
G(t)

3
[
1 − 2 ν(t)

] , D(t, τ) =
3
[
1 − 2 ν̃(t, τ)

]
ω(t, τ)

2
[
1 + ν̃(t, τ)

] ,

E(t) = 2
[
1 + ν(t)

]
G(t), C(t, τ) =

ω(t, τ)

2
[
1 + ν̃(t, τ)

].
(0.7)

3. Случай единого ядра ползучести.

Ползучесть некоторых распространенных конструкционных материа-
лов, в том числе бетона и полимеров, хорошо описывается уравнениями
состояния (0.1) при условии постоянства и равенства между собой коэф-

фициентов Пуассона для упругомгновенной деформации и деформации
ползучести [9, 12, 39, 111], то есть при

ν(t) ≡ ν̃(t, τ) ≡ ν = const.

Из соотношений (0.7) следует, что все три введенные ранее ядра ползу-
чести совпадают, то есть

Kv(t, τ) ≡ Ks(t, τ) ≡ Kt(t, τ) = K(t, τ),

а следовательно, и их резольвенты

Rv(t, τ) ≡ Rs(t, τ) ≡ Rt(t, τ) = R(t, τ).

Тогда определяющие соотношения (0.1) и (0.4) сводятся к следующей
связи между компонентами тензоров напряжений и деформации

εij(r, t) = (I − V)
(1 + ν)σij(r, t) − νσkk(r, t)δij

2E(t− τ ∗)
,

σij(r, t) =
E(t− τ ∗)

1 + ν
(I + W)

[
εij(r, t) +

ν

1 − 2ν
εkk(r, t)δij

]
,

Vf(r, t) =

∫ t

τ0

f(r, τ)K(t− τ ∗, τ − τ ∗)dτ,

Wf(r, t) =

∫ t

τ0

f(r, τ)R(t− τ ∗, τ − τ ∗)dτ.

(0.8)
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4. Вязкоупругие характеристики стареющего материала и их

возможные аппроксимации.

В этом параграфе приведены основные свойства модуля упругомгно-
венной деформации E(t) и меры ползучести C(t, τ), которые характе-
ризуют поведение вязкоупругого стареющего материала при одноосном

растяжении. Следует отметить, что аналогичные функции, отвечающие
за сдвиг и всестороннее сжатие, обладают теми же свойствами, что и

функции, отвечающие за одноосное растяжение. В [14, 15, 17] можно
найти детальное описание каждого приведенного ниже свойства.

Экспериментальные исследования (см., например, [9, 28, 85, 112]) сви-
детельствуют о том, что модуль упругомгновенной деформации E(t)

стареющих материалов как функция времени t является непрерывным
при t > 0 и обладает следующими свойствами:

E(t) > 0,
dE(t)

dt
> 0,

∃ lim
t→+∞

E(t) = E∞, ∃ lim
t→+∞

dE(t)

dt
= 0,

(0.9)

где E∞ > 0 — значение модуля упругости для материала весьма старого

возраста.
Анализ экспериментальных данных, основанный на изучении опыт-

ных кривых ползучести стареющих материалов в области линейной пол-
зучести (см., например, [9, 13, 20, 41, 87, 109]) показывает, что в условиях
естественного старения их мера ползучести C(t, τ) как функция време-

ни t и момента приложения нагрузки τ при t > τ > 0 ограничена и
непрерывна по t и удовлетворяет свойствам

C(τ, τ) ≡ 0, C(t, τ) > 0, ∃ lim
t→+∞

C(t, τ) = ϕ(τ),

∃ f(s) : C(t, τ) = O
[
f(t− τ)

]
, τ → +∞,

∂C(t, τ)

∂t
> 0, ∃ lim

t→+∞
∂C(t, τ)

∂t
= 0,

∂C(t, τ2)

∂t
>
∂C(t, τ1)

∂t
, t > τ2 > τ1 > 0,

∂C(t, τ)

∂τ
< 0.

(0.10)

Функция ϕ(τ) — функция старения. Она является непрерывной и огра-

ниченной, и при этом у нее существует предел

lim
τ→+∞

ϕ(τ) = ϕ∞ > 0, (0.11)
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характеризующий предельное значение меры ползучести материала, за-
груженного в значительном возрасте.

Далее укажем те аппроксимирующие выражения для модуля упру-
гомгновенной деформации и меры ползучести, которые будут использо-
ваться в диссертационной работе при расчетах.

Для модуля упругомгновенной деформации часто используется экс-
поненциальная зависимостьвида [9, 12, 14, 15, 17, 85, 100, 112]

E(t) = E0

(
1 − χ0e

−α0t
)
, α0 > 0,

но поскольку изменение модуля упругости многих стареющих материа-

лов и, в частности, бетона в процессе его старения несущественно, то мы
будем принимать далее E(t) = const.

Принимая во внимание то, что процесс старения может считаться
независящим от процесса деформирования (см. [11, 12]), меру ползучести

представим в виде произведения двух функций, одна из которых учиты-
вает процесс старения материала, а другая — влияние длительности его

загружения:
C(t, τ) = ϕ(τ)

[
1 − e−ψ(t−τ)], (0.12)

где ψ > 0 — коэффициент, определяющий скорость ползучести. Одним

из преимуществ меры ползучести в форме (0.13) является существование
замкнутого аналитического выражения для резольвенты Rs(t, τ) ядра

ползучести, порождаемого этой мерой [13].
Функцию старения аппроксимируем также экспоненциальной зависи-

мостью, полагая [14, 15, 17, 85, 86]

ϕ(τ) = C0 +A0e
−χτ , (0.13)

где A0, C0 > 0 и χ > 0 — константы материала. В [79] показано, что
для наличия всех свойств (0.10), (0.11) у меры ползучести, заданной вы-

ражениями (0.12), (0.13), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись
следующие ограничения на параметры ее аппроксимации

C0 + A0

(
1 − χ

ψ

)
> 0, A0 > 0.

Напомним еще раз, что всюду выше заведомо предполагается выполне-
ние условий C0 > 0, ψ > 0, χ > 0.
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0.4 Проекционный метод решения смешанных инте-

гральных уравнений

В разделе описывается обобщенный проекционный метод, позволяю-

щий решать смешанные интегральные уравнения (см. [65, 108]). Эффек-
тивность применения описанного метода показана в Приложении.

1. Обобщенная проекционная задача для операторного урав-

нения.

Рассмотрим операторное уравнение

c(t)(I − V1)y(t) + (I − V2)Fy(t) = f(t), (0.14)

где y(t) и f(t) — непрерывные функции t из гильбертова пространстваH,

c(t) > 0 — непрерывная скалярная функция t; I — единичный оператор;
F — вполне непрерывный самосопряженный положительный оператор

из H в H; V1 и V2 — операторы Вольтерра по t, причем для любых
непрерывных по t скалярных функций ω1(t) и ω2(t) операторы (I −V1),

(I − V2), {I − [ω1(t)V1 + ω2(t)V2]} и им обратные не выводят функции
из класса непрерывных.

Гильбертово пространство H можно представить в виде прямой сум-
мы ортогональных подпространств H = H◦ ⊕ H∗. Тогда непрерывные
функции t со значениями из пространства H можно записать в виде

алгебраической суммы функций из подпространства H◦ и подпростран-
ства H∗

f(t) = f ◦(t) + f ∗(t), y(t) = y◦(t) + y∗(t), (0.15)

где f ◦(t), y◦(t) — непрерывные функции t из подпространстваH◦, а f ∗(t),
y∗(t) — непрерывные функции t из подпространства H∗.

Обобщенная проекционная задача состоит в следующем: Пусть функ-
ции f(t) и y(t) удовлетворяют уравнению (0.14) и представимы в ви-
де (0.15). Для заданных функций y◦(t) и f ∗(t) необходимо найти неиз-
вестные функции y∗(t) и f ◦(t).

Введем оператор P◦ ортогонального проектирования из простран-
ства H в подпространство H◦. Оператор P∗ = I − P◦ проектирует про-
странство H на подпространство H∗. Также имеют место соотношения

P◦f(t) = f ◦(t), P∗f(t) = f ∗(t),

P◦y(t) = y◦(t), P∗y(t) = y∗(t).

Подействуем оператором P∗ на уравнение (0.14). В результате полу-
чим новое уравнение, которое после некоторых преобразований приобре-
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тает вид

c(t)(I − V1)y
∗(t) + (I − V2)P∗Fy∗(t) = f ∗(t)− (I − V2)P◦Fy◦(t). (0.16)

Можно показать, что оператор P∗F является компактным, самосопря-
женным и положительно определенным оператором из H∗ в H∗.

Пусть ϕk — собственные функции оператора P∗F соответствующие
собственным значениям γk:

P∗Fϕk = γkϕk. (0.17)

Эти собственные функции образуют базис пространства H∗ и тогда лю-

бую непрерывную функцию t из пространства H∗ можно представить в
виде разложения по этому базису

y∗(t) =
∑

i

ai(t)ϕi, f ∗(t) =
∑

i

fi(t)ϕi,

f̂ ∗(t) = (I − V2)P∗Fy∗(t) =
∑

i

f̂ ∗
i (t)ϕi,

(0.18)

где ai(t), fi(t) и f̂ ∗
i (t) непрерывны по t.

Подставляя представления (0.18) в (0.16) и используя (0.17) получим

уравнение для определения функций разложения ai(t), а следовательно
и неизвестной функции y∗(t):

ai(t) = (I − V i)−1f̃ ∗
i (t) = (I + W i)f̃ ∗

i (t),

V i =
c(t)V1 + γiV2

c(t) + γi
, f̃ ∗

i (t) =
fi(t) − f̂ ∗

i (t)

c(t) + γi
,

(0.19)

где W i — резольвентный оператор Вольтерра для оператора V i.

Замечание 1. Поскольку функция c(t) и собственные значения γi
положительны, а lim

i→∞
γi → 0 и lim

i→∞
V i → V1, то операторы V i и функ-

ции f̃ ∗
i (t) всегда определены. Решение уравнения (0.16) существует и

единственно в выбранных классах функций.

Определив функцию y∗(t) можно найти и f ◦(t). Для этого подейству-
ем на уравнение (0.14) оператором P◦. После простейших арифметиче-
ских преобразований мы получим уравнение для определения неизвест-

ной функции f ◦(t):

f ◦(t) = c(t)(I − V1)y
◦(t) + (I − V2)P◦F(y◦(t) + y∗(t)). (0.20)
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2. Смешанные интегральные уравнения на ограниченном за-

мкнутом множестве.

Рассмотрим смешанное интегральное уравнение с N дополнительны-

ми условиями (r ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ]):

c(t)m(r)(I − V1)q(r, t) + (I − V2)Fq(r, t) = f(r, t), (0.21)∫

Ω

q(ξ, t)fi(ξ)dΩξ = Mi(t), i = 1, . . . , N, (0.22)

f(r, t) =
N∑

i=1

αi(t)fi(r) − g(r, t),

где r — радиус-вектор в R
n, Ω — ограниченное замкнутое множество

в R
n, c(t) — непрерывная по t на интервале [τ0, T ] заданная функция,

αi(t) (i = 1, . . . , N) — непрерывные по t на интервале [τ0, T ] искомые
функции, q(r, t) — непрерывная в L2(Ω) по t на [τ0, T ] искомая функ-
ция, g(r, t) — непрерывная в L2(Ω) по t заданная функция, m(r) — за-

данная функция из L2(Ω), {f1(r), . . . , fN(r)} — некоторая система N
линейно независимых функций из L2(Ω); I — тождественный оператор,

Vk (k = 1, 2) — интегральные операторы Вольтерра с непрерывными
либо полярными ядрами Kk(t, τ), F — вполне непрерывный, самосопря-

женный и положительно определенный оператор из L2(Ω) в L2(Ω) с яд-
ром F (r, ξ).

Сделав в (0.21), (0.22) замену переменных по формулам

q̃(r, t) = q(r, t)
√
m(r), f̃(r, t) =

f(r, t)√
m(r)

, F̃ (r, ξ) =
F (r, ξ)√
m(r)

√
m(ξ)

придем к интегральному уравнению и дополнительным условиям

c(t)(I − V1)q̃(r, t) + (I − V2)F̃ q̃(r, t) = f̃(r, t), (0.23)∫

Ω

q̃(ξ, t)
fi(ξ)√
m(ξ)

dΩξ = Mi(t), i = 1, . . . , N. (0.24)

f̃(r, t) =
N∑

i=1

αi(t)
fi(r)√
m(r)

− g(r, t)√
m(r)

, (0.25)

F̃f(r, t) =

∫

Ω

F̃ (r, ξ)f(ξ, t)dΩξ,

которые в дальнейшем и предстоит решать. Значок тильды в дальней-
шем будем опускать.
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Замечание 2. Если оператор F является вполне непрерывным, са-
мосопряженным и положительно определенным оператором из L2(Ω)

в L2(Ω), то он называется оператором Гильберта–Шмидта.

Для построения решения смешанного интегрального уравнения (0.23)
с дополнительными условиями (0.24) введем базис специального вида

в L2(Ω) с явной зависимостью от функции 1/
√
m(r). Для этого дополним

систему N линейно независимых функций {f1(r), . . . , fN(r)} так, чтобы

получилась полная система в L2(Ω), а затем воспользуемся следующими
соотношениями

∫

Ω

pi(ξ)pj(ξ)dΩξ = δij, pn(r) =
Pn(r)√
m(r)

,

P1(r) =
f1(r)√
H11

, Pn(r) =
1√

∆n−1∆n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H11 H12 · · · H1n

H21 H22 · · · H2n
...

... . . . ...
f1(r) f2(r) · · · fn(r)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Hij =

∫

Ω

fi(ξ)fj(ξ)

m(ξ)
dΩξ, ∆0 = 1, ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H11 H12 · · · H1n

H21 H22 · · · H2n
...

... . . . ...
Hn1 Hn2 · · · Hnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(0.26)

Для функций p1(r), . . . , pN(r) из полученного базиса в L2(Ω) выполнены
следующие соотношения:

pi(r) =
Pi(r)√
m(r)

=
i∑

k=1

aik
fk(r)√
m(r)

, i = 1, . . . , N. (0.27)

Обращая система алгебраических уравнений (0.27), получим

fi(r)√
m(r)

=
i∑

k=1

bikpk(r), i = 1, . . . , N, (0.28)

матрица [bik] которой является обратной по отношению к матрице [aik]

исходной системы.
Гильбертово пространство L2(Ω) можно представить в виде пря-

мой суммы ортогональных подпространств: L2(Ω) = L◦
2(Ω) + L∗

2(Ω).
Здесь L◦

2(Ω) — евклидово пространство с базисом {p1(r), . . . , pN(r)},
а L∗

2(Ω) — гильбертово пространство с базисом {pN+1(r), pN+2(r), . . .}.
Заметим, что любые непрерывные функции t из L2(Ω) могут быть пред-
ставлены в виде суммы непрерывных функций t со значениями из L◦

2(Ω)
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и L∗
2(Ω). Для функции q(r, t) это представление имеет вид

q(r, t) = q◦(r, t) + q∗(r, t), q◦(r, t) =
N∑

k=1

q◦k(t)pk(r). (0.29)

Используя дополнительные условия (0.24) совместно с (0.28) и (0.29),
получим следующую систему уравнений

i∑

k=1

bikq
◦
k(t) = Mi(t), i = 1, . . . , N. (0.30)

Решение этой системы имеет вид:

q◦i (t) =

i∑

k=1

aikMk(t), i = 1, . . . , N. (0.31)

Принимая во внимание (0.27) правая часть (0.25) уравнения (0.23)

может быть записана в виде

f(r, t) =
N∑

i=1

αi(t)
fi(r)√
m(r)

− g(r, t)√
m(r)

= f ◦(r, t) + f ∗(r, t),

f ◦(r, t) =

N∑

k=1

N∑

i=k

[αi(t)bik − g◦k(t)]pk(r), f ∗(r, t) = −g∗(r, t),

g(r, t)√
m(r)

= g◦(r, t) + g∗(r, t), g◦(r, t) =
N∑

k=1

g◦k(t)pk(r),

g◦k(t) =

∫

Ω

g(ξ, t)√
m(ξ)

pk(ξ)dΩξ, k = 1, . . . , N.

(0.32)

Заметим, что в представлении (0.29)–(0.32) для функции q(r, t) из
дополнительных условий (0.24) определена функция q◦(r, t), а функ-

цию q∗(r, t) необходимо найти. У функции f(r, t) наоборот — требуется
найти f ◦(r, t), а f ∗(r, t) задается известной функцией g(r, t)/

√
m(r). От-

меченные особенности позволяют классифицировать полученную задачу

как особый случай обобщенной проекционной задачи, рассмотренной в §1
текущего раздела.

Опираясь на обобщенный метод, введем оператор ортогонального про-
ектирования, отображающий пространство L2(Ω) на L◦

2(Ω)

P◦f(r) =

∫

Ω

f(ξ)

N∑

i=1

pi(r)pi(ξ)dΩξ. (0.33)
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Оператор ортогонального проектирования P∗ = I −P◦ отображает про-
странство L2(Ω) на L∗

2(Ω). Также имеют место соотношения

P◦f(r, t) = f ◦(r, t), P∗f(r, t) = f ∗(r, t),

P◦q(r, t) = q◦(r, t), P∗q(r, t) = q∗(r, t).
(0.34)

Как и в §1 этого раздела, подействовав оператором P∗ на уравне-
ние (0.23), получим интегральное уравнение в подпространстве L∗

2(Ω) (с

известной правой частью) для определения функции q∗(r, t):

σ(t)(I − V1)q
∗(r, t) + (I − V2)P∗Fq∗(r, t) =

= −g∗(r, t) − (I − V2)P∗Fq◦(r, t), r ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ],

P∗Ff(r, t) =

∫

Ω

F ∗(r, ξ)f(ξ, t)dΩξ,

F ∗(r, ξ) = F F (r, ξ) −
∫

Ω

F F (s, ξ)
N∑

i=1

pi(r)pi(s)dΩs.

(0.35)

Оператор P∗F является оператором Гильберта-Шмидта, действую-
щим из L∗

2(Ω) в L∗
2(Ω). Решение уравнения (0.35) будем строить в виде

ряда по собственным функциям этого оператора, которые образуют ба-

зис пространства L∗
2(Ω).

Пусть ϕk(r) — собственные функции оператора P∗F , соответствую-

щие собственным значениям γk. тогда

P∗Fϕk(r) = γkϕk(r), k = N + 1, N + 2, . . . (0.36)

Собственные функции ϕk(r) можно представить в виде разложения по

базисным функциям pk(r):

ϕk(r) =

∞∑

i=N+1

ϕ
(k)
i pi(r). (0.37)

Так как ядро F F (r, ξ) можно разложить в двойной ряд по функци-

ям pk(r):

F F (r, ξ) =
∞∑

m=1

∞∑

n=1

Rmnpm(r)pn(ξ),

Rmn =

∫

Ω

∫

Ω

F F (r, ξ)pm(r)pn(ξ)dΩxdΩξ,

то с учетом (0.35) можно получить разложение в двойной ряд и яд-

ра F ∗(r, ξ):

F ∗(r, ξ) =
∞∑

m=N+1

∞∑

n=N+1

Rmnpm(r)pn(ξ) +
N∑

i=1

∞∑

n=N+1

Rinpn(r)pi(ξ). (0.38)



0.4. Проекционный метод решения смешанных интегральных уравнений 23

Заметим, что коэффициенты разложения ядра F ∗(r, ξ) совпадают с со-
ответствующими коэффициентами ядра F F (r, ξ). Это позволяет нам не

пересчитывать коэффициенты новой задачи, а использовать уже имею-
щуюся информацию.

Подставляя (0.37) и (0.38) в (0.36), получим бесконечную систему ли-

нейных алгебраических уравнений для определения собственных значе-
ний γk и соответствующих собственных функций ϕk(r) (а точнее ко-

эффициентов ϕ
(k)
i , связанных с собственными функциями соотношения-

ми (0.37)). Эта система имеет вид:
∞∑

n=N+1

Rmnϕ
(k)
n = γkϕ

(k)
m , m = N + 1, N + 2, . . . (0.39)

Теперь можно построить решение уравнения (0.35). Для этого пред-
ставим функции q∗(r, t) и g∗(r, t) в виде рядов по собственным функци-

ям ϕk(r):

q∗(r, t) =

∞∑

k=N+1

q∗k(t)ϕk(r), g∗(r, t) =

∞∑

k=N+1

g∗k(t)ϕk(r),

g∗k(t) =

∫

Ω

g(ξ, t)√
m(ξ)

ϕk(ξ)dΩξ

(0.40)

и подставим их в (0.35). Тогда, учитывая (0.29)–(0.32) и (0.34)–(0.38), по-

лучим последовательность уравнений Вольтерра второго рода для опре-
деления неизвестных функций q∗k(t):

(I − Vk)q∗k(t) = f̃ ∗
k (t),

Vkf(r, t) =

∫ t

τ0

K∗
k(t, τ)f(r, τ)dτ,

Vk =
c(t)V1 + γkV2

c(t) + γk
, K∗

k(t, τ) =
c(t)K1(t, τ) + γkK2(t, τ)

c(t) + γk
,

f̃ ∗
k (t) = − 1

c(t) + γk

[
g∗k(t) + (I − V2)

N∑

i=1

K
(i)
k q

◦
i (t)

]
,

K
(i)
k =

∞∑

n=N+1

Rh
inϕ

(k)
n , i = 1, . . . , N, k = N + 1, N + 2, . . .

(0.41)

Отсюда
q∗k(t) = (I − Vk)−1f̃ ∗

k (t) = (I + Wk)f̃
∗
k (t),

Wkf(r, t) =

∫ t

τ0

R∗
k(t, τ)f(r, τ)dτ,

(0.42)
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где R∗
k(t, τ) — резольвента ядра V k(t, τ) из уравнения (0.41).

Таким образом, окончательно имеем:

q(r, t) =
1√
m(r)

[ N∑

n=1

n∑

m=1

ankMk(t)Pn(r) +

∞∑

k=N+1

q∗k(t)Φk(r)

]
, (0.43)

где функции Φk(r) = ϕk(r)
√
m(r) можно вычислить по формулам ана-

логичным (0.37)

Φk(r) =
∞∑

i=N+1

ϕ
(k)
i Pi(r).

Отметим, что в решении в явном виде выделена функция
√
m(r), что

позволяет нам проводить аналитические вычисления даже для быстро

осциллирующих и разрывных функций m(r).
Подействовав оператором P◦ на выражение (0.35) можно получить

уравнения для нахождения неизвестных функций αi(t) (i = 1, . . . , N):

αk(t) =
N∑

i=k

aik

{
g◦i (t) + c(t)(I − V1)

i∑

m=1

aimMm(t)+

+ (I − V2)

[ N∑

j=1

Rji

j∑

m=1

ajmMm(t) +

∞∑

j=N+1

K
(i)
j q

∗
j (t)

]}
.

(0.44)



Глава 1

Конформный контакт штампа и

вязкоупругого основания

В главе впервые исследуется контактное взаимодействие жесткого
штампа и вязкоупругого основания с тонким покрытием в случае, ко-
гда поверхности штампа и покрытия являются конформными (взаимо-

повторяющимися). Подобная задача может возникнуть, например, когда
штамп погружается в затвердевающее покрытие до его полного отвер-

ждения, в результате чего поверхность покрытия принимает форму осно-
вания штампа. Примерами таких покрытий может служить слой клея,

бетона в его молодом возрасте, многих полимерных материалов. Рас-
смотрены плоские и осесимметричные контактные задачи для неодно-

родных стареющих вязкоупругих оснований в случае их конформного
контакта с жесткими штампами. Даны их постановки. Получены разре-
шающие смешанные интегральные уравнения. При решении этих урав-

нений использован обобщенный проекционный метод, который реализо-
ван для конкретных типов уравнений плоских и осесимметричных задач.

Решен ряд модельных задач, включая задачи, в которых форма штам-
па описывается быстро осциллирующими функциями. Изучено влияние

формы основания штампа на напряженно-деформированное состояние
области контакта и на кинематические характеристики штампа.

Основные результаты главы отражены в работах [45–52, 107].
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1.1 Плоская задача

1. Постановка задачи.

На недеформируемом подстилающем основании лежит вязкоупругий
слой с покрытием, на который с момента времени τ0 вдавливается глад-

кий жесткий штамп с силой P (t) и эксцентриситетом ее приложения e(t)
(рис. 1.1). Считается, что форма покрытия в недеформированном состо-

янии (при t < τ0) совпадает с формой штампа. Область контакта со
временем не изменяется, длина линии контакта равна 2a. Покрытие счи-

тается тонким по сравнению с областью контакта (h(x) ≪ 2a). И тон-
кое покрытие, и нижний слой произвольной толщины H изготовлены из
вязкоупругого материала и стареют однородно (покрытие — в момент

времени τ1 6 τ0, нижний слой — в момент времени τ2 6 τ0). В данном
разделе будем рассматривать случай плоской деформации.

Замечание 1. Отметим, что в случае плоской задачи сила P (t) на

самом деле является силой на единицу длины и измеряется, например,
не Н, а в Н/м. В следующих разделах мы не будем еще раз указывать

на это обстоятельство.

Для вывода интегрального уравнения задачи заменим штамп некото-
рой распределенной нагрузкой p(x, t) = −q(x, t), действующей на том

же участке (−a 6 x 6 a) и равной нулю вне его. Вертикальное переме-
щение верхней грани описанного выше слоя под действием нормальной

нагрузки q(x, t) можно записать в форме [17]:

uz(x, t) = kν(I − V1)
q(x, t)h(x)

E1(t− τ1)
+

2(1 − ν2
2)

π
(I − V2)F

q(x, t)

E2(t− τ2)
, (1.1)

Ff(x, t) =

∫ a

−a
kpl

(x− ξ

H

)
f(ξ, t) dξ,

Vkf(x, t) =

∫ t

τ0

K(k)(t− τk, τ − τk)f(x, τ) dτ, k = 1, 2,

K(k)(t, τ) = Ek(τ)
∂

∂τ

[ 1

Ek(τ)
+ C(k)(t, τ)

]
, k = 1, 2,

где Ek(t−τ2) — модули упругомгновенной деформации покрытия (k = 1)

и нижнего слоя (k = 2), ν2 — коэффициент Пуассона нижнего слоя; I —
тождественный оператор; Vk — интегральные операторы Вольтерра с

ядром ползучести при растяжении K(k)(t, τ) (k = 1, 2), C(k)(t, τ) (k =
1, 2) — меры ползучести при растяжении; kν — безразмерный коэффици-
ент, зависящий от условий соединения покрытия с нижним слоем, причем
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Фиг. 1.1. Конформный контакт штампа и вязкоупругого основания
в плоском случае

в случае гладкого контакта покрытия и слоя

kν = 1 − ν2
1 , (1.2)

а в случае идеального контакта

kν =
(1 + ν1)(1 − 2ν1)

1 − ν1
, (1.3)

ν1 — коэффициент Пуассона покрытия, F — интегральный оператор с
известным ядром плоской контактной задачи kpl[(x−ξ)/H], которое име-
ет вид [3, 22]

kpl(s) =

∫ ∞

0

L(u)

u
cos(su) du, (1.4)

причем в случае гладкого контакта нижнего слоя с недеформируемым
основанием

L(u) =
ch 2u− 1

sh 2u+ 2u
, (1.5)

а в случае идеального контакта

L(u) =
2κ sh 2u− 4u

2κ ch 2u+ 4u2 + 1 + κ2
, κ = 3 − 4ν2. (1.6)

Приравнивая вертикальные перемещения верхней грани покрытия пе-

ремещению штампа как жесткого целого, с учетом (1.1) получим инте-
гральное уравнение исследуемой контактной задачи в виде:

kν(I − V1)
q(x, t)h(x)

E1(t− τ1)
+

2(1 − ν2
2)

π
(I − V2)F

q(x, t)

E2(t− τ2)
= δ(t) + α(t)x,

−a 6 x 6 a,

(1.7)

где δ(t) — осадка штампа, а α(t) — угол его поворота.
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Уравнение (1.7) дополним условиями равновесия штампа на слое
∫ a

−a
q(ξ, t) dξ = P (t),

∫ a

−a
ξq(ξ, t) dξ = M(t). (1.8)

Здесь через M(t) = e(t)P (t) обозначен момент приложения силы P (t).

Сделав в (1.7) и (1.8) замену переменных по формулам

x∗ =
x

a
, ξ∗ =

ξ

a
, t∗ =

t

τ0
, τ ∗ =

τ

τ0
, τ ∗1 =

τ1
τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
,

λ =
H

a
, δ∗(t∗) = kP

δ(t)

a
, α∗(t∗) = kPα(t), c∗(t∗) =

E2(t− τ2)

kmE1(t− τ1)
,

m∗(x∗) =
kmkν
1 − ν2

2

h(x)

2a
, q∗(x∗, t∗) =

2kP (1 − ν2
2)q(x, t)

E2(t− τ2)
,

P ∗(t∗) =
2kPP (t)(1 − ν2

2)

E2(t− τ2)a
, M∗(t∗) =

2kPM(t)(1 − ν2
2)

E2(t− τ2)a2
,

V∗
kf(x∗, t∗) =

∫ t∗

1

Kk(t
∗, τ ∗)f(x∗, τ ∗) dτ ∗, k = 1, 2,

K1(t
∗, τ ∗) =

E1(t− τ1)

E1(τ − τ1)

E2(τ − τ2)

E2(t− τ2)
K(1)(t− τ1, τ − τ1)τ0,

K2(t
∗, τ ∗) = K(2)(t− τ2, τ − τ2)τ0,

A∗f(x∗, t∗) =

∫ 1

−1

k∗pl(x
∗, ξ∗)f(ξ∗, t∗) dξ∗,

k∗pl(x
∗, ξ∗) =

1

π
kpl

(x− ξ

H

)
=

1

π
kpl

(x∗ − ξ∗

λ

)
.

(1.9)

Безразмерные коэффициенты km и kP вводятся исключительно для
улучшения вида функций m∗(r∗), c∗(t∗), P ∗(t∗) и M∗(t∗) (чтобы при чис-
ленных расчетах они не сильно отличались по значениям). Опустив в

полученных соотношениях звездочки, получим смешанное интегральное
уравнение в виде

c(t)m(x)(I − V1)q(x, t) + (I − V2)Aq(x, t) = δ(t) + α(t)x,

−1 6 x 6 1,
(1.10)

с дополнительными условиями
∫ 1

−1

q(ξ, t) dξ = P (t),

∫ 1

−1

ξq(ξ, t) dξ = M(t). (1.11)

Ядро kpl(x, ξ) является симметричным положительно определенным яд-
ром Фредгольма. Умножая на

√
m(x) уравнение (1.10) и вводя обозна-
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чения

Q(x, t) =
√
m(x)q(x, t), k(x, ξ) =

kpl(x, ξ)√
m(x)

√
m(ξ)

,

FQ(x, t) =

∫ 1

−1

k(x, ξ)Q(ξ, t) dξ,

(1.12)

интегральное уравнение (1.10) приводится к интегральному уравнению
с симметричным положительно определенным ядром типа Гильберта-

Шмидта

c(t)(I − V1)Q(x, t) + (I − V2)FQ(x, t) =
δ(t)√
m(x)

+
α(t)x√
m(x)

,

−1 6 x 6 1.

(1.13)

Дополнительные условия (1.11) также подвергаются преобразованию:

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

dξ = P (t),

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

ξ dξ = M(t). (1.14)

Таким образом мы получили разрешающее двумерное интегральное

уравнение (1.13), содержащее интегральные операторы как с постоян-
ными, так и с переменными пределами интегрирования, а также допол-
нительные условия (1.14). В следующем параграфе мы проведем про-

цедуру его решения обобщенным проекционным методом, описанным в
разделе 0.4 для самого общего случая.

2. Метод решения.

Применение метода разделения переменных Фурье и других классиче-
ских методов (например, метода ортогональных многочленов) приводит,

к необходимости исследования бесконечных систем интегральных урав-
нений Вольтерра, что вносит теоретические трудности и существенные
вычислительные проблемы при решении конкретных задач. Использо-

вание обобщенного проекционного метода [65] для построения решения
задач позволяет получать вместо бесконечных систем последовательно-

сти независимых интегральных уравнений Вольтерра для коэффициен-
тов разложения контактных давлений в ряды по специальным базисам

пространства L2[−1, 1], а также выражения для осадки и угла поворота
штампа.

Будем искать решение уравнения (1.13) при условиях (1.14) в клас-
се функций непрерывных по времени t в гильбертовом простран-
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стве L2[−1, 1] (см., например [17, 21]). Для этого построим сначала ор-
тонормированную в L2[−1, 1] систему функций такую, чтобы она содер-

жала const/
√
m(x), а остальные функции базиса можно было предста-

вить в виде произведения функций, зависящих от x и весовой функ-
ции 1/

√
m(x). Система функций, удовлетворяющая оговоренным выше

условиям, может быть построена на основании [93]
∫ 1

−1

pi(ξ)pj(ξ)dξ = δij, pn(x) =
Pn(x)√
m(x)

,

P0(x) =
1√
J0

, Pn(x) =
1√

∆n−1∆n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

J0 J1 · · · Jn
J1 J2 · · · Jn+1
...

... . . . ...

1 x · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Jn =

∫ 1

−1

ξn

m(ξ)
dξ, ∆−1 = 1, ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

J0 J1 · · · Jn
J1 J2 · · · Jn+1
...

... . . . ...

Jn Jn+1 · · · J2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(1.15)

Отметим, что при m(x) = const многочлены pn(x) являются ортонорми-
рованными полиномами Лежандра.

Гильбертово пространство L2[−1, 1] можно представить в ви-
де прямой суммы ортогональных подпространств L2[−1, 1] =

L
(1)
2 [−1, 1] ⊕ L

(2)
2 [−1, 1], где L

(1)
2 [−1, 1] — евклидово пространство с

базисом {p0(x), p1(x)}, а L
(2)
2 [−1, 1] — гильбертово пространство с бази-

сом {p2(x), p3(x), . . .}. Подынтегральная функция и правая часть также
представляются в виде алгебраической суммы функций, непрерывных

по времени t в L
(1)
2 [−1, 1] и L

(2)
2 [−1, 1], соответственно, то есть

Q(x, t) = Q1(x, t) +Q2(x, t), f(x, t) = f1(x, t) + f2(x, t),

где

Q1(x, t) = z0(t)p0(x) + z1(t)p1(x), f(x, t) =
δ(t)√
m(x)

+
α(t)x√
m(x)

,

f1(x, t) =

[√
J0δ(t) +

J1√
J0

α(t)

]
p0(x) +

[√
J0J2 − J2

1√
J0

α(t)

]
p1(x),

f2(x, t) ≡ 0.

Заметим, что в представлении для Q(x, t) нам известно слагае-
мое Q1(x, t), функции разложения которого определяются дополнитель-
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ными условиями (1.14):

z0(t) =
P (t)√
J0

, z1(t) =
J0M(t) − J1P (t)√
J0(J0J2 − J2

1 )
, (1.16)

а слагаемое Q2(x, t) требуется найти. Для правой части наоборот — тре-
буется определить f1(x, t), а функция f2(x, t) ≡ 0. Отмеченные особенно-
сти позволяют классифицировать полученную в итоге задачу как част-

ный случай обобщенной проекционной задачи, поставленной и решенной
в [65] методом, рассмотренным в разделе 0.4. Для наглядности еще раз

продемонстрируем его применительно к нашей ситуации в частном слу-
чае двумерной задачи на конечном интервале −1 6 x 6 1 с N = 2

дополнительными условиями.

На основании [56] можно ввести оператор ортогонального проекти-

рования (ортопроектор), который отображает пространство L2[−1, 1]

в L
(1)
2 [−1, 1]:

P1φ(x, t) =

∫ 1

−1

φ(ξ, t) [p0(x)p0(ξ) + p1(x)p1(ξ)] dξ.

Очевидно, что ортопроектор P2 = I − P1 переводит простран-

ство L2[−1, 1] в L
(2)
2 [−1, 1]. Кроме того, имеют место следующие соот-

ношения:

Pif(x, t) = fi(x, t), PiQ(x, t) = Qi(x, t), i = 1, 2.

Следуя [65], подействуем на уравнение (1.13) оператором ортогональ-

ного проектирования P2. В результате получим уравнение для определе-
ния Q2(x, t) с известной правой частью

c(t)(I−V1)Q2(x, t)+(I−V2)P2FQ2(x, t) = −(I−V2)P2FQ1(x, t). (1.17)

Его решение необходимо строить в виде ряда по собственным функциям

оператора P2F , который, как можно показать на основании [65], явля-
ется вполне непрерывным, самосопряженным и сильно положительным
оператором из L

(2)
2 [−1, 1] в L

(2)
2 [−1, 1]. Система собственных функций

такого оператора составляет базис пространства L
(2)
2 [−1, 1] [56]. Спек-
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тральная задача для оператора P2F может быть записана в форме

P2Fϕk(x) = γkϕk(x),

ϕk(x) =
∞∑

i=2

ϕ
(k)
i pi(x), k = 2, 3, . . . ,

k(x, ξ) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

Rmnpm(x)pn(ξ),

∞∑

n=2

Rmnϕ
(k)
n = γkϕ

(k)
m , m = 2, 3, . . .

(1.18)

Отметим, что если функция m(x) является симметричной, то коэффи-
циенты разложения ядра Rij удовлетворяют соотношению: Rij = 0 ес-

ли i+ j = 1, 3, 5, . . . (нечетное). Представив искомую функцию Q2(x, t)
в виде разложения по новым базисным функциям ϕk(x) (k = 2, 3, . . .)

в L
(2)
2 [−1, 1], то есть

Q2(x, t) =

∞∑

k=2

zk(t)ϕk(x),

и подставив это представление в (1.17), получим, что неизвестные функ-
ции разложения zk(t) (k = 2, 3, . . .) можно найти по формуле

zk(t) = −(I + Wk)
(I − V2)

[
z0(t)K

(0)
k + z1(t)K

(1)
k

]

c(t) + γk
,

K
(0)
k =

∞∑

n=2

R0nϕ
(k)
n , K

(1)
k =

∞∑

n=2

R1nϕ
(k)
n , k = 2, 3, . . . ,

Wkf(x, t) =

∫ t

1

R∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ.

Здесь R∗
k(t, τ) (k = 2, 3, . . .) — резольвента ядра

K∗
k(t, τ) =

c(t)K1(t, τ) + γkK2(t, τ)

c(t) + γk
.

Следует отметить, что полученное решение имеет следующую струк-

туру:

q(x, t) =
1

m(x)

[
z0(t)P0(x) + z1(t)P1(x) + · · ·

]
,
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то есть удается выделить в решении в явном виде весовую функцию
m(x), а значит и связанную с ней заменой (1.9) функцию толщины по-

крытия h(ax) ∼ m(x). Решение такого вида позволяет производить ана-
литические вычисления для оснований с покрытиями, имеющих толщи-
ну, которая описываются быстро осциллирующими и даже разрывными

функциями. Этого невозможно добиться другими известными методами.

Полностью определив контактные давления под штампом можно най-
ти и неизвестные осадку и угол поворота штампа. Для этого подействуем

оператором P1 на уравнение (1.13):

c(t)(I − V1)Q1(x, t) + (I − V2)P1FQ(x, t) =

=

[√
J0δ(t) +

J1√
J0

α(t)

]
p0(x) +

[√
J0J2 − J2

1

J0
α(t)

]
p1(x).

Полученное равенство непосредственно дает формулы для угла поворо-

та α(t) и осадки δ(t):

α(t) =

√
J0

J0J2 − J2
1

{
c(t)(I − V1)z1(t)+

+ (I − V2)

[
R10z0(t) +R11z1(t) +

∞∑

k=2

K
(1)
k zk(t)

]}
,

δ(t) =
1√
J0

{
−α(t)

J1√
J0

+ c(t)(I − V1)z0(t)+

+ (I − V2)

[
R00z0(t) +R01z1(t) +

∞∑

k=2

K
(0)
k zk(t)

]}
.

Следует отметить, что в вид зависимости угла поворота штампа от вре-

мени вносит значительный вклад непостоянная толщина покрытия. Да-
же если нагрузка приложена центрально, покрытие переменной толщи-
ны способно вызвать перекос штампа, причем, если основание вязкоупру-

гое, этот перекос будет меняться с течением времени.

Замечание 2. В полученных выражениях осадка штампа δ(t) вы-
ражена через угол его поворота α(t). Можно получить выражения, в

которых, наоборот, угол поворота выражен через осадку штампа. Для
этого необходимо первые две базисные функции заменить на

p̌0(x) =
x√

J2m(x)
, p̌1(x) =

J2 − J1x√
J2(J0J2 − J2

1 )m(x)
. (1.19)
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Тогда функции осадки и угла поворота примут вид

α(t) =
1√
J2

{
−δ(t) J1√

J2

+ c(t)(I − V1)ž0(t)+

+ (I − V2)

[
Ř00ž0(t) + Ř01ž1(t) +

∞∑

k=2

Ǩ
(0)
k zk(t)

]}
,

δ(t) =

√
J2

J0J2 − J2
1

{
c(t)(I − V1)ž1(t)

+ (I − V2)

[
Ř10ž0(t) + Ř11ž1(t) +

∞∑

k=2

Ǩ
(1)
k zk(t)

]}
.

В полученных соотношениях функции zk(t) (k = 2, 3, . . .) остаются
прежними, а функции ž0(t), ž1(t) и коэффициенты Ř00, Ř01 = Ř10, Ř11,

Ǩ
(0)
k и Ǩ

(1)
k меняются (о вычислении коэффициентов разложения яд-

ра Řij см. §4 данного раздела).

Таким образом, построено аналитическое решение (в рядах с любой
наперед заданной точностью с выделением особенности) плоской кон-

тактной задачи для вязкоупругого слоя с тонким покрытием, повторя-
ющим форму штампа, позволяющее эффективно решать задачи даже с

быстро осциллирующими функциями, описывающими форму основания
штампа.

3. Задача о нахождении эксцентриситета приложения на-

грузки по заданному углу поворота.

Можно поставить следующую задачу: определить правило изменения
эксцентриситета e(t) нагрузки P (t), чтобы обеспечить необходимый за-

кон изменения угла поворота α(t). При этом считается, что сама нагруз-
ка P (t) задана.

Для этого в уравнении (1.13) функция α(t) считается заданной, первое
дополнительное условие из (1.14) остается в силе, а второе превращается
в уравнение для нахождения функции e(t):

e(t) =
1

P (t)

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

ξ dξ. (1.20)

Метод решения поставленной задачи аналогичен проделанному выше.
Отличие состоит в том, что задача становится одномерной (N = 1).
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Не останавливаясь на промежуточных выкладках, приведем оконча-
тельные формулы для вычисления контактных давлений под штампом:

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) = z0(t)p0(x) +
∞∑

k=1

z̃k(t)ϕ̃k(x),

z0(t) =
P (t)√
J0

, z̃k(t) = −(I + W̃k)
−α(t)gαk + (I − V2)z0(t)K

α
k

c(t) + γ̃k
,

ϕ̃m(x) =
∞∑

i=1

ϕ̃
(m)
i pi(x),

∞∑

n=1

Rmnϕ̃
(k)
n = γ̃kϕ̃

(k)
m , k, m = 1, 2, . . . ,

k(x, ξ) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

Rmnpm(x)pn(ξ), Kα
k =

∞∑

n=1

R0nϕ̃
(k)
n ,

gαk =

√
J0J2 − J2

1

J0

∫ 1

−1

p1(ξ)ϕ̃k(ξ)dξ = ϕ̃
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J0
,

W̃kf(x, t) =

∫ t

1

R̃∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ.

(1.21)

Функции pk(x) вычисляются по формулам (1.15), а ядра R̃∗
k(t, τ) (k =

1, 2, . . .) являются резольвентами ядер

K̃∗
k(t, τ) =

c(t)K1(t, τ) + γ̃kK2(t, τ)

c(t) + γ̃k
.

Значком ‘˜’ здесь помечены те величины, которые изменились по сравне-
нию с решением задачи при неизвестном угле поворота. Таким образом,

после нахождения при помощи соотношений (1.21) контактных давлений
под штампом Q(x, t), используя формулу (1.20) можно найти и закон из-

менения эксцентриситета приложения нагрузки

e(t) =
1

P (t)

[
J1√
J0

z0(t) +

∞∑

i=1

gαi z̃i(t)

]
=
J1

J0
+

1

P (t)

∞∑

i=1

g̃αi zi(t), (1.22)

с помощью которой будет обеспечиваться необходимый режим измене-
ния угла поворота штампа. В частности, можно обеспечить постоянное
равенство нулю угла поворота штампа α(t) ≡ 0.

Выражение для осадки штампа также претерпевает изменения

δ(t)=
1√
J0

{
−α(t)

J1√
J0

+c(t)(I−V1)z0(t)+(I−V2)

[
R00z0(t)+

∞∑

k=1

Kα
k z̃k(t)

]}
.
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4. Случай задания осадки штампа.

В случае задания осадки штампа необходимо немного изменить си-

стему базисных функций: первые две базисные функции p̌0(x) и p̌1(x)
принимают вид (1.19), а остальные вычисляются по обычным прави-
лам (1.15), p̌k(x) ≡ pk(x) (k = 2, 3, . . .). В этом случае функцию разложе-

ния z0(t) можно определить из второго дополнительного условия (1.14):

ž0(t) =
M(t)√
J2

,

а первое дополнительное условие (1.14) — это уравнение для нахождения
силы приложения:

P (t) =

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

dξ. (1.23)

Окончательные формулы для определения контактных давлений под
штампом принимают форму

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) = ž0(t)p̌0(x) +
∞∑

k=1

žk(t)ϕ̌k(x),

ž0(t) =
M(t)√
J2

, žk(t) = −(I + W̃k)
−δ(t)gδk + (I − V2)ž0(t)K

δ
k

c(t) + γ̌k
,

ϕ̌m(x) =

∞∑

i=1

ϕ̌
(m)
i p̌i(x),

∞∑

n=1

Řmnϕ̌
(k)
n = γ̌kϕ̌

(k)
m , k, m = 1, 2, . . . ,

k(x, ξ) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

Řmnp̌m(x)p̌n(ξ), Kδ
k =

∞∑

n=1

Ř0nϕ̌
(k)
n ,

gδk =

√
J0J2 − J2

1

J2

∫ 1

−1

p̌1(x)ϕ̌k(ξ)dξ = ϕ̌
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J2
,

W̌kf(x, t) =

∫ t

1

Ř∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ.

ядра Ř∗
k(t, τ) (k = 1, 2, . . .) являются резольвентами ядер

Ǩ∗
k(t, τ) =

c(t)K1(t, τ) + γ̌kK2(t, τ)

c(t) + γ̌k
.

Значком ‘ˇ’ здесь помечены те величины, которые изменились по сравне-

нию с решением задачи из §2 и §3. Таким образом, после нахождения при
помощи записанных выше соотношений контактных давлений под штам-
пом Q(x, t), используя формулу (1.23) можно найти и силу приложения
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нагрузки

P (t) =
J1√
J2

ž0(t) +
∞∑

i=1

gδi ži(t) =
J1

J2
M(t) +

∞∑

i=1

gδi ži(t). (1.24)

Замечание 3. Отметим, что коэффициенты разложения ядра Řmn

выражаются через коэффициенты Rmn. Так как базисные функции p̌k(x)

(k = 0, 1) можно выразить через pk(x) (k = 1, 2):

p̌0(x) = k
(0)
0 p0(x) + k

(0)
1 p1(x), p̌1(x) = k

(1)
0 p0(x) + k

(1)
1 p1(x),

k
(0)
0 = −k(1)

1 =
J1√
J0J2

, k
(0)
1 = k

(1)
0 =

√
1 − J2

1

J0J2
,

то коэффициенты разложения Řmn представимы в виде:

Řmn =
2∑

i,j=1

k
(m)
i k

(n)
j Rij =

= k
(m)
0 k

(n)
0 R00 + [k

(m)
0 k

(n)
1 + k

(m)
1 k

(n)
0 ]R01 + k

(m)
1 k

(n)
1 R11, m, n = 0, 1,

Řnk = Řkn =

2∑

i=1

k
(n)
i Rik = k

(n)
0 R0k + k

(n)
1 R1k, n = 0, 1, k = 2, 3, . . . ,

Řkl = Rkl, k, l = 2, 3, . . .

После вычисления контактных давлений под штампом можно найти
и угол поворота штампа:

α(t)=
1√
J2

{
−δ(t) J1√

J2

+c(t)(I−V1)ž0(t)+(I−V2)

[
Ř00ž0(t)+

∞∑

k=1

Kδ
kzk(t)

]}
.

5. Решение уравнения с известной правой частью.

Разумеется этим же методом можно решить и задачу с известной пра-

вой частью, то есть когда заданы функции осадки δ(t) и угла поворо-
та α(t) штампа, а требуется определить закон изменения силы P (t) и

эксцентриситета ее приложения e(t) (либо момента M(t)) для обеспече-
ния такого режима.

Дополнительные условия (1.14) превращаются в уравнения для на-
хождения функций P (t) и e(t):

P (t) =

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

dξ, e(t) =
1

P (t)

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

ξ dξ. (1.25)
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Метод решения практически такой же, как и ранее, только теперь
уже не требуется разделять пространство на два, так как правая часть

полностью известна. Все также необходимо строить ортонормированную
систему функций специального вида и с целью избежания решения бес-
конечной системы интегральных уравнений Вольтерра переходить к но-

вым базисным функциям.

Не останавливаясь на промежуточных выкладках, приведем лишь

окончательные формулы для вычисления контактных давлений под
штампом:

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) =

∞∑

k=0

ẑk(t)ϕ̂k(x),

ẑk(t) = (I + Ŵk)
δ(t)ĝδk + α(t)ĝαk

c(t) + γ̂k
, Ŵkf(x, t) =

∫ t

1

R̂∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ,

ϕ̂m(x) =
∞∑

i=0

ϕ̂
(m)
i pi(x),

∞∑

n=0

Rmnϕ̂
(k)
n = γ̂kϕ̂

(k)
m , k, m = 0, 1, . . . ,

k(x, ξ) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

Rmnpm(x)pn(ξ),

ĝαk =
J1√
J0

∫ 1

−1

p0(ξ)ϕ̂k(ξ)dξ +

√
J0J2 − J2

1

J0

∫ 1

−1

p1(ξ)ϕ̂k(ξ)dξ =

= ϕ̂
(k)
0

J1√
J0

+ ϕ̂
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J0
, ĝδk =

√
J0

∫ 1

−1

p0(ξ)ϕ̂k(ξ)dξ = ϕ̂
(k)
0

√
J0.

(1.26)

Функции pk(x) вычисляются по формулам (1.15), а ядра R̂∗
k(t, τ) (k =

0, 1, . . .) являются резольвентами ядер

K̂∗
k(t, τ) =

c(t)K1(t, τ) + γ̂kK2(t, τ)

c(t) + γ̂k
.

Значком ‘ˆ’ здесь помечены те величины, которые изменились по
сравнению с решениями задач из §2–§4. Таким образом, после нахож-

дения при помощи соотношений (1.26) контактных давлений под штам-
пом Q(x, t), используя соотношения (1.25) можно найти и функции P (t)

и e(t):

P (t) =
∞∑

i=0

ĝδi ẑi(t), e(t) =
1

P (t)

∞∑

i=0

ĝαi ẑi(t). (1.27)
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6. Численные расчеты.

Рассмотрим двухслойное основание, нижний слой которого изготов-

лен из упругого материала, а верхний — из вязкоупругого стареющего.
Между слоями — идеальный контакт. Считается, что изменение модуля
упругости вязкоупругого материала несущественно, то есть E1(t) ≡ E1.

Меру ползучести материала покрытия представим в виде (0.12), (0.13):

C(t, τ) = (C0 + A0e
−χτ )

[
1 − e−ψ(t−τ)]. (1.28)

Зададимся следующими значениями параметров для стального осно-

вания, покрытого слоем бетона [11] или полимера

E1

E2
= 0.025, ν1 = 0.3, ν2 = 0.1, c(t) ≡ 1,

C0E1 = 0.5522, A0E1 = 4, χτ0 = 0.31, ψτ0 = 0.6 (τ0 = 10 сут).
(1.29)

Без ограничения общности, момент изготовления вязкоупругого слоя
примем равным нулю, τ1 = 0.

Рассмотрим случай, когда заданы нагрузка P (t) ≡ 1 и эксцентриси-
тет e(t) ≡ 0. Будем считать, что функция m(x), прямо пропорциональ-

ная высоте покрытия и форме основания штампа, задается формулой

m(x) = 1 + 0.05 sin(30x), x ∈ [−1, 1].

Эта функция несимметрична и имеет множество локальных экстрему-

мов. На рис. 1.2 показано распределение контактных давлений под штам-
пом в различные моменты времени (t = 1, t = 10 и установившееся

распределение, t→ ∞). С течением времени контактные давления пере-
распределяются, однако всюду в явном виде видна зависимость от функ-
ции 1/m(x). На рис. 1.3 представлены зависимости осадки и угла пово-

рота штампа от времени. Видно, что с течением времени и осадка, и угол
поворота стремятся к некоторому асимптотическому значению, так как

материал в довольно старом возрасте уже практически не изменяет сво-
их свойств, а длительность загружения велика. Заметим, что вследствие

переменной толщины покрытия, даже при нулевой эксцентриситете при-
ложения нагрузки, угол поворота может быть не равен нулю и меняется
с течением времени. В рассмотренном случае он очень мал и, в прин-

ципе, им можно пренебречь, но существуют примеры, когда он уже на
несколько порядков больше, и следовательно, наличие угла необходимо

учитывать при проектировании.
Чтобы более детально исследовать зависимость поведения штампа от

вида функции m(x), рассмотрим этот процесс при

m(x) = 1 + 0.2x. (1.30)
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Фиг. 1.2. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0
для m(x) = 1 + 0.05 sin(30x)

Фиг. 1.3. Изменение осадки (a) и угла поворота (b) штампа от времени
при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для m(x) = 1 + 0.05 sin(30x)
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Фиг. 1.4. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0
для m(x) = 1 + 0.2x (1 — t = 1, 2 — t = 1.5, 3 — установившееся распределение)

Фиг. 1.5. Изменение осадки (a) и угла поворота (b) штампа от времени при
P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для m(x) = 1 + 0.2x

На рис. 1.4 показано распределение контактного давления при симмет-
ричном приложении единичной нагрузки (P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0). Рис. 1.5 b
показывает, что штамп наклоняется по часовой стрелке (график всюду
положителен), причем численное значение угла на 2 порядка больше,

чем в предыдущем примере. Отметим, что графики осадок штампа 1.3 a
и 1.5 a практически идентичны. Это связано с тем, что осадка в основном

зависит от функции z0(t) = P (t)/
√
J0, а они в данном случае практиче-

ски совпадают, так как в обоих вариантах прикладывается единичная

нагрузка, а интегралы J0 =
∫ 1

−1 1/m(ξ) dξ, равные площадям под функ-
циями 1/m(x), почти одинаковы. Угол же связан уже и с z1(t), а они
сильно разнятся в рассмотренных случаях.
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Фиг. 1.6. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 при
конформном контакте (a) и при плоском покрытии и штампе, форма которого

задается линейной функцией (b)

Следует также отметить тот факт, что поведение штампа и распреде-
ление контактных давлений в случае, когда покрытие повторяет форму
штампа (случай a), и в случае, когда покрытие имеет постоянную толщи-

ну (случай b), сильно отличаются друг от друга (о решении таких задач
можно посмотреть в [17]). Если форма основания штампа задается ли-

нейной функцией, то график контактных давлений в случае a несиммет-
ричен относительно оси x = 0 (рис. 1.4, графики a), а в случае b он уже

симметричен (рис. 1.6, графики b). В рассмотренном примере для случая
a угол поворота меняется с течением времени, а для случая b угол пово-

рота вообще от него не зависит (это не общий результат, а исключительно
особенность решения при линейном задании формы основания штампа)
и равен углу наклона основания штампа в момент времени t = τ0 − 0
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Фиг. 1.7. Распределение контактного давления (a) и зависимость эксцентриситета
приложения нагрузки (b) при P (t) ≡ 1, α(t) ≡ 0 для m(x) = 1 + 0.2x (для

распределения давлений: 1 — t = 1, 2 — t = 1.5, 3 — установившееся распределение)

(до начала приложения нагрузки). Разумеется, в случае более сложного

задания формы основания штампа (даже уже при квадратичном) или
при ненулевом эксцентриситете, угол поворота будет меняться с течени-

ем времени и зависеть от силы, однако с помощью рассмотренного при-
мера мы показали, что решение для случая a нельзя использовать для

получения решения для случая b. Каждая из этих постановок является
самостоятельной задачей и требует отдельного подхода.

Если у нас есть возможность менять эксцентриситет приложения на-
грузки с течением времени, то для любой известной формы основания

штампа можно определить функцию e(t) и распределение контактных
давлений q(x, t). На рис. 1.7 b показана функция e(t) соответствующая

изменению эксцентриситета при m(x), заданной формулой (1.30). При
таком режиме, как видно из рис. 1.7 a, контактные давления под штам-

пом сильно отличаются контактных давлений в случае, когда эксцентри-
ситет приложения равен нулю (рис. 1.4).

На рис. 1.8 a показаны графики зависимости угла поворота от вре-
мени при P (t) ≡ 1 для заданной формулой (1.30) функции m(x) при

различных значениях эксцентриситета приложения нагрузки e. Интерес
представляют из себя кривые которые при t = 1 располагаются ниже

нуля, а при t → ∞ — выше нуля (e ∈ (−0.0625,−0.051)). Это означа-
ет, что для таких значений эксцентриситета приложения штамп за счет

упругой составляющей сначала отклоняется против часовой стрелки, но
потом из-за того, что материал покрытия вязкоупругий, сразу же начи-
нает поворачиваться по часовой стрелке, причем в какой то момент вре-
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Фиг. 1.8. Зависимость угла поворота α(t) от времени при P (t) ≡ 1 (a) и
при P (t) ≡ 2 (b) для m(x) = 1 + 0.2x при различных значениях эксцентриситета

приложения нагрузки e

мени меняется знак угла. Ниже следует область (e ∈ (−0.067,−0.0625)),

где происходит примерно то же самое, что и в предыдущей области,
только угол не переходит через нуль. Особый интерес представляет из

себя значение эксцентриситета (e ≈ −0.067), при котором в начальный
момент времени штамп поворачивается, а затем двигается практически
поступательно, без изменения этого угла.

Свойство 1. Вообще говоря, в общем случае для участка приложе-

ния нагрузки [e−, e+] (об определении значений e− > −1 и e+ 6 1 см.
далее) существуют 3 подобласти : 1) подобласть (eright, e+], в которой в

начальный момент времени штамп поворачивается по часовой стрелке
и затем продолжает отклоняться в ту же сторону (α(t) > 0, α̇(t) > 0);

2) подобласть [e−, eleft), в которой в начальный момент времени штамп
поворачивается против часовой стрелки и затем продолжает отклонять-
ся в ту же сторону (α(t) > 0, α̇(t) > 0); 3) подобласть (eleft, eright), в

которой в начальный момент времени штамп отклоняется в одну сторо-
ну, а потом начинает поворачиваться в другую (α(t)α̇(t) 6 0, α̇(t) 6= 0). В

зависимости от функции m(x) одна из точек eleft и eright является точкой,
в которой в начальный момент времени α(1) = 0, а другая — в которой

изменение угла поворота с течением времени практически несуществен-
но (α(t) ≈ const). В случае симметричности функции m(x) эти две точки

совпадают, причем eleft = eright = 0. В это случае остается всего две обла-
сти. Отметим, что в упругом случае точки eleft и eright также совпадают,
однако eleft = eright = e0 (e0 = 0 только при симметричности m(x)), а
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подобласти имеют вид: 1) подобласть (e0, e+], где α(t) ≡ α > 0; 2) под-
область [e−, e0), где α(t) ≡ α < 0. Очевидно, что в точке e0 угол накло-

на α(t) ≡ 0.

Свойство 2. Можно показать, что при постоянной силе P (t) ≡ P
осадка, угол поворота штампа и распределение контактных давлений
прямо пропорциональны этой силе, то есть

δ(P, t) = Pfδ(t), α(P, t) = Pfα(t), q(P, x, t) = Pfq(x, t). (1.31)

Следствие 1. Для получения зависимости какой-либо характеристи-

ки (осадки, угла поворота, контактных давлений) от времени либо от
координаты при заданном эксцентриситете e(t) для силы P̃ можно вос-
пользоваться известной зависимостью соответствующей характеристики

при том же эксцентриситете, но при силе P . Для этого необходимо все-
го лишь растянуть график соответствующей функции по вертикали с

коэффициентом k = P̃ /P (для угла поворота это отражено на рис. 1.8
при P (t) ≡ 1 (a) и P (t) ≡ 2 (b)).

Следствие 2. При любой постоянной силе приложения нагрузки под-

области [e−, eleft), (eleft, eright) и (eright, e+] не изменяются.

Следствие 3. Если при каком-либо значении силы приложения P

при заданном эксцентриситете e(t) происходит отрыв штампа от основа-
ния (то есть существует область, где q(x, t) < 0), то при любом другом

значении силы приложения P̃ при том же эксцентриситет ее приложения
также будет происходить отрыв, причем на том же интервале. Справед-

ливо и обратное утверждение, что если при какой-либо силе отрыва не
происходит, то и при любом другом значении силы отрыва также не бу-

дет.

Свойство 3. Можно показать, что при постоянном эксцентрисите-
те e(t) ≡ e приложения нагрузки P (t) осадка, угол поворота штампа и
контактные давления есть некоторая линейная функция параметра e, то

есть
δ(e, t) = f δ1 (t) + ef δ2 (t), α(e, t) = fα1 (t) + efα2 (t),

q(e, x, t) = f q1 (x, t) + ef q2 (x, t).
(1.32)
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Фиг. 1.9. Преобразование графика контактного давления при изменении
эксцентриситета приложения нагрузки (P (t) ≡ 1, m(x) = 1 + 0.2x)

Следствие. Если известно по крайней мере 2 каких-либо распределе-

ния требуемой характеристики ϑ(x, t) (осадки, угла поворота или распре-
деления контактных давлений) при значениях эксцинтриситета e1 и e2,

то по ним можно определить распределения этой характеристики для
любого другого значения эксцентриситета e по простой формуле

ϑ(e, x, t) = fϑ1 (x, t) + efϑ2 (x, t), ϑ = δ, α, q,

fϑ1 (x, t) =
e2ϑ(e1, x, t) − e1ϑ(e2, x, t)

e2 − e1
, fϑ2 (x, t) =

ϑ(e2, x, t) − ϑ(e1, x, t)

e2 − e1
.

Продемонстрируем реализацию следствия 1 на примере. Рассмотрим
контактные давления, соответствующие e1 = 0 и e2 = −0.051 при t = 1
(см. рис. 1.9). Так как e1 = 0, функции f q1 (x, 1) и f q2 (x, 1) принимают
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Фиг. 1.10. Графическое определение области допустимых значений
эксцентриситета (P (t) ≡ 1, m(x) = 1 + 0.2x)

намного более простой вид, а именно

f q1 (x, 1) = q(0, x, 1), f q2 (x, 1) =
q(e2, x, 1)− q(0, x, 1)

e2
,

и тогда

q(e, x, 1)=q(0, x, 1) +
e

e2
∆q(e2, x, 1), ∆q(e2, x, 1)=q(e2, x, 1)− q(0, x, 1).

Таким образом, для построения распределения давления при эксцентри-
ситете e необходимо растянуть график разности функций ∆q(e2, x, 1) в

k = |e/e2| раз и отразить, если e/e2 < 0, а затем сместить его на q(0, x, 1).
В примере, изображенном на рис. 1.9, преобразуется распределение кон-

тактного давления при эксцентриситете e = −0.051 к распределению
контактного давления при e = −0.102 (k = 2). Из полученных зави-

симостей для контактных давлений также видно, что в любой момент
времени t существует точка x0, в которой любых двух эксцентриситов e1

и e2 выполняется равенство q(e1, x0, t) = q(e2, x0, t). В рассмотренном

примере x0 ≈ −0.055 при t = 0.
С помощью изложенного выше свойства решения можно графически

находить область допустимых значений [e−, e+] эксцентриситета в мо-
мент времени t (рис. 1.10). Для этого сначала необходимо нарисовать гра-

фик q(0, x, t) (x ∈ [−1, 1]). А затем на том же чертеже начать наносить
функции fq(ek, x, t) = ek

e2
∆q(e2, x, t). Если кривые fq(ek, x, t) и q(0, x, t) не

пересекаются в области [−1, 1], то в данный момент времени t эксцентри-
ситет ek не вызывает отрыва штампа от слоя. В случае пересечения кри-
вых штамп отрывается и постановка задачи становится некорректной,
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Фиг. 1.11. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0
для m(x) = 0.7 + 0.4x2 (1 — t = 1, 2 — t = 1.5, 3 — установившееся распределение)

так как область контакта не равна [−1, 1]. В случае m(x) = 1+0.2x зна-
чения эксцентриситета приложения в начальный момент времени t = 1

должны быть в интервале e(1) ∈ [−0.39, 0.32]. В дальнейшем этот ин-
тервал изменяется, причем в зависимости от параметров задачи может

как уменьшаться, так и увеличиваться.

Если при прочих равных параметрах функцию m(x) взять в виде

m(x) = 0.7 + 0.4x2,

то есть толщина слоя по краям больше толщины слоя в центре, то рас-
пределение контактных давлений изменит свой вид и максимум его бу-

дет не по краям, а в центре (рис. 1.11), причем сначала график будет
иметь вид синусоиды, а с течением времени трансформируется в выгну-
тую вверх параболу. Такой вид распределения значительно отличается

от традиционного вида распределения контактных давлений, когда пара-
бола выгнута в противоположную сторону. Этот пример показывает, что

тонкое покрытие переменной толщины может привести к значительному
перераспределению контактных давлений.

Отметим, что с помощью примененного в данной главе метода мож-
но решать контактные задачи для оснований с покрытиями и штам-

пов, имеющих сложный профиль поверхности, например, изображенный
на рис. 1.12. Именно такие поверхности, а не идеализированные, как в

предыдущих примерах, и встречаются на практике. Профили реальных
поверхностей определяются экспериментально при помощи специальных
измерительных приборов, причем функции m(x) в этом случае оказыва-
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Фиг. 1.12. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0

ются сильно осциллирующими. Как видно из примера, что полученные

решения улавливают все особенности профиля поверхности.

Таким образом, с помощью изложенных выше примеров показано, что
распределение контактных давлений и поведение штампа существенно

зависят от формы покрытия (или штампа, поскольку речь идет о кон-
формном контакте). Показано, что учет явления конформного контак-

та приводит к результатам, принципиальным образом отличающимся от
классического случая. Исследовано влияние силы и эксцентриситета ее

приложения на характер решения. В частности, установлено, что угол
наклона штампа может менять свой знак с течением времени даже при

постоянных силе и эксцентриситете; существует эксцентриситет прило-
жения постоянной силы, при котором угол наклона не меняется с течени-
ем времени, причем этот эксцентриситет не зависит от величины силы;
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при постоянной силе приложения контактные давления, осадка и угол
поворота штампа прямо пропорциональны ее значению, откуда следует,

что характер поведения штампа на слое не зависит от значения силы (ес-
ли при каком-либо значении постоянной силы, действующей на штамп,
происходит отрыв, то и при любом другом значении отрыв также будет

происходить; если при какой-либо постоянной силе угол поворота меня-
ет свой знак с течением времени, то и при любой другой он также будет

менять этот знак, причем в тот же самый момент времени и т. д.). Пред-
ложены графические методы решения контактных задач по нескольким

уже известным решениям, а также метод определения области приложе-
ния нагрузки.
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1.2 Осесимметричная задача

1. Постановка задачи.

Постановка, да и метод решения, как это будет показано ниже, осесим-

метричной задачи аналогична постановке для случая плоской задачи.

На недеформируемом подстилающем основании лежит вязкоупругий

слой с покрытием, на который с момента времени τ0 вдавливается глад-
кий жесткий кольцевой штамп с силой P (t), приложенной по его оси
(рис. 1.13). Считается, что форма покрытия в недеформированном со-

стоянии (при t < τ0) совпадает с формой штампа. Область контакта
со временем не изменяется и ограничена окружностями радиусов a и b

(a < b). Покрытие считается тонким по сравнению с областью контак-
та (h(r) ≪ (b − a)). И тонкое покрытие, и нижний слой произвольной

толщины H изготовлены из вязкоупругого материала и стареют одно-
родно (покрытие — в момент времени τ1 6 τ0, нижний слой — в момент

времени τ2 6 τ0).

Как и прежде, для вывода интегрального уравнения задачи заменим
штамп некоторой распределенной нагрузкой p(r, t) = −q(r, t), действу-

ющей на том же кольцевом участке (a 6 r 6 b) и равной нулю вне
его. Вертикальное перемещение верхней грани описанного выше слоя под

действием нормальной нагрузки q(r, t) можно записать в форме [17]:

uz(r, t) = kν(I − V1)
q(r, t)h(r)

E1(t− τ1)
+

2(1 − ν2
2)

H
(I − V2)D

q(r, t)

E2(t− τ2)
,(1.33)

Df(r, t) =

∫ b

a

kas

( r

H
,
ρ

H

)
f(ρ, t)ρ dρ,

где, как и в плоском случае, Ek(t − τ2) — модули упругомгновенной

деформации покрытия (k = 1) и нижнего слоя (k = 2), ν2 — коэф-
фициент Пуассона нижнего слоя; I — тождественный оператор, Vk —
интегральные операторы Вольтерра с ядром ползучести при растяже-

нии K(k)(t, τ) (k = 1, 2), C(k)(t, τ) (k = 1, 2) — меры ползучести при
растяжении (см. плоскую задачу), kν — безразмерный коэффициент, за-

висящий от условий соединения покрытия с нижним слоем и вычисля-
емый либо по формуле (1.2), либо по формуле (1.3), D — интеграль-

ный оператор с известным ядром осесимметричной контактной задачи
kas(r/H, ρ/H), которое имеет вид [3, 22]

kas(r, ρ) =

∫ ∞

0

L(u)J0(ru)J0(ρu) du, (1.34)
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Фиг. 1.13. Конформный контакт штампа и вязкоупругого основания
в осесимметричном случае

где J0(s) — функция Бесселя первого рода нулевого порядка. В зависимо-
сти от условий на нижней грани основания функция L(u) определяется

либо по формуле (1.5), либо по формуле (1.6).

Приравнивая вертикальные перемещения верхней грани покрытия пе-

ремещению штампа как жесткого целого, с учетом (1.33) получим инте-
гральное уравнение исследуемой осесимметричной контактной задачи в
виде:

kν(I − V1)
q(r, t)h(r)

E1(t− τ1)
+

2(1 − ν2
2)

H
(I − V2)F

q(r, t)

E2(t− τ2)
= δ(t),

a 6 r 6 b,

(1.35)

где δ(t) — осадка штампа. Разумеется, по сравнению с плоским случаем
ушла одна степень свободы и пропала неизвестная величина, отвечаю-

щая за наклон штампа.

Уравнение (1.35) следует дополнить условием равновесия штампа на
слое (количество уравнений равновесия также уменьшилось)

2π

∫ b

a

q(ρ, t)ρ dρ = P (t), (1.36)

Здесь через M(t) = e(t)P (t) обозначен момент приложения силы P (t).

Сделав в (1.35) и (1.36) замену переменных по формулам

(r∗)2=
r2 − a2

b2 − a2
, (ρ∗)2 =

ρ2 − a2

b2 − a2
, λ=

H

b− a
, η=

a

b− a
, ξ2 =

b+ a

b− a
,

t∗ =
t

τ0
, τ ∗ =

τ

τ0
, τ ∗1 =

τ1
τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
, δ∗(t∗) = kP

δ(t)

b− a
,
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q∗(r∗, t∗) =
2kP (1 − ν2

2)q(r, t)

E2(t− τ2)
, m∗(r∗) =

kmkν
1 − ν2

2

h(r)

2(b− a)
,

c∗(t∗) =
E2(t− τ2)

kmE1(t− τ1)
, P ∗(t∗) =

2kPP (t)(1 − ν2
2)

πE2(t− τ2)(b2 − a2)
,

V∗
kf(r∗, t∗) =

∫ t∗

1

Kk(t
∗, τ ∗)f(r∗, τ ∗) dτ ∗, k = 1, 2,

K1(t
∗, τ ∗) =

E1(t− τ1)

E1(τ − τ1)

E2(τ − τ2)

E2(t− τ2)
K(1)(t− τ1, τ − τ1)τ0,

K2(t
∗, τ ∗) = K(2)(t− τ2, τ − τ2)τ0,

(1.37)

B∗f(r∗, t∗) =

∫ 1

0

k∗as(r
∗, ρ∗)f(ρ∗, t∗)ρ∗ dρ∗,

k∗as(r
∗, ρ∗) =

ξ2

λ
kas

[√
(r∗)2ξ2 + η2

λ
,

√
(ρ∗)2ξ2 + η2

λ

]
=
b+ a

H
kas

( r

H
,
ρ

H

)
.

Безразмерные коэффициенты km и kP несут тот же смысл, что и в случае
плоской задачи. Опустив в полученных соотношениях звездочки, полу-

чим смешанное интегральное уравнение в виде

c(t)m(r)(I − V1)q(r, t) + (I − V2)Bq(r, t) = δ(t), 0 6 r 6 1, (1.38)

и дополнительное условие

∫ 1

0

q(ρ, t)ρ dρ = P (t). (1.39)

Ядро kas(r/H, ρ/H) является симметричным положительно определен-
ным ядром Фредгольма. Умножая на

√
m(r) уравнение (1.38) и вводя

обозначения

Q(r, t) =
√
m(r)q(r, t), k(r, ρ) =

kas(r, ρ)√
m(r)

√
m(ρ)

,

DQ(r, t) =

∫ 1

0

k(r, ρ)Q(ρ, t)ρ dρ,

(1.40)

интегральное уравнение (1.38) с несимметричным ядром Шмидта приво-

дится к интегральному уравнению с симметричным положительно опре-
деленным ядром типа Гильберта-Шмидта

c(t)(I − V1)Q(r, t) + (I − V2)DQ(r, t) =
δ(t)√
m(r)

, 0 6 x 6 1. (1.41)
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Дополнительное условие (1.39) также подвергаются преобразованию:
∫ 1

0

Q(ρ, t)√
m(ρ)

ρ dρ = P (t). (1.42)

Таким образом мы получили разрешающее двумерное интегральное

уравнение (1.41), содержащее интегральные операторы как с постоянны-
ми, так и с переменными пределами интегрирования, а также дополни-

тельное условие (1.42).

2. Метод решения.

Как и для случая плоской деформации применим обобщенный проек-

ционный метод, описанный в 0.4 (отличие состоит в том, что в данной
постановке на одну степень свободы меньше).

Решение уравнения (1.41) при дополнительном условии (1.42) бу-

дем искать в классе функций непрерывных по времени t в простран-
стве L2(0, 1) (см., например [17, 21]). Для этого построим сначала ор-
тонормированную в L2(0, 1) систему функций такую, чтобы она содер-

жала const/
√
m(r), а остальные функции базиса можно было предста-

вить в виде произведения функций, зависящих от r и весовой функ-

ции 1/
√
m(r). Система функций, удовлетворяющая оговоренным выше

условиям, может быть построена на основании [93]
∫ 1

0

p◦i (ρ)p
◦
j(ρ)ρdξ = δij, p◦n(r) =

P ◦
n(r)√
m(r)

,

P ◦
0 (r) =

1√
I0
, P ◦

n(r) =
1√

∆◦
n−1∆

◦
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I0 I1 · · · In
I1 I2 · · · In+1
...

... . . . ...

1 r2 · · · r2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

In =

∫ 1

0

ρ2n+1

m(ρ)
dρ, ∆◦

−1 = 1, ∆◦
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I0 I1 · · · In
I1 I2 · · · In+1
...

... . . . ...

In In+1 · · · I2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(1.43)

Отметим, что при m(r) = const многочлены p◦n(r) можно вычислять по
формулам

p◦n(r) =
√

4n+ 1PL
n (1 − 2r2),

где PL
n (r) — полиномы Лежандра.

Гильбертово пространство L2(0, 1) можно представить в виде пря-

мой суммы ортогональных подпространств L2(0, 1) = L
(0)
2 (0, 1) ⊕
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L
(1)
2 (0, 1), где L

(0)
2 (0, 1) — евклидово пространство с единственной базис-

ной функцией p◦0(r), а L
(1)
2 (0, 1) — гильбертово пространство с базисом

{p◦1(r), p◦2(r), . . .}. Подынтегральная функция и правая часть представи-
мы в виде алгебраической суммы функций, непрерывных по времени t

в L
(0)
2 (0, 1) и L

(1)
2 (0, 1), соответственно, то есть

Q(r, t) = Q0(r, t) +Q1(r, t), f(r, t) = f0(r, t) + f1(r, t),

где

Q0(r, t) = v0(t)p
◦
0(r), f(r, t) =

δ(t)√
m(r)

,

f1(r, t) =
√
I0δ(t)p

◦
0(r), f2(r, t) ≡ 0.

Заметим, что в представлении для Q(r, t) нам известно слагае-
мое Q0(r, t), функция разложения которого определяется дополнитель-

ным условием (1.42):

v0(t) =
P (t)√
I0
, (1.44)

а слагаемое Q1(r, t) требуется найти. Для правой части наоборот — тре-
буется определить f0(r, t), а функция f1(r, t) ≡ 0. Отмеченные особенно-

сти позволяют классифицировать полученную в итоге задачу как част-
ный случай обобщенной проекционной задачи, поставленной и решен-

ной в [65] методом, рассмотренным в разделе 0.4. Продемонстрируем его
применительно к нашей ситуации в частном случае двумерной задачи на

конечном интервале 0 6 r 6 1 с N = 1 дополнительными условиями.
Аналогично проделанному в §2 раздела 1.1 для плоских задач, можно

ввести оператор ортогонального проектирования, отображающий про-
странство L2(0, 1) в L

(0)
2 (0, 1):

P0φ(r, t) =

∫ 1

0

φ(ρ, t)p◦0(r)p
◦
0(ρ)ρ dρ.

Очевидно, что ортопроектор P1 = I−P0 переводит пространство L2(0, 1)

в L
(1)
2 (0, 1). Кроме того, имеют место следующие соотношения:

P0 + P1 = I, Pif(r, t) = fi(r, t), PiQ(r, t) = Qi(r, t), i = 0, 1.

Следуя [65], подействуем на уравнение (1.41) оператором ортогональ-

ного проектирования P1. В результате получим уравнение для определе-
ния Q1(r, t) с известной правой частью

c(t)(I−V1)Q1(r, t)+(I−V2)P1DQ1(r, t) = −(I−V2)P1FQ0(r, t). (1.45)
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Его решение необходимо строить в виде ряда по собственным функциям
оператора P1D, который, как можно показать на основании [65], явля-

ется вполне непрерывным, самосопряженным и сильно положительным
оператором из L

(1)
2 (0, 1) в L

(1)
2 (0, 1). Система собственных функций тако-

го оператора составляет базис пространства L
(1)
2 (0, 1) [56]. Спектральная

задача для оператора P1D может быть записана в форме

P1Dψk(r) = βkψk(r),

ψk(r) =

∞∑

i=1

ψ
(k)
i p◦i (r), k = 1, 2, . . . ,

k(r, ρ) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

Tmnp
◦
m(r)p◦n(ρ),

∞∑

n=1

Tmnψ
(k)
n = βkψ

(k)
m , m = 1, 2, . . .

(1.46)

Представив теперь искомую функцию Q1(r, t) в виде разложения по но-

вым базисным функциям ψk(r) (k = 1, 2, . . .) в L
(1)
2 (0, 1), то есть

Q1(r, t) =

∞∑

k=1

vk(t)ψk(r),

и подставив это представление в (1.45), получим, что неизвестные функ-
ции разложения vk(t) (k = 1, 2, . . .) можно найти по формуле

vk(t) = −(I + Yk)
(I − V2)v0(t)Tk

c(t) + βk
,

Tk =

∞∑

n=1

T0nψ
(k)
n , k = 1, 2, . . . ,

Ykf(r, t) =

∫ t

1

R◦
k(t, τ)f(r, τ) dτ.

Здесь R◦
k(t, τ) (k = 1, 2, . . .) — резольвента ядра

K◦
k(t, τ) =

c(t)K1(t, τ) + βkK2(t, τ)

c(t) + βk
.

Как и в плоском случае, полученное решение имеет следующую струк-
туру:

q(r, t) =
1

m(r)

[
v0(t)P

◦
0 (r) + · · ·

]
,
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то есть удается выделить в решении в явном виде весовую функцию
m(r), а значит и связанную с ней заменой (1.37) функцию толщины по-

крытия h(r).

Теперь, отыскавQ1(r, t), можно найти и неизвестную функцию осадки

штампа. Для этого подействуем оператором P0 на уравнение (1.41):

c(t)(I − V1)Q0(r, t) + (I − V2)P1DQ(r, t) =
√
I0δ(t)p

◦
0(r).

Полученное равенство непосредственно дает формулу осадки δ(t):

δ(t) =
1√
I0

{
c(t)(I − V1)v0(t) + (I − V2)

[
T00v0(t) +

∞∑

k=1

Tkvk(t)

]}
.

Таким образом, построено аналитическое решение (в рядах с любой

наперед заданной точностью) осесимметричной контактной задачи для
вязкоупругого слоя с тонким покрытием, повторяющим форму штампа.

3. Случай задания осадки штампа.

Разумеется и для осесимметричного случая этим же методом можно
решить задачу с известной правой частью, то есть когда задана функ-
ция осадки δ(t), а требуется определить закон изменения силы P (t) для

обеспечения такого режима.

Дополнительное условие (1.42) превращается в уравнение для нахож-
дения функции P (t):

P (t) =

∫ 1

0

Q(ρ, t)√
m(ρ)

ρdρ, (1.47)

Метод решения практически такой же, как и ранее, только теперь
уже не требуется разделять пространство на два, так как правая часть

полностью известна. Все также необходимо строить ортонормированную
систему функций специального вида и с целью избежания решения бес-

конечной системы интегральных уравнений Вольтерра переходить к но-
вым базисным функциям.

Не останавливаясь на промежуточных выкладках, приведем лишь
окончательные формулы для вычисления контактных давлений под
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штампом:

q(r, t) =
Q(r, t)√
m(r)

, Q(r, t) =

∞∑

k=0

v̂k(t)ψ̂k(r),

v̂k(t) = (I + Ŷk)
δ(t)gδk
c(t) + β̂k

, Ŷkf(r, t) =

∫ t

1

R̂◦
k(t, τ)f(r, τ) dτ,

ψ̂m(r) =

∞∑

i=0

ψ̂
(m)
i p◦i (r),

∞∑

n=0

Tmnψ̂
(k)
n = β̂kψ̂

(k)
m , k, m = 0, 1, . . . ,

k(r, ρ) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

Tmnp
◦
m(r)p◦n(ρ), gδk =

∫ 1

0

ψ̂k(ρ)√
m(ρ)

ρdρ = ψ̂
(k)
0

√
I0.

(1.48)

Функции p◦k(x) вычисляются по формулам (1.43), а ядра R̂◦
k(t, τ) (k =

0, 1, . . .) являются резольвентами ядер

K̂◦
k(t, τ) =

c(t)K1(t, τ) + β̂kK2(t, τ)

c(t) + β̂k
.

Значком ‘ˆ’ здесь помечены те величины, которые изменились по срав-

нению с решением задачи из §2. Таким образом, после нахождения при
помощи соотношений (1.48) контактных давлений под штампом Q(r, t),

используя формулу (1.47) можно найти и функцию P (t):

P (t) =

∞∑

k=1

gδkv̂k(t). (1.49)

4. Численные расчеты.

Решение осесимметричной задачи является первым шагом к решению
пространственной задачи. Однако сама по себе такая задача намного

более бедна эффектами, нежели плоская, так как в ней присутствует
всего одна степень свободы — осадка штампа. Все качественные выводы,

сделанные для плоской задачи и не относящиеся к повороту, переносятся
и на осесимметричные задачи.

Из всего вышесказанного следует, что исследовав контактную задачу

в плоской постановке, вряд ли удастся найти какие-либо особенности в
решении осесимметричной задачи. Так что в этом параграфе рассмот-

рим всего лишь один пример и покажем, что графики распределения
контактных давлений для наглядности необходимо преобразовывать (это
связано с нелинейной заменой переменных).
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Как и в плоском случае, рассмотрим двухслойное основание, ниж-
ний слой которого изготовлен из упругого материала, а верхний — из

вязкоупругого стареющего, для которого E1(t− τ1) ≡ E1, а мера ползу-
чести C(t, τ) задается уравнением (1.28). Между слоями осуществляет-
ся идеальный контакт. Материалы возьмем те же самые, то есть зада-

димся теми же параметрами (1.29), что и ранее. Также будем считать,
что τ1 = 0.

Пусть функция толщины h(r) имеет вид, показанный на рис. 1.14 a
(на самом деле на этом рисунке изображена линейно преобразованная

функция m∗∗(r) = kmkν(1 − ν2
2)

−1h((b − a)(r + η))0.5(b − a)−1). Тогда
соответствующая ей функция m(r) представляется графиком, изобра-

женным на рис. 1.14 b.
Распределения контактных давлений q(x, t) в различные моменты

времени для этого случая показаны на рис. 1.15 a, c, e. Однако из-за

нелинейности преобразования вид функции q(r, t) не совсем наглядно от-
ражает реальное распределение. Можно показать, что для того, чтобы

преобразовать его к удобному для восприятия виду, необходимо стро-
ить не q(r, t), а преобразованную функцию q∗∗(r∗∗, t), определяемую из

соотношения

q∗∗(r∗∗, t) = q(r, t) = q

(√
(r∗∗ + η)2 − η2

ξ2
, t

)
, r∗∗ =

√
ξ2r2 + η2 − η.

Графики функции q∗∗(r, t) показаны на рис. 1.15 b, d, f. Следует заметить,
что условие равновесия штампа на слое (1.39) преобразуется в

∫ 1

0

q∗∗(ρ)
ρ+ η

ξ2
dρ = P (t).

График осадки качественно имеет практически тот же вид, что и в
плоском случае.

Фиг. 1.14. Функции толщины покрытия при различных преобразованиях
(a — линейное, b — нелинейное)
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Фиг. 1.15. Распределение контактного давления в различных координатах для
различных моментов времени

Как и в плоском случае, при постоянной силе P (t) ≡ P распределение
контактных давлений и осадка прямо пропорциональны значению этой
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силы, причем

δ(P, t) = Pfδ(t), q(P, r, t) = Pfq(r, t).

Это означает, что для получения зависимости какой-либо характеристи-
ки (осадки или контактных давлений) от времени либо от координаты

при силе P̃ можно воспользоваться известной зависимостью соответству-
ющей характеристики при силе P , для чего необходимо всего лишь рас-

тянуть график соответствующей функции по вертикали с коэффициен-
том k = P̃ /P .

Как видно из примера при построении распределения контактного

давления следует обязательно переходить к старым переменным, либо
к переменным, связанным с начальными какой-либо линейной заменой,

так как при рассмотрении полученной функции q(r, t) можно ошибить-
ся с местом расположения экстремумов, а также принять неправиль-
ное заключение о каких-либо особенностях этого распределения (напри-

мер, в рассмотренном случае производная функции q(r, t) равна нулю
при r = 0, в то время как в действительности производная контактных

давлений на внутреннем радиусе кольца отлична от нуля, что показывает
график функции q∗∗(r, t)).
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1.3 Основные результаты и выводы

Сформулируем основные результаты, полученные в первой главе.

1. Поставлены и решены плоские и осесимметричные задачи о конформ-
ном контакте между вязкоупругими стареющими основаниями с по-
крытиями и жесткими штампами. Показана важность учета конформ-

ного контакта, его существенное отличие от классического гладкого.
Решение задач получено в аналитическом виде, причем в выражениях

для контактных напряжений функция формы основания выделена яв-
но, что позволяет проводить расчеты для реальных форм поверхности

покрытий, описываемых быстро осциллирующие функции.

2. Исследовано влияние силы и эксцентриситета ее приложения (в плос-
ком случае) на характер решения. В частности, установлено, что угол

наклона штампа может менять свой знак с течением времени даже
при постоянных силе и эксцентриситете; существует эксцентриситет

приложения постоянной силы, при котором угол наклона не меняется
с течением времени, причем этот эксцентриситет не зависит от вели-

чины силы; при постоянной силе приложения контактные давления,
осадка и угол поворота штампа прямо пропорциональны ее значению,

откуда следует, что характер поведения штампа на слое не зависит
от значения силы (если при каком-либо значении постоянной силы,
действующей на штамп, происходит отрыв, то и при любом другом

значении отрыв также будет происходить; если при какой-либо посто-
янной силе угол поворота меняет свой знак с течением времени, то

и при любой другой он также будет менять этот знак, причем в тот
же самый момент времени и т. д.). Отмечено, что с помощью исполь-

зованного метода можно решать контактные задачи для оснований
с покрытиями и штампов, имеющих сложный профиль поверхности,

определяемый экспериментально при помощи специальных измери-
тельных приборов и описывающийся сильно осциллирующими функ-
циями. Предложены графические методы решения контактных задач

по нескольким уже известным решениям, основанный на линейности
решения относительно силы и эксцинтриситета ее приложения, а так-

же метод определения области приложения нагрузки.

3. Показано применение проекционного метода решения смешанных ин-

тегральных уравнений в конкретных случаях плоских и осесиммет-
ричных контактных задачах для тел с покрытиями со сложной фор-
мой поверхности.



Глава 2

Контактные задачи для тел с

поверхностно неоднородными

покрытиями

Исследуется контактное взаимодействие жесткого штампа и вязко-
упругого основания с тонким упругим поверхностно неоднородным по-
крытием, то есть покрытием, свойства которого меняются от точки к

точке его поверхности, но постоянны по глубине. Поверхностная неодно-
родность покрытия возникает обычно вследствие особенностей нанесе-

ния этого покрытия на основной слой, а также при поверхностной обра-
ботке уже нанесенных покрытий (лазерная обработка, ионная имплан-

тация и т. д.). Поверхностная неоднородность может быть вызвана так-
же использованием различных материалов при изготовлении покрытий.

Далее рассматриваются плоские и осесимметричные контактные задачи
для вязкоупругих оснований с поверхностно неоднородными покрытия-
ми. Изучается влияние вида неоднородности покрытия на контактные

напряжения под штампом, а также на его осадку и угол поворота.

Основные результаты главы отражены в работах [42, 44, 46, 48–50, 66].
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2.1 Плоская задача

1. Постановка задачи.

На недеформируемом подстилающем основании лежит вязкоупругий
слой с упругим покрытием, на который с момента времени τ0 вдавлива-

ется гладкий жесткий штамп с силой P (t) и эксцентриситетом ее при-
ложения e(t) (рис. 2.1). Область контакта со временем не изменяется,

длина линии контакта равна 2a, а форма основания штампа задается
функцией g(x) (g(x) > 0, ∃x0 ∈ [−a, a] : g(x0) = 0). Тонкое упругое по-

крытие толщины h (h ≪ 2a), свойства которого зависят от продольной
координаты x [66, 64], лежит на нижнем вязкоупругом слое произволь-
ной толщины H, изготовленном в момент времени τ2 6 τ0 и стареющем

однородно. В данном разделе будем рассматривать случай плоской де-
формации.

Как и в разделе 1, для вывода интегрального уравнения задачи заме-
ним штамп некоторой распределенной нагрузкой p(x, t) = −q(x, t), дей-

ствующей на том же участке (−a 6 x 6 a) и равной нулю вне его. Вер-
тикальное перемещение верхней грани описанного выше слоя под дей-
ствием нормальной нагрузки q(x, t) можно записать в форме [17]:

uz(x, t) =
q(x, t)h

R(x)
+

2(1 − ν2
2)

π
(I − V2)F

q(x, t)

E2(t− τ2)
, (2.1)

Ff(x, t) =

∫ a

−a
kpl

(x− ξ

H

)
f(ξ, t) dξ,

V2f(x, t) =

∫ t

τ0

K(2)(t− τ2, τ − τ2)f(x, τ) dτ,

K(2)(t, τ) = E2(τ)
∂

∂τ

[ 1

E2(τ)
+ C(2)(t, τ)

]
,

где ν2 и E2(t − τ2) — коэффициент Пуассона и модуль упругомгновен-

ной деформации вязкоупругого слоя; I — тождественный оператор; V2

— интегральный оператор Вольтерра с ядром ползучести при растя-
жении K(2)(t, τ), C(2)(t, τ) — мера ползучести при растяжении; R(x) —

функция жесткости покрытия, зависящая от условий его соединения с
нижним слоем, причем в случае гладкого контакта

R(x) =
E1(x)

1 − ν2
1(x)

, (2.2)

а в случае идеального контакта

R(x) =
E1(x)[1 − ν1(x)]

[1 + ν1(x)][1− 2ν1(x)]
, (2.3)
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Фиг. 2.1. Плоская контактная задача для вязкоупругого основания
с упругим неоднородным покрытием

ν1(x) и E1(x) — коэффициент Пуассона и модуль Юнга покрытия, F —
интегральный оператор с известным ядром плоской контактной задачи
kpl[(x− ξ)/H], которое имеет вид (1.4)–(1.6).

Приравнивая вертикальные перемещения верхней грани покрытия пе-

ремещению штампа как жесткого целого, с учетом (2.1) получим инте-
гральное уравнение исследуемой контактной задачи в виде:

q(x, t)h

R(x)
+

2(1 − ν2
2)

π
(I − V2)F

q(x, t)

E2(t− τ2)
= δ(t) + α(t)x− g(x),

−a 6 x 6 a,

(2.4)

где δ(t) — осадка штампа, а α(t) — угол его поворота. Условия равновесия

штампа на слое совпадают с уравнениями (1.8).

Сделав в (2.4) и (1.8) замену переменных по формулам

x∗ =
x

a
, ξ∗ =

ξ

a
, t∗ =

t

τ0
, τ ∗ =

τ

τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
, λ =

H

a
,

δ∗(t∗) = kP
δ(t)

a
, α∗(t∗) = kPα(t), g∗(x∗) = kP

g(x)

a
,

c∗(t∗) =
E2(t− τ2)

E0
, m∗(x∗) =

E0

R(x)(1− ν2
2)

h

2a
,

q∗(x∗, t∗) =
2kP (1 − ν2

2)q(x, t)

E2(t− τ2)
,

P ∗(t∗) =
2kPP (t)(1 − ν2

2)

E2(t− τ2)a
, M∗(t∗) =

2kPM(t)(1 − ν2
2)

E2(t− τ2)a2
,

V∗
2f(x∗, t∗) =

∫ t∗

1

K2(t
∗, τ ∗)f(x∗, τ ∗) dτ ∗,

K2(t
∗, τ ∗) = K(2)(t− τ2, τ − τ2)τ0,

(2.5)
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A∗f(x∗, t∗) =

∫ 1

−1

k∗pl(x
∗, ξ∗)f(ξ∗, t∗) dξ∗,

k∗pl(x
∗, ξ∗) =

1

π
kpl

(x− ξ

H

)
=

1

π
kpl

(x∗ − ξ∗

λ

)
.

Безразмерный коэффициент kP вводится исключительно для улучше-
ния вида функций P ∗(t∗) и M∗(t∗). Опустив в полученных соотношениях
звездочки, получим смешанное интегральное уравнение в виде

c(t)m(x)q(x, t) + (I − V2)Aq(x, t) = δ(t) + α(t)x− g(x),

−1 6 x 6 1,
(2.6)

с дополнительными условиями (1.11). Деля на
√
m(x) уравнение (2.6) и

вводя обозначения (1.12), интегральное уравнение (2.6) приводится к ин-
тегральному уравнению с симметричным положительно определенным

ядром типа Гильберта-Шмидта

c(t)Q(x, t) + (I − V2)FQ(x, t) =
δ(t)√
m(x)

+
α(t)x√
m(x)

− g(x)√
m(x)

,

−1 6 x 6 1.

(2.7)

Дополнительные условия (1.11) приводятся к виду:

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

dξ = P (t),

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

ξ dξ = M(t). (2.8)

Таким образом мы получили разрешающее двумерное интегральное
уравнение (2.7), содержащее интегральные операторы как с постоянны-

ми, так и с переменными пределами интегрирования, а также дополни-
тельные условия (2.8).

В следующем параграфе мы приведем лишь окончательные аналити-

ческие результаты, так как метод решения подобной задачи был подроб-
но описан в §2 раздела 1.1.

2. Решение плоской задачи.

Не останавливаясь на промежуточных выкладках, проведенных в
предыдущем разделе, приведем лишь решение поставленной зада-

чи (2.7), (2.8).

Функция Q(x, t) представляется в виде

Q(x, t) = z0(t)p0(x) + z1(t)p1(x) +
∞∑

k=2

zk(t)ϕk(x).
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Здесь полиномы p0(x) и p1(x) задаются формулами (1.15), функции
разложения z0(t) и z1(t) находятся из соотношений (1.16), собственные

функции ϕk(x) (k = 2, 3, . . .) ищутся из (1.18), а функции разложе-
ния zk(t) (k = 2, 3, . . .) определяются из

zk(t) = −(I + Wk)
gk + (I − V2)

[
z0(t)K

(0)
k + z1(t)K

(1)
k

]

c(t) + γk

K
(0)
k =

∞∑

n=2

R0nϕ
(k)
n , K

(1)
k =

∞∑

n=2

R1nϕ
(k)
n , k = 2, 3, . . . ,

Wkf(x, t) =

∫ t

1

R∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ,

где собственные значения γk, собственные векторы ϕ
(k)
n (k, n = 2, 3, . . .)

и коэффициенты Rmn (m, n = 0, 1, . . .) разложения ядра интегрального
оператора F ищутся по формулам (1.18), а R∗

k(t, τ) (k = 2, 3, . . .) —

резольвента ядра

K∗
k(t, τ) =

γkK2(t, τ)

c(t) + γk
.

Коэффициенты gk (k = 0, 1, . . .) — это коэффициенты разложения

функции g(x)/
√
m(x) по базисным функциям:

g(x)√
m(x)

= g0p0(x) + g1p1(x) +
∞∑

k=2

gkϕk(x).

g0 =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

p0(ξ) dξ, g1 =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

p1(ξ) dξ,

gk =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

ϕk(ξ) dξ, k = 2, 3, . . .

(2.9)

Как и в предыдущем разделе, полученное решение имеет структуру:

q(x, t) =
1

m(x)

[
z0(t)P0(x) + z1(t)P1(x) + · · ·

]
,

то есть удается выделить в решении в явном виде весовую функцию

m(x), а значит и связанную с ней заменой (2.5) функцию жесткости
покрытия R(ax) ∼ 1/m(x). Решение такого вида позволяет производить

аналитические вычисления для оснований с покрытиями, функции жест-
кости которых могут быть быстро осциллирующими и даже разрывны-
ми.
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Помимо контактных давлений под штампом, определяются и осадка
и угол поворота штампа

α(t) =

√
J0

J0J2 − J2
1

{
g1 + c(t)z1(t)+

+ (I − V2)

[
R10z0(t) +R11z1(t) +

∞∑

k=2

K
(1)
k zk(t)

]}
,

δ(t) =
1√
J0

{
−α(t)

J1√
J0

+ g0 + c(t)z0(t)+

+ (I − V2)

[
R00z0(t) +R01z1(t) +

∞∑

k=2

K
(0)
k zk(t)

]}
.

Следует отметить, что в вид зависимости угла поворота штампа от вре-

мени вносит значительный вклад поверхностная неоднородность покры-
тия. Даже если основание штампа симметрично и нагрузка приложена
центрально, неоднородное покрытие способно вызвать перекос штампа,

причем, если основание вязкоупругое, этот перекос будет меняться с те-
чением времени.

Таким образом, построено аналитическое решение (в рядах с любой

наперед заданной точностью) плоской контактной задачи для вязкоупру-
гого слоя с тонким упругим неоднородным покрытием.

3. Случай задания угла поворота штампа.

Как и в §3 раздела 1.1 можно поставить задачу об определении эксцен-

триситета e(t) приложения нагрузки P (t) для обеспечения необходимого
закона изменения угла поворота α(t).

Второе из дополнительных условий (2.8) переходит в уравнение для

нахождения функции e(t) эксцентриситета приложения нагрузки (1.20).

Не останавливаясь на промежуточных выкладках, приведем оконча-
тельные формулы для вычисления контактных давлений под штампом

для задачи с поверхностно неоднородным покрытием:

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) = z0(t)p0(x) +
∞∑

k=1

z̃k(t)ϕ̃k(x),

z0(t) =
P (t)√
J0

, z̃k(t) = −(I + W̃k)
g̃k − α(t)gαk + (I − V2)z0(t)K

α
k

c(t) + γ̃k
,



2.1. Плоская задача 69

ϕ̃m(x) =
∞∑

i=1

ϕ̃
(m)
i pi(x),

∞∑

n=1

Rmnϕ̃
(k)
n = γ̃kϕ̃

(k)
m , k, m = 1, 2, . . . ,

k(x, ξ) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

Rmnpm(x)pn(ξ), Kα
k =

∞∑

n=1

R0nϕ̃
(k)
n ,

(2.10)

g̃k =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

ϕ̃k(ξ) dξ, gαk = ϕ̃
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J0
,

W̃kf(x, t) =

∫ t

1

R̃∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ.

Функции pk(x) вычисляются по формулам (1.15), а ядра R̃∗
k(t, τ) (k =

1, 2, . . .) являются резольвентами ядер

K̃∗
k(t, τ) =

γ̃kK2(t, τ)

c(t) + γ̃k
.

Значком ‘˜’ здесь помечены те величины, которые изменились по сравне-
нию с решением задачи при неизвестном угле поворота. Таким образом,

после нахождения при помощи соотношений (2.10) контактных давле-
ний под штампом Q(x, t), можно найти и закон изменения эксцентриси-

тета приложения нагрузки по формуле (1.22), с помощью которой будет
обеспечиваться необходимый режим изменения угла поворота штампа. В

частности, можно обеспечить постоянное равенство нулю угла поворота
штампа α(t) ≡ 0.

Выражение для осадки штампа также претерпевает изменения

δ(t)=
1√
J0

{
−α(t)

J1√
J0

+g0+c(t)z0(t)+(I−V2)

[
R00z0(t)+

∞∑

k=1

Kα
k z̃k(t)

]}
,

g0 =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

p0(ξ) dξ.

4. Случай задания осадки штампа.

Для построения решения в случае задания осадки штампа необходи-
мо систему базисных функций pk(x) (k = 0, 1, . . .) заменить на p̌k(x)

(k = 0, 1, . . .): первые две базисные функции p̌0(x) и p̌1(x) принима-
ют вид (1.19), а остальные вычисляются по обычным правилам (1.15),

p̌k(x) ≡ pk(x) (k = 2, 3, . . .).
Первое дополнительное условие (2.8) переходит в уравнение для на-

хождения силы P (t) приложения нагрузки (1.23).
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Окончательные формулы для определения контактных давлений под
штампом имеют вид

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) = ž0(t)p̌0(x) +
∞∑

k=1

žk(t)ϕ̌k(x),

ž0(t) =
M(t)√
J2

, žk(t) = −(I + W̃k)
ǧk − δ(t)gδk + (I − V2)ž0(t)K

δ
k

c(t) + γ̌k
,

ϕ̌m(x) =
∞∑

i=1

ϕ̌
(m)
i p̌i(x),

∞∑

n=1

Řmnϕ̌
(k)
n = γ̌kϕ̌

(k)
m , k, m = 1, 2, . . . ,

k(x, ξ) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

Řmnp̌m(x)p̌n(ξ), Kδ
k =

∞∑

n=1

Ř0nϕ̌
(k)
n ,

ǧk =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

ϕ̌k(ξ) dξ, gδk = ϕ̌
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J2
,

W̌kf(x, t) =

∫ t

1

Ř∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ.

ядра Ř∗
k(t, τ) (k = 1, 2, . . .) являются резольвентами ядер

Ǩ∗
k(t, τ) =

γ̌kK2(t, τ)

c(t) + γ̌k
.

Значком ‘ˇ’ здесь помечены те величины, которые изменились по срав-

нению с решением задачи из §2 и §3. Таким образом, после нахождения
при помощи записанных выше соотношений контактных давлений под

штампом Q(x, t), можно найти и силу приложения нагрузки по форму-
ле (1.24). О представлении коэффициентов разложения Řmn через Rmn

см. раздел 1.1, замеч. 3.

После вычисления контактных давлений под штампом можно найти
и угол поворота штампа:

α(t)=
1√
J2

{
−δ(t) J1√

J2

+ǧ0+c(t)ž0(t)+(I−V2)

[
Ř00ž0(t)+

∞∑

k=1

Kδ
kzk(t)

]}
,

ǧ0 =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

p̌0(ξ) dξ.

5. Решение уравнения с известной правой частью.

При решении задачи с известной правой частью дополнительные усло-
вия (2.8) превращаются в уравнения для нахождения функций нагруз-
ки P (t) и эксцентриситета e(t) ее приложения (1.25).
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Приведем окончательные формулы для нахождения контактных дав-
лений под штампом:

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) =

∞∑

k=0

ẑk(t)ϕ̂k(x),

ẑk(t) = (I + Ŵk)
−ĝk + δ(t)ĝδk + α(t)ĝαk

c(t) + γ̂k
,

Ŵkf(x, t) =

∫ t

1

R̂∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ,

ϕ̂m(x) =

∞∑

i=0

ϕ̂
(m)
i pi(x),

∞∑

n=0

Rmnϕ̂
(k)
n = γ̂kϕ̂

(k)
m , k, m = 0, 1, . . . ,

k(x, ξ) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

Rmnpm(x)pn(ξ), ĝk =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

ϕ̂k(ξ) dξ,

ĝδk = ϕ̂
(k)
0

√
J0, ĝαk = ϕ̂

(k)
0

J1√
J0

+ ϕ̂
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J0
,

(2.11)

Функции pk(x) вычисляются по формулам (1.15), а ядра R̂∗
k(t, τ) (k =

0, 1, . . .) являются резольвентами ядер

K̂∗
k(t, τ) =

γ̂kK2(t, τ)

c(t) + γ̂k
.

Значком ‘ˆ’ здесь помечены те величины, которые изменились по срав-
нению с решениями задач из §2 и §3. Таким образом, после нахожде-

ния при помощи соотношений (2.11) контактных давлений под штам-
пом Q(x, t), по формулам (1.27) можно найти и функции P (t) и e(t).

6. Численные расчеты.

Вследствие схожести математических моделей для контактной задачи

с покрытием переменной толщины ((1.13), (1.14)) и контактной задачи
с неоднородным покрытием ((2.7), (2.8)) качественные эффекты также

будут схожи, однако из-за небольшого различия этих моделей и по при-
чине различных начальных физических постановок они будут всё же
несколько отличаться.

Опишем сначала основные отличия в математических постановках
главы 1 и главы 2.

1. При рассмотрении тел с покрытиями переменной толщины прихо-
дилось иметь дело с такими функциями m(x) для которых выполнялось
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бы m(x) = m ± ∆m(x) > 0, ∆m(x) ≪ m (∀x ∈ [−1, 1]). Теперь же,
при исследовании контактных задач для тел с поверхностно неоднород-

ными покрытиями такого ограничения нет, то есть на функцию m(x)
накладывается единственное ограничение: m(x) > 0. Это обстоятель-
ство позволяет рассматривать в качестве m(x) более сложные функции

и описывать чрезвычайно экзотические распределения контактных дав-
лений, вызванные неоднородностью покрытия.

2. В постановке (2.7), (2.8) в правой части интегрального уравнения

теперь присутствует функция формы основания штампа g(x). Далее бу-
дут рассмотрены штампы, форма которых представляет из себя плос-

кость, параболу, синусоиду с небольшим количеством периодов и т.д.,
что является стандартным выбором для формы штампа в большинстве

исследований.

3. Рассматриваются основания, состоящие из вязкоупругого слоя про-
извольной толщины и упругого поверхностно неоднородного покрытия.

Перейдем теперь непосредственно к численным расчетам контактных
задач для оснований с поверхностно неоднородными покрытиями.

Рассмотрим двухслойное основание, нижний слой которого изготов-

лен из вязкоупругого стареющего материала, а верхний — из упругого.
Будем считать, что изменение модуля упругости вязкоупругого матери-

ала несущественно, и тогда E2(t− τ2) ≡ E2. Меру ползучести материала
нижнего слоя представим в виде (0.12), (0.13):

C(t, τ) = (C0 + A0e
−χτ )

[
1 − e−ψ(t−τ)]. (2.12)

Зададимся следующими значениями параметров

ν2 = 0.1, c(t) ≡ 1, C0E2 = 0.5522, A0E2 = 4,

χτ0 = 0.31, ψτ0 = 0.6 (τ0 = 10 сут).
(2.13)

Без ограничения общности, момент изготовления вязкоупругого слоя

примем равным нулю, τ2 = 0.

Рассмотрим, для примера, задачу с функцией m(x), заданной урав-
нением

m(x) =

{
0.6 + 0.4 cos 2π(x−0.3)

0.3 при x ∈ [0.3, 0.6],

1 при x 6∈ [0.3, 0.6].
(2.14)

Такой вид функции моделирует покрытие, жесткость которого сильно
увеличена в области x ∈ [0.3, 0.6] (вспомним, что m(x) ∼ 1/R(ax))
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Фиг. 2.2. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для m(x),
определяемой формулой (2.14)

вследствие, например, поверхностной обработки. Штамп считается плос-
ким. Распределение контактных давлений в различные моменты времени

при нулевом эксцентриситете приложения единичной силы показано на
рис. 2.2. Как видно, в месте повышенной жесткости появляется пик кон-
тактных напряжений, значения в котором в начальный момент времени

отличаются от средних более чем в 3 раза. Однако это не означает, что
если жесткость в какой-либо точке в n раз больше, чем в другой, то и

контактное давление в этой точке будет отличаться в n раз. Для того,
чтобы это показать рассмотрим функцию m(x), заданную соотношением

m(x) =

{
0.6 + 0.4 cos 2π(x−0.3)

0.05 при x ∈ [0.3, 0.35],

1 при x 6∈ [0.3, 0.35].
(2.15)

Эта функция отличается от (2.14) только тем, что уменьшен интервал,
в котором m(x) 6= 0. В остальном они схожи. На рис. 2.3 показано
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Фиг. 2.3. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для m(x),
определяемой формулой (2.15)

распределение контактных давлений в начальный момент времени для

при (2.15). Как видно при уменьшении интервала значения контактных
давлений отличаются уже в 4.5 раза, то есть можно сделать вывод, что

чем уже такой интервал, тем сильнее там скачок контактных давлений.
В обоих случаях с течением времени пик давлений спадает, однако по
краям штампа давления наоборот возрастают.
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Фиг. 2.4. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0, c(t) ≡ 0.3
для m(x), определяемой формулой (2.15)

Следует отметить, что подобные распределения получены, когда

жесткость покрытия намного меньше жесткости основного слоя. Как
только мы начнем использовать для нижнего слоя более мягкий ма-

териал, этот пик начнет спадать (рис. 2.4). После некоторого предела
контактные давления по краям начнут превышать значения контактных

давлений на участке увеличенной жесткости.

Графики осадки и угла поворота не представляют из себя ничего но-
вого по сравнению с тем, что мы видели в предыдущей главе. Очевидно,

что штамп будет поворачиваться против часовой стрелки, так как справа
покрытие имеет усиленный участок.

Зачастую для неоднородных и неоднородно упрочненных поверхно-
стей использует функция жесткости R(x), принадлежащая к классу ку-
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Фиг. 2.5. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для m(x),
определяемой формулой (2.16)

сочнопостоянных функций и имеющая вид

R(x) =

{
R1, если x ∈ Ω\ω,

R2, усли x ∈ ω,

где ω — совокупность всех упрочненных зон, Ω\ω — совокупность всех

неупрочненных зон; R2 > R1. На рис. 2.5 показаны распределения кон-
тактных давлений для случая, когда зоны упрочнения равномерно рас-

положены по оси x. Функция, описывающая жесткость покрытия, рас-
положена симметрично относительно оси y, а функция m(x) имеет вид

m(x) =

{
1, если x ∈ [17(4i− 7), 1

7(4i− 5)],

1.5, если x ∈ [17(4i− 5), 1
7(4i− 3)],

(2.16)

Также предполагается, что штамп плоский. Видно, что контактные дав-
ления испытывают разрывы в местах изменения жесткости покрытия. С
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Фиг. 2.6. Распределение контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для m(x),
определяемой формулой (2.17)

(1 — t = 1, 2 — t = 1.5, 3 — установившееся распределение)

Фиг. 2.7. Изменение осадки (a) и угла поворота (b) штампа от времени
при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для m(x), определяемой формулой (2.17)

течением времени на каждом из участков происходит перераспределение

контактных давлений, причем на всех участках это перераспределение
происходит по разному: на краях штампа оно увеличивается, а ближе к
центру уменьшается.

В качестве еще одного примера рассмотрим случай, когда для покры-

тия используются два материала, граница раздела которых проходит по
оси штампа, то есть

m(x) =

{
1, если x < 0,

2, если x > 0,
(2.17)

Графики контактных давлений представлены на рис. 2.6. Видно, что для
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различных участков напряжения меняются совершенно по разному. Для
более жесткого (x < 0) в начальный момент времени напряжения справа

(x = 0) превышают напряжения слева (x = −1), но при увеличении t
график меняет свой вид и уже слева напряжения становятся больше,
чем справа. В то же время более мягкий материал ведет себя более ста-

бильно: как в начальный момент времени, так и при t→ ∞ напряжения
справа больше напряжений слева. Разумеется несимметричность жест-

кости вызывает значительный перекос штампа на слое. Графики осадки
и угла поворота штампа представлены на рис. 2.7.

Продемонстрируем теперь влияние формы штампа на распределение

контактных давлений в случае поверхностной неоднородности покры-
тия постоянной толщины. На рис. 2.8 a показано распределение контакт-

ных давлений при контакте плоского штампа и основания с однород-
ным покрытием (m(x) ≡ 1.2). Если взять неоднородное покрытие, у

которого жесткость по краям превышает жесткость в середине (m(x) =
1.2 − 0.5x2), то график распределения контактных давлений изменит-

ся и примет вид, изображенный на рис. 2.8 b. Но если на такое осно-
вание действовать не плоским штампом, а штампом, форма основания
которого описывается уравнением g(x) = 0.21x2 + 0.1x4, то, по край-

ней мере при t = 1, распределение контактных давлений (рис. 2.8 c)
вновь станет схожим по численным значениям со случаем, когда неод-

нородность отсутствует, а штамп плоский. Разумеется, в последующие
моменты времени распределения контактных давлений в случаях a и c
начинают сильнее отличаются друг от друга, причем в случае c давле-
ние изменяется сильнее. Графики осадок штампов для всех трех случаев

представлены на рис. 2.9. Уменьшение осадки в случае b по сравнению
со случаем a связано с увеличением средней жесткости покрытия при
прочих равных условиях. В случае c из-за выгнутости штампа происхо-

дит перераспределение контактных давлений, в результате чего штамп
получает возможность глубже внедриться в основание по сравнению со

случаем b.

В конце данного параграфа оговоримся лишь о выполнении или мо-
дификации свойств, упомянутых в §6 раздела 1.1.

1. Свойство 1 остается без изменения.

2. Свойство 2 не применимо к рассматриваемой задачи в общем слу-

чае, так как в правой части интегрального уравнения появляется функ-
ция формы основания штампа, не зависящая от силы P . Оно в нашем
случае приобретает вид, схожий с (1.32), то есть при постоянной си-
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Фиг. 2.8. Распределения контактного давления при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для
различных случаев: a — плоский штамп и однородное покрытие (m(x) ≡ 1.2),

b — плоский штамп и неоднородное покрытие (m(x) = 1.2 − 0.5x2), c — штамп с
формой g(x) = 0.21x2 + 0.1x4 и неоднородное покрытие (m(x) = 1.2 − 0.5x2).

Всюду 1 — t = 1, 2 — t = 1.5, 3 — установившееся распределение

ле P (t) ≡ P осадка, угол поворота штампа и контактные давления есть

некоторая линейная функция параметра P , то есть

δ(P, t) = f̃ δ1 (t) + Pf̃ δ2 (t), α(P, t) = f̃α1 (t) + Pf̃α2 (t),

q(P, x, t) = f̃ q1 (x, t) + Pf̃ q2 (x, t).

Значок ‘˜’ подчеркивает, что функции f̃ отличны от функций f из (1.32).
Следствие и графические методы из свойства 3 переносятся и на пере-

формулированное второе с учетом замены e на P и ограничений на зна-
чения силы P .

3. Свойство 3, следствие из него и графические методы остаются в



2.1. Плоская задача 80

Фиг. 2.9. Осадка штампа при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для различных случаев:
a — плоский штамп и однородное покрытие (m(x) ≡ 1.2),

b — плоский штамп и неоднородное покрытие (m(x) = 1.2 − 0.5x2), c — штамп с
формой g(x) = 0.21x2 + 0.1x4 и неоднородное покрытие (m(x) = 1.2 − 0.5x2)

силе и для рассматриваемой задачи.

Таким образом в данном параграфе было показано, что при расчете
двухслойных оснований необходимо учитывать поверхностную неодно-
родность покрытий, которая может возникать вследствие упрочнения

либо особенностей нанесения этих покрытий на основное тело. Произве-
дены расчеты как для покрытий, жесткости которых изменены локально,

так и для покрытий, жесткости которых описываются кусочнопостоян-
ными функциями. Рассмотрен случай, когда покрытие состоит из двух

материалов, граница раздела которых совпадает с осью штампа. Про-
иллюстрировано влияние формы штампа на распределение контактных

давлений и на осадку штампа.
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2.2 Осесимметричная задача

1. Постановка задачи.

Постановка, да и метод решения, как это будет показано ниже, осесим-

метричной задачи аналогична постановке для случая плоской задачи.

На недеформируемом подстилающем основании лежит вязкоупругий
слой с покрытием, на который с момента времени τ0 вдавливается глад-
кий жесткий кольцевой штамп с силой P (t), приложенной по его оси

(рис. 2.10). Область контакта со временем не изменяется и ограничена
окружностями радиусов a и b (a < b), а форма основания штампа зада-

ется функцией g(r). Тонкое упругое покрытие толщины h (h≪ (b− a)),
свойства которого зависят от продольной координаты x [66, 64], лежит

на нижнем вязкоупругом слое произвольной толщины H, изготовленном
в момент времени τ2 6 τ0 и стареющем однородно.

Для вывода интегрального уравнения задачи заменим штамп неко-

торой распределенной нагрузкой p(r, t) = −q(r, t), действующей на том
же кольцевом участке (a 6 r 6 b) и равной нулю вне его. Вертикаль-

ное перемещение верхней грани описанного выше слоя под действием
нормальной нагрузки q(r, t) можно записать в форме [17]:

uz(r, t) =
q(r, t)h

R(r)
+

2(1 − ν2
2)

H
(I − V2)D

q(r, t)

E2(t− τ2)
, (2.18)

Df(r, t) =

∫ b

a

kas

( r

H
,
ρ

H

)
f(ρ, t)ρ dρ,

где, как и в плоском случае, ν2 и E2(t − τ2) — коэффициент Пуассона
и модуль упругомгновенной деформации вязкоупругого слоя; I — тож-

дественный оператор, V2 — интегральный оператор Вольтерра с ядром
ползучести при растяжении K(2)(t, τ), C(2)(t, τ) — мера ползучести при

растяжении (см. плоскую задачу); R(r) — функция жесткости покры-
тия, зависящая от условий его соединения с нижним слоем и вычисля-

емый либо по формуле (2.2), либо по формуле (2.3), D — интеграль-
ный оператор с известным ядром осесимметричной контактной задачи
kas(r/H, ρ/H), которое имеет вид (1.34).

Приравнивая вертикальные перемещения верхней грани покрытия пе-
ремещению штампа как жесткого целого, с учетом (2.18) получим инте-
гральное уравнение исследуемой осесимметричной контактной задачи в
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Фиг. 2.10. Осесимметричная контактная задача для вязкоупругого основания
с упругим неоднородным покрытием

виде:

q(r, t)h

R(r)
+

2(1 − ν2
2)

H
(I − V2)D

q(r, t)

E2(t− τ2)
= δ(t) − g(r),

a 6 r 6 b,

(2.19)

где δ(t) — осадка штампа. Разумеется, по сравнению с плоским случаем

ушла одна степень свободы и пропала неизвестная величина, отвечаю-
щая за наклон штампа. Условие равновесия штампа на слое в рассмат-

риваемом осесимметричном случае имеет вид (1.36).
Сделав в (2.19) и (1.36) замену переменных по формулам

(r∗)2=
r2 − a2

b2 − a2
, (ρ∗)2 =

ρ2 − a2

b2 − a2
, λ=

H

b− a
, η=

a

b− a
, ξ2 =

b+ a

b− a
,

t∗ =
t

τ0
, τ ∗ =

τ

τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
, δ∗(t∗) = kP

δ(t)

b− a
, g∗(r∗) = kP

g(r)

b− a
,

q∗(r∗, t∗) =
2kP (1 − ν2

2)q(r, t)

E2(t− τ2)
, m∗(r∗) =

E0

R(r)(1 − ν2
2)

h

2(b− a)
,

c∗(t∗) =
E2(t− τ2)

E0
, P ∗(t∗) =

2kPP (t)(1 − ν2
2)

πE2(t− τ2)(b2 − a2)
,

V∗
2f(x∗, t∗) =

∫ t∗

1

K2(t
∗, τ ∗)f(x∗, τ ∗) dτ ∗,

K2(t
∗, τ ∗) = K(2)(t− τ2, τ − τ2)τ0,

B∗f(r∗, t∗) =

∫ 1

0

k∗as(r
∗, ρ∗)f(ρ∗, t∗)ρ∗ dρ∗,

k∗as(r
∗, ρ∗) =

ξ2

λ
kas

[√
(r∗)2ξ2 + η2

λ
,

√
(ρ∗)2ξ2 + η2

λ

]
=
b+ a

H
kas

( r

H
,
ρ

H

)
.

(2.20)

Безразмерный коэффициент kP несет тот же смысл, что и в случае плос-
кой задачи. Опустив в полученных соотношениях звездочки, получим
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смешанное интегральное уравнение

c(t)m(r)q(r, t) + (I − V2)Bq(r, t) = δ(t) − g(r), 0 6 r 6 1, (2.21)

с дополнительным условием (1.39). Деля на
√
m(r) уравнение (2.21) и

вводя обозначения (1.40), интегральное уравнение (2.21) приводится к
интегральному уравнению с симметричным положительно определен-

ным ядром типа Гильберта-Шмидта

c(t)Q(r, t) + (I − V2)DQ(r, t) =
δ(t)√
m(r)

− g(r)√
m(r)

, 0 6 x 6 1. (2.22)

Дополнительное условие (1.39) приводится к виду

∫ 1

0

Q(ρ, t)√
m(ρ)

ρ dρ = P (t). (2.23)

Таким образом мы получили разрешающее двумерное интегральное
уравнение (2.22), содержащее интегральные операторы как с постоянны-
ми, так и с переменными пределами интегрирования, а также дополни-

тельное условие (2.24).

2. Решение осесимметричной задачи.

Функция Q(r, t) для осесимметричного случая представима в виде

следующего ряда

Q(r, t) = v0(t)p
◦
0(r) +

∞∑

k=1

vk(t)ψk(r).

Полином p◦0(r) задан формулой (1.43), функция v0(t) находится из со-

отношения (1.44), собственные функции ψk(r) (k = 1, 2, . . .) ищутся
из (1.47), а функции разложения vk(t) (K = 1, 2, . . .) определяются из

vk(t) = −(I + Yk)
gk + (I − V2)v0(t)Tk

c(t) + βk
,

Tk =

∞∑

n=1

T0nψ
(k)
n , k = 1, 2, . . . ,

Ykf(r, t) =

∫ t

1

R◦
k(t, τ)f(r, τ) dτ.

где собственные значения βk, собственные векторы ψ
(k)
n (k, n = 1, 2, . . .)

и коэффициенты Tmn (m, n = 0, 1, . . .) разложения ядра интегрального
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оператора D ищутся по формулам (1.47), а R◦
k(t, τ) (k = 1, 2, . . .) —

резольвента ядра

K◦
k(t, τ) =

βkK2(t, τ)

c(t) + βk
.

Коэффициенты gk (k = 0, 1, . . .) — это коэффициенты разложения

функции g(r)/
√
m(r) по базисным функциям:

g(r)√
m(r)

= g0p
◦
0(r) +

∞∑

k=1

gkψk(r).

g0 =

∫ 1

0

g(ρ)√
m(ρ)

p◦0(ρ)ρ dρ, gk =

∫ 1

0

g(ρ)√
m(ρ)

ψk(ρ)ρ dρ, k = 1, 2, . . .

(2.24)

Как и ранее, полученное решение имеет структуру:

q(r, t) =
1

m(r)

[
v0(t)P

◦
0 (r) + · · ·

]
,

то есть удается выделить в решении в явном виде весовую функцию
m(r), а значит и связанную с ней заменой (2.20) функцию жесткости

покрытия R(r).

Приведем теперь уравнение для определения функции осадки штампа

δ(t) =
1√
I0

{
g0 + c(t)v0(t) + (I − V2)

[
T00v0(t) +

∞∑

k=1

Tkvk(t)

]}
.

Таким образом, построено аналитическое решение осесимметричной
контактной задачи о взаимодействии жесткого кольцевого штампа и вяз-

коупругого стареющего слоя при наличии поверхностно неоднородного
упругого покрытия.

3. Решение уравнения с известной правой частью.

Запишем теперь без вывода решение поставленной осесимметричной

контактной задачи с известной правой частью. Дополнительное усло-
вие (2.24) превращается в уравнение для нахождения функции силы при-
ложения (1.47).

Приведем окончательные формулы для вычисления контактных на-
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пряжений под штампом:

q(r, t) =
Q(r, t)√
m(r)

, Q(r, t) =
∞∑

k=0

v̂k(t)ψ̂k(r),

v̂k(t) = (I + Ŷk)
−ĝk + δ(t)gδk
c(t) + β̂k

, Ŷkf(r, t) =

∫ t

1

R̂◦
k(t, τ)f(r, τ) dτ,

ψ̂m(r) =
∞∑

i=0

ψ̂
(m)
i p◦i (r),

∞∑

n=0

Tmnψ̂
(k)
n = β̂kψ̂

(k)
m , k, m = 0, 1, . . . ,

k(r, ρ) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

Tmnp
◦
m(r)p◦n(ρ),

ĝk =

∫ 1

0

g(ρ)√
m(ρ)

ψ̂k(ρ)ρ dρ, gδk =

∫ 1

0

ψ̂k(ρ)√
m(ρ)

ρdρ = ψ̂
(k)
0

√
I0.

(2.25)

Функции p◦k(x) вычисляются по формулам (1.43), а ядра R̂◦
k(t, τ) (k =

0, 1, . . .) являются резольвентами ядер

K̂◦
k(t, τ) =

β̂kK2(t, τ)

c(t) + β̂k
.

Значком ‘ˆ’ здесь помечены те величины, которые изменились по срав-
нению с решением задачи из §2. Таким образом, после нахождения при

помощи соотношений (2.25) напряжений под штампом Q(r, t), по форму-
ле (1.49) можно найти и функцию P (t).



2.3. Основные результаты и выводы 86

2.3 Основные результаты и выводы

Сформулируем основные результаты и выводы, полученные в главе

2.

1. Поставлены и решены плоские и осесимметричные задачи для поверх-

ностно неоднородных вязкоупругих слоистых оснований. Такой тип
неоднородности учтен впервые, причем в полученном решении функ-

ция жесткости верхнего тонкого слоя выделена явно, что дает возмож-
ность расчета как быстро осциллирующих, так и кусочно-постоянных
функций жесткости, которые часто встречаются на практике.

2. Произведены расчеты как для покрытий, жесткости которых изме-
нены локально, так и для покрытий, жесткости которых описывают-

ся кусочнопостоянными функциями. Показано, что при расчете двух-
слойных оснований необходимо учитывать поверхностную неоднород-

ность покрытий, которая может возникать вследствие упрочнения ли-
бо особенностей нанесения этих покрытий на основное тело.



Глава 3

Износ упругих оснований с

поверхностно неоднородными

покрытиями

В главе рассмотрены контактные задачи износа упругих оснований с
поверхностно неоднородными покрытиями. Считается, что между сло-
ями, а также между нижним слоем и подстилающим основанием осу-

ществляется идеальный контакт. Предполагается, что скорость изнаши-
вания слоя прямо пропорциональна касательным усилиям и осредненно-

му значению модуля скорости скольжения и обратно пропорциональна
твердости покрытия, а касательные усилия и контактные давления свя-

заны законом Кулона. Рассматриваются кусочно однородные покрытия,
отношения твердостей и жесткостей которых совпадают, а также покры-

тия, технологический процесс нанесения или упрочнения которых делает
их твердости и жесткости зависящими от координат точек поверхности,
но не влияет на их отношение. Для исследования плоских и осесиммет-

ричных износо-контактных задач применяются те же методы и подходы,
что и при исследовании контактных задач, рассмотренных в предыду-

щих двух главах.

Основные результаты главы отражены в работах [43, 46, 49, 50,
67, 105].
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3.1 Плоская задача

1. Постановка задачи.

На недеформируемом подстилающем основании лежит упругий слой

с покрытием, на который с момента времени τ0 вдавливается гладкий
жесткий штамп с силой P (t) и эксцентриситетом ее приложения e(t),

который, кроме того, движется в направлении, перпендикулярном плос-
кости Oxz (рис. 3.1). Осредненное значение модуля скорости скольже-

ния штампа по поверхности основания равно V . Длина линии контакта
со временем не изменяется и равна 2a, а форма основания штампа за-
дается функцией g(x). Тонкое упругое покрытие толщины h (h ≪ 2a),

свойства которого зависят от продольной координаты x [64, 66], лежит
на нижнем упругом слое произвольной толщиныH. Между нижним сло-

ем и подстилающим основанием, а также между слоями, осуществляется
идеальный контакт.

Как и в разделах 1.1, 2.1, для вывода интегрального уравнения задачи
заменим штамп некоторой распределенной нагрузкой p(x, t) = −q(x, t),
действующей на том же участке (−a 6 x 6 a) и равной нулю вне его.
Вертикальное перемещение верхней грани описанного выше слоя под

действием нормальной нагрузки q(x, t) можно записать в форме [17]:

u1(x, t) =
q(x, t)h

R(x)
+

2(1 − ν2
2)

πE2
Fq(x, t), (3.1)

Ff(x, t) =

∫ a

−a
kpl

(x− ξ

H

)
f(ξ, t) dξ,

где ν2 и E2 — коэффициент Пуассона и модуль Юнга нижнего слоя;
R(x) — функция жесткости покрытия, вычисляемая по формуле (2.3).

Эксперименты показывают [88, 96], что скорость изнашивания слоя
прямо пропорциональна действующим под штампом касательным уси-
лиям τ(x, t) и осредненному значению модуля скорости скольжения V

(см., например, [2, 55, 30]) и обратно пропорциональна твердости покры-
тия ([64, 107]):

v2(x, t) =
k1V τ(x, s)

T (x)
.

где k1 — некоторый безразмерный коэффициент. Тогда вертикальное пе-

ремещение верхней грани покрытия вследствие линейного износа зада-
ется формулой

u2(x, t) =
k1V

T (x)

∫ t

τ0

τ(x, s) ds. (3.2)



3.1. Плоская задача 89

Фиг. 3.1. Износ вязкоупругого основания с неоднородным упругим покрытием
в плоском случае

Предполагая, что сила трения связана с контактным давлением зако-
ном Кулона (см., например, [2]), то есть

τ(x, t) = k2q(x, t),

и используя (3.2), получим

u2(x, t) =
k1k2V

T (x)

∫ t

τ0

q(x, s) ds. (3.3)

Здесь k2 — коэффициент трения. Обычно в литературе употребляется
такой термин, как коэффициент износа Ku(x). В рассматриваемом слу-

чае Ku(x) = k1k2/T (x).
Поскольку рассматриваются кусочно однородные покрытия, отноше-

ния твердостей и жесткостей которых совпадают, а также покрытия,
технологический процесс нанесения или упрочнения которых делает их
твердости и жесткости зависящими от координат точек поверхности, но

не влияет на их отношение (см., например [80]), то функции твердости и
жесткости связаны соотношением

R(x) = kTT (x).

Следует отметить, что при определении деформаций основания мы

пренебрегаем силами трения в области контакта, а также инерционными
силами, возникающими вследствие движения штампа. Постановка зада-

чи износа с такими предположениями дана также и в [2, 25, 59].
Также мы предполагаем, что необратимые перемещения за счет из-

носа u2(x, t) малы по сравнению с толщиной покрытия h и соизмеримы
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с нормальными упругими перемещениями контактирующих тел u1(x, t).
Учитывая это при определении напряженно-деформированного состоя-

ния тела граничные условия относятся к неизношенной поверхности.
Приравнивая вертикальные перемещения верхней грани покрытия пе-

ремещению штампа как жесткого целого, u1 + u2 = δ(t) +α(t)x− g(x), с

учетом (3.1)–(3.3) получим интегральное уравнение исследуемой задачи
износа в форме

q(x, t)h

kTT (x)
+
k1k2V

T (x)

∫ t

τ0

q(x, s) ds+
2(1− ν2

2)

πE2
Fq(x, t)=δ(t) + α(t)x− g(x),

−a ≤ x ≤ a,

(3.4)

где δ(t) — осадка штампа, а α(t) — угол его поворота. Условия равновесия
штампа на слое совпадают с уравнениями (1.8).

Сделав в (3.4) и (1.8) замену переменных по формулам

x∗ =
x

a
, ξ∗ =

ξ

a
, t∗ =

t

τ0
, τ ∗ =

τ

τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
, λ =

H

a
,

δ∗(t∗) = kP
δ(t)

a
, α∗(t∗) = kPα(t), g∗(x∗) = kP

g(x)

a
,

c∗ =
E2

E0
, m∗(x∗) =

E0

kTT (x)(1− ν2
2)

h

2a
,

q∗(x∗, t∗) =
2kP (1 − ν2

2)q(x, t)

E2
, V ∗ = k1k2kT

V τ0
h
,

P ∗(t∗) =
2kPP (t)(1 − ν2

2)

E2a
, M∗(t∗) =

2kPM(t)(1 − ν2
2)

E2a2
,

A∗f(x∗, t∗) =

∫ 1

−1

k∗pl(x
∗, ξ∗)f(ξ∗, t∗) dξ∗,

k∗pl(x
∗, ξ∗) =

1

π
kpl

(x− ξ

H

)
=

1

π
kpl

(x∗ − ξ∗

λ

)
.

(3.5)

Безразмерный коэффициент kP вводится исключительно для улучшения
вида функций P ∗(t∗) и M∗(t∗) (чтобы при численных расчетах они не

сильно отличались по значениям). Опустив в полученных соотношениях
звездочки, получим смешанное интегральное уравнение в виде

cm(x)

[
q(x, t) + V

∫ t

1

q(x, τ) dτ

]
+ Aq(x, t) = δ(t) + α(t)x− g(x),

−1 6 x 6 1,

(3.6)

с дополнительными условиями (1.11). Умножая на
√
m(x) уравне-

ние (3.6) и вводя обозначения (1.12), интегральное уравнение (3.6) приво-
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дится к интегральному уравнению с симметричным положительно опре-
деленным ядром типа Гильберта-Шмидта

c

[
Q(x, t) + V

∫ t

1

Q(x, τ) dτ

]
+ FQ(x, t) =

=
δ(t)√
m(x)

+
α(t)x√
m(x)

− g(x)√
m(x)

, −1 6 x 6 1.

(3.7)

Дополнительные условия (1.11) приводятся к виду:

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

dξ = P (t),

∫ 1

−1

Q(ξ, t)√
m(ξ)

ξ dξ = M(t). (3.8)

Таким образом мы получили разрешающее смешанное двумерное ин-
тегральное уравнение (3.7), а также дополнительные условия (3.8).

В следующем параграфе мы приведем лишь окончательные аналити-
ческие результаты, так как метод решения подобной задачи был подроб-

но описан в §2 раздела 1.1.

2. Решение плоской задачи.

Не останавливаясь на промежуточных выкладках, проведенных в

предыдущем разделе, приведем лишь решение поставленной зада-
чи (3.7), (3.8).

Как и во всех рассмотренных ранее плоских задачах, функция Q(x, t)

представляется в виде

Q(x, t) = z0(t)p0(x) + z1(t)p1(x) +
∞∑

k=2

zk(t)ϕk(x).

Здесь полиномы p0(x) и p1(x) задаются формулами (1.15), функции
разложения z0(t) и z1(t) находятся из соотношений (1.16), собственные
функции ϕk(x) (k = 2, 3, . . .) ищутся из (1.18), а функции разложе-

ния zk(t) (k = 2, 3, . . .) определяются из

zk(t) = −(I + Wk)
gk + z0(t)K

(0)
k + z1(t)K

(1)
k

c+ γk

K
(0)
k =

∞∑

n=2

R0nϕ
(k)
n , K

(1)
k =

∞∑

n=2

R1nϕ
(k)
n , k = 2, 3, . . . ,

Wkf(x, t) =

∫ t

1

R∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ,

(3.9)
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где собственные значения γk, собственные векторы ϕ
(k)
n (k, n = 2, 3, . . .)

и коэффициенты Rmn (m, n = 0, 1, . . .) разложения ядра интеграль-
ного оператора F ищутся по формулам (1.18), коэффициенты gk (k =

0, 1, . . .) разложения функции формы основания g(x)/
√
m(x) определя-

ются по формуле (2.9), а R∗
k(t, τ) (k = 2, 3, . . .) — резольвента ядра

K∗
k(t, τ) = − cV

c+ γk
.

Замечание 1. Функцию zk(t) можно представить и в более нагляд-

ном виде

zk(t) = −gk + z0(1)K
(0)
k + z1(1)K

(1)
k

c+ γk
exp

[
−cV (t− 1)

c+ γk

]
−

−
∫ t

1

ż0(τ)K
(0)
k + ż1(τ)K

(1)
k

c+ γk
exp

[
−cV (t− τ)

c+ γk

]
dτ=

= − 1

c+ γk

{
gk exp

[
−cV (t− 1)

c+ γk

]
+ z0(t)K

(0)
k + z1(t)K

(1)
k

}
+

+ cV

∫ t

1

z0(τ)K
(0)
k + z1(τ)K

(1)
k

(c+ γk)2
exp

[
−cV (t− τ)

c+ γk

]
dτ.

Как и ранее, полученное решение имеет структуру:

q(x, t) =
1

m(x)

[
z0(t)P0(x) + z1(t)P1(x) + · · ·

]
, (3.10)

то есть удается выделить в решении в явном виде весовую функцию
m(x), а значит и связанную с ней заменой (3.5) функцию твердости по-

крытия T (ax) ∼ 1/m(x). Решение такого вида позволяет производить
аналитические вычисления для оснований с покрытиями, функции твер-

дости которых могут быть как разрывными, так и осциллирующими.
Осадку и угол поворота штампа можно определить из соотношений

α(t) =

√
J0

J0J2 − J2
1

{
g1 + c

[
z1(t) + V

∫ t

1

z1(τ) dτ

]
+

+R10z0(t) + R11z1(t) +

∞∑

k=2

K
(1)
k zk(t)

}
,

(3.11)

δ(t) =
1√
J0

{
−α(t)

J1√
J0

+ g0 + c

[
z0(t) + V

∫ t

1

z0(τ) dτ

]
+

+R00z0(t) + R01z1(t) +
∞∑

k=2

K
(0)
k zk(t)

}
.

(3.12)
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В частности, при постоянных силе P и моменте M , действующих
на штамп, при больших значениях времени в представлении контакт-

ных давлений остаются только главные члены разложения и тогда урав-
нение (3.10) можно представить в виде произведения функции твердо-
сти T (x) и некоторой линейной функции, то есть

q(x, t) = AT (ax)(1 + Θx), (3.13)

где коэффициент Θ обусловлен наличием перекоса штампа за счет при-
ложенного моментаM или продольной неоднородности покрытия. Коэф-
фициенты A и Θ можно определить из дополнительных условий (1.11):

A = Ã
1 − ν2

2

E0

2a

h
, Ã = P

J0J2 − J2
1

J2 − eJ1
, Θ =

eJ0 − J1

J2 − eJ1
,

J0 =

∫ 1

−1

dξ

m(ξ)
, J1 =

∫ 1

−1

ξ dξ

m(ξ)
, J2 =

∫ 1

−1

ξ2 dξ

m(ξ)
.

Отметим, что эти коэффициенты не зависят от функции формы осно-

вания штампа, то есть при любой функции g(x) распределение контакт-
ных давлений при больших значениях будет абсолютно одинаковым. В

случае, когда момент равен нулю несимметричность распределения кон-
тактных давлений объясняется исключительно неоднородностью покры-
тия. Очевидно, что в случае нулевого момента (нулевого эксцентриситета

приложения нагрузки) перекос контактных давлений будет вызван толь-
ко неоднородностью покрытия (Θ = −J1/J2). В случае симметричной

неоднородности J1 = 0 и, следовательно, Ã = PJ0, Θ = eJ0/J2.
При постоянных силе P и моменте приложения нагрузки M осадка и

угол поворота стремятся к линейным по времени функциям

α∞(t) = cV
J0M − J1P

J0J2 − J2
1

t+ [c(1 − V ) + R11]
J0M − J1P

J0J2 − J2
1

+
PR10 + g1

√
J0√

J0J2 − J2
1

,

δ∞(t) = −J1

J0
α∞(t) + cV

P

J0
t+ [c(1 − V ) + R00]

P

J0
+

+
1√
J0

(
R01

J0M − J1P√
J0J2 − J2

1

+ g0

)
.



3.1. Плоская задача 94

3. Задача о нахождении эксцентриситета приложения на-

грузки по заданному углу поворота.

Если необходимо выдерживать заданный закон изменения угла пово-
рота α(t), регулируя при этом эксцентриситет e(t) приложения нагруз-

ки P (t), то второе из дополнительных условий (3.8) переходит в уравне-
ние для нахождения функции e(t) эксцентриситета приложения нагруз-
ки (1.20), а окончательные формулы для вычисления контактных давле-

ний под штампом для задачи с поверхностно неоднородным покрытием
принимают вид:

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) = z0(t)p0(x) +
∞∑

k=1

z̃k(t)ϕ̃k(x),

z0(t) =
P (t)√
J0

, z̃k(t) = −(I + W̃k)
g̃k − α(t)gαk + z0(t)K

α
k

c+ γ̃k
,

ϕ̃m(x) =

∞∑

i=1

ϕ̃
(m)
i pi(x),

∞∑

n=1

Rmnϕ̃
(k)
n = γ̃kϕ̃

(k)
m , k, m = 1, 2, . . . ,

k(x, ξ) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

Rmnpm(x)pn(ξ), Kα
k =

∞∑

n=1

R0nϕ̃
(k)
n ,

g̃k =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

ϕ̃k(ξ) dξ, gαk = ϕ̃
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J0
,

W̃kf(x, t) =

∫ t

1

R̃∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ.

(3.14)

Функции pk(x) вычисляются по формулам (1.15), а ядра R̃∗
k(t, τ) (k =

1, 2, . . .) являются резольвентами ядер

K̃∗
k(t, τ) = − cV

c+ γ̃k
.

Значком ‘˜’ здесь помечены те величины, которые изменились по сравне-

нию с решением задачи при неизвестном угле поворота. Таким образом,
после нахождения при помощи соотношений (3.14) контактных давле-

ний под штампом Q(x, t), можно найти и закон изменения эксцентриси-
тета приложения нагрузки по формуле (1.22), с помощью которой будет

обеспечиваться необходимый режим изменения угла поворота штампа. В
частности, можно обеспечить постоянное равенство нулю угла поворота
штампа α(t) ≡ 0.
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Замечание 2. Функция z̃k(t) можно определить и из более нагляд-
ного соотношения

z̃k(t) = − g̃k − gαkα(1) + z0(1)Kα
k

c+ γ̃k
exp

[
−cV (t− 1)

c+ γ̃k

]
−

−
∫ t

1

−gαk α̇(τ) + ż0(τ)K
α
k

c+ γ̃k
exp

[
−cV (t− τ)

c+ γ̃k

]
dτ =

= − 1

c+ γ̃k

{
g̃k exp

[
−cV (t− 1)

c+ γ̃k

]
− gαkα(t) + z0(t)K

α
k

}
+

+ cV

∫ t

1

−gαkα(τ) + z0(τ)K
α
k

(c+ γ̃k)2
exp

[
−cV (t− τ)

c+ γ̃k

]
dτ.

Выражение для осадки штампа также претерпевает изменения

δ(t) =
1√
J0

{
−α(t)

J1√
J0

+ g0 + c

[
z0(t) + V

∫ t

1

z0(τ) dτ

]

+ R00z0(t) +
∞∑

k=1

Kα
k z̃k(t)

}
,

g0 =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

p0(ξ) dξ.

4. Случай задания осадки штампа.

Для построения решения в случае задания осадки штампа необходи-

мо систему базисных функций pk(x) (k = 0, 1, . . .) заменить на p̌k(x)
(k = 0, 1, . . .): первые две базисные функции p̌0(x) и p̌1(x) принима-

ют вид (1.19), а остальные вычисляются по обычным правилам (1.15),
p̌k(x) ≡ pk(x) (k = 2, 3, . . .).

Первое дополнительное условие (3.8) переходит в уравнение для на-

хождения силы P (t) приложения нагрузки (1.23).

Окончательные формулы для определения контактных давлений под
штампом имеют вид

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) = ž0(t)p̌0(x) +

∞∑

k=1

žk(t)ϕ̌k(x),

ž0(t) =
M(t)√
J2

, žk(t) = −(I + W̌k)
ǧk − δ(t)gδk + ž0(t)K

δ
k

c+ γ̌k
,
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ϕ̌m(x) =
∞∑

i=1

ϕ̌
(m)
i p̌i(x),

∞∑

n=1

Řmnϕ̌
(k)
n = γ̌kϕ̌

(k)
m , k, m = 1, 2, . . . ,

k(x, ξ) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

Řmnp̌m(x)p̌n(ξ), Kδ
k =

∞∑

n=1

Ř0nϕ̌
(k)
n ,

ǧk =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

ϕ̌k(ξ) dξ, gδk = ϕ̌
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J2
,

W̌kf(x, t) =

∫ t

1

Ř∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ.

ядра Ř∗
k(t, τ) (k = 1, 2, . . .) являются резольвентами ядер

Ǩ∗
k(t, τ) = − cV

c+ γ̌k
.

Значком ‘ˇ’ здесь помечены те величины, которые изменились по срав-

нению с решением задачи из §2 и §3. Таким образом, после нахождения
при помощи записанных выше соотношений контактных давлений под
штампом Q(x, t), можно найти и силу приложения нагрузки по форму-

ле (1.24). О представлении коэффициентов разложения Řmn через Rmn

см. раздел 1.1, замеч. 3.

Замечание 3. Функция žk(t) определяется из более наглядного со-

отношения

žk(t) = − ǧk − gδkδ(1) + ž0(1)Kδ
k

c+ γ̌k
exp

[
−cV (t− 1)

c+ γ̌k

]
−

−
∫ t

1

−gδkδ̇(τ) + ˙̌z0(τ)K
δ
k

c+ γ̌k
exp

[
−cV (t− τ)

c+ γ̌k

]
dτ =

= − 1

c+ γ̌k

{
ǧk exp

[
−cV (t− 1)

c+ γ̌k

]
− gδkδ(t) + ž0(t)K

δ
k

}
+

+cV

∫ t

1

−gδkδ(τ) + ž0(τ)K
δ
k

(c+ γ̌k)2
exp

[
−cV (t− τ)

c+ γ̌k

]
dτ.

После вычисления контактных давлений под штампом можно найти
и угол поворота штампа:

α(t) =
1√
J2

[
−δ(t) J1√

J2

+ ǧ0 + cž0(t) + Ř00ž0(t) +
∞∑

k=1

Kδ
kzk(t)

]
,

ǧ0 =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

p̌0(ξ) dξ.
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5. Решение уравнения с известной правой частью.

При решении задачи с известной правой частью дополнительные усло-
вия (3.8) превращаются в уравнения для нахождения функций нагруз-
ки P (t) и эксцентриситета e(t) ее приложения (1.25).

Приведем окончательные формулы для нахождения контактных дав-

лений под штампом:

q(x, t) =
Q(x, t)√
m(x)

, Q(x, t) =

∞∑

k=0

ẑk(t)ϕ̂k(x),

ẑk(t) = (I + Ŵk)
−ĝk + δ(t)ĝδk + α(t)ĝαk

c+ γ̂k
,

Ŵkf(x, t) =

∫ t

1

R̂∗
k(t, τ)f(x, τ) dτ,

ϕ̂m(x) =

∞∑

i=0

ϕ̂
(m)
i pi(x),

∞∑

n=0

Rmnϕ̂
(k)
n = γ̂kϕ̂

(k)
m , k, m = 0, 1, . . . ,

k(x, ξ) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

Rmnpm(x)pn(ξ),

ĝk =

∫ 1

−1

g(ξ)√
m(ξ)

ϕ̂k(ξ) dξ,

ĝδk = ϕ̂
(k)
0

√
J0, ĝαk = ϕ̂

(k)
0

J1√
J0

+ ϕ̂
(k)
1

√
J0J2 − J2

1

J0
,

(3.15)

Функции pk(x) вычисляются по формулам (1.15), а ядра R̂∗
k(t, τ) (k =

0, 1, . . .) являются резольвентами ядер

K̂∗
k(t, τ) = − cV

c+ γ̂k
.

Значком ‘ˆ’ здесь помечены те величины, которые изменились по сравне-

нию с решениями задач из §2 и §3. Таким образом, после нахождения при
помощи соотношений (3.15) контактных давлений под штампом Q(x, t),
по формулам (1.27) можно найти и функции P (t) и e(t).

Замечание 4. Функции ẑk(t) определяется из более наглядных соот-



3.1. Плоская задача 98

ношений

ẑk(t) = − ĝk − ĝαkα(1) − ĝδkδ(1)

c+ γ̂k
exp

[
−cV (t− 1)

c+ γ̂k

]
−

−
∫ t

1

−ĝαk α̇(τ) − ĝδkδ̇(τ)

c+ γ̂k
exp

[
−cV (t− τ)

c+ γ̂k

]
dτ =

= − 1

c+ γ̂k

{
ĝk exp

[
−cV (t− 1)

c+ γ̂k

]
− ĝαkα(t) − ĝδkδ(t)

}
+

+ cV

∫ t

1

−ĝαkα(τ) − ĝδkδ(τ)

(c+ γ̂k)2
exp

[
−cV (t− τ)

c+ γ̂k

]
dτ.

6. Численные расчеты.

В этом параграфе будем рассматривать упругие основания, износ ко-
торых будет происходить с V = 0.2.

Исследуем сначала влияние жесткости нижнего слоя на распределе-
ние контактных давлений, а также на профиль поверхности, образую-
щейся по прошествии некоторого времени (как уже говорилось, если

жесткость покрытия переменная величина, то первоначально ровная по-
верхность становится волнистой).

Пусть мягкое покрытие с неоднородностью, описывающейся периоди-
ческой функцией, лежит на довольно жестком нижнем слое. Соответ-

ствующие этим условиям значения параметров можно взять в виде

c = 1, m(x) = 1 + 0.5 sin(15x).

На рис. 3.2 показано распределение контактных давлений для различ-

ных моментов времени при изнашивании описанного основания плоским
штампом, на который с нулевым эксцентриситетом действует единичная

сила. Видно, что при t → ∞ распределение контактных давлений опи-
сывается уравнением (3.13), то есть произведение некоторой линейной

функции на твердость покрытия. Если построить профиль поверхности
в зависимости от времени t (то есть тот профиль, который образуется
при снятии штампа с покрытия в момент времени t), то видно, что с

течением времени появляется слабая волнистость поверхности (рис. 3.3)
(в качестве начальной поверхности принимается неизношенная поверх-

ность).
Если же при прочих равных условиях взять нижний слой мягче (жест-

кость нижнего слоя все равно должна быть на меньше жесткости верх-
него), то есть теперь

c = 0.1, m(x) = 1 + 0.5 sin(15x),
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Фиг. 3.2. Распределение контактных давлений при различных моментах времени.
P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0, m(x) = 1 + 0.5 sin(15x), c = 1, g(x) ≡ 0

Фиг. 3.3. Профиль изношенной поверхности в различные моменты времени.
P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0, m(x) = 1 + 0.5 sin(15x), c = 1, g(x) ≡ 0

(1 — t = 3.5, 2 — t = 8.5, 3 — t = 13.5, 4 — t = 18.5)

а с учетом замены (3.5) P ≡ 10, становится видно, что и распределе-
ние контактного давления меняется с течением времени сильнее, чем в
предыдущем случае (рис. 3.4), и волнистость поверхности становится бо-
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лее сильной (рис. 3.5). Таким образом, в случае более жесткого нижнего
слоя износ покрытия более равномерен. Отметим еще раз, что численные

значения силы P в рассмотренных двух примерах различны и отличают-
ся в 10 (во столько же отличаются и значения параметра c). При этом,
в соответствии с (3.5), значение необезразмеренной силы остается преж-

ним.

Графики осадки и угла поворота для случая более жесткого нижнего
слоя показаны на рис. 3.6, а для более мягкого — на рис. 3.7. Видно, что

в первом случае переходный этап практически отсутствует и графики
выходят на асимптоты. Во втором случае этот период присутствует и
он значителен. Также, по сравнению с предыдущим случаем, величины

осадок и углов поворота значительно больше (начальные значения от-
личаются примерно в 5 раз), однако скорости изменения осадки и угла

поворота уже при t = 21 практически одинаковы.
Если изменить форму основания штампа на параболическую:

g(x) = x2,

то, как уже было отмечено, график контактных давлений при t→ ∞ не
изменится, однако в промежуточные моменты времени он будет отличен

от представленных ранее (рис. 3.8). Отличаются и профили изношенной
поверхности (рис. 3.9). Они несколько выравниваются по сравнению с
предыдущим случаем.

В следующей группе примеров покажем, как влияют локальные
упрочнения на распределение контактных давлений и на процесс износа,

выясним в каких местах покрытия выгоднее производить упрочнения.
Рассмотрим слой с покрытием, для которого

c = 1, m(x) =

{
0.5, если x ∈ [−0.4,−0.1] или x ∈ [0.1, 0.4],

1, иначе,
(3.16)

то есть когда более твердый материал расположен ближе к центру.

Распределение контактных давлений для различных моментов времени
представлено на рис. 3.10, а графики профилей изношенной поверхности
в различные моменты времени и осадка штампа — на рис. 3.11.

Если же более прочные участки находятся по краям контактной зоны,

то есть

c = 1, m(x) =

{
0.5, если x ∈ [−1,−0.7] или x ∈ [0.7, 1],

1, иначе,
(3.17)
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Фиг. 3.4. Распределение контактных давлений при различных моментах времени.
P (t) ≡ 10, e(t) ≡ 0, m(x) = 1 + 0.5 sin(15x), c = 0.1, g(x) ≡ 0

Фиг. 3.5. Профиль изношенной поверхности в различные моменты времени.
P (t) ≡ 10, e(t) ≡ 0, m(x) = 1 + 0.5 sin(15x), c = 0.1, g(x) ≡ 0

(1 — t = 3.5, 2 — t = 8.5, 3 — t = 13.5, 4 — t = 18.5)
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Фиг. 3.6. Изменение осадки (a) и угла поворота (b) штампа от времени
при P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0 для m(x) = 1 + 0.5 sin(15x), c = 1, g(x) ≡ 0

Фиг. 3.7. Изменение осадки (a) и угла поворота (b) штампа от времени
при P (t) ≡ 10, e(t) ≡ 0 для m(x) = 1 + 0.5 sin(15x), c = 0.1, g(x) ≡ 0

то соответствующие графики представлены на рис. 3.12 и 3.13. Видно,

что с точки зрения более равномерного износа лучше располагать места
упрочнений по краю контактной зоны, а не ближе к центру. Осадка же

практически не изменяется от случая к случаю, так как средние жест-
кости покрытий в рассмотренных случаях одинаковы.

Итак, рассмотрев ряд примеров, можно сделать несколько выводов.

Во-первых, в процессе износа штамп изнашивает различные участки
покрытия по разному, в результате чего при снятии нагрузки образуется

некоторый профиль поверхности. Если, например, твердость описыва-
ется некоторой осциллирующей функцией, то образуется волнистая по-
верхность. Также установлено, что чем меньше жесткость нижнего слоя,
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Фиг. 3.8. Распределение контактных давлений при различных моментах времени.
P (t) ≡ 10, e(t) ≡ 0, m(x) = 1 + 0.5 sin(15x), c = 0.1, g(x) = x2

Фиг. 3.9. Профиль изношенной поверхности в различные моменты времени.
P (t) ≡ 10, e(t) ≡ 0, m(x) = 1 + 0.5 sin(15x), c = 0.1, g(x) = x2

(1 — t = 3.5, 2 — t = 8.5, 3 — t = 13.5, 4 — t = 18.5)
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Фиг. 3.10. Распределение контактных давлений при различных моментах времени.
P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0, g(x) ≡ 0; m(x) и c по (3.16)

Фиг. 3.11. Профиль изношенной поверхности (a) в различные моменты времени и
осадка штампа (b). P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0, g(x) ≡ 0; m(x) и c по (3.16)

(1 — t = 3.5, 2 — t = 8.5, 3 — t = 13.5, 4 — t = 18.5)
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Фиг. 3.12. Распределение контактных давлений при различных моментах времени.
P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0, g(x) ≡ 0; m(x) и c по (3.17)

Фиг. 3.13. Профиль изношенной поверхности (a) в различные моменты времени и
осадка штампа (b). P (t) ≡ 1, e(t) ≡ 0, g(x) ≡ 0; m(x) и c по (3.17)

(1 — t = 3.5, 2 — t = 8.5, 3 — t = 13.5, 4 — t = 18.5)
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тем неравномернее происходит износ.
Во-вторых, при упрочнении поверхности следует учитывать тот факт,

что с точки зрения более равномерного износа (то есть чтобы по всей пло-
щадке контакта износ происходил примерно одинаково) выгоднее распо-
лагать области упрочнений по краям области контакта. Суммарная осад-

ка штампа практически не зависит от расположения этих упрочненных
зон.
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3.2 Осесимметричная задача

1. Постановка задачи.

Постановка задачи в осесимметричном случае схожа с постановкой в
плоском случае (рис. 3.14). Как и всюду ранее штамп заменяется неко-

торой распределенной нагрузкой p(r, t) = −q(r, t). Не останавливаясь
на описании остальных предположений (они такие же, как и в случае

плоской задачи износа) приведем лишь интегральное уравнение осесим-
метричной задачи износа:

q(r, t)h

kTT (r)
+
k1k2V

T (r)

∫ t

τ0

q(r, τ) dτ +
2(1 − ν2

2)

HE2
Dq(r, t) = δ(t) − g(r),

a 6 r 6 b.

(3.18)

Здесь a и b — внутренний и внешний радиусы кольцевого штампа,

h и H — толщины покрытия и нижнего слоя (h≪ (b−a)), V — осреднен-
ное значение модуля скорости скольжения штампа по слою, τ0 — момент
начала загружения, ν2 и E2 — коэффициент Пуассона и модуль Юнга

нижнего слоя; T (r) — функция твердости покрытия, D — интеграль-
ный оператор с известным ядром осесимметричной контактной задачи

kas(r/H, ρ/H), которое имеет вид (1.34), δ(t) — осадка штампа, g(r) —
функция формы основания штампа. Условие равновесия штампа на слое

в рассматриваемом осесимметричном случае имеет вид (1.36)
Сделав в (3.18) и (1.36) замену переменных по формулам

(r∗)2 =
r2 − a2

b2 − a2
, (ρ∗)2=

ρ2 − a2

b2 − a2
, λ=

H

b− a
, η=

a

b− a
, ξ2 =

b+ a

b− a
,

t∗ =
t

τ0
, τ ∗ =

τ

τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
, δ∗(t∗) = kP

δ(t)

b− a
, g∗(r∗) = kP

g(r)

b− a
,

q∗(r∗, t∗) =
2kP (1 − ν2

2)q(r, t)

E2
, V ∗ = k1k2kT

V τ0
h
, c∗ =

E2

E0
,

m∗(r∗) =
E0

kTT (r)(1 − ν2
2)

h

2(b− a)
, P ∗(t∗) =

2kPP (t)(1 − ν2
2)

πE2(b2 − a2)
,

B∗f(r∗, t∗) =

∫ 1

0

k∗as(r
∗, ρ∗)f(ρ∗, t∗)ρ∗ dρ∗,

k∗as(r
∗, ρ∗) =

ξ2

λ
kas

[√
(r∗)2ξ2 + η2

λ
,

√
(ρ∗)2ξ2 + η2

λ

]
=
b+ a

H
kas

( r

H
,
ρ

H

)
.

(3.19)

Безразмерный коэффициент kP несет тот же смысл, что и в случае плос-
кой задачи. Опустив в полученных соотношениях звездочки, получим
смешанное интегральное уравнение
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Фиг. 3.14. Износ вязкоупругого основания с неоднородным упругим покрытием
в осесимметричном случае

cm(r)

[
q(r, t) + V

∫ t

1

q(r, τ) dτ

]
+ Bq(r, t) = δ(t) − g(r),

0 6 r 6 1,

(3.20)

с дополнительным условием (1.39). Деля на
√
m(r) уравнение (3.20) и

вводя обозначения (1.40), интегральное уравнение (3.20) приводится к

интегральному уравнению с симметричным положительно определен-
ным ядром типа Гильберта-Шмидта

c(t)

[
Q(r, t) + V

∫ t

1

Q(r, τ) dτ

]
+ DQ(r, t) =

δ(t)√
m(r)

− g(r)√
m(r)

,

0 6 x 6 1.

(3.21)

Дополнительное условие (1.39) приводится к виду
∫ 1

0

Q(ρ, t)√
m(ρ)

ρ dρ = P (t). (3.22)

Таким образом мы получили разрешающее двумерное интегральное

уравнение (3.21), содержащее интегральные операторы как с постоянны-
ми, так и с переменными пределами интегрирования, а также дополни-

тельное условие (3.22).

2. Решение осесимметричной задачи.

Функция Q(r, t) для осесимметричного случая представима в виде
следующего ряда

Q(r, t) = v0(t)p
◦
0(r) +

∞∑

k=1

vk(t)ψk(r).
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Полином p◦0(r) задан формулой (1.43), функция v0(t) находится из со-
отношения (1.44), собственные функции ψk(r) (k = 1, 2, . . .) ищутся

из (1.47), а функции разложения vk(t) (K = 1, 2, . . .) определяются из

vk(t) = −(I + Yk)
gk + v0(t)Tk
c+ βk

,

Tk =

∞∑

n=1

T0nψ
(k)
n , k = 1, 2, . . . ,

Ykf(r, t) =

∫ t

1

R◦
k(t, τ)f(r, τ) dτ.

где собственные значения βk, собственные векторы ψ
(k)
n (k, n = 1, 2, . . .)

и коэффициенты Tmn (m, n = 0, 1, . . .) разложения ядра интеграль-

ного оператора D ищутся по формулам (1.47), коэффициенты gk (k =
0, 1, . . .) разложения функции формы основания g(r)/

√
m(r) определя-

ются по формуле (2.24), а R◦
k(t, τ) (k = 1, 2, . . .) — резольвента ядра

K◦
k(t, τ) = − cV

c+ βk
.

Как и ранее, полученное решение имеет структуру:

q(r, t) =
1

m(r)

[
v0(t)P

◦
0 (r) + · · ·

]
, (3.23)

то есть удается выделить в решении в явном виде весовую функцию
m(r), а значит и связанную с ней заменой (3.19) функцию жесткости

покрытия R(r).

Замечание 5. Функции vk(t) можно представить в более наглядной
форме

vk(t)=−gk+v0(1)Tk
c+ βk

exp

[
−cV (t−1)

c+ βk

]
−

∫ t

1

v̇0(τ)Tk
c+ βk

exp

[
−cV (t−τ)

c+ βk

]
dτ=

=− 1

c+ βk

{
gk exp

[
−cV (t− 1)

c+ βk

]
+ v0(t)Tk

}
+

+ cV

∫ t

1

v0(τ)Tk
(c+ βk)2

exp

[
−cV (t− τ)

c+ βk

]
dτ.

Приведем теперь уравнение для определения функции осадки штампа

δ(t) =
1√
I0

{
g0 + c

[
v0(t) + V

∫ t

1

v0(τ) dτ

]
+ T00v0(t) +

∞∑

k=1

Tkvk(t)

}
.
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Таким образом, построено аналитическое решение осесимметричной
контактной задачи о взаимодействии жесткого кольцевого штампа и слоя

при наличии поверхностно неоднородного покрытияпокрытия.

При постоянной силе P , действующей на штамп, для упругого основа-
ния при больших значений времени в представлении контактных давле-
ний остается только один главный член разложения, а уравнение (3.23)

преобразуется в

q(r, t) =
A

m(r)
,

то есть контактные давления под штампом становятся прямо пропорци-

ональными твердости покрытия. Коэффициент A можно определить из
дополнительного условия (1.39):

A =
P

I0
, I0 =

∫ 1

0

ρ dρ

m(ρ)
.

Как и в плоском случае этот коэффициент не зависит от функции фор-

мы основания штампа, то есть при любой функции g(r) распределение
контактных давлений при больших значениях будет абсолютно одинако-

вым.

При постоянной силе P осадка стремится к линейной по времени

функции

δ∞(t) = cV
P

I0
t+ [c(1 − V ) + T00]

P

I0
+

g0√
I0
.

3. Решение уравнения с известной правой частью.

Запишем теперь без вывода решение поставленной осесимметричной
контактной задачи с известной правой частью. Дополнительное усло-
вие (3.22) превращается в уравнение для нахождения функции силы при-

ложения (1.47).

Приведем окончательные формулы для вычисления контактных на-
пряжений под штампом:

q(r, t) =
Q(r, t)√
m(r)

, Q(r, t) =
∞∑

k=0

v̂k(t)ψ̂k(r),

v̂k(t) = (I + Ŷk)
−ĝk + δ(t)gδk

c+ β̂k
, Ŷkf(r, t) =

∫ t

1

R̂◦
k(t, τ)f(r, τ) dτ,
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ψ̂m(r) =
∞∑

i=0

ψ̂
(m)
i p◦i (r),

∞∑

n=0

Tmnψ̂
(k)
n = β̂kψ̂

(k)
m , k, m = 0, 1, . . . ,

(3.24)

k(r, ρ) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

Tmnp
◦
m(r)p◦n(ρ),

ĝk =

∫ 1

0

g(ρ)√
m(ρ)

ψ̂k(ρ)ρ dρ, gδk =

∫ 1

0

ψ̂k(ρ)√
m(ρ)

ρdρ = ψ̂
(k)
0

√
I0.

Функции p◦k(x) вычисляются по формулам (1.43), а ядра R̂◦
k(t, τ) (k =

0, 1, . . .) являются резольвентами ядер

K̂◦
k(t, τ) = − cV

c+ β̂k
.

Значком ‘ˆ’ здесь помечены те величины, которые изменились по срав-
нению с решением задачи из §2. Таким образом, после нахождения при

помощи соотношений (3.24) напряжений под штампом Q(r, t), по форму-
ле (1.49) можно найти и функцию P (t).

Замечание 6. Функции v̂k(t) можно представить и с помощью более
наглядного соотношения

v̂k(t)=− ĝk−g
δ
kδ(1)

c+ β̂k
exp

[
−cV (t−1)

c+ β̂k

]
−

∫ t

1

−gδkδ̇(τ)
c+ β̂k

exp

[
−cV (t−τ)

c+ β̂k

]
dτ=

=− 1

c+ β̂k

{
ĝk exp

[
−cV (t− 1)

c+ β̂k

]
− gδkδ(t)

}
+

+ cV

∫ t

1

−gδkδ(τ)
(c+ β̂k)2

exp

[
−cV (t− τ)

c+ β̂k

]
dτ.
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3.3 Основные результаты и выводы

1. Предложена простейшая модель износа поверхностно неоднородного

упругого основания. Решены соответствующие износо-контактные за-
дачи в аналитическом виде в плоском и осесимметричном случаях.

Получены простые асимптотические формулы, пригодные для исполь-
зования в инженерных расчетах. Например, показано, что в плоском

случае при постоянных силе и моменте, действующих на штамп, при
больших значениях времени контактные давления представимы в виде

произведения функции твердости T (x) и некоторой линейной функ-
ции, то есть q(x, t) = AT (ax)(1+Θx), где коэффициент Θ обусловлен
наличием перекоса штампа за счет приложенного моментаM или про-

дольной неоднородности покрытия. Отмечено, что коэффициенты A
и Θ не зависят от формы основания штампа. В осесимметричном же

случае контактные давления при больших значениях времени и при
постоянной силе просто пропорциональны функции твердости.

2. Показано, что в процессе износа штамп изнашивает различные участ-
ки покрытия по разному, в результате чего при снятии нагрузки об-

разуется некоторый профиль поверхности. Если, например, твердость
описывается некоторой осциллирующей функцией, то образуется вол-
нистая поверхность. Также установлено, что чем меньше жесткость

нижнего слоя, тем неравномернее происходит износ.

3. При упрочнении поверхности следует учитывать тот факт, что с точки

зрения более равномерного износа (то есть чтобы по всей площадке
контакта износ происходил примерно одинаково) выгоднее распола-

гать более твердые области по краям области контакта. Суммарная
осадка штампа практически не зависит от расположения этих зон.



Заключение

Сформулируем основные выводы и перечислим наиболее важные на-
учные результаты выполненных в диссертации исследований.

1. Поставлены и решены плоские и осесимметричные задачи о конформ-
ном контакте между вязкоупругими стареющими основаниями с по-
крытиями и жесткими штампами. Показана важность учета конформ-

ного контакта, его существенное отличие от классического гладкого.
Решение задач получено в аналитическом виде, причем в выражениях

для контактных напряжений функция формы основания выделена яв-
но, что позволяет проводить расчеты для реальных форм поверхности

покрытий, описываемых быстро осциллирующие функции.

2. Поставлены и решены плоские и осесимметричные задачи для поверх-
ностно неоднородных вязкоупругих слоистых оснований. Такой тип

неоднородности учтен впервые, причем в полученном решении функ-
ция жесткости верхнего тонкого слоя выделена явно, что дает возмож-

ность расчета как быстро осциллирующих, так и кусочно-постоянных
функций жесткости, которые часто встречаются на практике.

3. Предложена простейшая модель износа поверхностно неоднородного

упругого основания. Решена соответствующая износо-контактная за-
дача в аналитическом виде. Получены простые асимптотические фор-

мулы, пригодные для использования в инженерных расчетах.

4. Развит проекционный метод решения смешанных интегральных урав-
нений для использования в конкретных плоских и осесимметричных

контактных и износо-контактных задачах для тел с поверхностно
неоднородными покрытиями и покрытиями со сложной формой по-

верхности.

5. Все задачи сопровождаются детальными модельными расчетами, а
также графиками, на которых впервые показаны распределения кон-

тактных напряжений в случаях реальных функций поверхностной
неоднородности и экспериментально измеренного профиля поверхно-

сти. На основании анализа полученных решений и расчетов обнару-
жены новые механические эффекты. Сделаны практически важные
выводы.



Приложение

Об эффективности применения

обобщенного проекционного метода

В приложении показываются достоинства использованного обобщен-

ного проекционного метода по сравнению с обычными методами реше-
ния такого рода задач даже при отсутствии вязкоупругости и известной

правой частью.

Использованный в данной работе проекционный метод позволяет еди-
нообразно подойти к решению сложных разнообразных контактных за-

дач, как к решению некоторой общей проекционной задачи. В частности,
он показывает, что в случае плоской контактной задачи существует че-

тыре различных варианта постановки: 1) когда заданы осадка и угол
поворота штампа (то есть правая часть уравнения задана), 2) когда за-
даны осадка штампа и момент приложения нагрузки, 3) когда заданы

угол поворота штампа и сила приложения нагрузки, 4) когда заданы си-
ла и момент приложения нагрузки. Каждая из постановок представляет

из себя отдельную задачу со своим специфическим интегральным опе-
ратором, что приводит к необходимости для каждой из четырех задач

строить свою систему собственных функций.

Следует заметить, что решения задач с неполной информацией о пра-

вой части и дополнительными условиями (случаи 1)–3)) не были ранее
получены даже для упругого материала. Это удалось сделать только

при помощи проекционного метода А.В. Манжирова. Более того, он поз-
волил построить новое эффективное решение классической задачи для
интегрального уравнения Фредгольма второго рода с ядром Шмидта при

заданной правой части, отличающееся от классического решения данно-
го Шмидтом и приведенного в книге Гурса [35].

Чтобы это показать, рассмотрим интегральное уравнение плоской
контактной задачи для упругого основания с тонким неоднородным по-
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крытием, которое после соответствующей замены переменных имеет вид

Q(x) + FQ(x) =
δ√
m(x)

+
αx√
m(x)

+
g(x)√
m(x)

, q(x) =
Q(x)√
m(x)

, (П.1)

Ff(x) =
1

π

∫ 1

−1

kpl

(
x− ξ

λ

)
f(ξ)√

m(x)
√
m(ξ)

dx.

Здесь q(x) — контактные давления под штампом, m(x) — функция, ха-

рактеризующая жесткость покрытия (обратная зависимость), F — ин-
тегральный оператор с симметричным положительно определенным яд-

ром типа Гильберта-Шмидта, δ — осадка штампа, α — угол его поворота,
а g(x) — форма его основания. Ядро kpl[(x − ξ)/λ] интегрального опе-

ратора F возьмем в форме (1.4). Считается, что осадка и угол поворота
штампа заданы и требуется найти распределение контактных давлений

под штампом.

Замечание. Для случая, когда форма покрытия и форма штампа

комформны, интегральное уравнение имеет практически такой же вид,
только слагаемое g(x)/

√
m(x) отсутствует, а функция m(x) теперь уже

характеризует толщину покрытия (прямая пропорциональность). Так
что уравнение П.1 является наиболее общим для двух этих случаев.

Напомним, что решая эту задачу обобщенным проекционным методом
мы строили специальную ортонормированную систему функций, учи-
тывающую весовую функцию m(x). Для разложения в ряд функций

типа xi/
√
m(x) по такому базису требуется конечное число базисных

функций, а именно (i + 1). Таким образом первые два члена в левой

части П.1 раскладываются в ряд лишь по первым двум базисным функ-
циям. Функция формы основания обычно задается какой-либо гладкой

функцией, так что для разложения последнего члена в левой части П.1 в
ряд обычно требуется достаточно небольшое количество таких базисных
функций.

Если же решать поставленную задачу обычным методом, то есть ис-
пользовать представление функции Q(x, t) в виде ряда по традицион-

ным ортогональным полиномам ([35]), например, полиномам Лежандра
(см., например, [17]), то для разложения первых двух членов в левой

части П.1 в ряд потребуется неограниченное число базисных функций,
а поскольку функция m(x) может быть сильноосциллирующей и даже

разрывной, то этот ряд будет довольно долго сходиться. При большом
количестве членов ряда будут накапливаться всяческие вычислительные
ошибки, так что больше ∼ 40 членов ряда вряд ли удастся использовать.
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Из-за такого ограничения не удастся должным образом разложить левую
часть уравнения П.1, а, следовательно, и получить корректное решение

задачи.
Продемонстрируем написанное выше на ряде численных примеров.

Во всех дальнейших примера примем λ = 2, δ = 1, α = 0, g(x) ≡ 0, а
функция L(u) вычисляется по формуле (1.6) при ν2 = 0.3.

Рассмотрим сначала пример с довольно простой функцией m(x):

m(x) = 0.4 + 0.2 cos 14x.

На рис. П.1 показаны графики функции Q(x) = q(x)
√
m(x) для раз-

личного количества базисных функций (a — использование полиномов
Лежандра, b — использование специальных базисных функций). Видно,

что для получения корректного графика функции для случая a доста-
точно 16− 19 полиномов, причем с ростом количества полиномов функ-
ция Q(x) значительно меняет свой вид (при 7 полиномах она вообще

имеет вид параболы). Для случая b достаточно уже 7 полиномов. Даль-
нейшее увеличение количества полиномов в обоих случаях не приводит

к сильному изменению графиков функции Q(x).
Таким образом при довольно простой функции m(x) удается добить-

ся сходимости решения и в том и в другом случаях, однако количество
аппроксимирующих многочленов различно. В данном примере оно от-

личается в 2 − 3 раза. Показано, что специального вида базис позволя-
ет строить приемлемые решения даже при малом количестве базисных
функций.

В следующем примере возьмем более сложную функцию, которая
имеет большее число экстремумов и ее значения на интервале [−1, 1]

могут отличаться на порядок.

Возьмем теперь функцию m(x) в виде

m(x) = 0.22 + 0.2 cos 50x.

На рис. П.2 показаны графики функции Q(x) = q(x)
√
m(x) для раз-

личного количества базисных функций (a — использование полиномов
Лежандра, b — использование специальных базисных функций). Видно,

что в случае a решение является абсолютно неправильным даже при 19
базисных функциях. Разумеется, при их увеличении решение должно

сходиться, однако его будет невозможно получить из-за вычислительных
погрешностей (уже при 25 многочленах можно столкнуться с больши-
ми вычислительными проблемами). В случае b даже при 7 многочленах
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Фиг. П.1. Сравнение решения для различного количества аппроксимирующих
многочленов при m(x) = 0.4 + 0.2 cos 14x: a — использование полиномов Лежандра,

b — использование специальных базисных функций
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Фиг. П.2. Сравнение решения для различного количества аппроксимирующих
многочленов при m(x) = 0.22 + 0.2 cos 50x: a — использование полиномов Лежандра,

b — использование специальных базисных функций
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Фиг. П.3. Сравнение решения для q(x) при m(x) = 0.22 + 0.2 cos 50x:
a — использование полиномов Лежандра, b — использование специальных базисных

функций

решение имеет приемлемый вид. Отличие проявляется лишь на концах

отрезка [−1, 1], однако это обстоятельство не меняет общей картины. В
данном примере достаточно уже 15 − 19 аппроксимирующих многочле-

нов. На рис. П.3 показаны графики функции q(x) при 19 базисных функ-
циях. На них также видно сильное отличие решений при использовании

различных методов.

Таким образом мы показали, что для непостоянных функций m(x)
обычный метод с использованием классических ортогональных полино-

мов, в частности, полиномов Лежандра, неприменим даже в упругом слу-
чае. Он приводит к абсолютно неправильному результату при ограниче-

нии числа базисных функций. Для решения подобных задач необходимо
использовать специальные базисные функции, учитывающие вид функ-

цииm(x). Решение таких задач обобщенным проекционным методом поз-
воляет в решении в явном виде выделить особенность 1/m(x), в то вре-
мя как обычный метод решения выделяет лишь 1/

√
m(x), что сильно

сказывается на решении, так как оставшуюся часть 1/
√
m(x) приходит-

ся аппроксимировать с помощью конечного числа базисных функций,

что невозможно для быстро осциллирующих и даже разрывных функ-
ций m(x), которые могут встретиться в задачах с реальными характери-

стиками, полученными из экспериментальных данных.
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