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Ââåäåíèå

1 Îáëàñòè äîñòèæèìîñòè â òåîðèè óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó îáùåãî âèäà, ïîäâåð-
æåííóþ ê òîìó æå äåéñòâèþ íåîïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ. Ïóñòü äâèæåíèå
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû x ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ:

ẋ(t) = f(t, x; u, v). (1.1)

Çäåñü t � òåêóùåå âðåìÿ, u = u(t) � óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, v = v(t)

� íåêîíòðîëèðóåìîå âîçìóùåíèå.
Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, íàõîäÿùåéñÿ ïîä

äåéñòâèåì íåîïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ ëèøü ÷èñòî ïñèõîëîãè÷åñêè îòëè÷àåòñÿ
îò îáùåé çàäà÷è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð. Â ýòîé îáùåé çàäà÷å u è
v òðàêòóþòñÿ êàê óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, ñîîòâåòñòâåííî.
Â íàøåé æå èñõîäíîé ïîñòàíîâêå âòîðîé èãðîê íå ïðåñëåäóåò êàêèõ-òî
èçâåñòíûõ íàì öåëåé. Îäíàêî, åñëè ñëåäîâàòü ãàðàíòèðîâàííîìó ïîäõîäó
(ñì. [31, 32, 36]), òî â êà÷åñòâå öåëè âòîðîãî èãðîêà ïðèíèìàåòñÿ íàíåñåíèå
íàì (ïåðâîìó èãðîêó) ìàêñèìàëüíîãî óùåðáà.

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíûå âåëè÷èíû âåêòîðîâ óïðàâëåíèé è âîçìóùåíèé
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(äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé è âîçìóùåíèé) ìîãóò áûòü ñëîæíûì îáðàçîì
ñâÿçàíû ñ äâèæåíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò
(ñì. [21, 22, 23, 37, 38, 39]) èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ
è/èëè âîçìóùåíèÿ âèäà

∫ T

s

φ(t, x, u, v)dt ≤ Q,

ãäå φ(t, x, u, v) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, s è T � ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíûé
è êîíå÷íûé ìîìåíòû äâèæåíèÿ, Q èìååò ñìûñë ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû
íåêîåãî ðåñóðñà. Ìû, îäíàêî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñëó÷àé ãåîìåòðè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé, èìåþùèõ âèä

u ∈ U(t, x),

v ∈ V (t, x).

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ óïðàâëåíèé è âîçìóùåíèé
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ òåêóùèì ìîìåíòîì âðåìåíè è ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê óäîáíîé ïåðåôîðìóëèðîâêå
çàêîíà äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî F (t, x, v) çíà÷åíèé âåêòîð-ôóíêöèè f ïðè âñåâîçìîæíûõ âåêòîðàõ
óïðàâëåíèÿ u ∈ U(t, x). Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ F (t, x, v),

ãäå â ïðàâóþ ÷àñòü ïîìèìî âðåìåíè è ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ âõîäÿò íåêîíòðîëèðóåìûå
âîçìóùåíèÿ. Îáùåå ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (ñì. [89, 10,
75]) îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè è ñîñòîÿíèÿ
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ñèñòåìû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ìîæåò òàêæå çàâèñåòü è îò äðóãèõ
ïàðàìåòðîâ (â íàøåì ñëó÷àå � íåêîíòðîëèðóåìûõ âîçìóùåíèé). Ýòî
ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ èëè èíäèêàòðèñîé äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ êàê òàêóþ òðàåêòîðèþ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (ôàçîâóþ
êðèâóþ), ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ëåæèò âíóòðè
èíäèêàòðèñû. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ íàçûâàþò òàêæå
äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé.

×àñòî ìû íå íóæäàåìñÿ â ïîëíîì îïðåäåëåíèè òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, à èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî ïîëîæåíèåì ñèñòåìû â îïðåäåëåííûé
ìîìåíò T . Ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â
ýòîò ìîìåíò íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ èëè ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû
â ìîìåíò T . Åñëè èçâåñòíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò s âîçìîæíûå âåêòîðû
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû îáðàçóþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M , òî ãîâîðÿò îá
îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(t, s; M) ñèñòåìû èñõîäÿ èç ìíîæåñòâà M â
ìîìåíò s. Îáëàñòü äîñòèæèìîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ðåàëèçàöèè
íåêîíòðîëèðóåìûõ âîçìóùåíèé.

Ïîíÿòèå îáëàñòè (ìíîæåñòâà) äîñòèæèìîñòè ïðåäîñòàâëÿåò óäîáíûé
ÿçûê, íà êîòîðîì ìîãóò áûòü îïèñàíû ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå çàäà÷è
òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Íèæå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû òîãî, êàê
ýòî äåëàåòñÿ.



Ââåäåíèå 5

1.1 Âûÿñíåíèå âîçìîæíîñòåé óïðàâëåíèÿ

Åñëè íàì èçâåñòíû îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(t, s; M), òî ìîæíî ëåãêî
îöåíèòü âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, ÷àñòî âîçíèêàåò òàêîé âîïðîñ:�Âîçìîæíî
ëè ïåðåâåñòè ñèñòåìó â íåêîòîðîå ïðåäïèñàííîå ñîñòîÿíèå x∗ â ïðåäïèñàííûé
ìîìåíò T > s?� Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæèò
ëè âåêòîð x∗ ìíîæåñòâó D(T, s; M). Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó î
ïðèâåäåíèè ñèñòåìû íà çàäàííîå òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå N â ìîìåíò
T . ßñíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî âûÿñíåíèþ òîãî, ïåðåñåêàåòñÿ
ëè òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå N ñ ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè D(T, s; M).
Çíàÿ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè, ìû ìîæåì ïðîàíàëèçèðîâàòü êàê ðåøåíèå
ýòèõ çàäà÷ çàâèñèò îò ìîìåíòà âðåìåíè T è ìíîæåñòâ M è N . Çàìåòèì,
÷òî çàäà÷è òàêîãî ðîäà ÷àñòî âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ.

1.2 Óïðàâëÿåìîñòü

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆(s,M) � îáúåäèíåíèå îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè
D(T, s; M) äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ T ≥ s. Åñëè ìíîæåñòâî ∆(s,M) ñîâïàäàåò
ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, òî òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
âïîëíå óïðàâëÿåìîé. Âûÿñíåíèå òîãî, óïðàâëÿåìà ëè äàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ëèíåéíûõ
ñèñòåì áåç îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
óïðàâëÿåìîñòè ïîëó÷åíû Êàëìàíîì (ñì. [18]). Â äàëüíåéøåì ïîÿâèëîñü
ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ óñëîâèÿì óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ
îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì (ñì. [91, 35, 58, 101,
109, 110]).
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1.3 Îöåíêà âîçìóùåíèé è ïðàêòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåóïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé
ñõåìû ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óðàâíåíèè (1.1) îòñóòñòâóåò ïàðàìåòð u. Ïîñëå
ýòîãî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòð v, ïîä÷èíåííûé ãåîìåòðè÷åñêèì
îãðàíè÷åíèÿì, êàê óïðàâëÿþùèé, è ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìóùåíèÿ îòñóòñòâóþò.
Òîãäà îáëàñòè äîñòèæèìîñòè ïðèîáðåòàþò ñìûñë òåõ ìíîæåñòâ êóäà
ñèñòåìà ìîæåò ïîïàñòü ïîä äåéñòâèåì äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé. Òåì ñàìûì
îáëàñòè äîñòèæèìîñòè õàðàêòåðèçóþò îòêëîíåíèÿ òðàåêòîðèé ïîä äåéñòâèåì
âîçìóùåíèé èëè òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé ìîæíî ïðåäñêàçàòü äâèæåíèå âî-
çìóùàåìîé ñèñòåìû. Èíîãäà çàäà÷ó îöåíêè âîçìîæíûõ îòêëîíåíèé âî-
çìóùåííîãî äâèæåíèÿ îò íîìèíàëüíîé òðàåêòîðèè íàçûâàþò çàäà÷åé î
ïðàêòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èëè î íàêîïëåíèè âîçìóùåíèé.

1.4 Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûì ôóíêöèîíàëîì

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèé ó ðàññìàòðèâàåìîé óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû, èíûìè ñëîâàìè, îòñóòñòâèÿ ïàðàìåòðà v â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ
(1.1). Òðåáóåòñÿ íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t) è íà÷àëüíûé âåêòîð
èç ìíîæåñòâà M , òàêèå ÷òî ïðè ýòîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì òåðìèíàëüíîãî
ôóíêöèîíàëà, òî åñòü ôóíêöèîíàëà âèäà

J = F (x(T )),

ãäå F � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à T � çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. ßñíî, ÷òî
ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
F íà îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(T, s; M). Òåì ñàìûì, çíàíèå îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñëîæíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
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ê ñðàâíèòåëüíî áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëåçíîñòü îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè â òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé.

1.5 Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ

Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â ïðèâåäåíèè ñèñòåìû íà çàäàííîå ìíîæåñòâî çà
êðàò÷àéøåå âðåìÿ. Òàêîé âîïðîñ ÷àñòî âîçíèêàåò â òåîðèè è â ïðèëîæåíèÿõ.
Áîëåå òîãî, ñ òàêîãî òèïà çàäà÷ íà÷àëîñü ðàçâèòèå âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ,
êîãäà Ïüåð Ôåðìà îáíàðóæèë, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ëó÷à ñâåòà îïèñûâàåòñÿ
èìåííî ïðèíöèïîì êðàò÷àéøåãî âðåìåíè.

ßñíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè âîïðîñ ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì: òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ T ∗, ÷òîáû îáëàñòü
äîñòèæèìîñòè D(T ∗, s; M) â ýòîò ìîìåíò ïåðåñåêàëàñü ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì.

Òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà ñíîâà ïîä÷åðêèâàåò ïîëåçíîñòü îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè
â òåîðèè (è ïðàêòèêå) îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

1.6 Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ê äèôôåðåíöèàëüíûì
èãðàì ([32, 33]). Ðàññìîòðèì äâóõ èãðîêîâ X è Y , ïîâåäåíèå êîòîðûõ
îïèñûâàåòñÿ óïðàâëÿåìûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè âèäà

X : ẋ = f(x, u, t), u ∈ U, x(s) = x0

Y : ẏ = g(x, v, t), v ∈ V, y(s) = y0

Çàôèêñèðóåì ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èãðû T > s è ïóñòü âûèãðûø èìååò âèä

J = Φ(x(T ), y(T )),
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ãäå Φ � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Çàäà÷à ïåðâîãî èãðîêà ñîñòîèò â ìèíèìè-
çàöèè, à çàäà÷à âòîðîãî â ìàêñèìèçàöèè âûèãðûøà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïàðà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé, èìåþùèõ ôîðìó ñèíòåçà:

u = u(x, y, t), v = v(x, y, t),

à J∗ ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé öåíîé èãðû. Òàêèì îáðàçîì, íè îäèí èç
èãðîêîâ íå ìîæåò óëó÷øèòü ñâîè ïîêàçàòåëè çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñòðàòåãèè,
åñëè âòîðîé èãðîê ïðîäîëæàåò ïîëüçîâàòüñÿ óêàçàííîé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç DX = DX(T, s; x0) è DY = DY (T, s; y0) îáëàñòè
äîñòèæèìîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà. Òîãäà ÿñíî, ÷òî öåíà èãðû J∗

îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè

max
y∈DY

min
x∈DX

Φ(x, y) ≤ J∗ ≤ min
x∈DX

max
y∈DY

Φ(x, y)

Ìàêñèìèí â ëåâîì íåðàâåíñòâå ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà âíà÷àëå
âòîðîé èãðîê âûáèðàåò îïòèìàëüíîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå, à çàòåì
ïåðâûé èãðîê íà ýòîé îñíîâå âûáèðàåò ñâîå îïòèìàëüíîå ïðîãðàììíîå
óïðàâëåíèå. Ìàêñèìèí â ïðàâîì íåðàâåíñòâå ñîîòâåòñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíîìó
ïîðÿäêó âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé èãðîêîâ. ßñíî,
÷òî âìåñòî âûáîðà ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé èãðîêè ìîãóò âûáèðàòü
òî÷êè â ñâîèõ îáëàñòÿõ äîñòèæèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ìîæíî ïîëó÷àòü
äâóñòîðîííèå îöåíêè öåíû äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû.

1.7 Ãàðàíòèðîâàííîå îöåíèâàíèå (ôèëüòðàöèÿ)
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çà êîòîðîé âåäåòñÿ
íàáëþäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ñàìà ïî ñåáå íå ïîäâåðæåíà
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íåêîíòðîëèðóåìûì âîçìóùåíèÿì, íî ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ
îøèáêàìè. Òðåáóåòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé çà ñîñòîÿíèåì äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé D∗(t) ñèñòåìû â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòî ìíîæåñòâî çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé
íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò s äî t è íàçûâàåòñÿ òàêæå èíôîðìàöèîííûì
ìíîæåñòâîì èëè ìíîæåñòâîì íåîïðåäåëåííîñòè. Åñëè íàáëþäåíèÿ íå âåäóòñÿ
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, îøèáêà íàáëþäåíèé a priori íåîãðàíè÷åíà, òî
èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ äîñòèæèìîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé íàáëþäåíèé â äèñêðåòíûå ìîìåíòû
âðåìåíè ti ñ ðåçóëüòàòîì y(ti) è ïóñòü Y (y, t) � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû, ñîâìåñòèìûõ ñ ðåçóëüòàòîì íàáëþäåíèÿ y â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ýâîëþöèþ èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ýòî ìíîæåñòâî, êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè, èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî
ðîäà â ìîìåíòû íàáëþäåíèé. Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà ñëåâà, òàê ÷òî D∗(ti) � èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî íåïîñðåäñòâåííî
ïåðåä íàáëþäåíèåì, à D∗(ti + 0) � ñðàçó ïîñëå íàáëþäåíèÿ. Òîãäà â
èíòåðâàëå (ti, ti+1] ìåæäó íàáëþäåíèÿìè èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî D∗(t)

ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ äîñòèæèìîñòè D(t, ti; D
∗(ti)) èñõîäÿ èç ìíîæåñòâà

D∗(ti)) â ìîìåíò ti. Â ìîìåíò æå íàáëþäåíèÿ èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî
çàìåíÿòñÿ íà ïåðåñå÷åíèå ñàìîãî ñåáÿ, âçÿòîãî â íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé
ìîìåíò, ñ ìíîæåñòâîì Y (y(ti), ti):

D∗(ti + 0) = D∗(ti) ∩ Y (y(ti), ti).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìíîãîêðàòíîìó
ïîñòðîåíèþ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè è èõ ïåðåñå÷åíèé ñ ìíîæåñòâàìè
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ñîâìåñòèìûõ ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé.
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2 Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â äèññåðòàöèè èçó÷åí êîìïëåêñ âîïðîñîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ãðóïïèðóþùèõñÿ
âîêðóã ïîíÿòèÿ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè. Ðàññìîòðåíû ïðèìåíåíèÿ îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè êàê âíóòðè òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òàê è âíå åå. Èññëåäîâàíû
âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè è íåêîòîðûå çàäà÷è î
êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ýòèõ îáëàñòåé è èõ àïïðîêñèìàöèé.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû.

Çàäà÷à ââåäåíèÿ ñîñòîèò â êðàòêîé ïîñòàíîâêå îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ îáëàñòÿìè äîñòèæèìîñòè, îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ
äåë â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ñòðóêòóðû
è ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ââåäåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ êîíêðåòíûì
ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ òåõíèêè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè â íåêîòîðûõ
çàäà÷àõ èç îòäàëåííûõ îáëàñòåé �ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ�. Òî÷íåå
ãîâîðÿ, ìû äîêàçûâàåì ñ ïîìîùüþ ýòîé òåõíèêè îáîáùåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé
òåîðåìû Ëè�ßíãà èç òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ôåððîìàãíåòèêàõ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñó î ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì. Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû èçó÷àþòñÿ ëèíåéíûå, à âî âòîðîé � íåëèíåéíûå
ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû âòîðîé ÷àñòè çíà÷èòåëüíî ìåíåå
ïîëíû, ÷åì â ïåðâîé.

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàåò
ôóíäàìåíòàëüíûé, õîòÿ è íåñëîæíî äîêàçûâàåìûé, ðàíãîâûé êðèòåðèé
Êàëìàíà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûìè óïðàâëåíèÿìè.
Èçâåñòíû òàêæå è åãî îáîáùåíèÿ íà íåëèíåéíûå ñèñòåìû. Ðàçóìååòñÿ,
êðèòåðèé Êàëìàíà íå ìîæåò èñ÷åðïàòü âñåõ àñïåêòîâ âîïðîñà îá óïðàâëÿåìîñòè.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óæå äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè óïðàâëåíèÿìè
ðàíãîâûé êðèòåðèé íå äàåò äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óïðàâëÿåìîñòè. Çäåñü
îòâåò äàåòñÿ òåîðåìîé Áðàììåðà [91]. Åùå ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ óïðàâëÿåìîñòüþ
íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Â ñêîëüêî-íèáóäü îáùåé ñèòóàöèè, çäåñü íåëüçÿ ðàññ÷èòûâàòü
íàéòè îáîçðèìûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè.

Â ïåðâîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîâåäåíî íîâîå,
äîâîëüíî êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà Áðàììåðà
î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé
ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûìè óïðàâëåíèÿìè. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îäíîâðåìåííî
óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå, îñóùåñòâëÿþùåå ïåðåõîä
ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ìîæíî áðàòü â âèäå êâàçèïîëèíîìà.
Òåì ñàìûì çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêîãî óïðàâëåíèÿ â ïðèíöèïå ñâåäåíà ê
ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åíà
îöåíêà âðåìåíè óñïîêîåíèÿ (ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàçèïîëèíîìèàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ) äëÿ ñèñòåìû ìíîãèõ ìàÿòíèêîâ íà óïðàâëÿåìîé òåëåæêå.

Âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû ïîëó÷åíû íîâûå íåëèíåéíûå îáîáùåíèÿ êðèòåðèÿ
Êàëìàíà êàê íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè. Ìû ñóæàåì ðàçðûâ
ìåæäó íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè,
óñèëèâàÿ óïîìÿíóòîå âûøå íåëèíåéíîå îáîáùåíèå óñëîâèÿ Êàëìàíà.

Ïðè ýòîì, îäíàêî, ïðèõîäèòñÿ æåðòâîâàòü îáùíîñòüþ è îãðàíè÷èòüñÿ
ðàññìîòðåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì (äîâîëüíî ñëàáûì) òîïîëîãè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì.
Â îòëè÷èå îò ðàíåå èçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ îáîáùåíèé óñëîâèÿ Êàëìàíà
([101, 109]) íàøå óñëîâèå âûòåêàåò èç ãëîáàëüíûõ ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ
íà ïîñòðîåíèè ïîëóïðîíèöàåìûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû.
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Ïðèâîäèìûå â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèÿ
íàøåé òåîðåìû íåëüçÿ ñóùåñòâåííî îñëàáèòü.

Â êîíöå ãëàâû îáñóæäàåòñÿ ïîäñêàçàííàÿ êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè
Õ�åðìàíäåðà [102] ñâÿçü ìåæäó ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòüþ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû è àíàëèòè÷åñêîé ãèïîýëëèïòè÷íîñòüþ íåêîòîðûõ ñâÿçàííûõ ñ
íåé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ãëàâíîìó òåõíè÷åñêîìó ñðåäñòâó ðàáîòû ñ
îáëàñòÿìè äîñòèæèìîñòè � äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà óðàâíåíèÿ
Áåëëìàíà, äëÿ îïîðíûõ ôóíêöèé �íàèëó÷øèõ� ýâîëþöèîííûõ âûïóêëûõ
âåðõíèõ îöåíîê ýòèõ îáëàñòåé.

Ýòà ãëàâà, êàê è ïðåäûäóùàÿ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà
äâå ÷àñòè. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ ÷àñòü íåïîñðåäñòâåííî îòíîñèòñÿ ê òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, íî åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà ìàòåðèàëå âòîðîé
÷àñòè ãëàâû, êîòîðàÿ, ïî ñóùåñòâó, ïðèíàäëåæèò ê òåîðèè óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ÷èñòîì âèäå.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ãëàâû íà÷èíàåòñÿ c ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, âåäóùèõ
ê ôîðìóëèðîâêå òàê íàçûâàåìîãî �äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà�.
Èçâåñòíî (ñì. [60, 61]), ÷òî èíîãäà ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò îïîðíóþ
ôóíêöèþ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè. Êàê ïðàâèëî, ýòî îïèñàíèå êîððåêòíî
òîëüêî äî ìîìåíòà ïîòåðè ñòðîãîé âûïóêëîñòè îáëàñòüþ äîñòèæèìîñòè.
Ïîñêîëüêó òàêîé ìîìåíò íåèçáåæíî íàñòóïàåò äëÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à ïðèäàíèÿ
ñìûñëà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ãëîáàëüíîìó (ïî âðåìåíè)
ðåøåíèþ äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.

Â ïåðâîé ÷àñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå òåîðèè îöåíèâàíèÿ
îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè � ïîíÿòèå îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè (à òàêæå
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îáëàñòè ñóáäîñòèæèìîñòè). Ïîêàçàíî, ÷òî äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà
îïèñûâàåò îïîðíóþ ôóíêöèþ ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè.

Óñòàíîâëåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ
Áåëëìàíà è ìèíèìàëüíûìè âûïóêëûìè îáëàñòÿìè ñóïåðäîñòèæèìîñòè
íîñèò äîâîëüíî äåëèêàòíûé õàðàêòåð. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó ãëîáàëüíûå
ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà, âîîáùå ãîâîðÿ, � íåãëàäêèå,
òî òðåáóåòñÿ ðàáîòàòü ñ îáîáùåííûìè, òàê íàçûâàåìûìè âÿçêèìè ðåøåíèÿìè.
Ïðè ýòîì íå óäàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè âÿ-
çêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [95]), à ïðèõîäèòñÿ ðàçâèâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
òåõíèêó ñ ñàìîãî íà÷àëà.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ âûïóêëûõ âÿçêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ïåðâîãî
(è âòîðîãî) ïîðÿäêà ñòðîèòñÿ âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû. Îñíîâíûì åå ðå-
çóëüòàòîì ñëóæèò ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ âûïóêëûõ
âÿçêèõ ðåøåíèé ó ýâîëþöèîííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ âûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà ïðèíàäëåæèò
ê ýòîìó êëàññó óðàâíåíèé, ÷òî è ïîçâîëÿåò äîêàçàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû.

Òåìà àïïðîêñèìàöèè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè äîìèíèðóåò â òðåòüåé
ãëàâå. Â íåé ìåòîäû âòîðîé ãëàâû ïðèìåíÿþòñÿ ê çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè
îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ýëëèïñîèäîâ.
Â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû ÿâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
îïòèìàëüíûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå ýëëèïñîèäîâ ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî òàêæå òðàêòîâàòü
êàê ðåøåíèå íåêîòîðîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ
è äàæå êàê ãàðàíòèðîâàííûé àíàëîã óðàâíåíèé ôèëüòðà Êàëìàíà.
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Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû äîñòàâëÿþò îáîáùåíèå îñíîâíûõ óðàâíåíèé
èç ðàáîò [50, 82, 83, 77, 94].

Çàêëþ÷èòåëüíûå ãëàâû (4, 5, 6) ýòîé ðàáîòû ïîñâÿùåíû êà÷åñòâåííûì
ñâîéñòâàì îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè è èõ ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé.
Ýòî ñâîéñòâà, îòíîñÿùèåñÿ ê àñèìïòîòèêå ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè è àïïðîêñèìèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ, à òàêæå ñâîéñòâà ãëàäêîñòè
ãðàíèö îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè. (Ê ñ÷àñòüþ, ïîñëåäíÿÿ ïðîáëåìà äëÿ
ýëëèïñîèäîâ ðåøàåòñÿ òðèâèàëüíî.)

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè íåêîòîðûõ
ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè äëÿ óñòîé÷èâûõ
ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà, îòíîñÿùàÿñÿ ê ýòîé
çàäà÷å, ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàêîé ïðåäåë ïðè âðåìåíè äâèæåíèÿ, ñòðåìÿùåìñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè, âñåãäà ñóùåñòâóåò. Èíûìè ñëîâàìè, â ðàññìàòðèâàåìîì
îòíîøåíèè, õîðîøèå ëîêàëüíî îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû ñóïåðäîñòèæèìîñòè
âåäóò ñåáÿ òàê æå, êàê ñàìè îáëàñòè äîñòèæèìîñòè. Ýòà ãèïîòåçà äàëåêà
îò äîêàçàòåëüñòâà, íî â ÷åòâåðòîé ãëàâå ñîáðàíî ìíîãî ñâèäåòåëüñòâ â åå
ïîëüçó. Â ÷àñòíîñòè, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ýëëèïñîèäîâ èìåþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ, à â äâóìåðíîì
�äèàãîíàëüíîì� ñëó÷àå îñíîâíàÿ ãèïîòåçà äîêàçàíà.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðåäåëüíîìó ïîâåäåíèþ ñàìèõ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè,
à òàêæå èõ ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé
ñëó÷àÿ äëÿ ëèíåéíîé àâòîíîìíîé óïðàâëÿåìîé îáùåãî âèäà ñèñòåìû.
Çäåñü îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðàâèëüíî îáîáùèòü íà
îáùèé ñëó÷àé ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áëèçêè ê î÷åâèäíûì â ñëó÷àå óñòîé÷èâûõ
ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íîâîãî
ïîíÿòèÿ ôîðìû âûïóêëîãî òåëà. Ïîä ôîðìîé ñëåäóåò ïîíèìàòü êëàññ
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ýêâèâàëåíòíîñòè âûïóêëîãî òåëà îòíîñèòåëüíî âñåâîçìîæíûõ íåâûðîæäåííûõ
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îêàçûâàåòñÿ, õîðîøî âåäóò ñåáÿ îòíîñèòåëüíî
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî áîëüøîìó âðåìåíè íå ñàìè îáëàñòè äîñòèæèìîñòè,
à èõ ôîðìû. Ïðåäåëüíûå ôîðìû îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè äîïóñêàþò ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòîå îïèñàíèå, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ òðåõ �ïîäñèñòåì�
èñõîäíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîãî óñòîé÷èâîìó, ñòðîãî íåóñòîé÷èâîìó
è íåéòðàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû ñèñòåìû.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ
ýëëèïñîèäîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè. Êîíå÷íî, íåïîñðåäñòâåííîå
ïðèìåíåíèå ê íèì ïîíÿòèÿ �ôîðìû� ñîâåðøåííî áåññîäåðæàòåëüíî, ïîñêîëüêó
âñå ýëëèïñîèäû èìåþò îäèíàêîâóþ ôîðìó. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî
åñëè ìîäèôèöèðîâàòü ýëëèïñîèäû ñ ïîìîùüþ òåõ æå ìàòðè÷íûõ ìíîæèòåëåé,
êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñõîäèìîñòü ôîðì îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè, òî â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñõîäÿùååñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó ñåìåéñòâî
ýëëèïñîèäîâ. Äëÿ ïîëó÷àåìûõ òàêèì îáðàçîì ïðåäåëüíûõ ýëëèïñîèäîâ
òàêæå âåðåí íåêîòîðûé ïðèíöèï ðàñùåïëåíèÿ, êîòîðûé, êàê è â ñëó÷àå
îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè, ïîçâîëÿåò ïðè èõ îïèñàíèè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì
òðåõ �ïîäñèñòåì� èñõîäíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîãî óñòîé÷èâîìó,
ñòðîãî íåóñòîé÷èâîìó è íåéòðàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû
äîñòàâëÿþò õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè, â òîì ñìûñëå,
÷òî èõ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå êà÷åñòâåííî áëèçêî ê ïîâåäåíèþ îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè.

Íàêîíåö, â øåñòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ îñîáåííîñòè ãðàíèö îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè
ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Ïîñòðîåííóþ òåîðèþ ìîæíî
ñ÷èòàòü ðàñøèðåíèåì òåîðèè äâîéñòâåííîñòè Êàëìàíà [18]. Ýòà ïîñëåäíÿÿ
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óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó óïðàâëÿåìîñòüþ íåêîòîðîé ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû è ëèíåéíîé íàáëþäàåìîñòüþ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû. Â øåñòîé
ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó ãëàäêîñòüþ ãðàíèöû
îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ëèíåéíîé àâòîíîìíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è
íåêîòîðûìè çàäà÷àìè î íåëèíåéíîé íàáëþäàåìîñòè ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû.
Áîëåå òî÷íî, ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è î ïðîåêòèâíîé è ñôåðè÷åñêîé íàáëþäàåìîñòè,
è ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ýòè çàäà÷è ðàçðåøèìû, òî îòñþäà âûòåêàåò ãëàäêîñòü
ãðàíèö îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè çà îïðåäåëåííûé èíòåðâàë âðåìåíè. Â
÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòè, ýòîò èíòåðâàë ïðîè-
çâîëåí.

Ñôîðìóëèðîâàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàéòè àíàëîã ðàíãîâîãî
êðèòåðèÿ óïðàâëÿåìîñòè Êàëìàíà äëÿ çàäà÷è î ãëàäêîñòè ãðàíèöû îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè çà ëþáîé èíòåðâàë âðåìåíè è/èëè î ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòè.

Êðîìå òîãî, â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ãëàäêîñòè ãðàíèö
ïðåäåëüíûõ ôîðì îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè, ââåäåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Â çàêëþ÷åíèè ðåçþìèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
ðÿäå êîíôåðåíöèé, â òîì ÷èñëå íà êîíôåðåíöèè IFAC Âèëüíþñ 1986,
�Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ� Êåìåðîâî 1990, �Modeling, Estimation and Fil-
tering of Systems with Uncertainty� Sopron, Hungary, 1990, �Symposium
on optimal control of mechanical systems� IUTAM Ìîñêâà 1992, �Modeling
Technics for uncertain Systems� Sopron, Hungary, 1992, �Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû íàâèãàöèè è óïðàâëåíèÿ äâèæóùèìèñÿ îáúåêòàìè� Òàðóñà 1994,
�Nonlinear and game theoretic control synthesis� Èíñòèòóò Ýéëåðà, Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã 1995, íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå �Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ



Ââåäåíèå 17

íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ� Ìîñêâà 1996, íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ, Ìîñêîâñêîãî èíñòèòóòà ýëåêòðîííîãî
ìàøèíîñòðîåíèÿ, Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ñòåêëîâà, ÌÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
[20, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 82, 83, 112, 113, 114, 116].

Îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 177 ñòðàíèö ôîðìàòà À4; èñïîëü-
çîâàí òåêñòîâûé øðèôò ðàçìåðîì â 12 òî÷åê (4.23 ìì).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü êîëëåêòèâó ëàáîðàòîðèè
ìåõàíèêè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ÈÏÌ ÐÀÍ è, îñîáåííî, åãî ðóêîâîäèòåëþ
� àêàäåìèêó Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê Ô. Ë. ×åðíîóñüêî çà ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå è ïîääåðæêó.

3 Îäíî ïðèìåíåíèå ê ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ñîîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ
ñ îáëàñòÿìè äîñòèæèìîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ê çàäà÷àì èç ñîâåðøåííî
äðóãèõ îáëàñòåé. Òî÷íåå ãîâîðÿ, çäåñü ìû äåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå
òåõíèêè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ê îäíîé çàäà÷å, âîçíèêøåé â ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêå, è äîêàçûâàåì ñ ïîìîùüþ ýòîé òåõíèêè îáîáùåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé
òåîðåìû Ëè�ßíãà èç òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ôåððîìàãíåòèêàõ.

Ìû óêàçûâàåì íåêîòîðîå ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, ñâÿçàííîé ñ ðåøåò÷àòîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé îáùåãî âèäà, êîòîðîå ñ îäíîé ñòîðîíû âêëþ÷àåò â ñåáÿ
îòñóòñòâèå íóëåé ó ñòàòñóììû êàê ôóíêöèè âíåøíåãî ïîëÿ â îïðåäåëåííûõ
îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
ïîäêëþ÷åíèè äîáàâî÷íîãî êâàäðàòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îòñþäà âûòåêàåò
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âàæíàÿ òåîðåìà Ëè � ßíãà èç òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ôåððîìàãíåòèêàõ.

3.1 Ââåäåíèå

Â 1952 ã. ôèçèêè Ëè è ßíã îïóáëèêîâàëè âàæíóþ ðàáîòó [130], îòíîñÿùóþñÿ
ê òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Èõ ïîäõîä áûë îñíîâàí íà âûäåëåíèè íåêîòîðûõ
îáëàñòåé â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèé âíåøíåãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, â êîòîðûõ ñòàòñóììû èçèíãîâûõ ôåððîìàãíåòèêîâ íå îáðàùàþòñÿ
â íóëü. Òåîðåìà Ëè-ßíãà óòâåðæäàåò, ÷òî íåêîòîðûå îáëàñòè, ïî î÷åâèäíûì
ïðè÷èíàì íå ñîäåðæàùèå íóëåé ñòàòñóììû, îòâå÷àþùåé íåâçàèìîäåéñòâóþùèì
ñïèíàì, íå ñîäåðæàò òàêæå è íóëåé ñòàòñóììû, ñîîòâåòñòâóþùåé ôåððîìàãíèòíîìó
âçàèìîäåéñòâèþ.

Çäåñü ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé
ñóììû (õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ìåðû íà Rn), êîòîðîå âêëþ÷àåò â
ñåáÿ îòñóòñòâèå íóëåé â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà
è ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè êâàäðàòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ò.å. óìíîæåíèÿ
èñõîäíîé ìåðû íà ôóíêöèþ âèäà exp A(x), ãäå A � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
ñïåöèàëüíîãî âèäà). Â êîíöå ãëàâû ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé
÷òî ñàìî ïî ñåáå ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ íóëåé ìîæåò áûòü íàðóøåíî ïðè
ïîäîáíîì âîçìóùåíèè ãàìèëüòîíèàíà.

3.2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü Ω ⊂ Cn � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïëåêñíîãî

ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Ω) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M(Ω) ìíîãî÷ëåíîâ,
íå èìåþùèõ íóëåé â Ω, â ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé f : Cn → C,
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èìåþùèõ êîíå÷íóþ íîðìó ||f ||ε = supz∈Cn |f(z)| exp(−ε|z|2) äëÿ ëþáîãî
ε > 0. Òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé çàäàåòñÿ ýòèìè íîðìàìè.

Òåîðåìà Ãóðâèöà ïîêàçûâàåò ÷òî åñëè f ∈ N(Ω), òî f íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü âíóòðè Ω. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî, îäíàêî, íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî f ∈
N(Ω). Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ z 7→ e−iz íå ñîäåðæèòñÿ â N(H+), ãäå H+ =

{z ∈ C, Im z > 0} � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà Ïóñòü ν � òàêàÿ ìåðà íà Rn, ÷òî
∫

exp(a|x|2)dν < ∞

äëÿ ëþáîãî a > 0, Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Cn, K = K(Ω) ñîñòîèò
èç òàêèõ âåêòîðîâ ξ ∈ Cn, ÷òî x + zξ ∈ Ω åñëè x ∈ Ω, Im z > 0, QΩ �
ìíîæåñòâî êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íà Rn âèäà A(x) =

∑N
i=1(ξi, x)2, ξi ∈

K(Ω). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ν̂(z) =

∫
exp i(z, x)dν(x)

ìåðû ν ëåæèò â N(Ω). Òîãäà, åñëè A ∈ QΩ, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ìåðû dµ(x) = exp A(x)dν(x) òàêæå ëåæèò â N(Ω).

Èñõîäíàÿ òåîðåìà Ëè�ßíãà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ Ω = Rn + iRn
+, dν(x) =

∏n
i=1 dνi(xi), νi = δ−1 + δ1, ãäå δt � ìåðà Äèðàêà ñ íîñèòåëåì â t ∈ R.

Çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå Íüþìàí [111] îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò óáðàâ âñå
îãðàíè÷åíèÿ êðîìå ÷åòíîñòè íà ìåðû νi. Äàíëîï è Íüþìàí [97] äîêà-
çàëè òåîðåìó òèïà Ëè�ßíãà äëÿ ñòàòñóììû ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ
ðîòàòîðîâ, à òàêæå äëÿ ìîäåëåé òåîðèè ïîëÿ ñî âçàèìîäåéñòâèåì âèäà
(
∑

φ2
i )

2 è ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò 2 èëè 3. Äîêàçàòåëüñòâà â ýòèõ ðàáîòàõ,
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ðàâíî êàê è â íåêîòîðûõ äðóãèõ îñíîâàíû íà ñâåäåíèè ê ñëó÷àþ ôåððîìàãíåòèêîâ
ñî ñïèíîì 1/2 è ïîñëåäóþùåé èíäóêöèè ïî ÷èñëó ñïèíîâ. Çäåñü èñïîëü-
çóåòñÿ ñóùåñòâåííî èíîé ïîäõîä.

Ðàáîòà Ëèáà è Ñîêàëà [108] èìååò ìíîãî îáùåãî ñ íàøåé. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ñëó÷àÿ Ω = Rn + iRn

+ èõ ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè, ÷åì
íàøè. Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ, êîòîðûå èìåëè â âèäó êàê àâòîð, òàê è
Ëèá è Ñîêàë, íàøà òåîðåìà ïðèâîäèò, îäíàêî, ê íåñêîëüêî áîëåå òî÷íûì,
õîòÿ è íå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû: ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
A(x) = (ξ, x)2, ξ ∈ K, ñîîòâåòñòâóþùèé ìåðå

dµ(x) = (exp(ξ, x)2)dν(x).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ft(Z) = f(Z, t), Z ∈ Cn, t ∈ R, çàäàííóþ ôîðìóëîé

f(Z, t) =

∫
exp((ξ, x)2 + i(Z, x))dν(x).

Î÷åâèäíî f0(Z) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìåðû ν, à f1(Z) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ìåðû µ. Êðîìå òîãî ÿñíî, ÷òî f(Z, t) öåëàÿ ôóíêöèÿ îò Z,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

∂φ

∂t
+ (ξ,

∂

∂Z
)2φ = 0 (3.1)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) êîððåêòíî
ïîñòàâëåíà â ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé

||φ||ε = sup
Z∈Cn

|φ(Z)| exp(−ε|Z|2).

Ýòî âûòåêàåò èç ôîðìóëû Ïóàññîíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Tt : φ0 → φt îïåðàòîðû ïîëóãðóïïû, ïîðîæäåííîé óðàâíåíèåì
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(1). Åñëè
Tt(M(Ω)) ⊂ M(Ω) for t ≥ 0, (3.2)

òî îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò íàøà òåîðåìà, ïîñêîëüêó îïåðàòîð Tt

íåïðåðûâåí, f0 ëåæèò â çàìûêàíèè N(Ω) ìíîæåñòâà M(Ω), è ïîýòîìó
T1f0 = f1 ∈ N(Ω).

×òîáû óñòàíîâèòü âêëþ÷åíèå (3.2) ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí
U0 ∈ M(Ω), òî÷êó x ∈ Ω è ôóíêöèè U(Z, t) = (TtU0)(Z) è u(z, t) = U(x +

zξ, t), ãäå z ∈ C. ßñíî, ÷òî U(Z, t) è u(z, t) � ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåòñòâåííî
ïî Z è ïî z. Êðîìå òîãî, ìíîãî÷ëåí u(z, 0) íå èìååò íóëåé â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u(z, 0), Im z > 0, òî âåêòîð x+zξ ∈ Ω

ÿâëÿåòñÿ (íåñóùåñòâóþùèì) êîðíåì ìíîãî÷ëåíà U0 ∈ M(Ω) .
Äàëåå, èç óðàâíåíèÿ (3.1), ïðèìåíåííîãî ê U(Z, t), ñëåäóåò, ÷òî

∂u

∂t
+

∂2u

∂z2
= 0 (3.3)

Ïîýòîìó, ñ÷èòàÿ ñôîðìóëèðîâàííóþ íèæå îñíîâíóþ ëåììó äîêàçàííîé,
ïîëó÷èì, ÷òî ìíîãî÷ëåí ut(z) = u(z, t) òàêæå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè Im z > 0, x ∈ Ω, òî ìíîãî÷ëåí
Ut(Z) = U(Z, t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè Z = x+zξ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,
÷òî ëþáàÿ òî÷êà Z ∈ Ω ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå x + zξ, ãäå x ∈
Ω, Im z > 0. Ýòî äîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå (3.2), à âìåñòå ñ íèì è òåîðåìó.
Îñíîâíàÿ ëåììà.Ïóñòü ut(z) = u(z, t) � ìíîãî÷ëåí ïî z ∈ C, óäîâëåòâîðÿþùèé
óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè (3.3). Òîãäà, åñëè u0 ∈ M(H+), òî ut ∈
M(H+) äëÿ ëþáîãî t ≥ 0.

Ýòà ëåììà, ïî-ñóùåñòâó, ñîâïàäàåò ñ îäíîìåðíûì âàðèàíòîì òåîðåìû
è ñàì ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Èçëàãàåìîå äàëåå äîêàçàòåëüñòâî,
îäíàêî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íîâûì è, âîçìîæíî, ïîëåçíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ
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íå òîëüêî ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû äëÿ ôåððîìàãíåòèêîâ. Åãî èäåÿ ñîñòîèò
â ñâåäåíèè âîïðîñà ê âû÷èñëåíèþ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè íåêîòîðîé êîíå÷íîìåðíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé êîãäà u(z, t) èìååò
ïðîñòûå êîðíè ïî z. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç αi(t), i = 1, . . . , N . Òîãäà, êàê
ëåãêî ïîêàçàòü ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå Áþðãåðñà

∂v

∂t
+

∂2v

∂z2
+ 2v

∂v

∂z
= 0,

êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ

v(z, t) =
∂

∂z
log u(z, t) =

∑
(z − αi(t))

−1,

÷òî äëÿ αi âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

α̇i = 2
∑

j 6=i

(αi − αj)
−1, i, j = 1, . . . , N, (3.4)

èçâåñòíûõ â òåîðèè ñîëèòîíîâ.
Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (3.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè αi(0) ðàçëè÷íû, òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè ðàçðåøèìà ïðè t ≥ 0 è âñå αi(t) ðà-
çëè÷íû. Ïîýòîìó, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðîñòîòó íóëåé ôóíêöèè u(z, t) äîñòàòî÷íî
ñ÷èòàòü, ÷òî íóëè ôóíêöèè u(z, 0) ïðîñòûå.

Óñëîâèå u0 ∈ M(H+) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Im αi(0) ≤ 0 ∀i. Ïîêàæåì,
÷òî Im αi(t) ≤ 0 ∀i, t ≥ 0, èëè, èíûìè ñëîâàìè, îáëàñòü äîñòèæèìîñòè
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3.4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Im αi(0) ≤ 0 ∀i îäíà
è òà æå äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âðåìåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè t ≥ 0 �
ïåðâûé ìîìåíò, êîãäà îäíà èç êîîðäèíàò αi(t) ∈ C ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííîé,
òî ïîëàãàÿ zj = αj(t) − αi(t) ïîëó÷èì Im zj ≤ 0, ∀j è Im(−z−1

j ) ≤ 0.
Ïîýòîìó, Im

∑
j 6=i(αi(t) − αj(t))

−1 ≤ 0 è áîëåå òîãî, åñëè ñóùåñòâóåò
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òàêîé èíäåêñ k, ÷òî êîîðäèíàòà αk(t) íå âåùåñòâåííà, òî Im
∑

j 6=i(αi(t)−
αj(t))

−1 < 0.
Ïîýòîìó, ëèáî âñå êîîðäèíàòû αi(t) ∈ R è òîãäà óðàâíåíèå (3.4)

ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå αi(s) ∈ R ïðè s ≥ t, ëèáî Im α̇i(t) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî
êðèâûå αi(t) íå ìîãóò ïåðåñå÷ü âåùåñòâåííóþ îñü. Òåì ñàìûì ðàçîáðàí
ñëó÷àé, êîãäà ìíîãî÷ëåí u0 èìååò ïðîñòûå êîðíè. Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ
îòñþäà ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè u0 ìíîãî÷ëåíàìè ñ ïðîñòûìè êîðíÿìè,
ëåæàùèìè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. ¥

Ïîÿñíèì òåïåðü ïî÷åìó ñàìî ïî ñåáå îòñóòñòâèå íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè â îáëàñòè Ω ìîæåò áûòü íàðóøåíî ïðè çàìåíå ìåðû dν íà ìåðó
µ = Tν, dµ(x) = exp(A(x))dν(x).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 1, Ω = H+. ßñíî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
A(x) = 1

2
x2 ñîäåðæèòñÿ â QΩ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç νt ñäâèã ìåðû ν íà t ∈ R:

∫
f(x)dνt(x) =

∫
f(x− t)dν(x).

Òîãäà ïîëó÷èì äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè T̂ νt ìåðû âûðàæåíèå
Tνt

T̂ νt(z) =
∫

exp(1
2
(x− t)2 + iz(x− t))dν(x) =

exp(−izt + 1
2
t2)

∫
exp(1

2
x2 + i(z + it)x)dν(x) =

exp(−izt)T̂ ν(z + it)

Ïîýòîìó, åñëè T̂ ν(z) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ C, òî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì îòðèöàòåëüíîì t ôóíêöèÿ T̂ νt èìååò íóëü H+. Â òî æå âðåìÿ
ôóíêöèÿ ν̂t(z) = exp(−izt)ν̂(z) íå èìååò íóëåé â H+ åñëè òàì íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ν̂t(z).



Ãëàâà 1
Ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü. Êîãäà îáëàñòè
äîñòèæèìîñòè èñ÷åðïûâàþò âñå
ïðîñòðàíñòâî?
1 Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå.

Êðèòåðèé Áðàììåðà

Óêàçàí êðèòåðèé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ
îãðàíè÷åííûìè óïðàâëåíèÿìè, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå,
îñóùåñòâëÿþùåå ïåðåõîä ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ìîæíî ñòðîèòü
â âèäå êâàçèïîëèíîìà. Òåì ñàìûì çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêîãî óïðàâëåíèÿ â
ïðèíöèïå ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
1. Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
êðèòåðèé Êàëìàíà [18], äàþùèé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà

ẋ = Ax + Bu, x ∈ Rn, u ∈ Rm (1.1)

Çäåñü A : Rn → Rn, A : Rm → Rn � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, íå çàâèñÿùèå
îò âðåìåíè, Êðèòåðèé Êàëìàíà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïàðà ìàòðèö óäîâëåòâîðÿëà
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ:

rank(B, AB, . . . , An−1B) = n (1.2)
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Ïðè ýòîì óñëîâèè ìîæíî èç ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Rn ïîïàñòü â ëþáóþ
òî÷êó x1 ∈ Rn, äâèãàÿñü ïî òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1.1)
ñ íåêîòîðûì óïðàâëåíèåì u(t). Â äàííîé ðàáîòå óêàçûâàþòñÿ àíàëîã
êðèòåðèÿ Êàëìàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óïðàâëåíèÿ u â óðàâíåíèè (1.1)
ñòåñíåíû îãðàíè÷åíèåì

|u| ≤ C (1.3)

à òàêæå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî
ïåðåõîä. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè îãðàíè÷åíèè (1.3) óñëîâèå Êàëìàíà (1.2) ñîâåðøåííî
íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð,
ìàòðèöà A èìååò ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè ó âñåõ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë, òî, èñõîäÿ èç ëþáîé òî÷êè è äâèãàÿñü âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû
(1.1), (1.3), íåëüçÿ âûéòè çà ïðåäåëû íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà,
ïðè÷åì òàê áóäåò ïðè ëþáîì âûáîðå ìàòðèöû B. Åñëè æå, íàîáîðîò,
ìàòðèöà A èìååò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè ó âñåõ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë, òî íåëüçÿ ïîïàñòü, ñêàæåì, â 0 ∈ Rn èç äîñòàòî÷íî äàëåêîé òî÷êè
x0 ∈ Rn .

2. Îáñóäèì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, âïåðâûå äîêàçàííóþ â [91], íåêîòîðûå
äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû ñì. â [35, 58].

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1.1),(1.3) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî êðîìå óñëîâèÿ Êàëìàíà (1.2) åùå ñëåäóþùåå:

Re λi = 0, (2.1)

ãäå λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A.

Ïîÿñíèì ïðè÷èíû íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (2.1). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ó ìàòðèöû A èìååòñÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ, ïðè÷åì

Re λ = a < 0 (2.2)
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Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà A íà−A íå èçìåíÿåò ñâîéñòâà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè
ñèñòåìû (1.1), (1.3), ïîýòîìó çíàê ìåíüøå â óñëîâèè (2.2) íå îãðàíè÷èâàåò
îáùíîñòè. Ïóñòü DT � îáëàñòü äîñòèæèìîñòè çà âðåìÿ T ñèñòåìû (1.1),
(1.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0, à hT � åå îïîðíàÿ ôóíêöèÿ. Èìååì
[50]

hT (ξ) =
∫

0
T sup|u|≤C(exp(A(T − t))Bu, ξ) dt

≤ C|B| ∫
0
T | exp(A∗(T − t))ξ| dt

(2.3)

Çäåñü è âñþäó äàëåå èíòåãðèðîâàíèå ïî t âåäåòñÿ îò 0 äî T , A∗ � ìàòðèöà,
òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A, |B|� íîðìà ìàòðèöû B. Èç óñëîâèÿ (2.2) ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð 0 6= ξ ∈ Rn, ÷òî

| exp(A∗t)ξ| ≤ C exp(at), a < 0 (2.4)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ξ = x + x̄, ãäå x ∈ Cn � ñîáñòâåííûé,
íå ÷èñòî ìíèìûé âåêòîð ìàòðèöû A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ, x̄ �
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé âåêòîð. Èç ñîîòíîøåíèé (2.3), (2.4) âûòåêàåò,
÷òî âåëè÷èíà hT (ξ) îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî ïî T , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëíîé
óïðàâëÿåìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (2.1) íåîáõîäèìî.

3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óïðàâëåíèå u(t), îáåñïå÷èâàþùåå ïåðåõîä èç
îäíîé òî÷êè â äðóãóþ, ìîæíî âçÿòü â âèäå âåêòîðíîãî êâàçèïîëèíîìà
âèäà

u(t) =
∑

akl exp(λkt)t
l, akl ∈ Cn (3.1)

ãäå λk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèáî ìàòðèöû A, ëèáî −A.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñèñòåìà (1.1), (1.3) âïîëíå óïðàâëÿåìà (÷òî îçíà÷àåò,
ñîãëàñíî òåîðåìå 1, âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.2), (2.1)). Òîãäà äëÿ ïåðåâîäà
ñèñòåìû èç çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü óïðàâëåíèå
âèäà (3.1).
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Ïóñòü óïðàâëåíèå u(t) òàêîâî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.1) ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êè x0, x1 ∈ Rn, x(0) = x0, x(T ) = x1, T ≥ 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî ∫ T

0

exp(A(T − t))Bu(t) dt = x1 − exp(AT )x0

Áóäåì èñêàòü u â âèäå u = u0 + u1, ãäå
∫ T

0

exp(Ai(T − t))Bui(t) dt = xi(−1)i, Ai = A(−1)i, i = 0, 1 (3.2)

Åñëè íàéòè ðåøåíèå � êâàçèïîëèíîì u(t) óðàâíåíèé (3.2), òàêîå, ÷òî
íîðìà |u(t)| ìàëà, íàïðèìåð íå ïðåâîñõîäèò C/2, ãäå C � ïîñòîÿííàÿ
èç (1.3), òî òåì ñàìûì áóäåò íàéäåíî êâàçèïîëèíîìèàëüíîå óïðàâëåíèå,
ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1.1), (1.3) èç x0 â x1 çà âðåìÿ T . Çàìåòèì, ÷òî åñëè
äëÿ ìàòðèöû A âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.2), (2.1), òî îíè âûïîëíåíû è äëÿ
Ai. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

∫ T

0

exp(A(T − t)Bu(t) dt = x (3.3)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî êâàçèïîëèíîìà u(t) ñ ìàëîé íîðìîé, åñëè
ìàòðèöû A,B óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.2), (2.1), à âðåìÿ T äîñòàòî÷íî
âåëèêî. Áóäåì èñêàòü u â âèäå

u = ut,ξ(t) = B∗ exp(A∗(T − t))ξ (3.4)

Î÷åâèäíî (ñì. [2]), ÷òî u � êâàçèïîëèíîì. Èç êîíñòðóêöèè (3.4) åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âîçíèêàþò ïîìèìî åâêëèäîâîé íîðìû |ξ| = (ξ, ξ)1/2 âåêòîðà ξ,
åùå äâå íîðìû è îïåðàòîð P :

‖ξ‖∞,T = sup
0≤t≤T

|B∗ exp(A∗(T − t))| = sup
0≤t≤T

|uT,ξ(t)|
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‖ξ‖2,T = (

∫ T

0

|B∗ exp(A∗(T − t))|2 dt)1/2 = (

∫ T

0

|uT,ξ(t)|2 dt)1/2

Pξ = PT ξ =

∫ T

0

exp(A(T − t))BuT,ξ dt

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷à (3.3) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

PT ξ = x (3.5)

ñ ìàëîé (≤ C/2) íîðìîé ‖ξ‖∞,T . Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ξ

(áåç îöåíêè íîðìû ‖ξ‖∞,T ) óðàâíåíèÿ (3.5) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ Êàëìàíà
(1.2). Âèäíî, ÷òî

(PT ξ, ξ) = ‖ξ‖2
2,T (3.6)

è ÷òî (â ñèëó óñëîâèÿ Êàëìàíà (1.2))

|ξ| ≤ c‖ξ‖∞,T , (3.7)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò T .
Îñíîâíîé ôàêò, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ðåøåíèå ξ óðàâíåíèÿ (3.5) ñ ìàëîé

íîðìîé, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2.1). Òîãäà ïðè T →∞ ðàâíîìåðíî
ïî ξ 6= 0 èìååì ‖ξ‖2

2,T ≥ cT‖ξ‖2
∞,T ãäå c � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ

(íå çàâèñÿùàÿ îò T ).

Ñ÷èòàÿ ëåììó óñòàíîâëåííîé, îöåíèì íîðìó ‖ξ‖∞,T ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(3.5). Èìååì â ñèëó (3.5), (3.6) è ëåììû

(x, ξ) = ‖ξ‖2
2,T ≥ cT‖ξ‖2

∞,T (3.8)
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ïðè áîëüøèõ T . Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâî (3.7)
ïîêàçûâàþò, ÷òî |x|‖ξ‖∞,T ≥ |(x, ξ)|. Òåïåðü èç (3.8) ïîëó÷àåì

‖ξ‖∞,T ≤ c|x|/T (3.9)

è ïîòîìó, â ÷àñòíîñòè, ïðè áîëüøèõ T âñÿêîå ðåøåíèå ξ óðàâíåíèÿ (3.5)
èìååò ìàëóþ íîðìó ‖ξ‖∞,T . Èç íåðàâåíñòâà (3.9) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî
ìîæíî ïåðåéòè èç òî÷êè 0 ∈ Rn â òî÷êó x ∈ Rn èëè â îáðàòíîì ïîðÿäêå
çà âðåìÿ T = O(|x|).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëåììó. Ïóñòü

u(t) = uT,ξ(t) =
∑

akl exp(λkt)t
l,

akl ∈ Cn. Òîãäà Re λk = 0 â ñèëó óñëîâèÿ (2.1). Èìååì u(t) =
∑

pk(t) exp(iωkt),
ãäå pk � (âåêòîðçíà÷íûå) ïîëèíîìû, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò
ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà æîðäàíîâûõ êëåòîê ìàòðèöû A ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì iωk, ωk � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé
òàêîãî âèäà âûïîëíÿåòñÿ ïðè T →∞ íåðàâåíñòâî

I =

∫ T

0

|u(t)|2 dt ≥ cT‖ξ‖∞,T , ‖ξ‖∞,T = sup
0≤t≤T

|u(t)| (3.10)

Â ñàìîì äåëå

I = T 〈|u(Tτ)|2〉 = T 〈|∑ pk(Tτ) exp(iωkTτ)|2〉 =

T
∑

Jk + T
∑

k 6=l Kkl, ãäå Jk = 〈|pk(Tτ)|2〉,

Kkl = 〈(pk(Tτ), pl(Tτ) exp i(ωk − ωl)Tτ〉,

(3.11)

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ 〈f(τ)〉 =
∫ 1

0
f(τ) dτ , (x, y) =

∑
xiȳi �

ñòàíäàðòíîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn. Ïîëîæèì pk,T (t) =
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pk(Tt). Òîãäà, î÷åâèäíî,

Jk ≥ c1‖pk,T‖2
∞,1 = c1‖pk‖2

∞,T (3.12)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c1 çàâèñèò òîëüêî îò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ pk, èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, îò ðàçìåðîâ æîðäàíîâûõ êëåòîê ìàòðèöû A. Áîëåå òî÷íûå
âû÷èñëåíèÿ ñ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîæíî âçÿòü c1 â
âèäå (1/ deg pk)

2. Âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.11) ìîæíî îöåíèòü, èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì:

|TKk,l| =
∣∣∣−

〈
exp(i(ωk−ωl)Tτ)

i(ωk−ωl)
d
dτ

(pk,T , pl,T )(τ)
〉

+

exp(i(ωk−ωl)Tt)
i(ωk−ωl)

(pk,T , pl,T )(t)
∣∣∣
1

0

∣∣∣∣ ≤ Ω−1
(〈∣∣∣dp(τ)

dτ

∣∣∣
〉

+ 2‖p‖∞,1

)
,

(3.13)

ãäå p = (pk,T , pl,T ), à Ω = min
k,l
|ωk − ωl|. Î÷åâèäíà îöåíêà

〈|dp(τ)/dτ |〉 ≤ c2‖p‖∞,1 (3.14)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c2, à èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ïðèáëèæåíèé
(ñì. [57]) ñëåäóåò, ÷òî c2 ≤ (deg p)2 è äàæå áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà c2 ≤
〈|dTN(τ)/dτ |〉, ãäå TN � ïîëèíîì ×åáûøåâà.

Ñîáèðàÿ âìåñòå íåðàâåíñòâà (3.12)�(3.14), ïîëó÷èì äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî
â (3.11) ìàæîðàíòó âèäà

Ω−1c2

∑

k 6=l

‖pk‖∞,T‖pl‖∞,T ≤ Ω−1c2(
∑

‖pk‖∞,T )2 (3.15)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c2 çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðà æîðäàíîâûõ êëåòîê ìàòðèöû
A (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îò ñòåïåíåé ïîëèíîìîâ k) è ìîæåò áûòü îöåíåíà
òàê:

c2 ≤ max
k 6=l

(deg pk + deg pl)
2 + 2
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Èç íåðàâåíñòâ (3.11), (3.12) è (3.15) ïîëó÷àåì

I ≥ c1T
∑M

k=1 ‖pk‖2
∞,T − c2Ω

−1(
∑M

k=1 ‖pk‖∞,T )2 ≥

(c1T/M − c2Ω
−1)(

∑M
k=1 ‖pk‖∞,T )2 ≥ (c1T/M − c2Ω

−1)‖pk‖2
∞,T

÷òî äîêàçûâàåò (ïðè T → ∞) íåðàâåíñòâî (3.10) è ëåììó. Òåîðåìà 2
äîêàçàíà.

4. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ
èç ìíîãèõ ìàÿòíèêîâ ñ îáùåé òî÷êîé ïîäâåñà. Ýòà òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò
óïðàâëÿåìîå äâèæåíèå ñ îãðàíè÷åííûì óñêîðåíèåì. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

ẍ = u; ẍi + ω2
i xi = u, i = 1, . . . , N ; |u| ≤ 1

Çäåñü x � ñìåùåíèå òî÷êè ïîäâåñà, xi � ñìåùåíèå i-ãî ìàÿòíèêà. Çàäà÷à
óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â óñïîêîåíèè ñèñòåìû: ïåðåâîäà èç äàííîãî íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè âñåõ ìàÿòíèêîâ è
òî÷êè ïîäâåñà íóëåâûå. Èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è âîçìîæíî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, åñëè è òîëüêî
åñëè ÷àñòîòû |ωi| 6= 0 âñå ðàçëè÷íû (ýòî ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ Êàëìàíà
(1.2)). Ìîæíî òàêæå, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, îöåíèòü âðåìÿ
óñïîêîåíèÿ T ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàçèïîëèíîìèàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u

âèäà
u(t) = ξ1 + ξ2t + Re

∑
ak exp(iωkt), ak ∈ C

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì (x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ
â íà÷àëüíûé ìîìåíò)

T ≤ 2
√

N + 2|x|+ 4((N − 1)/Ω) +
√

14N/ω
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x = (x, ẋ, x1, ẋ1, . . . , xN , ẋN) (4.1)

|x|2 = x2 + (ẋ)2 +
∑

(ωixi)
2 + (ẋi)

2

Ω = min
i,j=1,...,N

|ωi ± ωj|, ω = min
i,j=1,...,N

|ωi|

Ïîäðîáíûé âûâîä îöåíêè (4.1) ïàðàëëåëåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 è
òðåáóåò äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè
ïîëó÷åíû Ô. Ë. ×åðíîóñüêî â çàäà÷å óñïîêîåíèÿ ñèñòåìû N ìàÿòíèêîâ
(áåç óñïîêîåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà) è â çàäà÷å óñïîêîåíèÿ îäíîãî ìàÿòíèêà
âìåñòå ñ òî÷êîé ïîäâåñà. Îòìåòèì, ÷òî âèä (3.4) çàêîíà óïðàâëåíèÿ áûë
óêàçàí åùå â ðàáîòàõ Êàëìàíà 1960-õ ãîäîâ. Àâòîð áëàãîäàðèò Ô. Ë.
×åðíîóñüêî çà îáñóæäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà (3.4) ïðîãðàììíîãî
óïðàâëåíèÿ áûëà óêàçàíà àâòîðó Ô. Ë. ×åðíîóñüêî, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ
óïðàâëåíèÿ êàê ðàç òàêîãî òèïà íàøåë ÿâíóþ îöåíêó âðåìåíè óñïîêîåíèÿ
äëÿ óêàçàííûõ âûøå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ìàÿòíèêîâ ñ îáùåé òî÷êîé
ïîäâåñà.

2 Óïðàâëÿåìîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ

Äîêàçàíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè (çà ïðîèçâîëüíîå âðåìÿ)
íåëèíåéíîé âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â îòëè÷èå îò
ðàíåå èçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ îáîáùåíèé óñëîâèÿ Êàëìàíà ([101], [109]) íàøå
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óñëîâèå âûòåêàåò èç ãëîáàëüíûõ ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà ïîñòðîåíèè ïîëóïðîíèöàåìûõ
ïîâåðõíîñòåé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â ýòîì ðàçäåëå ðå÷ü ïîéäåò î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè
äëÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Äëÿ îáùåé íåëèíåéíîé
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû òðóäíî îæèäàòü ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé óïðàâëÿåìîñòè, âðîäå óñëîâèÿ Êàëìàíà â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, óæå â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè áûë ïîíÿò èíâàðèàíòíûé
ñìûñë óñëîâèÿ Êàëìàíà, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî àëãåáðà Ëè, ïîðîæäåííàÿ
äîïóñòèìûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè (ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ïðè âûáîðå âñåâîçìîæíûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé), èìååò ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé ðàíã. Áîëåå òîãî, ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è, â
íåêîòîðîì ñìûñëå, áëèçêèì ê äîñòàòî÷íîìó. Íàïðèìåð, èç ýòîãî óñëîâèÿ
âûòåêàåò, ÷òî îáëàñòü äîñòèæèìîñòè îáÿçàòåëüíî èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü.

Çäåñü ìû íåñêîëüêî ñóæàåì ðàçðûâ ìåæäó íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè
óñëîâèÿìè ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè, ñëåãêà óñèëèâàÿ óêàçàííîå âûøå íåëèíåéíîå
îáîáùåíèå óñëîâèÿ Êàëìàíà. (Â ëèíåéíîì ñëó÷àå íàøå óñëîâèå îïÿòü-
òàêè ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì Êàëìàíà [18].)

Ïðè ýòîì, îäíàêî, ïðèõîäèòñÿ æåðòâîâàòü îáùíîñòüþ è îãðàíè÷èòüñÿ
ðàññìîòðåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì (äîâîëüíî ñëàáûì) òîïîëîãè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì.
Â îòëè÷èå îò ðàíåå èçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ îáîáùåíèé óñëîâèÿ Êàëìàíà
([101], [109]) íàøå óñëîâèå âûòåêàåò èç ãëîáàëüíûõ ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ
íà ïîñòðîåíèè ïîëóïðîíèöàåìûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû.
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2.1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì õîðîøî èçâåñòåí êðèòåðèé ïîëíîé
óïðàâëÿåìîñòè Êàëìàíà [18] (óðàâíåíèå (1.2) èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà

ẋ = Ax + Bu, x ∈ V, u ∈ U, (1.1)

ãäå A : V → V, B : U → V � ëèíåéíûå îïåðàòîðû áûëà âïîëíå
óïðàâëÿåìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ñîñòàâíîé ìàòðèöû
(B,AB, ..., An−1B) áûë ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì:

rk(B,AB, ..., An−1B) = n. (1.2)

Çäåñü n = dim V .
Õîðîøî èçâåñòíû òàêæå è íåêîòîðûå íåëèíåéíûå àíàëîãè óñëîâèÿ

Êàëìàíà (1.2), îòíîñÿùèåñÿ ê íåëèíåéíûì óïðàâëÿåìûì ñèñòåìàì âèäà

x = f(x) + g(x)u, x ∈ V, u ∈ U (1.3)

Çäåñü óæå ðàçóìíî ñ÷èòàòü V ïðîñòî ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, à íå îáÿ-
çàòåëüíî âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, f � ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì íà
V , à g � ãëàäêèì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
U â êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TV ìíîãîîáðàçèÿ V . Íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1.3) â âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå
ñîñòîèò â òîì ([101, 109]), ÷òî àëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäåííàÿ
ïîëÿìè f è gu è äëÿ âñåâîçìîæíûõ u ∈ U , èìååò ïîëíûé ðàíã â êàæäîé
òî÷êå x ∈ V

rk Lie(f, gu) = dim V (1.4)
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(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâòîðÿþùèåñÿ êîììóòàòîðû ïîëåé f è gu â êàæäîé
òî÷êå x ∈ V ïîðîæäàþò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxV ). Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî óêàçàííîå óñëîâèå äëÿ ñèñòåìû (1.1) ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå Êàëìàíà
è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì. Â îáùåì ñëó÷àå
óñëîâèå (1.4) ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì, êàê âèäíî èç ñëåäóþùåãî
òðèâèàëüíîãî ïðèìåðà. Ïóñòü

V = R2 = Re1 + Re2, f = e1, g = e2, u ∈ R (1.5)

Î÷åâèäíî óñëîâèå (1.4) âûïîëíåíî, îäíàêî, ïðè äâèæåíèè ïî òðàåêòîðèÿì
ñèñòåìû (1.3) êîîðäèíàòà x ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ÷òî, êîíå÷íî, ïðîòèâîðå÷èò
ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå (1.4)
ìîæíî óñèëèòü äî

rk I(gu) = dim V, (1.6)

ãäå I(gu) îáîçíà÷àåò èäåàë, ïîðîæäåííûé ïîëÿìè gu â àëãåáðå Ëè Lie(f, gu),
à rk (èëè dim) îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå â òî÷êå x. Äëÿ ñèñòåìû (1.1) óñëîâèå (1.6) îïÿòü ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ Êàëìàíà. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåð (1.5) óæå íå óêëàäûâàåòñÿ â
ðàìêè óñëîâèÿ (1.6), ïîñêîëüêó I(gu) â ýòîé ñèòóàöèè ñîâïàäàåò ñ Re2.
Â òî æå âðåìÿ íåáîëüøîå óñëîæíåíèå ïðèìåðà (1.5) ïîêàçûâàåò, ÷òî
óñëîâèå (1.6), îïÿòü-òàêè íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

f(x) = v(x)e1, g = e2V = R2 = (x1, x2) = x1e1 + x2e2, u ∈ R, (1.7)

ïðè÷åì v > 0 è v′ > 0. Òîãäà I(gu) ñîäåðæèò ïîëÿ g = e2u, [g, f ] =

v′e è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (1.6) âûïîëíåíî, à ïåðâàÿ êîîðäèíàòà x1

ôàçîâîãî âåêòîðà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî âðåìåíè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óïðàâëÿåìîñòè.
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2.2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (1.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V � âåùåñòâåííî-
àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ïîëÿ f è gu � âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íû.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïåðâàÿ ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ãîìîëîãèé ìíîãîîáðà-
çèÿ V � íóëåâàÿ

H1(V,R) = 0 (2.1)

Óñëîâèå (2.1) áóäåò èñïîëüçîâàíî â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå. Ïóñòü
p : M → V � íàêðûòèå, ãðóïïà ñêîëüæåíèé êîòîðîãî G = π1(V )/p∗π1(M)

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ. Òîãäà p

� èçîìîðôèçì.
Óñëîâèå (2.1) âûïîëíåíî, íàïðèìåð, ïðè V = Rn èëè Sn (n-ìåðíàÿ

ñôåðà, n > 1) è íå âûïîëíåíî ïðè V = (S1)n (n-ìåðíûé òîð).

Òåîðåìà 3. Óñëîâèå (1.6) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè
(çà ïðîèçâîëüíîå âðåìÿ) ñèñòåìû (1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü óñëîâèå (1.6) íå âûïîëíåíî
õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x ∈ V , à ñèñòåìà (1.3) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé.
Èç ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî rk I(gu) íå çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ V .
Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ïóñòü I ⊂ Lie(X) � ïðîèçâîëüíûé èäåàë â àëãåáðå
Ëè, ïîðîæäåííîé âåêòîðíûìè ïîëÿìè Xu, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà
u ∈ U , Ix � îãðàíè÷åíèå ïîëåé èç I íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå
x. Òîãäà, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç etX ôàçîâûé ïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëþ X,
à ÷åðåç (etX)∗ åãî äåéñòâèå íà âåêòîðíûå ïîëÿ, ïîëó÷èì, ÷òî åñëè I ⊂ g

� èäåàë â àëãåáðå Ëè g, ñîñòîÿùåé èç âåêòîðíûõ ïîëåé íà V , à X ∈ g,
IO � ïîäïó÷îê ïó÷êà âåêòîðíûõ ïîëåé íà V , ïîðîæäåííûé èäåàëîì I,
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òî
(etX)∗IO ⊂ IO (2.2)

Óòâåðæäåíèå (2.2) ñëåäóåò èç êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè IO êàê ïó÷êà
ìîäóëåé íàä O, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò èç íåòåðîâîñòè êîëüöà
ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè y = etXx, òî

Iy = (etX)∗Ix (2.3)

è, â ÷àñòíîñòè,
dim Iy = dim Ix (2.4)

(Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî óñëîâèå (1.4) íåìåäëåííî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî
dim g íå çàâèñèò îò x ∈ V (÷àñòíûé ñëó÷àé (2.4) è òåîðåìû Ôðîáåíèóñà).

Ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ â íàøåé ñèòóàöèè ñîîòíîøåíèå (2.4) è èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïîëó÷èì, ÷òî

rk I(gu) = rk I(gu) (2.5)

äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èäåàë I(gu) ⊂ Lie(f, gu) èìååò â àëãåáðå Ëè Lie(f, gu)

êîðàçìåðíîñòü íå áîëåå 1, ïîñêîëüêó ýëåìåíò f è I(gu) ïîðîæäàþò Lie(f, gu)

êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå (1.4)
ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè, ñîîòíîøåíèå (2.5) è ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
óñëîâèå (1.6) íå âûïîëíåíî, ïîëó÷èì, ÷òî èäåàë I(gu) îïðåäåëÿåò íà V

ñëîåíèå F êîðàçìåðíîñòè 1. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ïîëå f âñþäó òðàíñâåðñàëüíîå
ê ñëîåíèþ è òàêîå, ÷òî åãî ôàçîâûé ïîòîê φt = etX (â ñèëó (2.2)) ïåðåâîäèò
F â ñåáÿ. (Åñëè ïîëå F íå ïîðîæäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû, ò.
å. ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ òîëüêî äëÿ
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ìàëûõ âðåìåí, òî ìîæíî çàìåíèòü f íà ïîëå rf , ãäå r > 0 äîñòàòî÷íî
áûñòðî óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ãëàäêàÿ (èëè âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêàÿ)
ôóíêöèÿ, êîòîðîå óæå ïîðîæäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó.)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Φ : R× L → V Φ(t, x) = φt(x) = etX(x), (2.6)

ãäå L � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ñëîé íàøåãî ñëîåíèÿ F .
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî Φ � íàêðûòèå è åãî ãðóïïà ñêîëüæåíèé � ïîäãðóïïà

â ãðóïïå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R.
Äåéñòâèòåëüíî, Φ ÿâëÿåòñÿ â ñèëó òðàíñâåðñàëüíîñòè ïîëÿ f ê ñëîåíèþ

F ëîêàëüíûì èçîìîðôèçìîì è, åñëè U ⊂ R×L � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî,
èçîìîðôíîå Φ(U), òî Φ−1(Φ(U)) =

⋃
t∈Γ Φt(U) = U × Γ, ãäå Φt(τ, x) =

(τ − t, f(x)), à Γ ⊂ R � ìíîæåñòâî òàêèõ çíà÷åíèé t ∈ R, ÷òî φt(L) = L.
Ïðè÷èíà òàêîãî ðàçëîæåíèÿ Φ−1(Φ(U)) ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ïåðåñå÷åíèå
φt(L) ∩ L íå ïóñòî, òî φt(L) = L ïîñêîëüêó φt(F ) = F .

Î÷åâèäíî, ãðóïïà ñêîëüæåíèé Γ íàêðûòèÿ Φ � ïîäãðóïïà â R. Óñëîâèÿ
òåîðåìû (ñì. (2.1)), îäíàêî, çàïðåùàþò íåòðèâèàëüíûå íàêðûòèÿ òàêîãî
òèïà íàä ìíîãîîáðàçèåì V . Îñòàåòñÿ çàêëþ÷èòü, ÷òî Φ � èçîìîðôèçì.
Ïîýòîìó íà V âîçíèêàåò ãëîáàëüíàÿ êîîðäèíàòà t, êîòîðàÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.3). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ðàçóìååòñÿ
íåñîâìåñòèìà ñ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòüþ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå, êîòîðîå íå ïðîõîäèò

â áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîì ñëó÷àå � ýòî ñîîòíîøåíèå (2.2). Îíî
âûïîëíåíî, îäíàêî, åñëè ïó÷îê IO êîíå÷íî ïîðîæäåí íàä O. (Çäåñü O �
êîëüöî ðîñòêîâ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé.)
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Àâòîð ïðèçíàòåëåí À. À. Àãðà÷åâó çà ñòèìóëèðóþùåå âíèìàíèå ê
íàñòîÿùåé ðàáîòå. Â ÷àñòíîñòè, áëàãîäàðÿ åìó áûë ñóùåñòâåííî ïåðåäåëàí
ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò, ãäå ðå÷ü øëà î âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ íà ìíîãîîîáðàçèè ñ êîíå÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé è ðàññóæäåíèÿ
îïèðàëèñü íà äîâîëüíî ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû Õåôëèãåðà (ñì. [56, 100]) î
òðèâèàëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ñëîåíèé.

Êðîìå òîãî, çàìåòèì (ïî ñîâåòó À. À. Àãðà÷åâà), ÷òî åñëè áû ðå÷ü
â òåîðåìå øëà î ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ T , òî
ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë áû à) âåðåí áåç óñëîâèÿ (2.1), á) èçâåñòåí,
â) òðèâèàëåí. (Äåéñòâèòåëüíî â íàøåé òåðìèíîëîãèè îáëàñòü äîñòèæèìîñòè
D(x) ñèñòåìû (1.3) èñõîäÿ èç ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x ëåæèò â îäíîì èç
ñëîåâ ñëîåíèÿ F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ D(x) = V ).

2.3 Ïðèìåð

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îò óñëîâèÿ (2.1) íåëüçÿ ïîëíîñòüþ
îòêàçàòüñÿ. Äëÿ ýòîãî ìîäèôèöèðóåì ïðèìåð (1.5) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âîçüìåì V = T 2 = R2/Z2 � äâóìåðíûé òîð, f = ae1 + e2, g = e2, u ∈ R.
Çäåñü e1, e2 � êîîðäèíàòíûå îðòû â R2, a � èððàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà.
Î÷åâèäíî rk I(gu) = 1 è óñëîâèå (1.6) íå âûïîëíåíî. Òåì íå ìåíåå, ñèñòåìà
(1.3) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé, ÷òî ñëåäóåò èç ïëîòíîñòè
èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ f â V (áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà ñì.
â [91]).
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2.4 Çàìå÷àíèå î ñâÿçè óïðàâëÿåìîñòè è ãèïîýëëèïòè÷íîñòè

Èìååòñÿ èíòåðåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó âîïðîñîì î ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû
(1.3) è âîïðîñîì îá àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèé íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ×òîáû çàïèñàòü óïîìÿíóòîå
óðàâíåíèå â íàèáîëåå ïðèâû÷íîì âèäå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðíûå
ïîëÿ f è gi èç (1.3) êàê äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà
X0 =

∑
f j∂/∂xj è Xi =

∑
gj

i ∂/∂xj. Îáðàçóåì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
âòîðîãî ïîðÿäêà

L = X0 +
∑

i

X2
i (4.1)

Ýòî èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà Y (t), çàäàâàåìîãî
ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à)

dY j(t) =
∑

gj
i (Y (t)) ◦ dwi(t) + f j(Y (t))dt, Y (0) = y. (4.2)

Èçâåñòíî (ñì. [126]), ÷òî òðàåêòîðèè ïðîöåññà Y â òî÷íîñòè çàìåòàþò
îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð L∗,
ñîïðÿæåííûé ê L, àíàëèòè÷åñêè ãèïîýëëèïòè÷åí. Ýòî ïî îïðåäåëåíèþ
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå uy îïåðàòîðà L∗ ñ ïîëþñîì
â y àíàëèòè÷íî âíå ïîëþñà. Îäíàêî, ñðåäè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé
ñîäåðæèòñÿ ïëîòíîñòü py èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ïðîöåññà (4.2), íîñèòåëü
êîòîðîé, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè äîñòèæèìîñòè
ñèñòåìû (1.3). Åñëè îáëàñòü äîñòèæèìîñòè íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîãîîáðà-
çèåì, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ àíàëèòè÷íîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, èç àíàëèòè÷åñêîé ãèïîýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà L∗
âûòåêàåò ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (1.3). Îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå
Õ�åðìàíäåðà (ñì. [102]) (îáû÷íàÿ C∞) ãèïîýëëèïòè÷íîñòü îïåðàòîðà L∗
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ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ýêâèâàëåíòíà íåëèíåéíîìó óñëîâèþ
Êàëìàíà (1.4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû èçâåñòíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî
èç ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè àíàëèòè÷åñêàÿ ãèïîýëëèïòè÷íîñòü íå ñëåäóåò.



Ãëàâà 2
Îïèñàíèå ýâîëþöèè îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè ñ ïîìîùüþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
íåðàâåíñòâ
1 Îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Áåëëìàíà

Èçó÷àþòñÿ âåðõíèå îöåíêè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì. Âûâîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òèïà óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà,
äëÿ îïîðíûõ ôóíêöèé �íàèëó÷øèõ� âåðõíèõ îöåíîê.

1.1 Äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà

Â ýòîì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ
ê óðàâíåíèþ Áåëëìàíà è �äâîéñòâåííîìó� ê íåìó óðàâíåíèþ. Ìû íå
ñòðåìèìñÿ ê ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòè è ñòàðàåìñÿ ëèøü âûäåëèòü îñíîâíûå
èäåè. Ïóñòü èìååòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà îáùåãî âèäà â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Rn

·
x∈ U(x) (èëè U(x, t) ),

ãäå x ∈ Rn, t îáîçíà÷àåò âðåìÿ, à U(x) � âûïóêëûé êîìïàêò. Ïóñòü
h(x, ξ)

def
= supy∈U(x)〈y, ξ〉 � åãî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ. ×åðåç 〈·, ·〉 ìû îáî-
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çíà÷àåì åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ
ìàêñèìèçèðîâàòü ëèíåéíûé òåðìèíàëüíûé ôóíêöèîíàë φ(xT ) = 〈xT , ξ〉.

Òîãäà, êàê õîðîøî èçâåñòíî, âñå ñóùåñòâåííûå àñïåêòû ýòîé îïòèìè-
çàöèîííîé çàäà÷è ñâÿçàíû ñ óðàâíåíèåì Áåëëìàíà:

∂S

∂t
+ h(x, t,

∂S

∂x
) = 0, S(x, T ) = 〈x, ξ〉

Çäåñü, S(x, t) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà φ(xT ), âçÿòîãî ïî
âñåì äîïóñòèìûì òðàåêòîðèÿì, íà÷èíàþùèìñÿ â ìîìåíò t èç òî÷êè x.

Ôóíêöèÿ S, îäíàêî, çàâèñèò òàêæå îò ïàðàìåòðîâ ξ è T ; S = S(x, t; ξ, T ).
Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàéòè óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè S, ðàññìàòðèâàåìîé
êàê ôóíêöèÿ ýòèõ äâîéñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Ðàçóìíûì êàíäèäàòîì íà
ýòó ðîëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

∂S ′

∂T
= h(

∂S ′

∂ξ
, T, ξ), S ′(ξ, t) = 〈x, ξ〉. (1.1)

Áóäåì íàçûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííûì óðàâíåíèåì Áåëëìàíà.
Èìåþòñÿ âàæíûå ðàáîòû (óïîìÿíåì ñòàòüè À. È. Ïàíàñþêà [60, 61]),

ïîêàçûâàþùèå, ÷òî äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà òåñíî ñâÿçàíî ñ
ôóíêöèåé Áåëëìàíà. Íàïðèìåð, ýòî òàê åñëè óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíà
[50]. Íåäîëãèå ðàçìûøëåíèÿ ïðèâîäÿò, îäíàêî, ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ:
â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ôóíêöèè
Áåëëìàíà êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ ξ, T . Ñèòóàöèÿ ëó÷øå âñåãî îïèñûâàåòñÿ
íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå.

ßñíî, ÷òî S(x, t; ξ, T ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî îïðåäåëåíèþ, çíà÷åíèå
HDT

(ξ) îïîðíîé ôóíêöèè îáëàñòè äîñòèæèìîñòè DT íà âåêòîðå ξ. Ýòî
ìíîæåñòâî DT îïÿòü æå, ïî îïðåäåëåíèþ, åñòü ñîâîêóïíîñòü êîíöîâ DT =

D(T, t; x) = {xT} äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1), íà÷èíàþùèìñÿ
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â ìîìåíò t èç òî÷êè x. Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà çàâèñèò,
îäíàêî, ëèøü îò çàìûêàíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà è çàäàåò
ýòó îáîëî÷êó îäíîçíà÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî ïîñòðîèòü íåëèíåéíóþ
óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó òèïà (1.1), äëÿ êîòîðîé íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü
îáîëî÷êó îáëàñòè äîñòèæèìîñòè DT çíàÿ ëèøü îáîëî÷êó îáëàñòè Dτ â
íåêîòîðûé ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè τ ≤ T (õîòÿ òàêîå âîññòàíîâëåíèå,
î÷åâèäíî, âîçìîæíî åñëè âñþäó îïóñòèòü ñëîâî �îáîëî÷êà�). Òî÷íåå ãîâîðÿ,
îáîçíà÷èì çàìêíóòóþ âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà Ω ÷åðåç conv(Ω).
Òîãäà ìíîæåñòâî conv(DT ) = conv(D(T, τ ; D(τ)) ñòðîãî áîëüøå ÷åì conv(D(T, τ ; conv(D(τ)).

Ïåðåä òåì êàê ïðåäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð çàìåòèì, ÷òî
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, â êîòîðóþ óïðàâëÿþùèé
ïàðàìåòð u ôàêòè÷åñêè íå âõîäèò. Ïóñòü òåïåðü íàì äàíà íåêîòîðàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è òàêîé ìîìåíò âðåìåíè τ , ÷òî ìíîæåñòâî Dτ �
âûïóêëî, à ìíîæåñòâî Dt â ìîìåíò t ≥ τ , äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê τ , �
íåò. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî èìåþòñÿ äâå òàêèå òî÷êè a, b ∈ Dτ ,
÷òî èíòåðâàë [a, b] ∈ Dτ , à [φt(a), φt(b)] /∈ Dt. (Çäåñü, φt îáîçíà÷àåò ôà-
çîâûé ïîòîê ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû). Ïîñëå ýòîãî ìû
ìîæåì âçÿòü ìíîæåñòâî {a, b} â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà D′

τ â
ìîìåíò τ è òîãäà îáëàñòüþ äîñòèæèìîñòè D′

t â ìîìåíò t áóäåò â òî÷íîñòè
ìíîæåñòâî {φt(a), φt(b)}. Ïîëîæèì òàêæå D′′

τ � èíòåðâàë [a, b], à D′′
t �

ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò t. Íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ
ãàðàíòèðóþò, ÷òî (çàìêíóòàÿ) âûïóêëàÿ îáîëî÷êà conv(D′′

t ) ñòðîãî áîëüøå
èíòåðâàëà [φt(a), φt(b)]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî æåëàåìûé ïðèìåð âñåãäà
âîçíèêàåò ïðè ïîòåðå âûïóêëîñòè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè. Ïðåäúÿâèòü
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ïîòåðåé âûïóêëîñòè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè
î÷åíü ïðîñòî, ïîñêîëüêó, íà ñàìîì äåëå, ïðîòèâîïîëîæíîå ÿâëåíèå âåñüìà
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ðåäêî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñèñòåìó
{

ẋ1 = x2
1 − 1

ẋ2 = 0
, D0 = {(0, 1), (0,−1)}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Dt = D0 ïðè ëþáîì t > 0, íî îáðàç èíòåðâàëà
[(0, 1), (0,−1)] ïîä äåéñòâèåì ôàçîâîãî ïîòîêà ñ íèì íå ñîâïàäàåò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû íåòðóäíî äàòü ýâðèñòè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå óðàâíåíèÿ
(1.1). Äåéñòâèòåëüíî, êàê óæå ãîâîðèëîñü, S ′(ξ, T ) = S(x, t; ξ, T ) ýòî çíà÷åíèå
îïîðíîé ôóíêöèè HDT

(ξ) îáëàñòè äîñòèæèìîñòè DT íà âåêòîðå ξ. Êðîìå
òîãî, ãðàäèåíò ∂S′

∂ξ
=

∂HDT
(ξ)

∂ξ
åñòü â òî÷íîñòè òî÷êà îïîðû äëÿ îïîðíîé

ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ξ. Ýòî õîðîøî èçâåñòíî, íî äëÿ óäîáñòâà
÷èòàòåëÿ ìû ïðèâåäåì ïîäðîáíîñòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÷òîáû îõâàòèòü
îáùèé ñëó÷àé íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè HDT

íóæíî çàìåíèòü ãðàäèåíò
íà ñóáãðàäèåíò ∂HDT

(ξ). Íàïîìíèì [17], ÷òî äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ôóíêöèè
ξ 7→ u(ξ) åå ñóáãðàäèåíòîì â òî÷êå ξ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ∂u(ξ) = {x ∈
Rn : u(η)− u(ξ) ≥ 〈x, η − ξ〉 for any η}. Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî
ýëåìåíòà ∂u

∂ξ
(ξ) â òî÷íîñòè äëÿ òåõ òî÷åê ξ, ãäå ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà.

Åñëè u = HΩ äëÿ âûïóêëîãî êîìïàêòà Ω, òî ìíîæåñòâî ∂u(ξ) ñîäåðæèòñÿ
Ω, ïîñêîëüêó ïîëàãàÿ η = τη0, ãäå τ � áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
ìû ïîëó÷èì èç îïðåäåëåíèÿ ñóáãðàäèåíòà HΩ(η0) ≥ 〈x, η0〉 äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà η0, è, íàîáîðîò, ïîëàãàÿ η = 0 ïîëó÷èì HΩ(ξ) ≤ 〈x, ξ〉. Ïîýòîìó,
HΩ(ξ) = 〈x, ξ〉 , à ∂HΩ(ξ) ñîñòîèò, êàê è óòâåðæäàëîñü, èç òî÷åê îïîðû
äëÿ îïîðíûõ ïëîñêîñòåé ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ξ.

Ïðàâàÿ ÷àñòü h(∂S′
∂ξ

, T, ξ) óðàâíåíèÿ (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìóì
sup

〈 .
x, ξ

〉
ïî âñåì äîïóñòèìûì ñêîðîñòÿì ẋ ∈ U(x, T ), ãäå x = ∂S′

∂ξ
(ξ) �

òî÷êà îïîðû ìíîæåñòâà DT â íàïðàâëåíèè ξ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì,
÷òî ∂HDT

(ξ)

∂T
= d

dT
〈x(T ), ξ〉 äëÿ íåêîòîðîé äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè t 7→
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x(t), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó îïîðû x è ñîâïàäàåò ñ sup
〈 .
x, ξ

〉
. Óðàâíåíèå

(1.1) âûðàæàåò ýòî ñîâïàäåíèå.

1.2 Âûïóêëûå îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó îáùåãî âèäà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
Rn

·
x∈ U(x) (èëè U(x, t) ), (1.2)

ãäå x ∈ Rn, t îáîçíà÷àåò âðåìÿ, à U(x) � âûïóêëûé êîìïàêò. Ïóñòü
h(x, ξ)

def
= supy∈U(x)(y, ξ) � åãî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ. Äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

|h(x1, ξ)− h(x2, ξ)| ≤ C(|ξ|+ 1)|x1 − x2| (1.3)

è
|h(x, ξ1)− h(x, ξ2)| ≤ C(|x|+ 1)|ξ1 − ξ2| (1.4)

ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C. Íàì ïîòðåáóåòñÿ è åùå îäíî
óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè.
Óñëîâèå (∗) Äëÿ ëþáîé ïàðû (x, s) ∈ Rn × R è ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈
Rn ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå t 7→ x(t) äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
(1.1), ÷òî x(s) = x, à

〈 .
x (t), ξ

〉
= h(x(t), ξ, t), ãäå h(x(t), ξ, t) � çíà÷åíèå

îïîðíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà U(x(t), t) â òî÷êå ξ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
.
x (t) � òî÷êà îïîðû â U(x(t), t) äëÿ îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüíûì
âåêòîðîì ξ. Áîëåå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå ôóíêöèè (çàâèñÿùèå îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x, s)) (ξ, t) 7→ h(x(t), ξ, t) áûëè ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíûìè.

Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ (x, t) 7→ ∂h
∂ξ

(x, ξ, t)

îïðåäåëåíà (ïðè ξ 6= 0) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà îòíîñèòåëüíî
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ïåðåìåííîé x, ïîñêîëüêó òîãäà â êà÷åñòâå x(t) ìîæíî âçÿòü åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè .

x (t) = ∂h
∂ξ

(x(t), ξ, t), x(s) = x. (Çäåñü ξ ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð.)

Âìåñòî îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ìû áóäåì èçó÷àòü òàê íàçûâàåìûå
îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ýòî ïîíÿòèå
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýâîëþöèîííûõ (ïîëóãðóïïîâûõ) íåðàâåíñòâ (âêëþ÷åíèé)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñåìåéñòâî Ωt ïîäìíîæåñòâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
Rn íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû åñëè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

Ωt ⊃ D(t, s; Ωs) äëÿ ëþáîãî t ≥ s,

ãäå D(t, s; Ωs) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì
ìíîæåñòâîì Ωs â ìîìåíò s.

Çàìåòèì, ÷òî çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè çíàêè âêëþ÷åíèé íà
ðàâåíñòâà ìû (ñíîâà) ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè.

Îêàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà ïðÿìî ñâÿçàíî ñ îáëàñòÿìè
ñóïåðäîñòèæèìîñòè, à íå ñ îáëàñòÿìè äîñòèæèìîñòè. À èìåííî, îíî
îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îïîðíîé ôóíêöèè ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè
ñóïåðäîñòèæèìîñòè.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.2) âûïîëíåíî
óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (1.3) è óñëîâèå (∗). Òîãäà èìååòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìèíèìàëüíûìè êîìïàêòíûìè âûïóêëûìè
îáëàñòÿìè ñóïåðäîñòèæèìîñòè Ωt, t ≥ s ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
è âÿçêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè äëÿ äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà

∂S

∂t
= h(

∂S

∂ξ
, t, ξ), S(ξ, s) = HΩs(ξ).
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Ïåðåä òåì êàê îáðàòèòüñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé îñíîâíîé òåîðåìû
ìû ñäåëàåì îòñòóïëåíèå î ïîíÿòèè âÿçêîãî (èëè òî÷íåå, íî äëèííåå,
âÿçêîñòíîãî) ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà).

1.3 Âÿçêèå ðåøåíèÿ

Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè èçëîæåíèþ îñíîâíûõ
ïîíÿòèé òåîðèè âÿçêèõ ðåøåíèé, äàííîìó â [95]. Íàïîìíèì âíà÷àëå ãëàâíîå
îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå
∂u

∂t
= h(

∂u

∂ξ
, t, ξ) (1.5)

â îáëàñòè OT = Rn ×T , ãäå h � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à T � îòêðûòûé
èíòåðâàë âðåìåíè t. Äëÿ ôóíêöèè u : OT −→ R îáîçíà÷èì ÷åðåç P2,−u(s, z), (s, z) ∈
OT ìíîæåñòâî òàêèõ òðîåê (a, p, X) ∈ R×Rn × S (n), ÷òî

u(t, x) ≥ u(s, z) + a(t− s) + (p, x− z) + 1
2
(X(x− z), (x− z))

+o(|t− s|+ |x− z|2) as (t, x) ∈ OT .

Çäåñü, S (n) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ n × n-ìàòðèö. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç P1,−u(s, z), (s, z) ∈ OT ìíîæåñòâî òàêèõ ïàð (a, p) ∈ R×Rn,
÷òî

u(t, x) ≥ u(s, z) + a(t− s) + (p, x− z)

+o(|t− s|+ |x− z|) as (t, x) ∈ OT .

(Ñëàáîå) ñóïåððåøåíèå çàäà÷è (1.5) ýòî òàêàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó
ôóíêöèÿ v ∈LSC(OT ) (LSC � ñîêðàùåíèå äëÿ lower semicontinuous), ÷òî

a ≥ h(p, t, ξ) äëÿ (t, ξ) ∈ OT è (t, ξ, p, X) ∈ P2,−u(t, ξ); (1.6)
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(ñèëüíîå) ñóïåððåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

a ≥ h(p, t, ξ) äëÿ (t, ξ) ∈ OT è (t, ξ, p) ∈ P1,−u(t, ξ). (1.7)

Àíàëîãè÷íî, ñóáðåøåíèå (ñëàáîå èëè ñèëüíîå) ýòî ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ïðîòèâîïîëîæíûì íåðàâåíñòâàì, ïðè÷åì
P− çàìåíÿåòñÿ íà P+ (ñ î÷åâèäíûì îïðåäåëåíèåì).

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ñëàáîãî ñóïåððåøåíèÿ ïðèñïîñîáëåíî ê ðàáîòå
ñ óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìû æå â îñíîâíîì èùåì è èñïîëüçóåì
ñèëüíûå (ñóïåð) ðåøåíèÿ.

Îñòàåòñÿ ñêàçàòü, ÷òî (ñèëüíîå èëè ñëàáîå) ðåøåíèå çàäà÷è (1.5) ýòî,
ïî îïðåäåëåíèþ, � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
ñóáðåøåíèåì è ñóïåððåøåíèåì (ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîìó è òîìó æå ïðèëàãàòåëüíîìó).

1.4 Âûïóêëûå âÿçêèå ðåøåíèÿ

Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàííîé â [117] (ñì. òàêæå ñëåäóþùèé ðà-
çäåë) ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ âûïóêëîãî ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ìû â äàëüíåéøåì îõàðàêòåðè-
çóåì ýòè ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè.

Ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.5)

∂u

∂t
= h(

∂u

∂ξ
, t, ξ), (1.8)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ h âûïóêëà ïî àðãóìåíòó ξ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ýòî òàê, è, áîëåå òîãî, ëþáîå óðàâíåíèå âèäà (1.5)
ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì óðàâíåíèåì Áåëëìàíà äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ h âûïóêëà è èìååò ïåðâóþ
ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ïî ξ (ò. å. ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé). Âåçäå
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ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (1.3), (1.4) äëÿ ôóíêöèè
h, õîòÿ ýòî óñëîâèå è íå êàæåòñÿ áëèçêèì ê íåîáõîäèìîìó, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñëàáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.8) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èñ÷åçàþùåé âÿ-
çêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (1.3), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ÷òî íîðìà
||h|| def

= supξ |h(ξ)/(1 + |ξ|2)1/2| êîíå÷íà.
Òàêèì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

∂uε

∂t
= h(

∂uε

∂ξ
, t, ξ) + ε2(1 + |ξ|2)∆uε, uε(0) = u0 (1.9)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà è ε � (ìàëàÿ) ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, â
êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê (1.8). Â [117] (ñì. òàêæå ñëåäóþùèé ðàçäåë)
ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à Êîøè îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ïîëèíîìèàëüíîãî
ðîñòà, êîòîðîå ïðè ε → 0 ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó âÿçêîìó ðåøåíèþ
u óðàâíåíèÿ (1.8). Êðîìå òîãî, îáà óïîìÿíóòûõ ðåøåíèÿ � âûïóêëûå
ôóíêöèè è u � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ïî ξ åñëè òàêèì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò ôóíêöèÿ h. Òåì ñàìûì íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ
òîãî, ÷òî ïîñòðîåííîå âÿçêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.8) çàäàåò îïîðíóþ
ôóíêöèþ ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè. Ýòî òåñíî
ñâÿçàíî ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ (äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíàÿ) âûïóêëàÿ
îáëàñòü ñóïåðäîñòèæèìîñòè ïðèâîäèò ê âÿçêîìó ñóïåððåøåíèþ ýòîé çàäà÷è
Êîøè.

1.5 Îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè è ñóïåððåøåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòü Óñëîâèå (∗) èç ðà-
çäåëà 1.2, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äîïóñòèìóþ òðàåêòîðèþ ÷åðåç
ëþáóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Êðîìå òîãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî ïî÷òè î÷åâèäíîå, íî âàæíîå çàìå÷àíèå
î ñâÿçè äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ðåøåíèÿìè äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Èìåííî,

Ïðåäëîæåíèå 1 Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ v âèäà v(ξ, t) = 〈x(t), ξ〉 ÿâëÿåòñÿ
ñóáðåøåíèåì äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè x(t) � äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1).

Â ñàìîì äåëå, òîò ôàêò, ÷òî v � ñóáðåøåíèå âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì
〈 d

dt
x(t), ξ〉 ≤ h(x(t), t, ξ). Ýòî, îäíàêî, îçíà÷àåò â òî÷íîñòè, ÷òî âåêòîð

d
dt

x(t) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U(x(t), t), ò. å. ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ñêîðîñòüþ.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü v(ξ, t) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîé îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè
Ωt. Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
íåðàâåíñòâî

v(ξ, t)− v(ξ, s) ≥ (t− s)h(x, ξ, s) + o(t− s) (1.10)

äëÿ ëþáîãî t ≥ s, ãäå x � òî÷êà îïîðû â Ωs äëÿ îïîðíîé ïëîñêîñòè
ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ξ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ
èìååì v(ξ, t) ≥ 〈x(t), ξ〉 = v(ξ, s) +

∫ t

s

〈 .
x (τ), ξ

〉
dτ è ïîñëåäíèé èíòåãðàë

áîëüøå ÷åì (t−s)h(x, ξ, s)+o(t−s), ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
èìååò âèä h(x, ξ, s) + o(1). Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî
ïåðåïèñàòü â áîëåå ïîëåçíîé ôîðìå

v(ξ, t)− v(ξ, s) ≥ (t− s)h(
∂v

∂ξ
(ξ, s), ξ, s) + o(t− s), (1.11)

ãäå ÷åðåç ∂v
∂ξ

(ξ, s) îáîçíà÷åí ñóáãðàäèåíò âûïóêëîé ôóíêöèè v, à ÷åðåç
h(∂v

∂ξ
(ξ, s), ξ, s) îáîçíà÷åí sup h(x, ξ, s) ïî âñåì âåêòîðàì x ∈ ∂v

∂ξ
(ξ, s).
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî: i) âÿçêîå ðåøåíèå u äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ
Áåëëìàíà ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé íåêîòîðîé îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè,
ii) ýòà ôóíêöèÿ u ìåíüøå (íå áîëüøå) ÷åì ëþáàÿ òàêàÿ îïîðíàÿ ôóíêöèÿ
v. Óòâåðæäåíèå i) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ âÿ-
çêèõ ðåøåíèé äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà è ïðåäëîæåíèÿ 1. Â
ñàìîì äåëå, èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âûòåêàåò, ÷òî
åñëè Ωt � ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ ñ îïîðíîé ôóíêöèåé u è íåêîòîðàÿ
äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ t 7→ x(t) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1) íà÷èíàåòñÿ
â ìîìåíò s èç ìíîæåñòâà Ωs, òî 〈x(t), ξ〉 ≤ u(ξ, t) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Rn

è t ≥ s. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(t) ∈ Ωt, ò. å. Ωt � ñåìåéñòâî îáëàñòåé
ñóïåðäîñòèæèìîñòè. ×òîáû ïðîâåðèòü ñâîéñòâî ii) áóäåì èñõîäèòü èç
ðåçóëüòàòà ñëåäóþùåãî ðàçäåëà (ñì. ðàâåíñòâî (2.19) è îöåíêó (2.20)),
óòâåðæäàþùåãî, ÷òî

u(ξ, t)− u(ξ, s) = lim
ε→0

∫ t

s

h(
∂uε

∂ξ
(ξ, τ), ξ, τ)dτ, (1.12)

äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà t ≥ s, ãäå uε � äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå ê
ôóíêöèè u. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû ñëåäóþùåãî ðàçäåëà ïîêàçûâàþò,
÷òî u = limε→0 uε, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ëîêàëüíî ðàâíîìåðíàÿ. Õîðîøî
èçâåñòíî è ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
uε âûïóêëûõ ôóíêöèé âûïîëíåíî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå ∂uε

∂ξ
(ξ, τ) →

∂u
∂ξ

(ξ, τ), êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë p ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
pε ∈ ∂uε

∂ξ
(ξ, τ) ëåæèò â ∂u

∂ξ
(ξ, τ). Îòñþäà ñëåäóåò

lim
ε→0

∫ t

s

h(
∂uε

∂ξ
(ξ, τ), ξ, τ)dτ ≤

∫ t

s

h(
∂u

∂ξ
(ξ, τ), ξ, τ)dτ, (1.13)

ãäå h(∂u
∂ξ

) îáîçíà÷àåò sup h(p, ξ, τ) ïî p ∈ ∂u
∂ξ

(ξ, τ). Ôóíêöèÿ τ 7→ h(∂u
∂ξ

(ξ, τ), ξ, τ)
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ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó, è îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
∫ t

s

h(
∂u

∂ξ
(ξ, τ), ξ, τ)dτ ≤ h(

∂u

∂ξ
(ξ, s), ξ, s)(t− s) + o(t− s). (1.14)

Ïðèìåíèì òåïåðü íåðàâåíñòâî (1.10) ê ôóíêöèè u è ïîëó÷èì, ÷òî

u(ξ, t)− u(ξ, s) ≥ h(
∂u

∂ξ
(ξ, s), ξ, s)(t− s) + o(t− s). (1.15)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.12), (1.13), (1.14), è (1.15) ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî

u(ξ, t)− u(ξ, s) = h(
∂u

∂ξ
(ξ, s), ξ, s)(t− s) + o(t− s), (1.16)

è ∫ t

s

h(
∂u

∂ξ
(ξ, τ), ξ, τ)dτ = h(

∂u

∂ξ
(ξ, s), ξ, s)(t− s) + o(t− s).

Çàìåòèì, ÷òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíàÿ
ñâåðõó ôóíêöèÿ

τ 7→ h(
∂u

∂ξ
(ξ, τ), ξ, τ),

â äåéñòâèòåëüíîñòè, íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå s. ×òîáû äîêàçàòü ïðèíöèï
ìàêñèìóìà ii) ïîëîæèì uε(ξ, t) = u(ξ, t)−ε(t−s) è çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü v ≥ uε äëÿ ëþáîãî ε > 0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èíôèìóì s∗ òåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t > s, äëÿ
êîòîðûõ v(ξ, t) < uε(ξ, t) äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà ξ. Òîãäà, äëÿ íåêîòîðûõ
âåêòîðîâ ξ∗ we have v(ξ∗, s∗) = uε(ξ∗, s∗), òîãäà êàê v(ξ, s∗) ≥ uε(ξ, s∗)

äëÿ ëþáîãî ξ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ∂v
∂ξ

(ξ∗, s∗) ⊃ ∂uε

∂ξ
(ξ∗, s∗) =

∂u
∂ξ

(ξ∗, s∗) è ñ ïîìîùüþ (1.16) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

v(ξ∗, t)− uε(ξ∗, t) ≥ ε(t− s∗) + o(t− s∗).

Ýòî î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìîìåíòà s∗ è íåðàâåíñòâî
v ≥ uε äîêàçàíî.
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1.6 �Ãëàäêèé� ñëó÷àé

Çíà÷èòåëüíî áîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû î ñâÿçè âÿçêèõ ñóïåððåøåíèé äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà è îïîðíûõ ôóíêöèé îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè
ìîæíî ïîëó÷èòü åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì äîñòàòî÷íî �ðåãóëÿðíûõ�
îáúåêòîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ê òîìó æå ñóùåñòâåííî ëåã÷å äîêàçûâàþòñÿ,
÷åì òåîðåìà 1., íî, ê ñîæàëåíèþ, ìèíèìàëüíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñóïåðäîñòèæèìîñòè,
î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â òåîðåìå 1., ìîæåò áûòü �íåðåãóëÿðíîé�.

Ââåäåì (ad hoc) ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1 Ôóíêöèÿ f : R ×Rn 7→ R íàçûâàåòñÿ �ãëàäêîé� åñëè
îíà äèôôåðåíöèðóåìà ëèáî ïî ïåðâîìó � âðåìåíí�îìó àðãóìåíòó t, ëèáî
ïî âòîðîìó � ïðîñòðàíñòâåííîìó àðãóìåíòó ξ â êàæäîé òî÷êå (t, ξ),
â êîòîðîé ξ 6= 0.

Òîãäà îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 2. Ñîîòâåòñòâèå Ω 7→ HΩ ìåæäó âûïóêëûìè îáëàñòÿìè
ñóïåðäîñòèæèìîñòè ñ �ãëàäêèìè� îïîðíûìè ôóíêöèÿìè è �ãëàäêèìè�,
âûïóêëûìè è îäíîðîäíûìè ïåðâîé ñòåïåíè ñóïåððåøåíèÿìè äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Ìû óæå çíàåì èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ÷òî âûïóêëûå è îäíîðîäíûå
ïåðâîé ñòåïåíè ñóïåððåøåíèÿ äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ñîâïàäàþò
ñ îïîðíûìè ôóíêöèÿìè íåêîòîðûõ âûïóêëûõ îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè.
Òåì ñàìûì îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî �ãëàäêèå� îïîðíûå ôóíêöèè âûïóêëûõ
îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ñóïåððåøåíèÿìè äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.
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Ââèäó ïðåäøåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ýòî ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü v � òàêàÿ �ãëàäêàÿ� ôóíêöèÿ, ÷òî îíà
âûïóêëà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ξ, è

v(ξ, t)− v(ξ, s) ≥ (t− s)h(
∂v

∂ξ
(ξ, s), ξ, s) + o(t− s), (1.17)

ïðè t → s. Òîãäà v � ñóïåððåøåíèå äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.
Çàéìåìñÿ ïðîâåðêîé óñëîâèÿ (1.7) äëÿ ôóíêöèè v. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âåêòîð (a, p) ∈ R×Rn ëåæèò â P1,−v(s, z). Íàïîìíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî

v(t, x) ≥ v(s, z) + a(t− s) + (p, x− z)

+o(|t− s|+ |x− z|) .
(1.18)

Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî a ≥ h(p, s, z). Ïîëàãàÿ x = z ïîëó÷èì, ÷òî p ∈
∂v
∂ξ

(z, s) (çäåñü ∂v
∂ξ

ñèìâîëèçèðóåò ñóáãðàäèåíò). Åñëè âçÿòü t = s − ε, òî
ïîëó÷èì

h(
∂v

∂ξ
(z, s− ε), z, s− ε) + o(1) ≤ v(s, z)− v(s− ε, z)

ε
≤ a + o(1),

ãäå ëåâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (1.17), à ïðàâîå èç (1.18). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî

a ≥ sup h(pε, s− ε, zε) + o(1),

ãäå sup áåðåòñÿ ïî âåêòîðàì pε ∈ ∂u
∂ξ

(zε, s− ε) è zε = z +o(ε). Ïóñòü òåïåðü
ôóíêöèÿ v äèôôåðåíöèðóåìà ïî ξ â òî÷êå (s, z). Òîãäà èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè
ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ (t, x) 7→ ∂v

∂ξ
(t, x) ïîëó÷èì, ÷òî that

sup h(pε, s − ε, zε) = h(∂v
∂ξ

(z, s), z, s) + o(1), ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ∂v
∂ξ

(z, s)

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, a ≥ h(p, s, z) ÷òî íàì è íóæíî.
Åñëè ôóíêöèÿ v äèôôåðåíöèðóåìà ïî t â òî÷êå (s, z), òî ñðàáàòûâàþò

åùå áîëåå ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ.
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Ïîëîæèì t = s + ε è ïîëó÷èì

h(∂v
∂ξ

(z, s), z, s) + o(1) ≤ v(s+ε,z)−v(s,z)
ε

=

v(s,z)−v(s−ε,z)
ε

+ o(1) ≤ a + o(1),

ãäå ëåâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (1.17), ïðàâîå èç (1.18), à öåíòðàëüíîå
ðàâåíñòâî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè v ïî t.
Îòñþäà ñíîâà ïîëó÷àåì a ≥ h(p, s, z), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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2 Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå äóàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Áåëëìàíà

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ìåòîä èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè äëÿ äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà � ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî âûïóêëà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.
Ìû íàõîäèì êëàññè÷åñêîå ãëàäêîå è âûïóêëîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
çàäà÷è Êîøè è îáîñíîâûâàåì âîçíèêàþùèå ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû, äîêàçûâàÿ
òåì ñàìûì âûïóêëîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òàêæå óñòàíàâëèâàþòñÿ
íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîñòè ðåøåíèé, êîòîðûå ñóùåñòâåííû äëÿ ïðèëîæåíèé
ê çàäà÷àì îöåíèâàíèÿ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè.

Îñíîâíàÿ öåëü ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå âûïóêëîñòè
ðåøåíèé äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Áîëåå òî÷íî, ïóñòü h �
òàêàÿ èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ Rn × Rn × R → R, ÷òî p 7→
h(p, x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ïðè÷åì êîíñòàíòà Ëèïøèöà
ðàñòåò ëèíåéíî ïî x è, àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ x 7→ h(p, x, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà, c êîíñòàíòîé Ëèïøèöà ðàñòóùåé ëèíåéíî ïî p. Óñëîâèå
ëèíåéíîãî ðîñòà ðîñòà êîíñòàíò Ëèïøèöà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â ïðèëîæåíèÿõ
ê çàäà÷àì îöåíèâàíèÿ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, â
êîòîðûõ ôóíêöèÿ h èìååò âèä h(p, x, t) = supy∈U(p,t)〈y, x〉. (Â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèÿ h̃(p, x)

def
= 1

(1+|x|2)1/2 h(p, x) ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâà ïî p.) Ïóñòü,
êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ h âûïóêëà ïî x. Òîãäà óðàâíåíèå

∂u

∂t
= h(

∂u

∂x
, x, t), u(x, 0) = u0(x) (2.1)

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì óðàâíåíèåì Áåëëìàíà, è ìû ïîêàçûâàåì ïðè
íåêîòîðûõ ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ÷òî çàäà÷à Êîøè (2.1) èìååò åäèíñòâåííîå
âÿçêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ê òîìó æå âûïóêëî ïî x. Ìû ïîä÷åðêèâàåì
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âòîðóþ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü âÿçêîãî ðåøåíèÿ áîëåå èëè ìåíåå èçâåñòíî. Êðîìå òîãî,
ýòè óòâåðæäåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü â ðàìêàõ òåîðèè âÿçêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñ óòâåðæäåíèåì î âûïóêëîñòè äåëî îáñòîèò èíà÷å. Ïî
êðàéíåé ìåðå àâòîð íå ñìîã äîêàçàòü âûïóêëîñòü âÿçêèõ ðåøåíèé íå
ïðèâëåêàÿ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðåäåëà êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðèáëèæåííîãî
óðàâíåíèÿ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ òàêîé ïðîöåäóðû èñïîëüçóåòñÿ äèôôóçèîííîå
ïðèáëèæåíèå ê äâîéñòâåííîìó óðàâíåíèþ Áåëëìàíà. Òàêèì îáðàçîì,
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òåðìèí âÿçêîå ðåøåíèå îòðàæàåò ñóùåñòâî
äåëà.

Ìû çàêîí÷èì ââåäåíèå ýâðèñòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè (áëèçêèìè
ê èñïîëüçîâàííûì â [106]), êîòîðûå �äîêàçûâàþò� âûïóêëîñòü ðåøåíèé
(2.1) ñ âûïóêëûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ïîëîæèì U(x, y, t) = 1
2
u(x, t) + 1

2
u(y, t) − u(1

2
(x + y), t). Óòâåðæäåíèå

U ≥ 0 âñþäó â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîñòüþ ôóíêöèè u. Èìååì
(îïóñêàÿ íåñóùåñòâåííûå àðãóìåíòû ôóíêöèé)

∂U

∂t
=

1

2
h(

∂u

∂x
(x), x) +

1

2
h(

∂u

∂x
(y), y)− h(

∂u

∂x
(
x + y

2
),

x + y

2
).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∂U
∂t
≥ 1

2
(h(∂u

∂x
(x), x)− h(∂u

∂x
(x+y

2
), x))+

+ 1
2
(h(∂u

∂x
(y), y)− h(∂u

∂x
(x+y

2
), y))

(2.2)

â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè x 7→ h(p, x). Êðîìå òîãî, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
U(x, y, 0) ≥ 0 èç-çà âûïóêëîñòè íà÷àëüíîé ôóíêöèè x 7→ u(x, 0). Ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) òåñíî ñâÿçàíà ñ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè U áëàãîäàðÿ
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ñîîòíîøåíèÿì
∂U
∂x

= 1
2
(∂u

∂x
(x)− ∂u

∂x
(x+y

2
))

∂U
∂y

= 1
2
(∂u

∂x
(y)− ∂u

∂x
(x+y

2
)),

(2.3)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.2) è (2.3) âìåñòå ïîêàçûâàþò, ÷òî

∂U

∂t
(z, t) ≥ −C(z)

∣∣∣∣
∂U

∂z
(z, t)

∣∣∣∣ , (2.4)

ãäå z îáîçíà÷àåò ïàðó (x, y), à C(z) � ìàêñèìóì êîíñòàíò Ëèïøèöà äëÿ
ôóíêöèé p 7→ 1

2
h(p, x) è p 7→ 1

2
h(p, y). Ïîñëå ýòîãî ïðèíöèï ìàêñèìóìà

äîêàçûâàåò, ÷òî U ≥ 0 âñþäó, ÷òî êàê ðàç è îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ôóíêöèè
u.

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ñîîáðàæåíèé íóæíî ðàáîòàòü
ñ êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Ýòî
óñëîâèå ÷åðåñ÷óð îãðàíè÷èòåëüíî äëÿ íàøèõ öåëåé, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùàÿ
çàäà÷à Êîøè âðÿä-ëè îáëàäàåò ãëîáàëüíûì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ
ñêîëüêî-íèáóäü îáùåé ïðàâîé ÷àñòè h. Ïîýòîìó ìû èäåì îêîëüíûì ïóòåì
÷åðåç äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå äàåò êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ïðèáëèæåííîé çàäà÷è.

2.1 Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå

Èç-çà ðîñòà êîíñòàíòû Ëèïøèöà ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê íåñòàíäàðòíîìó
äèôôóçèîííîìó ïðèáëèæåíèþ ê äâîéñòâåííîìó óðàâíåíèþ Áåëëìàíà. À
èìåííî, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè ïîëó÷àþòñÿ
êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂uε

∂t
= ε2(1 + |x|2)∆uε + h(

∂uε

∂x
, x), (2.5)
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ãäå áîëüøîé êîýôôèöèåíò ïðè ëàïëàñèàíå ïðèçâàí ïîäàâèòü òðóäíîñòè,
ñâÿçàííûå ñ ðîñòîì êîíñòàíòû Ëèïøèöà ôóíêöèè p 7→ h(p, x, t). Íåñóùåñòâåííûé
àðãóìåíò t çäåñü îïóùåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè

1

(1 + |x|2)
∂uε

∂t
= ε2∆uε +

1

(1 + |x|2)1/2
h̃(

∂uε

∂x
, x), uε(x, 0) = u0(x). (2.6)

×òîáû óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è Êîøè ìîæíî áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ïîëîæèòü ε = 1 è îïóñòèòü èíäåêñ ε. Èç-çà îòñóòñòâèÿ ÿâíûõ
ôîðìóë äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

1

(1 + |x|2)
∂u

∂t
= ∆u +

1

(1 + |x|2)1/2
h̃, (2.7)

ãäå h̃ � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, èññëåäîâàíèå åãî ðàçðåøèìîñòè îñíîâàíî íà
àïðèîðíûõ îöåíêàõ. Ïóñòü òåïåðü u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.7), êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = 0. Âîñïîëüçóåìñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé
e−φ, ãäå âèä ôóíêöèè φ áóäåò óêàçàí ïîçäíåå, è ñâÿçàííîé ñ íåé L2-
íîðìîé. Èç óðàâíåíèÿ (2.7) ñëåäóåò, ÷òî

∂
∂t

1
2

∫ |u|2
(1+|x|2)

e−φ dx =
∫

(∆u)ue−φ dx+

+
∫

h̃ u
(1+|x|2)1/2 e

−φ dx.
(2.8)

Ïåðâûé (íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé) èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïðåîáðà-
çîâàòü, ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ê âèäó

− ∫
(∆u)ue−φ dx =

∫ ∑
i(∂iu)2e−φ dx−

∫ ∑
i(∂iu)(∂iφ)ue−φ dx =

∫ |∂u
∂x
|2e−φ dx+

+
∫

1
2
|u|2 ∑

i(∂
2
i φ− (∂iφ)2)e−φ dx.

Òåïåðü âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè φ íåêîòîðóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ,
ñîâïàäàþùóþ ñ C log |x| ïðè |x| ≥ 1. Òàêèì îáðàçîì, âåñîâàÿ ôóíêöèÿ
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e−φ óáûâàåò ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñêîðîñòüþ. Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî |∑i(∂

2
i φ − (∂iφ)2)| ≤ A/(1 + |x|2) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

A. Âòîðîé èíòåãðàë ìîæíî îöåíèòü êàê

|
∫

h̃
u

(1 + |x|2)1/2
e−φ dx| ≤ C

2

∫
h̃2e−φ dx +

1

2C

∫ |u|2
1 + |x|2 e−φ dx,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ (ïîëîæèòåëüíàÿ) êîíñòàíòà. Òåïåðü ïîëîæèì |u|2+ =∫ |u|2
1+|x|2 e

−φ dx, |v|20 =
∫ |v|2e−φ dx. Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèå îöåíêè ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî
∂

∂t

1

2
|u(t)|2+ + |∂u

∂x
(t)|20 ≤

C

2
|h̃(t)|20 + (A +

1

2C
)|u(t)|2+. (2.9)

Ëåììà Ãðîíóîëëà äàåò òåïåðü (ïîñêîëüêó u(0) = 0)
1

2
|u(t)|2+ ≤

C

2

∫ t

0

e(2A+ 1
C

)(t−s)|h̃(s)|20ds ≤ C

2
e(2A+ 1

C
)t

∫ t

0

|h̃(s)|20ds. (2.10)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ñîîòíîøåíèå (2.9) ïîëó÷èì
1
2
|u(t)|2+ +

∫ t

0
|∂u
∂x

(s)|20ds ≤

≤ C
2

∫ t

0
|h̃(s)|20ds + (A + 1

2C
)
∫ t

0
e(2A+ 1

C
)sds

∫ s

0
|h̃(u)|20du.

(2.11)

Çàôèêñèðóåì òåïåðü äîñòàòî÷íî ìàëóþ êîíñòàíòó C è ïîäáåðåì òàêóþ
âåëè÷èíó âðåìåíè T = T (C), ÷òî ïðè 0 ≤ t ≤ T âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìåíüøå ÷åì ïåðâûé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïðè 0 ≤ t ≤ T âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫ t

0

|∂u

∂x
(s)|20ds ≤ C

∫ t

0

|h̃(s)|20ds. (2.12)

Èç ýòîé îöåíêè ìû âûâåäåì ñõîäèìîñòü ìåòîäà Ïèêàðà äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè (2.6). Ïîä ýòèì íàçâàíèåì ìû èìååì â âèäó ñëåäóþùóþ
èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó

∂un+1

∂t
= (1 + |x|2)∆un+1 + h(

∂un

∂x
, x), un(x, 0) = u0(x).
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Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî
∫ t

0

| ∂

∂x
(un+1 − un)(s)|20ds ≤ CL

∫ t

0

| ∂

∂x
(un − un−1)(s)|20ds,

ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè h̃. Îòñþäà, ïðè |CL| < 1 ñëåäóåò,
÷òî

∫ t

0
| ∂
∂x

(un+1 − un)(s)|20ds → 0 ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî. Â ñèëó (2.11)
|(un+1 − un)(s)|+ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ. Òåì ñàìûì
äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ íîðìîé

sup
t∈[0,T ]

|u(t)|+ + (

∫ T

0

|∂u

∂x
(s)|20ds)1/2,

à òàêæå òî, ÷òî ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè

∂u

∂t
= (1 + |x|2)∆u + h(

∂u

∂x
, x), u(x, 0) = u0(x). (2.13)

Ïðîâåäÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè, ïîñêîëüêó âðåìåííàÿ
ãðàíèöà T (C) íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u0, äëÿ êîòîðîãî
íîðìà |u0|2+ êîíå÷íà. Åñëè âåðíóòüñÿ òåïåðü ê çàäà÷å Êîøè, â êîòîðîé
ôèãóðèðóåò ε âìåñòî 1, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íîðìû

sup
t∈[0,T ]

|uε(t)|+ + ε(

∫ T

0

|∂uε

∂x
(s)|20ds)1/2 (2.14)

ðàâíîìåðíî ïî ε îãðàíè÷åíû. Îöåíêà (2.12) òàêæå ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.13) â óêàçàííîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òåì ñàìûì,
â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî ðàçðåøèòü çàäà÷ó Êîøè (2.13) åñëè
íà÷àëüíîå óñëîâèå u � òàêàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî
|u(x)| ≤ C(1 + |x|2)N .
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó î ðåãóëÿðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.
Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ h ëîêàëüíî ëèïøèöåâà (íà ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî
ã�åëüäåðîâîñòè) ïî x. Ìû ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû
ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè (ìåòîä Ìþíõàóçåíà), ÷òî ðåøåíèå u = u(x, t) ÿâëÿåòñÿ
â äåéñòâèòåëüíîñòè C1,2-ãëàäêîé ôóíêöèåé (ïðè t > 0). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ýòî ïðîäåëàòü èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé îñíîâîïîëàãàþùèé ðåçóëüòàò î
ðåøåíèÿõ ãëàäêèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ( ∂
∂t
− L)u = f , ãäå L � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð

ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà èç f ∈ W k,l
p loc ñëåäóåò, ÷òî u ∈

W k+1,l+2
p loc . Áîëåå òîãî, ∂u

∂x
∈ W

k+1/2,l+1
p loc . (Çäåñü p > 1 è W k,l

p loc � ïðîñòðàíñòâî
òàêèõ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ â p-é ñòåïåíè ôóíêöèé u, ÷òî Op((1 +

|τ |)k)Uu ∈ Lp è Op((1 + |ξ|)l)Uu ∈ Lp, ãäå U � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, à Op(q(ξ, τ)) � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì q (ñì. [124]).)

Ïóñòü òåïåðü u � ðåøåíèå òàêîå óðàâíåíèÿ ( ∂
∂t
− L)u = h(∂u

∂x
, x), ÷òî

∂u
∂x
∈ W 0,0

p loc. (Íàïîìíèì, ÷òî ýòî òàê äëÿ íàøåãî ðåøåíèÿ u è p = 2.)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h(∂u

∂x
, x) ∈ W 0,0

p loc ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ h ëèïøèöåâà ïî
ïåðâîìó àðãóìåíòó ëîêàëüíî ïî x è, ââèäó ïðîöèòèðîâàííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ñâîéñòâ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ∂u

∂x
∈ W

1/2,1
p loc . Ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ

Ñîáîëåâà ïîëó÷èì, ÷òî ∂u
∂x

∈ W 0,0
p′ loc, where 1

p′ = 1
p
− 1

2(n+1)
, åñëè 1

p
>

1
2(n+1)

(çäåñü n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà). Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
(ïðåîáðàçîâàíèé p 7→ p′) ìû ïðèäåì ê òàêîìó çíà÷åíèþ p, ÷òî 1

p
< 1

2(n+1)
,

è òîãäà èç òîé æå òåîðåìû Ñîáîëåâà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ∂u
∂x
∈ Cα,α

loc äëÿ
íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà α. Ïîñëå ýòîãî øàóäåðîâñêèå îöåíêè
ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî u ∈ C1+α,2+α

loc .
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (2.5) èìååò åäèíñòâåííîå
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C1,2-ðåøåíèå, åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0 èìååò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò.

2.2 Âûïóêëûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì òåïåðü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé äëÿ íàñ âûïóêëûé ñëó÷àé,
êîãäà íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0 è ïðàâàÿ ÷àñòü h = h(p, x) äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà âûïóêëû ïî x. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ âûïîëíåíà îöåíêà |u(x)| ≤ C(1 + |x|2)N . Â äåéñòâèòåëüíîñòè
ýòà îöåíêà íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì óñëîâèåì, ïîñêîëüêó îíà ýêâèâàëåíòíà
óñëîâèþ |u0|2+ =

∫ |u0|2
1+|x|2 e

−φ dx äëÿ íåêîòîðîé îáñóæäàâøåéñÿ ðàíåå ôóíêöèè
φ (ò. å. òàêîé ôóíêöèè, ÷òî C log |x| äëÿ áîëüøèõ x).

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç õîðîøî èçâåñòíûõ
íåðàâåíñòâ

|u(x)| ≤ 1

|B(x)|
∫

B(x)

|u(y)|dy ≤
(

1

|B(x)|
∫

B(x)

|u(y)|2dy

)1/2

,

ïåðâîå èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ôóíêöèè u, à âòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ
B(x) � åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â x, à |B(x)| îáîçíà÷àåò îáúåì øàðà
B(x).

Òîãäà ðåøåíèå u = uε çàäà÷è Êîøè (2.5) òàêæå âûïóêëî ïî x. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ U = U(x, y, t) = 1

2
u(x, t)+ 1

2
u(y, t)−

u(1
2
(x + y), t) è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì îíà ó÷àñòâóåò.

Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî U ≥ 0 ïðè t = 0, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u0 âûïóêëà.
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Êðîìå òîãî,
∆xU(x, y) = 1

2
∆u(x)− 1

4
∆u(x+y

2
)

∆yU(x, y) = 1
2
∆u(y)− 1

4
∆u(x+y

2
)

〈
∂
∂x

, ∂
∂y

〉
U(x, y) = −1

4
∆u(x+y

2
),

ãäå ÷åðåç
〈

∂
∂x

, ∂
∂y

〉
îáîçíà÷åí îïåðàòîð

∑
∂

∂xi

∂
∂yi

, à íåñóùåñòâåííûé àðãóìåíò
t îïóùåí. Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð P = (1 + |x|2)∆x + (1 + |y|2)∆y +

2(x, y)
〈

∂
∂x

, ∂
∂y

〉
. Åãî ãëàâíûé ñèìâîë σ(P )(ξ, η) = (1 + |x|2)|ξ|2 + (1 +

|y|2)|η|2+2(x, y)(ξ, η) = |ξ|2+ |η|2+ |ξ⊗x+η⊗y|2 ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, òàê
÷òî P � íåâûðîæäåííûé ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èìååì

∂U
∂t

= ε2PU + 1
2
h(∂u

∂x
(x), x)+

+ 1
2
h(∂u

∂x
(y), y)− h(∂u

∂x
(x+y

2
), x+y

2
).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ h ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïóêëîé ïî x, òî ïîëó÷àåì

−h(∂u
∂x

(x+y
2

), x+y
2

) ≥ −
1
2
h(∂u

∂x
(x+y

2
), x)− 1

2
h(∂u

∂x
(x+y

2
), y),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∂U
∂t
≥ ε2PU + 1

2
(h(∂u

∂x
(x), x)−

h(∂u
∂x

(x+y
2

), x)) + 1
2
(h(∂u

∂x
(y), y)− h(∂u

∂x
(x+y

2
), y)).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

∂U
∂x

= 1
2
(∂u

∂x
(x)− ∂u

∂x
(x+y

2
))

∂U
∂y

= 1
2
(∂u

∂x
(y)− ∂u

∂x
(x+y

2
))
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è, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ h � ëèïøèöåâà, òî èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà
ïîëó÷èì

∂U

∂t
(z, t) ≥ ε2PU(z, t)− C(z)|∂U

∂z
(z, t)|, (2.15)

ãäå z ýòî ïàðà (x, y), à C(z) � ìàêñèìóì êîíñòàíò Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèé
p 7→ h(p, x) è p 7→ h(p, y). Ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé äàåò íåðàâåíñòâî U ≥ 0 âñþäó, ÷òî êàê
ðàç è îçíà÷àåò âûïóêëîñòü u.

2.3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â L2

×òîáû îïðàâäàòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà â èíòåðåñóþùåé íàñ ñèòóàöèè,
âîñïîëüçóåìñÿ óæå îïðîáîâàííîé òåõíèêîé àïðèîðíûõ îöåíîê. Ïîëîæèì
U− = min(U, 0), óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.15 ) íà U− è ïðîèíòåãðèðóåì
ñ âåñîì e−Φ(z)

1+|z|2 , ãäå Φ(x, y) = φ(x)+φ(y), à φ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ èç (2.8). Ñ
ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, àíàëîãè÷íîìó ïðîâåäåííîìó â (2.9
) ïîëó÷èì

∂

∂t

1

2
||U−(t)||2+ + ||∂U−

∂z
(t)||20 ≤ A||U−(t)||2+

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

||u||2+ =

∫ |u|2
1 + |z|2 e−Φ dz,

||v||20 =

∫
|v|2e−Φ dz,

à A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷ëåí
∫

C(z)|∂U
∂z

(z, t)|U−(z, t) e−Φ

1+|z|2 dz =

∫
C(z)|∂U−

∂z
|U− e−Φ

1+|z|2 dz
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íå äîñòàâëÿåò íåïðèÿòíîñòåé, ïîñêîëüêó îöåíèâàåòñÿ êàê
c

2
||∂U−

∂z
(t)||20 +

M

2c
||U−(t)||2+,

ãäå c � ïðîèçâîëüíî ìàëàÿ êîíñòàíòà, à M = sup |C(z)|
1+|z|2 . Ââèäó òîãî, ÷òî

U−(0) ≡ 0 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî U−(t) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, à ýòî êàê ðàç îçíà÷àåò, ÷òî U ≥ 0

âñþäó. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçûâàåò âûïóêëîñòü ôóíêöèè u = uε.

2.4 Èñ÷åçàþùàÿ âÿçêîñòü

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñèíãóëÿðíîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ε → 0

äëÿ ðàññìîòðåííûõ ôóíêöèé uε, èìåÿ öåëüþ ïîëó÷èòü âÿçêîå ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà (2.1). Ìû òàêæå
óñòàíîâèì ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ âûïóêëîñòü ýòèõ âÿçêèõ
ðåøåíèé, ïðè âûïóêëûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ïåðâîå ðåøàþùåå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè uε ìîíîòîííî
ðàñòóò âìåñòå ñ ε. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ε > ε′. Òîãäà ðàçíîñòü Uεε′ =

uε − uε′ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂Uεε′

∂t
= ε′2(1 + |x|2)∆Uεε′ + (ε2 − ε′2)(1 + |x|2)∆uε+

h(∂uε

∂x
, x)− h(

∂uε′
∂x

, x),

è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = 0. Ââèäó âûïóêëîñòè ôóíêöèè uε, ÷ëåí (ε2−
ε′2)(1 + |x|2)∆uε íåîòðèöàòåëåí, òîãäà êàê ñëàãàåìîå h(∂uε

∂x
, x)− h(

∂uε′
∂x

, x)

ïðåâûøàåò −L(x)|∂uε

∂x
− ∂uε′

∂x
| = −L(x)|∂Uεε′

∂x
|, ãäå L(x) � óæå ìíîãî ðàç

óïîìÿíóòàÿ êîíñòàíòà Ëèïøèöà, êîòîðàÿ åñòü O(|x|) ïðè x →∞. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

∂Uεε′

∂t
≥ ε′2(1 + |x|2)∆Uεε′ − L(x)|∂Uεε′

∂x
|,



68 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà

êîòîðîå ïîêàçûâàåò ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (óæå èñïîëüçîâàííîãî
â äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (2.4)), ÷òî Uεε′ ≥ 0, èëè uε ≥ uε′ .

2.5 Íîâûå àïðèîðíûå îöåíêè

Òåïåðü ìû ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ âåçäåñóùèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà, íåêîòîðûå
ïðîñòûå ðàâíîìåðíûå ïî ε ïîòî÷å÷íûå àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèé
çàäà÷è Êîøè (2.6). Ïåðâàÿ ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì

|uε(x, t)| ≤ C(1 + |x|2)N , (2.16)

ãäå êîíñòàíòà C (è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè N) îäíà è òà æå äëÿ ëþáîãî
ε0 > ε > 0, t ∈ [0, T ] è ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà T . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò, ÷òî ìîíîòîííûé ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë u = limε→0 uε ñóùåñòâóåò
ïî÷òè âñþäó è ÿâëÿåòñÿ òàêîé âûïóêëîé ôóíêöèåé u, ÷òî |u(x, t)| ≤
C(t)(1+|x|2)N äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t. ×òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
(2.16) ïîëîæèì v(x, t) = C(1+|x|2)N exp(Ct). Òîãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

∂v

∂t
≥ ε2(1 + |x|2)∆v + h(

∂v

∂x
, x),

åñëè êîíñòàíòà C äîñòàòî÷íî âåëèêà. Âåðíî òàêæå, ÷òî |u0(x)| ≤ v(x, 0)

åñëè C äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïðèõîäèì ê
âûâîäó î òîì, ÷òî |uε(x, t)| ≤ v(x, t) = C(1+ |x|2)N exp(Ct), ÷òî ñîâïàäàåò
ñ íåðàâåíñòâîì (2.16). Òàêèì îáðàçîì, u � âñþäó êîíå÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ
(ïî x) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à ñõîäèìîñòü uε → u ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé
(ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè t).

×òîáû óñòàíîâèòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè u ïî t òðåáóåòñÿ òàêàÿ
îöåíêà ãðàäèåíòà

|∂uε

∂x
(x, t)| ≤ C(1 + |x|2)N , (2.17)
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ãäå êîíñòàíòû C (è N) îäíè è òå æå äëÿ âñåõ ε0 > ε > 0, t ∈ [0, T ] è
ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè T . (Ýòè êîíñòàíòû, îäíàêî, íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü
ñ îäíîèìåííûìè âåëè÷èíàìè èç íåðàâåíñòâà (2.16).) ×òîáû äîêàçàòü
îöåíêó (2.17) çàìåòèì ïðîñòî, ÷òî

|∂U

∂x
(x, t)| ≤ osc

B(x)
U

def
= sup

B(x)

U − inf
B(x)

U ≤ 2 sup
B(x)

|U |,

äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ôóíêöèè U , ãäå B(x) � åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì
â x. Ïîñëå ýòîãî îöåíêà (2.17) âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà, â
êîòîðîì U = uε, îáúåäèíåííûì ñ íåðàâåíñòâîì (2.16).

Íàìåòèì òàêæå äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (2.17), â êîòîðîì íå èñïîëü-
çóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î âûïóêëîñòè íà÷àëüíîé ôóíêöèè. Âî-ïåðâûõ áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî h � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî îãðàíè÷åíèå íå âåäåò ê ïîòåðå îáùíîñòè
ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîáðàæåíèé àïïðîêñèìàöèè. Ïîëîæèì v = ∂uε

∂x . Òîãäà
èìååì

∂v

∂t
= 2ε2x∆uε + ε2(1 + |x|2)∆v +

∂h

∂p

∂v

∂x
+

∂h

∂x
,

ãäå p � ïåðâûé àðãóìåíò ôóíêöèè h, ∂h
∂p îáîçíà÷àåò ∂h

∂p (∂uε
∂x , x) è, àíàëîãè÷íî,

∂h
∂x îáîçíà÷àåò ∂h

∂x(∂uε
∂x , x). Èç íåðàâåíñòâà Êàòî [119] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ w = |v|

èìååì
∂w

∂t
≤ 2ε2|x∆uε|+ ε2(1 + |x|2)∆w + C1(x)|∂w

∂x
|+ C2(x),

ãäå C1, C2 � êîíñòàíòû Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèé p 7→ h(p, x) è x 7→ h(p, x) â
òî÷êå (p, x) = (∂uε

∂x (x), x). Çàìåòèì, ÷òî C1(x) ≤ C(1 + |x|) â ñèëó èñõîäíûõ
ïðåäïîëîæåíèé, à

C2(x) ≤ C(1 + |p|) = C(1 + w(x)).

Èìååòñÿ òàêæå íåðàâåíñòâî

|x∆uε| ≤ C

1 + |x| |(1 + |x|2)∆uε + h(
∂uε

∂x
, x)|+ C ′w,
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ïîñêîëüêó 1
1+|x| |h(∂uε

∂x , x)| ≤ C ′′|∂uε
∂x | = C ′′w. Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîëó÷åííûå îöåíêè

çàêëþ÷àåì, ÷òî

∂W

∂t
≤ ε2(1 + |x|2)∆W + C1(x)|∂W

∂x
|+ C2W, (2.18)

ãäå W = w−C|ue|. Ïðèìåíÿÿ ê (2.18) ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
(2.17).

2.6 Íåïðåðûâíîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè

Èçó÷èì òåïåðü íåïðåðûâíîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè u = limε→0 uε ïî
âðåìåíè t. Ìû ïîêàæåì, ÷òî u � ëèïøèöåâà ïî t, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êîíñòàíòà Ëèïøèöà ðàñòåò ëèíåéíî ïî x, åñëè òîëüêî t ∈ [0, T ] è âðåìÿ T

�ôèêñèðîâàíî. ×òîáû ïðîäåëàòü ýòî îáðàòèìñÿ ñíîâà ê íàøèì èñõîäíûì
L2-ìåòîäàì. À èìåííî, óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.5) íà ãëàäêóþ
ôóíêöèþ f(x) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì.
Ðåçóëüòàò èìååò âèä

∂

∂t

∫
uεf dx = ε2

∫
∂uε

∂x

∂

∂x
((1 + |x|2)f) dx +

∫
h(

∂uε

∂x
, x)f dx. (2.19)

Òåïåðü îöåíèì èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè. Èìåííî,
∫

∂uε

∂x
∂
∂x

((1 + |x|2)f)dx =
∫

∂uε

∂x
( ∂

∂x
((1 + |x|2)f)eφ)e−φ dx

≤ ||∂uε

∂x
||0|| ∂

∂x
((1 + |x|2)f)eφ||0

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.14)
∫ t2

t1
||∂uε

∂x
(s)||0ds = O(ε−1), òîãäà êàê âåëè÷èíà

|| ∂
∂x

((1 + |x|2)f)eφ||0 íå çàâèñèò îò ε. Òàêèì îáðàçîì,
∫ t2

t1

ε2

∫
∂uε

∂x
(s)

∂

∂x
((1 + |x|2)f) dxds = O(ε). (2.20)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, | ∫ h(∂uε

∂x
, x)f dx| ≤ C

∫
(1 + |x|2)N |f | dx â ñèëó (2.17).

Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (2.19) ïî èíòåðâàëó [t1, t2] ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

|
∫

uε(t2)f dx−
∫

uε(t1)f dx| ≤ O(ε) + C|t2 − t1|
∫

(1 + |x|2)N |f | dx.

Îòñþäà âûòåêàåò ðåøàþùàÿ îöåíêà

|u(x, t2)− u(x, t1)| ≤ C|t2 − t1|(1 + |x|2)N , (2.21)

êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè u (ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ x è t).

2.7 Âÿçêîå ðåøåíèå

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü ëèøü äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíîé òåõíèêîé,
÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ (ñëàáûì) âÿçêèì ðåøåíèåì äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà (2.1). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìîæíî áûëî áû îãðàíè÷èòüñÿ
ññûëêîé íà [95], íî ìû ïðåäïî÷ëè äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ âîñïðîèçâåñòè
ñîîáðàæåíèÿ èç loc. cit.

Ìû îïèðàåìñÿ íà òàêóþ ïðîñòóþ ëåììó.

Ëåììà Ïóñòü Uε � âÿçêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Fε(
∂U

∂t
,
∂U

∂x
,
∂2U

∂x2
; x, t) = 0

è íåïðåðûâíûå ôóíêöèè Fε(a, p, X; x, t) ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ
ê (íåïðåðûâíîé) ôóíêöèè F (a, p, X; x, t) ïðè ε → 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(íåïðåðûâíûå) ôóíêöèè Uε ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè U ïðè ε → 0. Òîãäà ôóíêöèÿ U � (ñëàáîå) âÿçêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ F (∂U

∂t
, ∂U

∂x
, ∂2U

∂x2 ; x, t) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî U � ñóáðåøåíèå óðàâíåíèÿ

F (
∂U

∂t
,
∂U

∂x
,
∂2U

∂x2
; x, t) = 0,

à àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî U � ñóïåððåøåíèå îñòàâèì ÷èòàòåëþ.
Ïóñòü òðîéêà α = (a, p, X) ëåæèò â P2,+U(x, t). Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
F (a, p, X; x, t) ≥ 0. ×òîáû ýòî ïðîäåëàòü, ìû ïîêàæåì, ÷òî

α ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè P2,+
ε U(xε, tε), (2.22)

ãäå òî÷êà yε = (xε, tε) → y = (x, t) ïðè ε → 0. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò,
÷òî Fε(a, p, X; xε, tε) ≥ o(1) ïðè ε → 0 è èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

F (a, p,X; x, t) = lim
ε→0

Fε(a, p,X; xε, tε) ≥ 0.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèÿ (2.22) ìîæíî ñ÷èòàòü áåç ïîòåðè
îáùíîñòè, ÷òî (x, t) = 0, è ðàññìîòðåòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ φα(x, t) =

U(0) + at + 〈p, x〉+ 1
2
〈Xx, x〉+ δ(|x|2 + |t|), äëÿ êîòîðîé

U ≤ φα â îêðåñòíîñòè Uòî÷êè 0. (2.23)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó α ∈ P2,+U(0), äëÿ ëþáîãî δ > 0.
Ïîëîæèì òåïåðü φα

+(x, t) = φα(x, t) + δ(|x|2 + |t|) è îïðåäåëèì òî÷êó yε =

(xε, tε)êàê òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè Uε − φα
+ â îêðåñòíîñòè U . Òàêàÿ

òî÷êà çàâåäîìî èìååòñÿ, åñëè îêðåñòíîñòü U êîìïàêòíà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî (ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè) yε → y as
ε → 0. Èìååì

Uε(z)− φα
+(z) ≤ Uε(yε)− φα

+(yε)

äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ U . Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ z = 0 è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó,
ïîëó÷èì, ÷òî 0 ≤ U(y) − φα

+(y). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, U(y) − φα(y) ≤ 0
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áëàãîäàðÿ (2.23). Òàêèì îáðàçîì,

U(y)− φα(y) ≤ 0 ≤ U(y)− φα
+(y)

è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî δ(|x|2+|t|) ≤ 0, ãäå (x, t) � êîìïîíåíòû
âåêòîðà y. Ïîýòîìó y = 0. Åñëè âûáðàòü âåëè÷èíó δ äîñòàòî÷íî ìàëîé, òî
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α = (a, p, X) ëåæèò â ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà P2,+

ε U(yε). Ëåììà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u = limε→0 uε ÿâëÿåòñÿ (ñëàáûì) âÿçêèì

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ýòà ôóíêöèÿ � ñèëüíîå âÿçêîå ðåøåíèå. Ýòî ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè
ñëàáîãî âÿçêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè è èç ñóùåñòâîâàíèÿ
ñèëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò èç
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, òîãäà êàê ïîñëåäíåå ìîæíî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
äîêàçàòü ìåòîäîì Ïåððîíà (ñì. [95]).

2.8 Äðóãàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ôóíêöèè u

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò î÷åíü ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ îñîáûå ñâîéñòâà
âûïóêëûõ ôóíêöèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåôîðìóëèðîâàòü ôóíäàìåíòàëüíûå
ñâîéñòâà ôóíêöèè u. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ âûïóêëûìèôóíêöèÿìè,
òî ìîæíî äàòü åùå îäíî ðàçóìíîå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èìåííî,
ñêàæåì, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (x, t) 7→ u(x, t) � îáîáùåííîå âûïóêëîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∂u

∂t
= h(∂u

∂x
, x, t), â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

u(x, t) − u(x, s) =
∫ t

s
h(∂u

∂x
(x, τ), x, τ)dτ , ãäå ∂u

∂x
(x, τ) � ñóáäèôôåðåíöèàë

ôóíêöèè u, à h(∂u
∂x

(x, τ), x, τ), ïî îïðåäåëåíèþ, sup h(p, x, τ) ïî p ∈ ∂u
∂x

(x, τ)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ≥ s. Â ýòîì ðàçäåëå ýòî ñâîéñòâî è
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íåêîòîðûå äðóãèå äîêàçûâàþòñÿ äëÿ ôóíêöèè u = limε→0 uε, ðàññìîòðåííîé
â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Ñäåëàòü ýòî, îäíàêî, ìû ìîæåì òîëüêî ïðè
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ äîïóùåíèÿõ î ïðàâîé ÷àñòè äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.

Íàøè äîïîëíèòåëüíûå äîïóùåíèÿ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì: ìîæíî ðåøèòü
çàäà÷ó (äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

.
p (t) ∈ ∂h

∂x
(p(t), x, t), p(s) = p (2.24)

äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òðîéêè x, t, p.
è

ôóíêöèÿ x 7→ h(p, x, t) îäíîðîäíà ïåðâîé ñòåïåíè (2.25)

(Â ïðèíöèïå, ìîæíî ðàçîáðàòü è ñëó÷àé äðóãîé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè;
îäíàêî, ïðèëîæåíèÿ ýòîé áîëåå îáùåé ñèòóàöèè íàì íåèçâåñòíû.) Òîãäà
âåðíî ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà i) Ôóíêöèÿ u � îáîáùåííîå âûïóêëîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ii) Ôóíêöèÿ u èìååò ïðàâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè
t è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂u

∂t
= h(

∂u

∂x
, x, t),

ãäå ∂u
∂x

(x, τ) � ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u, ∂u
∂t

îáîçíà÷àåò ïðàâóþ ïðîè-
çâîäíóþ ôóíêöèè u, à ôóíêöèÿ h(∂u

∂x
(x, τ), x, τ) åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ,

sup h(p, x, τ) ïî p ∈ ∂u
∂x

(x, τ)

iii) Ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñðåäè òàêèõ âûïóêëûõ è îäíîðîäíûõ
ïåðâîé ñòåïåíè (ïî x) ôóíêöèé (x, t) 7→ v(x, t), ãäå t ≥ s, ÷òî v(t′, x) −
v(t′′, x) = h( ∂v

∂x
(x, t′′), x, t′′) + o(|t′ − t′′|) äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè
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t′ ≥ t′′ ≥ s, è ÷òî v(x, s) ≥ u(x, s). (Çäåñü, h(∂u
∂x

, x, t)
def
= sup h(p, x, t)

ïî p ∈ ∂u
∂x
)

iv) Ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñóïåððåøåíèåì äâîéñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà (2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè óðàâíåíèå
(2.19), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

u(x, t)− u(x, s) = lim
ε→0

∫ t

s

h(
∂uε

∂x
(x, τ), x, τ)dτ, (2.26)

äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà t ≥ s. Ìû, îäíàêî, óæå çíàåì, ÷òî u = limε→0 uε è,
êàê õîðîøî èçâåñòíî è ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, äëÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
uε âûïóêëûõ ôóíêöèé èìååì ∂uε

∂x
(x, τ) → ∂u

∂x
(x, τ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïðåäåë p ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ (ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pε ∈ ∂uε

∂x
(x, τ) ëåæèò

â ∂u
∂x

(x, τ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
ε→0

∫ t

s

h(
∂uε

∂x
(x, τ), x, τ)dτ ≤

∫ t

s

h(
∂u

∂x
(x, τ), x, τ)dτ. (2.27)

(Íàïîìíèì, ÷òî h(∂u
∂x

) îáîçíà÷àåò ñóïðåìóì sup h(p, x, τ) ïî ìíîæåñòâó
p ∈ ∂u

∂x
(x, τ).) Ôóíêöèÿ τ 7→ h(∂u

∂x
(x, τ), x, τ) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé

ñâåðõó è ïîòîìó
∫ t

s

h(
∂u

∂x
(x, τ), x, τ)dτ ≤ h(

∂u

∂x
(x, s), x, s)(t− s) + o(t− s). (2.28)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì (2.24). Áëàãîäàðÿ åìó ìîæíî ðåøèòü
çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

.
p (t) =

∂h

∂x
(p(t), x, t), p(s) = p
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äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òðîéêè x, t, p. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîëîæèòü
v(t, y) = 〈p(t), y〉. Â ñèëó òîæäåñòâà Ýéëåðà ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò (â
êëàññè÷åñêîì ñìûñëå) äèôôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

∂v
∂t

(y, t) =
〈
y, ∂h

∂x
( ∂v

∂x
(y, t), x, t)

〉 ≤
〈
y, ∂h

∂x
( ∂v

∂x
(y, t), y, t)

〉
= h( ∂v

∂x
(y, t), y, t),

è, òåì ñàìûì, ÿâëÿåòñÿ ñóáðåøåíèåì äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.
Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî
ñóïåððåøåíèÿ w äâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà w(y, t) − w(x, s) ≥
v(y, t) åñëè p(s) = p ∈ ∂w

∂x
(x, s), ò. ê. ýòî âêëþ÷åíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî

w(y, s) − w(x, s) ≥ v(y, s) äëÿ ëþáîãî y. Ïîýòîìó, w(x, t) − w(x, s) ≥
h(p, x, s)(t−s)+o(t−s) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p ∈ ∂w

∂x
(x, s) è, ñëåäîâàòåëüíî,

w(x, t)− w(x, s) ≥ h(
∂w

∂x
(x, s), x, s)(t− s) + o(t− s). (2.29)

Ó÷èòûâàÿ âìåñòå ñîîòíîøåíèÿ (2.26), (2.27), (2.28) è íåðàâåíñòâî (2.29),
ïðèìåíåííîå ê ôóíêöèè w = u, çàêëþ÷àåì, ÷òî

u(x, t)− u(x, s) = h(
∂u

∂x
(x, s), x, s)(t− s) + o(t− s) (2.30)

è ∫ t

s

h(
∂u

∂x
(x, τ), x, τ)dτ = h(

∂u

∂x
(x, s), x, s)(t− s) + o(t− s).

Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âëå÷åò çà ñîáîé òî, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó
ôóíêöèÿ

τ 7→ h(
∂u

∂x
(x, τ), x, τ)

ÿâëÿåòñÿ, íà ñàìîì äåëå, íåïðåðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå s, à ïðåäøåñòâóþùåå
ðàâåíñòâî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ii) òåîðåìû. ×òîáû äîêàçàòü ïðèíöèï
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ìàêñèìóìà iii) ïîëîæèì uε(x, t) = u(x, t)−ε(t−s) è çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî v ≥ uε äëÿ ëþáîãî ε > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s∗ � íèæíÿÿ
ãðàíü òàêèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t > s, ÷òî v(x, t) < uε(x, t) äëÿ íåêîòîðîãî
âåêòîðà x. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ x∗ èìååì v(x∗, s∗) = uε(x∗, s∗), â
òî âðåìÿ êàê v(x, s∗) ≥ uε(x, s∗) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x. Ïîýòîìó âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå ∂v

∂x
(x∗, s∗) ⊃ ∂uε

∂x
(x∗, s∗) = ∂u

∂x
(x∗, s∗) è îáðàùàÿñü ê (2.30) ïðèõîäèì

ê âûâîäó î òîì, ÷òî

v(x∗, t)− uε(x∗, t) ≥ ε(t− s) + o(t− s).

Ýòî, î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìîìåíòà s∗ è íåðàâåíñòâî v ≥
uε äîêàçàíî.

Íàêîíåö, óòâåðæäåíèå iv) òåîðåìû ýòî îáùèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà
äëÿ ñóáðåøåíèé, êîòîðûé ñïðàâåäëèâ â çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.



Ãëàâà 3
Àïïðîêñèìàöèè îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì
1 Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó îáùåãî âèäà

ẋ = f(t, x, u), x ∈ X, u ∈ U, (1.1)

ãäå X � ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, U � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé,
à t � âðåìÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òàêæå êàê è
â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ è â ãàðàíòèðîâàííîé ôèëüòðàöèè ïîíÿòèå
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü. Ìû íàïîìíèì, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè s è ìíîæåñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé M â ýòîò
ìîìåíò (x(s) ∈ M) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè D(t) = D(t, s) = D(t, s; M)

äëÿ ñèñòåìû (1.1) â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ s îïðåäåëÿåòñÿ (ñì., íàïðèìåð,
[77])

D(t; s,M) = {x(t) : x óäîâëåòâîðÿåò (1.1), x(s) ∈ M}. (1.2)

Ãëàâíîå (ïîëóãðóïïîâîå) ñâîéñòâî ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì

D(t, τ ; D(τ, s)) = D(t, s), (1.3)
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ãäå s ≤ τ ≤ t � ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýôôåêòèâíîå íàõîæäåíèå
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3)
îáû÷íî òðóäíàÿ, ïî÷òè íåïðåîäîëèìàÿ çàäà÷à. Èíîãäà, òåì íå ìåíåå,
äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü îöåíêó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå
(ñì. ãëàâó 2) ââîäèò âàæíóþ êîíöåïöèþ òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ
äîñòèæèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñåìåéñòâî {Ω(t)}, t ≥ s ïîäìíîæåñòâ Ω(t) ⊂ X

íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì (èëè ìíîæåñòâîì) ñóïåðäîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû
(1.1) åñëè

D(t, τ ; Ω(τ)) ⊂ Ω(t) (1.4)

äëÿ ëþáîãî τ òàêîãî ÷òî s ≤ τ ≤ t. Î÷åâèäíî, åñëè M ⊂ Ω(s) òî D(t) ⊂
Ω(t) äëÿ ëþáîãî t ≥ s .

Àíàëîãè÷íî, ïóòåì îáðàùåíèÿ âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå âêëþ÷åíèé,
ìû îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâà ñóáäîñòèæèìîñòè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âíóòðåííèå
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çíà÷èòåëüíî ïðîùå ðåøàòü íåðàâåíñòâî (1.4) ÷åì
óðàâíåíèå (1.3). Â ÷àñòíîñòè, ïðè ýòîì èíîãäà âîçìîæíî íàéòè ðåøåíèå
â âèäå ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ôîðìû (êàíîíè÷åñêèõ ìíîæåñòâ).

Â ðÿäå ðàáîò [79], [122] è äðóãèõ (ñì. ìîíîãðàôèè [94, 107]) áûëî
ïðåäëîæåíî â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ ìíîæåñòâ áðàòü ýëëèïñîèäû. Âûáîð
ýëëèïñîèäîâ îáóñëîâëåí ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè: 1) ýëëèïñîèä â ïðîñòðàíñòâå
Rn îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ñâîåãî öåíòðà è ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé ðà-
çìåðíîñòè n×n, ò.å. ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ (ïðèìåðíî
âäâîå ìåíüøèì, ÷åì òðåáóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ïðè áîëüøèõ
n); 2) ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå òåëî ìîæíî äîâîëüíî õîðîøî ïðèáëèçèòü
ýëëèïñîèäîì (â ðàáîòàõ [40], [104] äîêàçàíû òåîðåìû, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü
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êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ýëëèïñîèäîì ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà);
3) ýëëèïñîèäàëüíûå ìíîæåñòâà íåîïðåäåëåííîñòè ãàðàíòèðîâàííîãî ïîäõîäà
ñîîòâåòñòâóþò òðàäèöèîííûì ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèÿì â âåðîÿòíîñòíîì
ïîäõîäå; 4) êëàññ ýëëèïñîèäîâ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî àôôèííûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé.

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ ìíîæåñòâ
ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì â ôîðìå

ẋ = Ax + u, x ∈ V, u ∈ W, {x, u} ∈ E , (1.5)

ãäå E � ýëëèïñîèä â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ⊕W . Âñå èñïîëüçîâàííûå
îáúåêòû ìîãóò çàâèñåòü îò âðåìåíè t. Ðàíüøå (ñì., íàïðèìåð, [77], [50]),
àíàëîãè÷íàÿ ïîñòàíîâêà îòíîñèëàñü ê áîëåå ïðîñòûì óïðàâëÿåìûì ñèñòåìàì

ẋ = Ax + u, x ∈ V, u ∈ W, u ∈ E , (1.6)

ò.å., ïðè áîëåå îãðàíè÷èâàþùåì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x

íå îãðàíè÷åí, â òî âðåìÿ êàê âåêòîð óïðàâëåíèÿ u ïîä÷èíåí óñëîâèþ
u ∈ E , ãäå E � ýëëèïñîèä â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå W . Óðàâíåíèÿ
1.5 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íàáëþäàåìîé ñèñòåìû.
Ïðè ýòîì ïàðàìåòð u òðàêòóåòñÿ êàê âîçìóùåíèå, à óñëîâèå {x, u} ∈ E
äîëæíî ïîíèìàòüñÿ êàê âûðåçàþùåå èç ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé îáëàñòü,
ñîâìåñòèìóþ ñ íàáëþäåíèÿìè. Êîíå÷íî, òîò ôàêò, ÷òî ïðè ýòîì íàáëþäåíèå
è âîçìóùåíèå ñâÿçàíû, êàæåòñÿ íåñêîëüêî ýêçîòè÷åñêèì. Îí, îäíàêî,
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëîãèè ñ íàáëþäåíèåì
ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ.

Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ýëëèïñîèäîâ
ñ öåíòðîì a è ìàòðèöåé Q â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn:

E(a,Q) = {x ∈ Rn; (Q−1(x− a), x− a) ≤ 1} (1.7)
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E(Q) = E(0, Q). (1.8)

Çäåñü Q = Q∗ � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
a ∈ Rn � öåíòð ýëëèïñîèäà, à çâåçäî÷êà îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Ìû ðàññìàòðèâàåì îïòèìàëüíûå ñåìåéñòâà ýëëèïñîèäîâ E(t) ñëåäóþùèõ
äâóõ òèïîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíà ôóíêöèÿ öåíû L = L(E),
ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ a,Q ýëëèïñîèäà E = E(a,Q). Òîãäà
ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè E(t)

(à) ëîêàëüíî îïòèìàëüíî, åñëè äëÿ ëþáîãî τ ≥ 0, îíî ðåøàåò ìèíèìè-
çàöèîííóþ çàäà÷ó

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

L(E(t)) → min, (1.10)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñåìåéñòâàì ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè
{E ′(t)}, òàêèõ ÷òî E ′(τ) = E(τ);

(á) ãëîáàëüíî îïòèìàëüíî, åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî T ≥ 0, îíî ðåøàåò
ìèíèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó

L(E(T )) → min . (1.11)

Àíàëîãè÷íî, çàìåíÿÿ ñóïåðäîñòèæèìûå íà ñóáäîñòèæèìûå è min íà max
ìîæíî ïîëó÷èòü îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ ýëëèïñîèäîâ ñóáäîñòèæèìîñòè.

Çäåñü ìû âûâîäèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
a,Q îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (1.5). Ðåçóëüòàòû
î÷åíü ïîõîæè íà óæå èçâåñòíûå êàñàþùèåñÿ ñèñòåìû (1.6).
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2 Äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ýëëèïñîèäîâ
ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå (1.4) ñóïåðäîñòèæèìîñòè, òàê
æå êàê è àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ñóáäîñòèæèìîñòè, â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîãî
íåðàâåíñòâà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëèò íàì ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå
ñðåäñòâà àíàëèçà äëÿ ýôôåêòèâíîãî íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ
ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(t, x, ξ) = HΩ(x)(ξ) îïîðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà
Ω(x) = {Ax + Bu, u ∈ W, {x, u} ∈ E}, â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(1.5). Íàïîìíèì, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ HΩ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ W

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

HΩ(ξ) = sup
y∈Ω

(y, ξ),

ãäå ξ ∈ W ∗ � âåêòîð ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà W ∗. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàìêíóòûìè âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè è èõ îïîðíûìè
ôóíêöèÿìè âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå 2 Ìû íàçîâåì ñåìåéñòâî t 7→ Ωt çàìêíóòûõ âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ ãëàäêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ (t, ξ) 7→ HΩt(ξ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.5) íåïðåðûâíà ïî t è ïðåäïîëîæèì,
÷òî íàì äàíî ãëàäêîå ñåìåéñòâî ýëëèïñîèäîâ Et è Ht(ξ) � ñîîòâåòñòâóþùåå
ñåìåéñòâî èõ îïîðíûõ ôóíêöèé. Òîãäà ñåìåéñòâî Et ÿâëÿåòñÿ ñóïåðäîñòèæèìûì
ïî îòíîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (1.5) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

∂Ht(ξ)

∂t
≥ h

(
t,

∂Ht(ξ)

∂ξ
, ξ

)
(2.1)

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

∂Ht(ξ)

∂t
≤ h

(
t,

∂Ht(ξ)

∂ξ
, ξ

)
(2.2)

îïèñûâàåò ýëëèïñîèäû ñóáäîñòèæèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàññìîòðèì äîïóñòèìóþ òðàåêòîðèþ x(t) óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû (1.5) è îïîðíóþ ôóíêöèþ H ′(t, ξ) = (x(t), ξ) ñîîòâåòñòâóþùåãî
îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {x(t)}. Âêëþ÷åíèå x(s) ∈ Es, ãäå Es � íà÷àëüíûé
ýëëèïñîèä, òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó H ′(s, ξ) ≤ H(s, ξ). Ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôóíêöèåé h(t, x, ξ) = HΩ(x)(ξ) è ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ
(1.5) ìû èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

∂H ′
t(ξ)

∂t
≤ h

(
t,

∂H ′
t(ξ)

∂ξ
, ξ

)
. (2.3)

(Íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå ∂H′
t(ξ)

∂ξ
= x(t).)

Òåïåðü, ñ ó÷åòîì òåîðåì ñðàâíåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèåH ′(s, ξ) ≤ H(s, ξ) =⇒ H ′(t, ξ) ≤
H(t, ξ) äëÿ ëþáîãî t ≥ s, åñëè H(t, ξ) åñòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
íåðàâåíñòâà (2.1). Òàêèì îáðàçîì, ýòî íåðàâåíñòâî âëå÷åò çà ñîáîé ñóïåðäîñòèæèìîñòü.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì ÷òî ôóíêöèÿ Ht(ξ) ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâó ýëëèïñîèäîâ
ñóïåðäîñòèæèìîñòè è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.1) íàðóøåíî â
òî÷êå (t, ξ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå x = ∂Ht(ξ)

∂ξ
ìû ìîæåì íàéòè äîïóñòèìîå

óïðàâëåíèå u òàêîå, ÷òî (Ax + Bu, ξ) > ∂Ht(ξ)
∂t

(íåðàâåíñòâî ñòðîãîå!).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì âûáðàòü äîïóñòèìóþ òðàåêòîðèþ τ 7→
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x(τ), τ ≥ t, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x â ìîìåíò t, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ
â Eτ äëÿ τ , äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê t. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó ñóïåðäîñòèæèìîñòè.

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì êî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû, êàñàþùåéñÿ ñóáäîñòèæèìîñòè.
Êàê ñëåäñòâèå ñêàçàííîãî âûøå, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî
(2.2) íå ìîæåò íàðóøàòüñÿ íè äëÿ îäíîãî ñåìåéñòâà ñóáäîñòèæèìîñòè.
Åñëè æå ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî òîãäà åãî ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü
áîëüøå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ

∂H ′′
t (ξ)

∂t
= h

(
t,

∂H ′′
t (ξ)

∂ξ
, ξ

)
(2.4)

ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì â ìîìåíò s. Äàëåå, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ
ãëàâû 2 óðàâíåíèå (2.4) îïèñûâàåò îïîðíóþ ôóíêöèþ ìèíèìàëüíîãî çàìêíóòîãî
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ñóïåðäîñòèæèìîñòè. Ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1.5) âûïóêëî è êîìïàêòíî (ïîñêîëüêó
òàêîâ ýëëèïñîèä E) è, òàêèì îáðàçîì, ñîâïàäàåò ñ ýòèì ìèíèìàëüíûì
çàìêíóòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì ñóïåðäîñòèæèìîñòè. Òåïåðü ìû ìîæåì
çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî (2.2) âûïîëíåíî, òî åãî ðåøåíèå îïèñûâàåò
îïîðíóþ ôóíêöèþ ñåìåéñòâà îáëàñòåé (ìíîæåñòâ) ñóáäîñòèæèìîñòè, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3 Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû ñóïåðäîñòèæèìîñòè

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì îïòèìàëüíûå
ýëëèïñîèäû ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû (1.5). Âûïèøåì óðàâíåíèå
äëÿ ýëëèïñîèäà E â ïðàâîé ÷àñòè (1.5)

(S1u, u) + (u, S2x) + (u, S3) + (S4x, x) + (S5, x) + S6 ≤ 0, (3.1)
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ãäå S1 è S4 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû, S3

è S5 � âåêòîðû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ W è V , S2 � ìàòðèöà
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà V → W , è, íàêîíåö, S5 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ýòî
íàøè âõîäíûå äàííûå.

×òîáû ïðèìåíèòü ðàçâèòóþ âûøå ìåòîäèêó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ,
íåîáõîäèìî âûðàçèòü îïîðíóþ ôóíêöèþ h(t, x, ξ) = HΩ(x)(ξ) ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1.5) ÷åðåç ýòè äàííûå. Ïîëó÷àåì

h(t, x, ξ) = (Ax, ξ)− 1
2
(S−1

1 S2x, ξ)+

+1
2
(S−1

1 ξ, ξ)1/2
(
(S−1

1 (S2x + S3), S2x + S3)− 4S(x)
)1/2

,
(3.2)

ãäå S(x) = (S4x, x)+ (S5, x)+S6. Áîëåå òî÷íî, îïîðíàÿ ôóíêöèÿ h(t, x, ξ)

çàäàåòñÿ ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî
Ω(x) íå ïóñòî èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âûðàæåíèå (S−1

1 (S2x+S3), S2x+S3)−
4S(x) â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî. Èíà÷å ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî h(t, x, ξ) =

−∞. ×òîáû ïðèéòè ê ðàâåíñòâó (3.2) ìîæíî ïîñòðîèòü îïîðíóþ ôóíêöèþ
h(t, x, ξ) = sup

{x,ξ}∈E
(u, ξ) ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = (u, ξ)− λ((S1u, u) + (u, S2x) + (u, S3) + (S4x, x) + (S5, x) + S6)),

ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Ïîëó÷àåì

ξ = λ(2S1u + S2x + S3),

è, ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (3.1), èìååì (3.2).
Òåïåðü, ÷òîáû ïåðåéòè ê ýëëèïñîèäàì ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè,

ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îïîðíóþ ôóíêöèþ H(t, ξ) = HE(a(t),Q(t))(ξ) = (aξ) +

(Qξ, ξ)1/2 ñåìåéñòâà ýëëèïñîèäîâ è ïîäñòàâèòü

x =
∂Ht(ξ)

∂ξ
= a +

Qξ

(Qξ, ξ)1/2
(3.3)
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âìåñòî x â (3.2). Äàëåå, ìû ïîëó÷àåì

(Qξ, ξ)1/2∂Ht(ξ)

∂t
= (ȧ, ξ(Qξ, ξ)1/2) +

1

2
(Q̇ξ, ξ), (3.4)

è
(Qξ,ξ)1/2h

�
t,

∂Ht(ξ)
∂ξ

,ξ
�
=((A− 1

2
S−1

1 S2)x,η)+

1
2
(S−1

1 ,X)1/2((Q,X)[(S−1
1 (S2x+S3),S2x+S3)−4S(x)])

1/2
,

(3.5)

ãäå η îáîçíà÷àåò âåêòîð ξ(Qξ, ξ)1/2, X îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ξ⊗ξ (äðóãèìè
ñëîâàìè, Xij = ξiξj), è (α, β)

def
= Tr(αβ) � ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû α, β.

Âñïîìèíàÿ íåðàâåíñòâî (2.1), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî êðèâàÿ t 7→ {a(t), Q(t)} îïèñûâàåò ðà-
çâèòèå ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè:

(ȧ, η) + (1
2
Q̇,X) ≥ (Aa, η) + (1

2
{A,Q}, X)+

1
2
(S−1

1 , X)1/2
(
(Q,X) + 2(s, η)

)1/2
,

(3.6)

ãäå ìàòðèöà A = A − 1/2S−1
1 S2, à {A,Q} îáîçíà÷àåò �ñêîáêè Æîðäàíà�

AQ+QA
∗, Q = ((Sa, a)+(s, a)−4S6)Q+QSQ, s = QSa+Qs, ãäå, â ñâîþ

î÷åðåäü, S = S∗2S
−1
1 S2 − 4S4, è s = S∗2S

−1
1 S3 − 2S5. Íåðàâåíñòâî äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû X, η ñîîòâåòñòâóþùåé ëþáîìó âåêòîðó ξ,
ò.å., η = ξ(Qξ, ξ)1/2, X = ξ ⊗ ξ òàêîå, ÷òî âûðàæåíèå (Q,X) + 2(s, η)

íåîòðèöàòåëüíî.
Îáðàùàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ñâîéñòâî ñóáäîñòèæèìîñòè

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

(ȧ, η) + (1
2
Q̇,X) ≤ (Aa, η) + (1

2
{A,Q}, X)+

1
2
(S−1

1 , X)1/2
(
(Q,X) + 2(s, η)

)1/2
.

(3.7)

Óñëîâèå �(Q,X) + 2(s, η) íåîòðèöàòåëüíî� âñåãäà âåðíî â ýòîì ñëó÷àå,
ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé ýëëèïñîèä ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó äîñòèæèìîñòè.
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4 Ãàìèëüòîíèàíû Ïîíòðÿãèíà

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ
îöåíîê ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè êàê ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðàâëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç w = {Q, a} ïàðó ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ ýëëèïñîèäû,
ò.å. Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, a � âåêòîð
öåíòðà. Èíîãäà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ýòó ïàðó êàê ñëåäóþùóþ ñèììåòðè÷åñêóþ
ìàòðèöó

{̃Q, a} =

(
Q a

a∗ 0

)
,

ãäå âåêòîð-ñòðîêà a∗ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð-ñòîëáåö a.
Òîãäà óñëîâèÿ ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè äëÿ ñåìåéñòâ ýëëèïñîèäîâ ñ
ïàðàìåòðàìè w ìîãóò áûòü îïèñàíû äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì

ẇ ∈ F (t, w), (4.1)

ãäå ìíîæåñòâî F (t, w) ñîñòîèò èç ïàð {Q̇, ȧ} êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (3.7) â ñëó÷àå ñóáäîñòèæèìîñòè è (3.6) â ñëó÷àå ñóïåðäîñòèæèìîñòè.
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ, íàïðèìåð, ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîèñêà
ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè êàê çàäà÷ó ìèíèìè-
çàöèè òåðìèíàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

L(w) → inf (4.2)

íà äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû (4.1). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
âåðíî è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àåâ.

Óæå èç ïåðâûõ ðàáîò øêîëû Ïîíòðÿãèíà õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (4.1), (4.2)
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íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ãàìèëüòîíèàí

h(t, w, w∗)
def
= inf

y∈F (t,w)
(y, w∗), (4.3)

ãäå w∗ � ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ è (·, ·) îáîçíà÷àåò îáû÷íîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå

Tr({̃Q, a} ˜{Q′, a′}) = (Q,Q′) + 2(a, a′).

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé.
Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü (3.6) êàê ôóíêöèþ Φ(X, η) ïàðû w∗ = {X, η}.
Ýòà w∗ è åñòü óïîìèíàâøàÿñÿ âûøå ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Ôóíêöèÿ
Φ(X, η) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå S = {w∗ = {X, η} : η = ξ(Qξ, ξ)1/2, X =

ξ⊗ξ}, ãäå ξ ïðîáåãàåò âñå n-ìåðíûå âåêòîðû. Ìû õîòèì íàéòè ìèíèìàëüíóþ
âîãíóòóþ îáîëî÷êó Φ∗ ýòîé ôóíêöèè, ò.å., ìèíèìàëüíóþ âîãíóòóþ ôóíêöèþ
ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé w∗ êîòîðàÿ íå ìåíüøå ÷åì Φ íà ìíîæåñòâå S.
Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî Φ∗(w∗) = −∞ åñëè w∗ íå îãðàíè÷åíà íà
çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êå C = conv (S) ìíîæåñòâà S. Òàêèì îáðà-
çîì, ÿâíîå íàõîæäåíèå ôóíêöèè Φ∗ âêëþ÷àåò íàõîæäåíèå ýòîé âûïóêëîé
îáîëî÷êè. ×òîáû ñäåëàòü ýòî, ìû ïðèìåì ñëåäóþùóþ òî÷êó çðåíèÿ íà
ìíîæåñòâî S. Ìû ðàññìîòðèì ïàðó {X, η} ∈ S êàê ñëåäóþùóþ ñèììåòðè÷åñêóþ
(n + 1)× (n + 1)-ìåðíóþ ìàòðèöó

H = ξ̃ ⊗ ξ̃ =

(
X η

η∗ (Qξ, ξ)

)
,

ãäå ξ̃ îçíà÷àåò (n+1)-ìåðíûé âåêòîð (ξ, (Qξ, ξ)1/2), à η∗ � òðàíñïîíèðîâàííûé
âåêòîð η. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà
è TrQ̃H = 0. Çäåñü Q̃ îáîçíà÷àåò ìàòðèöó

(
Q 0

0 −1

)
.
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Ïðåäëîæåíèå 1 Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà C = conv (S) ìíîæåñòâà S ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì C∗ âñåõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
(n + 1)× (n + 1)-ìåðíûõ ìàòðèö H òàêèõ ÷òî TrQ̃H = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî S ⊂ C∗. Ñëåäîâàòåëüíî, C ⊂ C∗
òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî C∗ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî X̃ ∈ C∗. Ïîñëå íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â (n + 1)-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìû ìîæåì ïðèíÿòü, ÷òî X̃ è Q̃ ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè
ìàòðèöàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, X̃ =

∑n+1
i=1 aiei ⊗ ei, Q̃ =

∑n+1
i=1 biei ⊗ ei,

ãäå ai ≥ 0 è ei � êîîðäèíàòíûå îðòû. Ìû òàêæå ìîæåì ïðèíÿòü, ÷òî
bi = 1 äëÿ i = 1, . . . , n, è bn+1 = −1. Òîãäà an+1 =

∑n
i=1 ai è ìû ïîëàãàåì

f±i = ei± en+1, i = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, X̃ = 1/2
∑n

i=1

∑
ε=+,−

√
aif

ε
i ⊗√

aif
ε
i ∈ C, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äëÿ ðàáîòû ñ ýëëèïñîèäàìè ñóïåðäîñòèæèìîñòè íóæíà òîëüêî ÷àñòè÷íàÿ
èíôîðìàöèÿ î ìíîæåñòâå C, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ïðèâåäåííîì íèæå
ñëåäñòâèè ïðåäëîæåíèÿ 1.

Ïðåäëîæåíèå 2 Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà conv (S) ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû
âèäà {X, 0}, ãäå X � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî óòâåðæäåíèå ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïóñòü
X ≥ 0 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Ìû
äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî {X, 0}� âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
S. Òàê êàê óòâåðæäåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Äðóãèìè ñëîâàìè,
X =

∑
i aiei ⊗ ei, ãäå ai ≥ 0, à ei � êîîðäèíàòíûå îðòû. Òîãäà X =
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∑
i

√
aiei⊗√aiei, {X, 0} = 1/2

∑
i

∑
ε=+,−{ε

√
aiei⊗ε

√
aiei, ε

√
aiei}, è íàøå

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Φ∗.

Ïðåäëîæåíèå 3 Ôóíêöèÿ Φ∗(X, η) äàåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ
(3.6), åñëè (X, η) ∈ conv (S) è −∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êàðòó p èç ìíîæåñòâà W ∗ ïàð
w∗ = {X, η}, ãäå X � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, è η � âåêòîð, â åâêëèäîâó
ïëîñêîñòü R2, îïðåäåëÿåìóþ ïîñðåäñòâîì

p(X, η) = {(S−1
1 , X), (Q̃, X) + (s̃, η)}.

Òîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü Φ êàê ñóììó Φ = l + φ ◦ p, ãäå l � ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ, à φ � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ â R2. Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê
êàê ëèíåéíûé ÷ëåí l(X, η) = (Ãa, η) + (1

2
{Ã, Q}, X), à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü

Φ ïðèíèìàåò âèä φ ◦ p, ãäå

φ(x1, x2) =

{ √
x1x2 , åñëè (x1, x2) ∈ p(conv (S))

−∞ , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ (x1, x2) 7→ √
x1x2, ãäå xi ≥ 0 âûïóêëî,

òàê êàê√x1x2 = inf
α≥0

(αx1+α−1x2) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ
ôóíêöèé.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ∗ ïðèíèìàåò âèä Φ∗ = l∗ + (φ ◦ p)∗,
ãäå ∗ îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå âîãíóòîå ïðîäîëæåíèå ñ S íà W ∗. Òåì
íå ìåíåå, l∗ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ l, â òî âðåìÿ êàê (φ ◦ p)∗ � ñ φ∗ ◦ p,
ãäå φ∗ îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå âîãíóòîå ïðîäîëæåíèå ñ p(S) íà R2. Äëÿ
ïîñëåäóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâëå÷åì ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 1 Îáðàçû p(S) è p(C) = p(conv (S)) ñîâïàäàþò.

×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 1 çàìåòèì, ÷òî

p(conv (S)) = conv p(S)

� âûïóêëûé êîíóñ â ïëîñêîñòè, ïîðîæäåííûé åãî êîìïàêòíûì âûïóêëûì
ïîäìíîæåñòâîì S̃ = p({{X, η} : (Q,X) = 1} ∩ C). Ñëîâî �ïîðîæäåííûé�
çíà÷èò, ÷òî p(C) = R∗

+ S̃. Òåì íå ìåíåå, ìíîæåñòâî {{X, η} : (Q,X) = 1}∩
S åñòü ýëëèïñîèä {(Qξ, ξ) = 1}, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî p({{X, η} : (Q,X) = 1} ∩ S)}) ñâÿçíî. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ p({{X, η} :

(Q,X) = 1}∩C)}). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíóñ p(S) (âîîáùå ãîâîðÿ íåâûïóêëûé)
ñîäåðæèò íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ äâà êðàéíèõ ëó÷à âûïóêëîãî
êîíóñà p(C). Ñëåäîâàòåëüíî, p(C) = p(S).

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî (φ◦p)∗ = φ◦p íà C è −∞ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Â ñàìîì äåëå, åñëè f

def
= φ ◦ p òî òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè

çâåçäî÷êà, f ∗ ≤ φ∗ ◦ p. Íî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 φ∗ = φ â p(C) (òàê
êàê φ âîãíóòà) è −∞ â äîïîëíåíèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ,
f ∗ ≥ f = φ ◦ p. Â èòîãå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî f ∗ ≥ f ≥ f ∗ è ìû ïîëó÷àåì
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Òåïåðü, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî Φ∗ = Φ = l+φ◦p â C, îñòàåòñÿ îòìåòèòü,
÷òî ëèíåéíûé ÷ëåí l íå âíîñèò ñóùåñòâåííûõ èñêàæåíèé â êàðòèíó, è
äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ çàâåðøåíî.

Òåïåðü ìû ïåðåéäåì ê ñóáîïòèìàëüíûì ýëëèïñîèäàì, èëè ÷òî ïðèìåðíî
òî æå ñàìîå, ê ìàêñèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êå Φ∗ ôóíêöèè Φ, ò.å.,
ìàêñèìàëüíîé âûïóêëîé ôóíêöèè ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé w∗ êîòîðàÿ
íå áîëüøå ÷åì Φ íà ìíîæåñòâå S. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî Φ∗(w∗) =
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+∞ åñëè w∗ íå ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êå C = conv (S)

ìíîæåñòâà S. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φ∗ äîëæíà áûòü ëèíåéíîé
íà C ÷òîáû ôóíêöèÿ Φ äîïóñêàëà åñòåñòâåííîå âîãíóòîå ïðîäîëæåíèå íà
ýòî ìíîæåñòâî. Òåì íå ìåíåå, ÿâíîå íàõîæäåíèå ýòîé ëèíåéíîé ôóíêöèè
íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî òðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Ïðîáëåìà ïî ñóùåñòâó
ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè f∗ äëÿ ôóíêöèè
f : S 3 {X, η} 7→ (S−1

1 , X)1/2
(
(Q̃, X) + (s̃, η)

)1/2

. Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ
çàäà÷ó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíà ôóíêöèÿ g íà ìíîæåñòâå S ⊂ C∗
âèäà g(X̃) = (S̃, X̃)1/2(T̃ , X̃)1/2, ãäå S̃ è T̃ � íåêîòîðûå ñèììåòðè÷åñêèå
(n + 1)× (n + 1)-ìåðíûå ìàòðèöû, òàêèå, ÷òî (S̃, X̃) = TrS̃X̃ è (T̃ , X̃) =

TrT̃ X̃ ïîëîæèòåëüíû äëÿ ëþáîãî X̃ ∈ C∗. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè
ìàêñèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè g∗. Ôóíêöèÿ g îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
ýëåìåíòàìè S̃ è T̃ ñîïðÿæåííîãî êîíóñà Ĉ∗ ê êîíóñó C∗. Ôóíêöèÿ g∗

äîëæíà èìåòü âèä g∗(X̃) = (P̃ , X̃), ãäå P̃ � ýëåìåíò èñêîìîãî ñîïðÿæåííîãî
êîíóñà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü íàøó çàäà÷ó, îïðåäåëèì ñïåðâà ñîïðÿæåííûé
êîíóñ. Ýòî íåòðóäíî ïîñëå ïðåäëîæåíèÿ 1.

Ïðåäëîæåíèå 4 Ñîïðÿæåííûé êîíóñ Ĉ∗ ñîñòîèò èç ñèììåòðè÷åñêèõ
(n+1)×(n+1)-ìåðíûõ ìàòðèö Ỹ òàêèõ ÷òî îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
â âèäå Ỹ = Z̃ + λQ̃, ãäå Z̃ � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, à λ

� ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 1.
Ìû íà÷èíàåì îïðåäåëÿòü ìàòðèöó P̃ ñ ðåøåíèÿ ïîõîæåé, íî áîëåå

ïðîñòîé çàäà÷è, îòíîñÿùåéñÿ ê êîíóñó K = Rn
+ ⊂ Rn, à èìåííî

Ïðåäëîæåíèå 5 Ïóñòü h(x) = (s, x)1/2(t, x)1/2, ãäå x ∈ K òàê æå êàê è
s è t (çàìåòèì, ÷òî K � ñàìîñîïðÿæåííûé êîíóñ). Òîãäà ìàêñèìàëüíàÿ
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âûïóêëàÿ îáîëî÷êà h∗ ôóíêöèè h äàåòñÿ ôîðìóëîé h∗(x) = (p, x) äëÿ
x ∈ K, ãäå pi = s

1/2
i t

1/2
i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ÿñíî, ÷òî h∗

äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé x 7−→ (p, x) íà êîíóñå K. Áåðÿ
êîîðäèíàòíûå îðòû äëÿ x, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî pi ≤ s

1/2
i t

1/2
i , è îñòàåòñÿ

ïðîâåðèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî
∑

s
1/2
i t

1/2
i xi ≤ (

∑
sixi)

1/2(
∑

tixi)
1/2 âåðíî,

åñëè xi ≥ 0. Ïîñëåäíåå æå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè.
Òåïåðü ìû âåðíåìñÿ ê âûïóêëîé îáîëî÷êå ôóíêöèè g. Ìîæíî íàéòè

òàêîé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rn+1, ãäå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû S̃ è T̃

äèàãîíàëüíû. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî S̃ ïî ñàìîìó ñâîåìó îïðåäåëåíèþ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Áîëåå òîãî, â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà
Q̃ èìååò òî÷íî îäèí îòðèöàòåëüíûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò. Â ñàìîì
äåëå, ÿäðî ìàòðèöû S̃ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì, ãäå Q̃ ñòðîãî
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè
Q̃ ðàâåí åäèíèöå. Òåïåðü ìû ìîæåì è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q̃ii = 1 äëÿ
i ≤ n è Q̃n+1n+1 = −1. Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîíóñà C∗
îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû îáðà-
çóþò êîíóñ, èçîìîðôíûé êîíóñó K, ïðè÷åì èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì X̃ 7−→ (X̃11, . . . , X̃nn). Äàëåå, ïðåäëîæåíèå 5 ïîêàçûâàåò,
÷òî ìàòðèöà P̃ äèàãîíàëüíà â óêàçàííîì áàçèñå, è ÷òî

P̃ii + P̃n+1n+1 =

√
(S̃ii + S̃n+1n+1)(T̃ii + T̃n+1n+1) åñëè i ≤ n. (4.4)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íå îïðåäåëÿåò ìàòðèöó P̃ îäíîçíà÷íî, íî ëèøü
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ñêàëÿðíîãî êðàòíîãî ìàòðèöû Q̃. Òåì íå
ìåíåå, ýòî äîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h∗.
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Èòàê, ìû èìååì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé Ãàìèëüòîíà, ñâÿ-
çàííûõ ñ çàäà÷àìè îïòèìèçàöèè ýëëèïñîèäîâ ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè.

Òåîðåìà 2. Ãàìèëüòîíèàí h(w, w∗) (4.3), ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìàëü-
íûì ýëëèïñîèäàì ñóïåðäîñòèæèìîñòè, èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü
w îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé

w = {̃Q, a} =


 Q a

a∗ 0


 ,

à ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ w∗ ïðåäñòàâëåíà ìàòðèöåé

w∗ =

(
X η

η∗ (Q,X)

)
.

Òîãäà

h(w, w∗) =





(Ã, w∗) +

√
(S̃, w∗)(T̃ , w∗), åñëè (T̃ , w∗) ≥ 0

−∞, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
.

Çäåñü

Ã =

(
{A,Q} Aa

A
∗
a∗ 0

)
, S̃ =

(
S−1

1 0

0 0

)
, T̃ =

(
Q s

s∗ 0

)
,

è ìàòðèöû A, {A,Q}, S1, Q, à òàêæå âåêòîð s ââåäåíû â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå.

Òåîðåìà 3. Ãàìèëüòîíèàí h(w, w∗) (4.3), ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìàëüíûì
ýëëèïñîèäàì ñóáäîñòèæèìîñòè, èìååò âèä

h(w,w∗) = (Ã, w∗) + (P̃ , w∗)

â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ãäå ìàòðèöà P̃ äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.4).
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Çàìå÷àíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòîò ãàìèëüòîíèàí, â îòëè÷èå
îò ñëó÷àÿ ñóïåðäîñòèæèìîñòè, ëèíååí ïî îòíîøåíèþ ê ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé.
Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ñëó÷àå ñóáäîñòèæèìîñòè íàì íèêîãäà
íå íàäî ðåøàòü ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó, à òîëüêî çàäà÷ó Êîøè.

Òåïåðü, ÷òîáû ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ
ýëëèïñîèäîâ, îñòàåòñÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü íàéäåííûå ãàìèëüòîíèàíû,
à òî÷íåå çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà

ẇ =
∂

∂w∗h(w,w∗); ẇ∗ = − ∂

∂w
h(w,w∗)

Ðàçóìååòñÿ, â íåãëàäêîì ñëó÷àå ñóïåðäîñòèæèìîñòè, êîãäà àðãóìåíò ãàìèëüòîíèàíà
ëåæèò íà ãðàíèöå (T̃ , w∗) = 0, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ñëåäóåò
ïîíèìàòü êàê îáû÷íûå ñóïåðäèôôåðåíöèàëû âûïóêëîãî (èëè, ñêîðåå,
âîãíóòîãî) àíàëèçà [17]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòîò ñóïåðäèôôåðåíöèàë
ìíîãîçíà÷åí, è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïèñàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ýâîëþöèÿ ýëëèïñîèäîâ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Áîëåå òîãî, ýòà ýâîëþöèÿ
îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðàâàÿ
÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì ñåëåêòîðîì ïðèâåäåííîãî âûøå
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.

5 Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûïèøåì â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ
äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû âèäà

ẋ = Ax + u, x ∈ V, u ∈ E(g, G). (5.1)
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Â ïðèíöèïå, ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííûì âûïèñûâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (3.4) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Ýòî, ñòðîãî ãîâîðÿ, òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò íåâûðîæäåííîãî ýëëèïñîèäà E ⊂ V × W ê
ýëëèïòè÷åñêîìó öèëèíäðó V × E(g, G). Ôàêòè÷åñêè, ïðîùå ïðîäåëàòü
çàíîâî âñå âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå óæå ïðîâåäåííûì â ýòîé ãëàâå è
çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòûå, ÷åì îáîñíîâûâàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.

Ðåçóëüòàò èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü E(a(t), Q(t)) � îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû (ñóá- è
ñóïåðäîñòèæèìîñòè) äëÿ ñèñòåìû (5.1) îòíîñèòåëüíî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà
L. Òîãäà ïàðàìåòðû îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Q̇ = {A,Q}+ λQ + λ−1G

λ =
√

Tr(PG)/Tr(PQ),

ãäå ìàòðèöà P çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè.

a) Â ëîêàëüíî îïòèìàëüíîì ñëó÷àå

Ṗ = ∂L/∂Q. (4.3)

b) Â ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîì ñëó÷àå

Ṗ = −{A,P}, P (T ) = ∂L/∂Q(Q(T )). (4.4)

Ïàðàìåòðû îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñóáäîñòèæèìîñòè óäîâëåòâîðÿþò
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Q̇ = {A,Q}+ 2G1/2(G−1/2QG−1/2)1/2G1/2
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íåçàâèñèìî îò âûáîðà ìîíîòîííîãî ôóíêöèîíàëà L è îò òîãî êàêàÿ
ïîñòàíîâêà � ëîêàëüíàÿ èëè ãëîáàëüíàÿ íàñ èíòåðåñóåò.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ öåíòð ýëëèïñîèäà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ȧ = Aa + g

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ãàìèëüòîíèàíàì
Ïîíòðÿãèíà âèäà

h(w, w∗) = Tr({A,Q}P ) + 2
√

Tr(GP ) Tr(QP ) + 〈Aa + g, η〉 (5.2)

â ñóïåðäîñòèæèìîì ñëó÷àå è

h(w, w∗) = Tr({A,Q}P ) + 2Tr(φ(G,Q)P ) + 〈Aa + g, η〉 (5.3)

â ñóáäîñòèæèìîì ñëó÷àå.
Çäåñü w = {Q, a}, w∗ = {P, η}, à ôóíêöèÿ φ(G,Q) îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íóæíî îäíîâðåìåííî ïðèâåñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå
ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû G, Q ê äèàãîíàëüíîìó âèäó Ĝ = CGC∗, Q̂ =

CQC∗, ãäå C � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, à çàòåì ïîëîæèòü φ(G,Q) =

C−1Q̂ĜC∗−1.



Ãëàâà 4
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ëîêàëüíî
îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ,
îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòè
äîñòèæèìîñòè

Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ ýëëèïñîèäàëü-
íûõ îöåíîê îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè óñòîé÷èâûõ óïðàâëÿåìûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååòñÿ
â òî÷íîñòè îäèí ýëëèïñîèä, êîòîðûé ìîæåò ñëóæèòü ïðåäåëîì óêà-
çàííûõ âûøå îöåíîê ïðè t →∞. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòîò ýëëèïñîèä
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïðèòÿãèâàþùåé òî÷êîé äëÿ óðàâíåíèé ýâîëþ-
öèè îöåíîê.

1. Ââåäåíèå

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýëëèïñîèäîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëàñ-
òè äîñòèæèìîñòè íåêîòîðûõ óïðàâëÿåìûõ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Âíà÷àëå èçëàãàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, âêëþ÷àÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ ýòèõ ýëëèïñîèäîâ. Çàòåì èññëåäóþòñÿ
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ýòèõ óðàâíåíèé; òî÷íåå, ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðàâíîâåñíûõ òî÷åê à òàæå èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïðåäìåò
â öåëîì îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî òîíêèì è ïîòîìó íàøè ðåçóëüòàòû äàëåêè
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îò ïîëíîòû. Â ÷àñòíîñòè, ïî÷òè íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ãëîáàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè ýëëèïñîèäàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.1. Îáëàñòè äîñòèæèìîñòè è ñóïåðäîñòèæèìîñòè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ïðîñòåéøåãî âèäà

ẋ = Ax + u, u ∈ U, x(0) ∈ M (1.1)

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x ∈ V (= Rn) ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìåðíîìó ëèíåé-
íîìó ïðîñòðàíñòâó, U è M � çàäàííûå âûïóêëûå êîìïàêòû. Èçó÷àþòñÿ
îáëàñòè äîñòèæèìîñòè

D(T ) = D(T, 0; M) = {x(T ) ∈ V ; x óäîâëåòâîðÿåò (1.1)} (1.2)

äëÿ ñèñòåìû (1.1). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîíÿòèå îáëàñòè äîñòèæèìîñòè
èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ãàðàíòèðîâàí-
íîé ôèëüòðàöèè è â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ (ñì, íàïðèìåð, [77]). Â
îáîçíà÷åíèÿõ (1.2) ñïðàâåäëèâî ôóíäàìåíòàëüíîå (ïîëóãðóïïîâîå) ñâîé-
ñòâî îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè:

D(t, τ ; D(τ)) = D(t), (1.3)

ãäå 0 ≤ τ ≤ t � ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýôôåêòèâíîå îïðåäåëå-
íèå îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1.3) ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé, ïî÷òè íåïðèñòóïíîé çàäà÷åé. Èíîãäà, âïðî-
÷åì, äîñòàòî÷íî èìåòü ëèøü îöåíêó îáëàñòè äîñòèæèìîñòè. Ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå (ñì. ãëàâó 2) ââîäèò âàæíîå ïîíÿòèå òåîðèè îöåíèâàíèÿ
(ñâåðõó) îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ñåìåéñòâî {Ω(t)}, t ≥ 0 ïîäìíîæåñòâ Ω(t) ⊂ V íàçû-
âàåòñÿ ñåìåéñòâîì îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè (èëè ïðîñòî îáëàñòüþ
ñóïåðäîñòèæèìîñòè) äëÿ ñèñòåìû (1.1) åñëè

D(t, τ ; Ω(τ)) ⊂ Ω(t) (1.4)

äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà τ , òàêîãî, ÷òî 0 ≤ τ ≤ t.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè M ⊂ Ω(0) òî D(t) ⊂ Ω(t) äëÿ ëþáîãî t .
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çíà÷èòåëüíî ïðîùå ðåøèòü �íåðàâåíñòâî� (1.4)

÷åì óðàâíåíèå (1.3).

1.2. Ýëëèïñîèäàëüíîå îöåíèâàíèå.

ßñíî, ÷òî ÷åì ïðîùå ìíîæåñòâà Ω(t), ÷åì ìåíüøå ïàìÿòè òðåáóåòñÿ äëÿ
èõ õðàíåíèÿ - òåì ëó÷øå. Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ îñíîâàíèÿ òåîðèè
îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè. Ðàçóìååò-
ñÿ, ýëëèïñîèäû � ýòî äîâîëüíî ïðîñòûå ìíîæåñòâà, õîðîøî ïðèñïîñîá-
ëåííûå ê ëèíåéíûì çàäà÷àì. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå äîñòîèíñòâ ýëëèï-
ñîèäîâ èìååòñÿ â [77].

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè

E(a, Q) = {x ∈ V = Rn; (Q−1(x− a), x− a) ≤ 1}
E(Q) = E(0, Q).

(1.5)

Çäåñü Q = Q∗ � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
a ∈ V � öåíòð ýëëèïñîèäà, ∗ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì
îïòèìàëüíûå ñóïåðäîñòèæèìûå ýëëèïñîèäû E(t) ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ.
Ïóñòü çàäàí ôóíêöèîíàë L = L(E), ãëàäêî çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðîâ
a, Q ýëëèïñîèäà E = E(a, Q). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî E(t) ÿâëÿåòñÿ
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ëîêàëüíî îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî τ ≥ 0 îíî ðåøàåò ñëåäó-
þùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

L(E(t)) → min, (1.6)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì ñåìåéñòâàì {E ′(t)} ýëëèïñîèäîâ
ñóïåðäîñòèæèìîñòè, ÷òî E ′(τ) = E(τ);

ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî T ≥ 0

îíî ðåøàåò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

L(E(T )) → min . (1.7)

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: �Íàñêîëüêî õîðîøèìè ÿâëÿþòñÿ ýòè îïòè-
ìàëüíûå ýëëèïñîèäû?� Öåëü ýòîé ãëàâû � ïðåäñòàâèòü íåêîòîðûå ñâèäåòåëüñòâà
â èõ ïîëüçó. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì îäíó ïðîáíóþ çàäà÷ó, à èìåííî, çàäà÷ó î
ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ, êîãäà âðåìÿ t → ∞.
Áîëåå òî÷íî, åñëè ìàòðèöà A óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1) óñòîé÷èâà, òî,
êàê èçâåñòíî, îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D(t) èìååò îïðåäåëåííûé ïðåäåë
D(∞) ïðè t →∞. Ìîæíî ñïðîñèòü: �Ñòðåìÿòñÿ ëè îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû
E(t) ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó E ïðè t → ∞ ?� Íà ñòîëü îáùèé âîïðîñ íåò
îáùåãî îòâåòà, íî âî ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé ïîñòîÿííûé ýëëèïñîèä
E è ÷òî îí ïðèòÿãèâàåò áëèçêèå ýëëèïñîèäû. Çàìåòèì, ÷òî âîïðåêè
"çäðàâîìó ñìûñëó", èçó÷åíèå ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ
îöåíîê ïðîùå (è, âîçìîæíî, âàæíåå), ÷åì ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ (ñì.,
íàïðèìåð, [112]).
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1.3. Óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì (1.1) ñ ýëëèïñîè-
äàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

ẋ = Ax + u, u ∈ E(G), x(0) ∈ E(Q(0)) (1.8)

ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ÿâíîå îïèñàíèå îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ [77].
Ïóñòü ôóíêöèîíàë L çàâèñèò òîëüêî îò ìàòðèöû Q,L = L(Q) è

ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèì (ò.å. åãî
ãðàäèåíò ∂L/∂Q > 0 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé).

Ïðèìåð 1. L(Q) = Tr(CQ), C > 0 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììå-
òðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Ïðèìåð 2. L(Q) = vol(E(Q)) = cn det(Q)1/2, ãäå cn � îáúåì åäèíè÷íîãî
øàðà â Rn .

Òîãäà ïàðàìåòðû îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè óäîâ-
ëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

Q̇ = {A,Q}+ λQ + λ−1G,

λ =
√

Tr(PG)/Tr(PQ),
(1.9)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ �ñêîáêè Éîðäàíà"{A,Q} = AQ + QA∗ , è P îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

Â ëîêàëüíî îïòèìàëüíîì ñëó÷àå

P = ∂L/∂Q. (1.10)
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Â ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîì ñëó÷àå

Ṗ = −{A,P}, P (T ) = ∂L/∂Q(Q(T )). (1.11)

Ñëåäîâàòåëüíî ïîèñê ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñâîäèòñÿ ê çà-
äà÷å Êîøè, à ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ � ê êðàåâîé çàäà÷å. Â ÷àñòíîñòè,
èçó÷åíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñâî-
äèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (1.9),(1.10). Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî òî÷êè
ðàâíîâåñèÿ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé è èõ óñòîé÷èâîñòü. Îñíîâíàÿ åñòåñòâåí-
íàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî àòòðàêòîðû óðàâíåíèé ýâîëþöèè ýëëèïñîèäîâ
ñâîäÿòñÿ ê òî÷êàì ðàâíîâåñèÿ, îñòàåòñÿ íåðåøåííîé.

2. Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèìåíÿåòñÿ â îñíîâíîì àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê òî÷êàì
ðàâíîâåñèÿ. Äðóãîé ïóòü íàìå÷åí â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ñâÿçÿì ìåæäó
âîïðîñàìè åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ. Íà÷íåì ñ
âûïèñûâàíèÿ óðàâíåíèé äëÿ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (1.9).
Îíè èìåþò âèä

{A,Q}+ λQ + λ−1G = 0,

λ =
√

Tr(PG)/Tr(PQ)

P = ∂L/∂Q.

(2.1)

Òàêèì îáðàçîì, â íàøó çàäà÷ó âõîäÿò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ìàòðèöà
A, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà G, è ìîíîòîí-
íûé ôóíêöèîíàë L. Â äàëüíåéøåì óâèäèì, ÷òî íàøè îñíîâíûå çàäà÷è
ðåøåíû òîëüêî äëÿ âåñüìà òîùåãî ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà ýòèõ ïà-
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ðàìåòðîâ. Íàø ïåðâûé ðåóëüòàò, îäíàêî, âåðåí ïðè èõ ïðîèçâîëüíîì
âûáîðå.

Òåîðåìà 1.. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ðàâíîâåñèÿ äëÿ óðàâ-
íåíèé (1.9) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå
Q óðàâíåíèé (2.1). Òîãäà ìàòðèöà A äîëæíà áûòü óñòîé÷èâîé, ò.å. åå
ñïåêòð (ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé) SpecA ðàñïîëîæåí â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè.

Èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïóòè äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïðîñòîãî, íî
ôóíäàìåíòàëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.1) ïîëó÷àåì {A,Q} < 0, îòêóäà âñå ñëåäóåò
ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà [14] èëè èç ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ, ÷òî ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò â òî÷íîñòè, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð exp(tA), t ≥ 0

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â åâêëèäîâîé ìåòðèêå, çàäàííîé ìàòðèöåé Q.

Äðóãîé, áîëåå èäåéíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â çàìå÷àíèè,
÷òî îáëàñòü äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.8), ãäå Q(0) = Q ,
ñîäåðæèòñÿ â ýëëèïñîèäå E(Q) â ñèëó óñëîâèÿ ñóïåðäîñòèæèìîñòè.

Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì óñòîé÷èâîé ìàòðèöû A.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A îïåðàòîð A : Q 7→ −{A,Q} â ïðîñòðàíñòâå ñèììå-

òðè÷åñêèõ ìàòðèö. Â îòëè÷èå îò A îí íåóñòîé÷èâûé. Áîëåå òîãî, îïåðàòîð
A− λ òàêæå íåóñòîé÷èâûé â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.1) è òåîðåìû Ëÿïóíîâà.
Òåïåðü ìîæíî ïåðåïèñàòü (2.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(A−λ)Q = λ−1G,

λ =
√

Tr(PG)/Tr(PQ), P = ∂L/∂Q.
(2.2)

Èìååì ïîýòîìó
Tr(PQ) = λ−1Tr(P (A−λ)−1G).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû
λ2Tr(PQ) = Tr(PG).

Òåì ñàìûì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (2.2) ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ

Tr(Pλ(A− λ)−1G) = Tr(PG), (2.3)

ãäå P = ∂L/∂Q(λ−1(A−λ)−1G). Â îáùåì ñëó÷àå èçó÷èòü óðàâíåíèå (2.3)
íåïðîñòî. Íèæå ïðîäåìîíñòðèðóåì êàê ýòî äåëàåòñÿ â äîñòóïíûõ ñè-
òóàöèÿõ. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé L(Q) = Tr(CQ), ãäå C � ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïîñòîÿííîé
ìàòðèöû P = C â óðàâíåíèè (2.3). Òîãäà íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ëåâàÿ
÷àñòü (2.3) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò λ , ðàâíîé íóëþ ïðè
λ = 0 è ñòðåìÿùåéñÿ ê +∞, êîãäà λ ñòðåìèòñÿ ñëåâà ê inf Re SpecA.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (2.3) èìååò â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ýòî
èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, ñì. [53]).

Äðóãîé �êëàññè÷åñêèé� ñëó÷àé L(Q) = log det(Q) ìîæíî ðàçîáðàòü íå
îáðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (2.3). Â ýòîì ñëó÷àå P = Q−1 è, óìíîæàÿ íà P

ïåðâîå óðàâíåíèå (2.1), ïîëó÷àåì

Tr({A,Q}Q−1) + λTr(QQ−1) + λ−1Tr(Q−1G) = 0.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Tr({A,Q}Q−1) = 2Tr(A), Tr(QQ−1) = n

(n�ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà) è óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê

Tr(A) + λn = 0
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èëè λ = −Tr(A)/n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé òî÷êè
ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì òàêàÿ òî÷êà åñòü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

Tr(A)/n > 2 sup Re Spec A (2.4)

(çàìåòèì, ÷òî îáå ÷àñòè (2.4) îòðèöàòåëüíû). Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå (2.4) ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ áûëî
ïîëó÷åíî Ô.Ë. ×åðíîóñüêî (ñì. [77]) â �äèàãîíàëüíîì ñëó÷àå�, êîãäà îáå
ìàòðèöû A è G äèàãîíàëüíû.

Òåïåðü êðàòêî óêàæåì, êàê ïîäîéòè ê ñëó÷àþ, êîãäà ôóíêöèîíàë L

èìååò âèä L(Q) = Tr(Qm+1) = (Qm+1). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ
(2.3), ãäå P = Qm, è òåì ñàìûì (2.3) ñâîäèòñÿ ê

Tr((A− λ)−mG)((2λ−A)(A− λ)−1G) = 0. (2.5)

Áûë ðàçîáðàí ñëó÷àé m = 0. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé m = 1. Ïîêàæåì,
÷òî êàê è ïðè m = 0 ëåâàÿ ÷àñòü (2.5) îòðèöàòåëüíà ïðè λ = 0, âîçðàñòàåò
íà èíòåðâàëå 0 < λ < inf Re SpecA è ñòðåìèòñÿ ê +∞, êîãäà λ ñòðåìèòñÿ
ñëåâà ê inf Re SpecA. Åäèíñòâåííîå íîâîå íåòðèâèàëüíîå ìåñòî � ýòî
ìîíîòîííîñòü ëåâîé ÷àñòè. Ïðî÷èå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû
â òî÷íîñòè êàê â ñëó÷àå m = 0. ×òîáû äîêàçàòü ìîíîòîííîñòü âû÷èñëèì
ïðîèçâîäíóþ ëåâîé ÷àñòè. Ðåçóëüòàò èìååò âèä

Tr((C−2G)((−1 + λC−1)G)) + Tr((C−1G)((C−1 + λC−2)G)), (2.6)

ãäå C = A − λ � íåóñòîé÷èâûé îïåðàòîð âî âñåì èíòåðâàëå 0 < λ <

inf Re SpecA. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå (2.6) ïîëîæèòåëüíî, çàìå-
òèì, ÷òî âñå ïî òîé æå òåîðåìå Ëÿïóíîâà îïåðàòîð C−1 ïåðåâîäèò ìíîæå-
ñòâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö â ñåáÿ. Ïîýòîìó âûðàæåíèå
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(2.6) áîëüøå, ÷åì

−Tr((C−2G)G) + Tr((C−1G)(C−1G)). (2.7)

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî (2.7) ïîëîæèòåëüíî â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè,
ïðèìåíåííîãî ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ < α, β >

def
= Tr((αG)(βG))

â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ñèììåòðè÷åñêèå
n× n ìàòðèöû.

Ê ñîæàëåíèþ íåÿñíî, êàê ðàñïðîñòðàíèòü ýòè ñîîáðàæåíèÿ íà áîëü-
øèå çíà÷åíèÿ m. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü (2.5) � íå ìîíîòîííàÿ. Äåëó
ìîãóò ïîìî÷ü ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íî âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ
÷åðåñ÷óð ñëîæíûìè. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íåñêîëüêî ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïî λ ëåâîé ÷àñòè (2.5) îòðèöàòåëüíû ïðè λ = 0, à âñå ïðî÷èå ïðîèç-
âîäíûå âåçäå ïîëîæèòåëüíû. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ââèäó ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1.. Ïóñòü f �ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå I =

[a, b) è ïóñòü f (i)(a) < 0, ∀i ≤ m, f(b) > 0 , è f (J) ≥ 0 íà âñåì èíòåðâàëå
I ∀j > m. Òîãäà f èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü â èíòåðâàëå I.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü âûñøèå ïðî-

èçâîäíûå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.5), ìîæíî ýòî ïðîäåëàòü â äèàãî-
íàëüíîì ñëó÷àå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû
âûïîëíåíû. Ïðîâåðêà â îñíîâíîì ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû
ñïðàâåäëèâû äëÿ ôóíêöèè

f(λ) =
2λ− a

(a− λ)n+1
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íà èíòåðâàëå I = [0, a), a > 0.
Ðåçþìèðóÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, G � ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà è L �ìîíîòîííûé ôóíê-
öèîíàë. Òîãäà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2.1) èìåþò åäèíñòâåííîå ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå Q â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

a) L(Q) = Tr(CQ), ãäå C � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñ-
êàÿ ìàòðèöà;

b) L(Q) = det(Q) è Tr(A)/n > 2 sup Re Spec A ;

c) L(Q) = Tr(Q2);

d) L(Q) = Tr(Qn), n > 2, à A è G � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû.

Â äàëüíåéøåì áóäåò óêàçàí èíîé �òîïîëîãè÷åñêèé ïîäõîä� ê ñóùåñò-
âîâàíèþ è åäèíñòâåííîñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ.

3. Óñòîé÷èâîñòü òî÷åê ðàâíîâåñèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè äëÿ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.9),(1.10). Áóäåì ðàññìàòðèâàåòü èñêëþ÷è-
òåëüíî âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé.
Äëÿ åãî ðåøåíèÿ âûïèñûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñò-
âåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé è èññëåäóåòñÿ
ðàñïîëîæåíèå åãî êîðíåé.

Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé (1.9),(1.10) èìååò âèä
·
q= {A, q}+ λq + (∂λ/∂Q, q)(Q− λ−2G), (3.1)
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ãäå êðóãëûå ñêîáêè (α, β) îáîçíà÷àþò Tr(αβ), à ∂λ
∂Q

� ãðàäèåíò ôóíêöèè
λ = λ(Q) =

√
Tr(PG)/Tr(PQ) (ãäå P = ∂L

∂Q
) â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ Q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C îïåðàòîð q 7→ −{A, q} − λq â ïðîñòðàíñòâå ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî C � íåóñ-
òîé÷èâûé îïåðàòîð. Òåïåðü îáîçíà÷èì ÷åðåç Tq ïðàâóþ ÷àñòü (3.1) è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî q � ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà T ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì µ. Òîãäà

(C + µ)q = (∂λ/∂Q, q)(Q− λ−2G), (3.2)

è
CQ = λ−1G. (3.3)

Óðàâíåíèå (3.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(∂λ/∂Q, (C + µ)−1(Q− λ−2G)) = 1. (3.4)

Â ñâîþ î÷åðåäü, óðàâíåíèå (3.4) ìîæíî, èñïîëüçóÿ (3.3), ïåðåïèñàòü êàê

(λ−1∂λ/∂Q, (C + µ)−1((λ + µ)Q− (C + µ)Q)) = 1. (3.5)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâî Ýéëåðà

(λ−1∂λ/∂Q, Q) = −1/2 (3.6)

(íàïîìíèì, ÷òî λ �îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ îò Q ñòåïåíè −1/2) âûâîäèì èç
(3.5), ÷òî

(λ−1∂λ/∂Q, (C + µ)−1Q) = 1/2(λ + µ). (3.7)

Ýòî îêîí÷àòåëüíûé âèä óðàâíåíèé çàäàþùèõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ

îïåðàòîðà T. Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò îá óñ-
òîé÷èâîñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ.
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Òåîðåìà 3.. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà ∂λ/∂Q(Q) � îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ Q äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1.9), (1.10). Òîãäà ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó

p = −λ−1∂λ/∂Q

è çàäàäèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë φ íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ íà ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû, ôîðìóëîé φ(B) = (p,BQ)/(p,Q).

Òîãäà èç (3.7) è òîæäåñòâà Ýéëåðà ñëåäóåò, ÷òî

φ((C + µ)−1) = −1/(λ + µ). (3.8)

Íàøå îñíîâíîå óñëîâèå p > 0 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè BQ �ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî φ(B) > 0. Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü
ôóíêöèîíàë φ ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà

(C + µ)−1 =

∫ ∞

0

e−µt exp(−Ct)dt

è ïîëó÷èòü, ÷òî
φ((C + µ)−1) =

∫ ∞

0

e−µtf(t)dt, (3.9)

ãäå f(t) = φ(exp(−Ct)). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

φ((C + µ)−1) =
∫∞
0

d(− e−µt

µ
)f(t) =

∫∞
0

e−µt

µ
f ′(t)dt+

e−µt

µ
f(t)

∣∣∣
t=0

= 1
µ
(
∫∞
0

e−µt

µ
f ′(t)dt + 1)

(3.10)

ßñíî, ÷òî f ′(t) = −φ(exp(−Ct)C) < 0, ïîñêîëüêó CQ = λ−1G � ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, à îïåðàòîð exp(−Ct) ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî
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ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö â ñåáÿ (exp(−Ct)X = exp(−A +

λ/2)X exp(−A∗ + λ/2) ). Ïîýòîìó, åñëè Re µ ≥ 0, òî
∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−µtf ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ −
∫ ∞

0

f ′(t)dt = f(0) = 1.

Â ÷àñòíîñòè,
Re(

∫ ∞

0

e−µtf ′(t)dt + 1) ≥ 0. (3.11)

è íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, åñëè µ 6= 0.
Íî ñîãëàñíî (3.10) è (3.8)

∫ ∞

0

e−µtf ′(t)dt + 1 = − µ

λ + µ

è Re îò ïðàâîé ÷àñòè ñòðîãî îòðèöàòåëüíî, ïîñêîëüêó Re µ ≥ 0 , à λ > 0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (3.11) è òàêèì îáðàçîì òåîðåìà äîêàçàíà.
Îñíîâíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 3. ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, G � ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, à ôóíêöèÿ L � ýòî ëèáî L(Q) =

Tr(CQ), ëèáî L(Q) = det(Q).

Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ Q äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.9),
(1.10) ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè óñòîé÷èâà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ìàòðèöó λ−1 ∂λ
∂Q
, êîòîðàÿ ðàâ-

íà −1
2

C
(C,Q)

â ïåðâîì ñëó÷àå è −1
2

Q−1GQ−1

(Q−1,G)
âî âòîðîì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòà

ìàòðèöà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.♦
Íóæíî, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òåîðåìà 3. íå èñ÷åðïûâàåò âñåõ

ñèòóàöèé. Ìîæíî, íàïðèìåð, óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà ∂λ
∂Q

íå îáÿçàòåëüíî
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, åñëè L(Q) = Tr(Qm+1) è m ≥ 1. Ðàçóìíî
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ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé óñòîé÷èâîé òî÷êè. Òàêîå óòâåðæäåíèå óäàåòñÿ äîêàçàòü,
îäíàêî, ëèøü â �äèàãîíàëüíîì"ñëó÷àå (ò.å. êîãäà A è G äèàãîíàëüíû).
Äåéñòâèòåëüíî, îñíîâíîå óðàâíåíèå (3.7) òîãäà ñâîäèòñÿ ê

n∑
i=1

(
mqm

i gi

(
∑

qm
i gi)

− (m + 1)qm+1
i

(
∑

qm+1
i )

)
1

ci + µ
=

1

λ + µ
, (3.12)

ãäå Q = diag(qi) � åäèíñòâåííàÿ (ïî òåîðåìå 2.) òî÷êà ðàâíîâåñèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.9), (1.10), G = diag(gi), qi = gi/(ciλ) , ãäå
ci = −2ai − λ, A = diag(ai). Ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (3.12) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

f(µ) =
n∑

i=1

di

bi + µ
− 1

λ + µ
= 0, (3.13)

ãäå 0 < b1 ≤ . . . ≤ bn, è

sign(di) = sign(mbi − (m + 1)λ). (3.14)

Ââèäó (3.14) ìîæíî çàïèñàòü

f(µ) =
n∑

i=1

d′i
b′i + µ

, (3.15)

ãäå 0 < b′1 ≤ . . . ≤ b′n è d′i îòðèöàòåëüíû, ïîêà i íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî
I è ïîëîæèòåëüíû ïðè i > I. Ðàññìîòðèì òî÷êè −b′j è∞ íà ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé. Îíè ðàçáèâàþò ïðÿìóþ íà n + 2 èíòåðâàëà. Íàçîâåì òàêîé
èíòåðâàë ïîëîæèòåëüíûì, åñëè çíàêè ôóíêöèè f â êîíöàõ èíòåðâàëà
ðàçëè÷íû è îòðèöàòåëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ñèëó (3.15) èìååòñÿ
íå áîëåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è îäèí èç íèõ � ýòî èíòåðâàë
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(−b′n, +∞). Êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé èíòåðâàë, ðàçóìååòñÿ, ñîäåðæèò êîðåíü
óðàâíåíèÿ (3.13). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå n âåùåñòâåííûõ
îòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Íî ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò,
÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû T ëèíåàðèçîâàííûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ
óðàíåíèé � âåùåñòâåííûå è îòðèöàòåëüíûå.

Â ÷àñòíîñòè, T óñòîé÷èâà.
Ïîäâåäåì èòîãè â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 4.. Ïóñòü A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, G �ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, à L �ìîíîòîííûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà
óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2.1) îáëàäàþò åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíî îï-
ðåäåëåííûì óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì Q â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

a) L(Q) = Tr(CQ) , ãäå C �ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñ-
êàÿ ìàòðèöà;

b) L(Q) = det(Q) è Tr(A)/n > 2 sup Re SpecA ;

c) L(Q) = Tr(Qn), n > 1, à A è G �äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû.

4. Ñâÿçè ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ è åäèíñòâåííîñòüþ

Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå è òîïî-
ëîãè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ïðåäûäóùèìè
ðåçóëüòàòàìè. Â ÷àñòíîñòè, î÷åâèäíàÿ àíàëîãèÿ òåîðåì 4. è 2. îêàçûâà-
åòñÿ ñîâåðøåííî íåñëó÷àéíîé. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîäåðæèòñÿ â èçâåñòíîì
ïðèíöèïå Áåðíøòåéíà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Çàìåòèì, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ A, G,L, âõîäÿùèõ â íàøè çàäà÷è,�ñâÿçíî, è äàæå
âûïóêëî.
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Ïðåäïîëîæèì,÷òî íóæíî ðåøèòü íàøè îñíîâíûå çàäà÷è îá àñèìïòî-
òè÷åñêîì ïîâåäåíèè ýëëèïñîèäîâ, ñâÿçàííûõ ñ òî÷êîé A,G, L ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âûáðàòü îñîáåííî óäîáíóþ òî÷êó A0, G0, L0,
ðåøèòü íàøè çàäà÷è â ýòîé òî÷êå è ðàññìîòðåòü èíòåðâàë

I = {ξt = (1− t)(A0, G0, L0) + t(A,G, L), t ∈ [0, 1]}

â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ñîåäèíÿþùèé

ξ0 = (A0, G0, L0) ξ1 = (A,G, L).

Åñëè ñìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ íàøèõ çàäà÷ âñåãäà ïðîäîëæàþòñÿ
èç ëþáîé òî÷êè ξt íà âñåõ åå ñîñåäåé ξτ , |τ−t| < ε ñ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì
ε > 0, òî âñå áóäåò ñäåëàíî.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ñòàöèîíàðíûõ ýëëèïñîèäîâ, ò.å. î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèé óðàâíåíèé (2.1). Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

F (ξ; Q) = 0, (4.16)

ãäå ξ = (A,G, L) ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç (4.16)
ìîæíî ïîëó÷èòü �àïðèîðíûå îöåíêè� âèäà Q ∈ S, ãäå S �ýòî êîìïàêò â
ïðîñòðàíñòâå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö (äðó-
ãèìè ñëîâàìè, |Q| ≤ C, |Q−1| ≤ C äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, íå çàâè-
ñÿùåé îò ξ ∈ I). Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î
íåÿâíîé ôóíêöèè

det(
∂F

∂Q
(ξ,Q)) 6= 0. (4.17)

Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèíöèï Áåðíøòåéíà è ïðèäòè ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî åñëè (4.16) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ξ = ξ0 , òî òàê æå áóäåò
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è ïðè ξ = ξ1. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå (4.17) îçíà÷àåò â òî÷íîñòè,
÷òî µ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (3.2) èëè (3.7). Â ýòîì è ñîñòîèò
ñâÿçü ìåæäó íà ïåðâûé âçãëÿä íåçàâèñèìûìè ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëîâ. Áîëåå êîíêðåòíî, ìîæåì, èñïîëüçóÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ, âûâåñòè
èç óòâåðæäåíèé a),c) òåîðåìû 4. óòâåðæäåíèÿ a),d) òåîðåìû 2..

Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå (4.17) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2. è îñòàåòñÿ äî-
êàçàòü àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1). Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî íåòðóäíî è óêàæåì ëèøü êðàòêî, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ L =

Tr(Qm), m ≥ 1 è A , G �äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. Âîçüìåì â êà÷åñòâår
ξ0 òî÷êó (A0, G0, L0), ãäå A0 è G0 �åäèíè÷íûå ìàòðèöû, à L0 = L. Òîãäà
çàäà÷à (4.16) ïðè ξ = ξ0 ðåøàåòñÿ áåç òðóäà. Èç îïðåäåëåíèÿ λ =

√
(Tr(Qm−1)/Tr(Qm)

ñëåäóåò, ÷òî C ′|Q|−1/2 ≤ λ ≤ C|Q|−1/2, C ′|Q|1/2 ≤ λ−1 ≤ C|Q|1/2 äëÿ
ïîäõîäÿùèõ àáñîëþòíûõ ïîñòîÿííûõ C, C ′ è ëþáîé ìàòðè÷íîé íîðìå
| · |. Òåïåðü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.1) ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî

C ′|Q|1/2 ≤ |{A,Q}| ≤ C|Q|1/2

ñ äðóãèìè àáñîëþòíûìè ïîñòîÿííûìè C,C ′. Íî −α′Q ≤ {A,Q} ≤ −αQ

ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè α, α′ . (Çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæå-
íèå î äèàãîíàëüíîñòè). Ïîýòîìó, C ′|Q|1/2 ≤ |Q| ≤ C|Q|1/2 è ïîëó÷àåì
íóæíóþ àïðèîðíóþ îöåíêó.♦

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå L(Q) = det(Q) , A �ïðîèçâîëüíàÿ óñòîé÷èâàÿ, à
G �ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà,
óñëîâèå (4.17) âûïîëíåíî. Òåì íå ìåíåå ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæå-
íèÿ íå ïðîõîäÿò èç-çà îòñóòñòâèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê. Òàêîâà îñíîâíàÿ
ïðè÷èíà íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ Tr(A)/n > 2 sup Re Spec A â òåîðåìå 2..
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5. Ïðèìåð

Â ýòîì ðàçäåëå ðàçáèðàåòñÿ ïî ñóòè åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé
ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ïðè t → ∞
ïîëíîñòüþ ïîíÿòî. Èìåííî, ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ïðèìåð, â êîòîðîì
L(Q) = Tr(Q) , A � óñòîé÷èâàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à G �åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà. Òîò æå ìåòîä ïðîõîäèò, åñëè L(Q) = Tr(CQ), à A,G, C �äèàãî-
íàëüíûå ìàòðèöû. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

·
xi= −aixi + λxi + λ−1, i = 1, . . . , n

λ =
√

n/
∑

xi,
(5.18)

ãäå n = 2, à ai �íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ðåçóëüòàò ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 5.. Âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.18) ñòðåìÿòñÿ ê
åäèíñòâåííîé òî÷êå ðàâíîâåñèÿ x∗ = (x∗1, x

∗
2) ïðè t →∞.

Óæå ïîêàçàíî, ÷òî (5.18) îáëàäàåò åäèíñòâåííîé òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ.
Äàëåå, ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé, àíàëîãè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâó
àïðèîðíûõ îöåíîê ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íàõîäèì, ÷òî òî÷êè x = x(t)

ëåæàò â íåêîòîðîì ïîäêîìïàêòå îòêðûòîãî ïåðâîãî êâàäðàíòà {x1 >

0, x2 > 0}, åñëè t äîñòàòî÷íî âåëèêî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî 0 < c ≤ xi ≤ C, i = 1, 2 ñ ïîäõîäÿùèìè êîíñòàíòàìè c, C. Èç òåîðèè
Ïóàíêàðå�Áåíäèêñîíà ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ
ñî âðåìåíåì ïîïàäàþò â íåêîòîðóþ èíâàðèàíòíóþ îáëàñòü, ãäå ôàçîâûé
ïîòîê óìåíüøàåò îáúåìû. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ñâîéñòâî ïðîòèâîðå÷èò
íàëè÷èþ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî
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ïîëÿ (5.18) ïîêàçûâàåò, ÷òî îáëàñòü Ω óìåíüøåíèÿ îáúåìà õàðàêòåðè-
çóåòñÿ íåðàâåíñòâîì

2∑
i=1

(−ai + λ) < 0. (5.19)

Íàì íóæíî ïðåäúÿâèòü òàêóþ èíâàðèàíòíóþ îáëàñòü ω âíóòðè Ω,
÷òî âñå ðåøåíèÿ ïîïàäàþò â íåå ïðè t → ∞. Ïóñòü a1 > a2 . Âîçüìåì â
êà÷åñòâå ω îáëàñòü {x1 < x2} ∩ Ω. Äîêàæåì âî-ïåðâûõ, ÷òî ω�èíâàðèàí-
òíàÿ îáëàñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà

d

dt
(x1 − x2) = (−a2 + λ)(x1 − x2) + (a2 − a1)x1 < (−a2 + λ)(x1 − x2),

îáëàñòü {x1 < x2} ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé.
×òîáû äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü ω = {x1 < x2} ∩ Ω âû÷èñëèì ïðîèç-

âîäíóþ ëåâîé ÷àñòè (5.19) â ñèëó ñèñòåìû (5.18). Ðåçóëüòàò èìååò âèä

2
d

dt
λ = −1

4
λ3(

∑
(−ai + 2λ)xi). (5.21)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
∑

(−ai +2λ)xi ≥
∑

(−ai +2λ)(
∑

xi)/2, ïîñêîëüêó
−a1 + 2λ < −a2 + 2λ è x1 < x2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ÷àñòè
(5.19) îòðèöàòåëüíà íà äîïîëíåíèè ê Ω â îáëàñòè {x1 < x2} è èíâàðèàí-
òíîñòü ω äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáëàñòü ω ÿâëÿòñÿ ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùåé, â
òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (5.19) êîãäà�íèáóäü ïîïà-
äàåò â ω. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî îáëàñòü Θ = {−a2 + λ < 0} ãëîáàëüíî
ïðèòÿãèâàþùàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â äîïîëíåíèè Θ′ îáëàñòè Θ ïðàâàÿ ÷àñòü
(5.21) îòðèöàòåëüíà. Òåì ñàìûì, ýòî äîïîëíåíèå íåäîñòóïíî äëÿ òðàåêòî-
ðèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç Θ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ x ∈ Θ′ èç (5.18) ñëåäóåò,
÷òî ẋ = (ẋ1, ẋ2) ≥ (λ−1, λ−1). Ââèäó àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé ñèñòåìû
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(5.18) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ðàíî èëè ïîçäíî ïîêèäàåò Θ′

è âñå äîêàçàíî.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå x ∈ Θ. Òåïåðü, åñëè x1 ≥

x2, òî ââèäó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (5.20), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî x êîãäà�
íèáóäü ïîïàäåò â îáëàñòü {x1 < x2}. Ñîîáðàæåíèÿ, èçëîæåííûå ïîñëå
(5.21), ïîêàçûâàþò, ÷òî òðàåêòîðèÿ x(t) íå ìîæåò âå÷íî îñòàâàòüñÿ âíå
Ω, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.♦

Â çàêëþ÷åíèå ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáùàÿ êàðòèíà ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ
îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ äîâîëüíî íåîïðåäåëåííàÿ. Èçëîæåííûå ðå-
çóëüòàòû ïîëó÷åíû ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíûìè è òðóäîåìêèìè ìåòîäàìè,
êîòîðûå íå äàþò ïîëíûõ îòâåòîâ íà åñòåñòâåííûå âîïðîñû. Òàêèì îáðà-
çîì, åùå ïðåäñòîèò äîñòè÷ü íàñòîÿùåãî ïîíèìàíèÿ ïðåäìåòà.

ß áëàãîäàðþ ñâîèõ êîëëåã Þ.Í.Ðåøåòíÿêà è Ô.Ë. ×åðíîóñüêî çà ïî-
ëåçíûå îáñóæäåíèÿ ìàòåðèàëà ýòîé ãëàâû.



Ãëàâà 5
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè è èõ ýëëèïñîèäàëüíûõ
àïïðîêñèìàöèé
1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ôóíäàìåíòàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðè ïðàâèëüíîì ïîíèìàíèè íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà óñòîé÷èâûõ
ñèñòåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ëèíåéíûå ñèñòåìû îáùåãî âèäà.

2 Îáëàñòè äîñòèæèìîñòè è ñóïåðäîñòèæèìîñòè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñëåäóþùåãî (íàèïðîñòåéøåãî)
òèïà

ẋ = Ax + u, u ∈ U, x(0) ∈ M (2.1)

Çäåñü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x ∈ V (= Rn) ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìåðíîìó
(âåùåñòâåííîìó) âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, U è M � âûïóêëûå êîìïàêòû.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè ÿâíî íå ñêàçàíî ïðîòèâíîå, òî ìíîæåñòâà U,M

öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íû ñ öåíòðîì â 0 ∈ V . Èçó÷àþòñÿ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè

D(T ) = D(T, 0; M) = {x(T ) ∈ V ; x (2.1)} (2.2)
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äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (2.1). Â îáîçíà÷åíèÿõ (2.2) ìîæíî âûðàçèòü
îñíîâíîå (ïîëóãðóïïîâîå) ñâîéñòâî îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè:

D(t, τ ; D(τ)) = D(t) (2.3)

ãäå 0 ≤ τ ≤ t � ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè âûäåëåíî âàæíîå ïîíÿòèå òåîðèè îöåíèâàíèÿ

(ñâåðõó) îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî Ω(t), t ≥ 0 ïîäìíîæåñòâ Ω(t) ∈ V íàçûâàåòñÿ

ñåìåéñòâîì îáëàñòåé (ìíîæåñòâ) ñóïåðäîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû (2.1),
åñëè âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

D(t, τ ; Ω(τ)) ∈ Ω(t) (2.4)

äëÿ ëþáîãî òàêîãî ìîìåíòà τ , ÷òî 0 ≤ τ ≤ t.
ßñíî, ÷òî åñëè M ∈ Ω(0), òî D(t) ∈ Ω(t) äëÿ ëþáîãî t > 0.

3 Ýëëèïñîèäàëüíîå îöåíèâàíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè îïòèìàëüíûõ
ýëëèïñîèäàëüíûõ îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè. Èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå
îáîçíà÷åíèÿ

E(a,Q) = {x ∈ V = R; (Q−1(x− a), x− a) ≤ 1} (3.1)

E(Q) = E(0, Q).

Çäåñü Q = Q∗ � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
a ∈ V � öåíòð ýëëèïñîèäà, ∗ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Áóäóò ðàññìîòðåíû
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îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäàëüíûå îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè E(t) ñëåäóþùèõ
äâóõ òèïîâ.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë E 7→ L(E) íà ìíîæåñòâå ýëëèïñîèäîâ,
ãëàäêî çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðîâ a,Q. Ñêàæåì òîãäà, ÷òî ñåìåéñòâî E(t)

ÿâëÿåòñÿ

a) ëîêàëüíî îïòèìàëüíûì åñëè ∀t ≥ 0 îíî äîñòàâëÿåò ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è

d

dt
|t=τL(E(t) → min (3.2)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì ýëëèïñîèäàëüíûì ñåìåéñòâàì
îáëàñòåé ñóïåðäîñòèæèìîñòè E ′(t), ÷òî

E ′(τ) = E(τ);

b) ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûì åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî T ≥ 0 îíî äîñòàâëÿåò
ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

L(E(T )) → min (3.3)

4 Óðàâíåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ

Îêàçûâàåòñÿ äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì (2.1) ñ ýëëèïñîèäàëüíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè

x = Ax + u, u ∈ E(G), x(0) ∈ E(Q(0)) (4.1)

ìîæíî ïîëó÷èòü äîâîëüíî ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ
(ñì. [77] è ãëàâó 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû). Ïóñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ L çàâèñèò
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òîëüêî îò ìàòðèöû Q,L = L(Q) è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è ñòðîãî ìîíîòîííîé
(èíûìè ñëîâàìè, ãðàäèåíò ∂L/∂Q ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì
(> 0)).

Ïðèìåðû.

1. L(Q) = Tr(CQ), C > 0 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ
ìàòðèöà.

2. L(Q) = volE(Q) = cn(detQ)1/2, ãäå cn � îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â
Rn.

Òîãäà ïàðàìåòðû îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Q̇ = {A,Q}+ λQ + λ−1G (4.2)

λ =
√

Tr(PG)/Tr(PQ)

ãäå ôèãóðèðóþò ñêîáêè Éîðäàíà {A,Q} = AQ + QA∗, à ìàòðèöà P

çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè.

a) Â ëîêàëüíî îïòèìàëüíîì ñëó÷àå

Ṗ = ∂L/∂Q. (4.3)

b) Â ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîì ñëó÷àå

Ṗ = −{A,P}, P (T ) = ∂L/∂Q(Q(T )). (4.4)

Èòàê, íàõîæäåíèå ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè, à ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ ê ðåøåíèþ êðàåâîé
çàäà÷è.
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5 Àñèìïòîòèêà îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êàëìàíà
ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè, â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî U äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèé çàìåíèòü íà ïîðîæäåííîå èì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî [U ] òî
ïîëó÷èòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìèíèìàëüíîå A-èíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ñîäåðæàùåå U , ñîâïàäàåò ñ V ).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà T > 0 îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D(T ) ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì âûïóêëûì òåëîì (ò.å., èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü) ñ
öåíòðîì â 0 ∈ V . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B èìååò ìåòðèêó ñ
õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî
äåéñòâèÿ ãðóïïû GL(V ) íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω1, Ω2 ∈ V � ñèììåòðè÷íûå âûïóêëûå òåëà,
t(Ω1, Ω2) = inf{t ≥ 1; tΩ1 ⊃ Ω2}. Òîãäà ôîðìóëà

ρ(Ω1, Ω2) = log(t(Ω1, Ω2)t(Ω2, Ω1)) (5.1)

çàäàåò ìåòðèêó (ðàññòîÿíèå Áàíàõà�Ìàçóðà) â ïðîñòðàíñòâå B.
Ïðèìåð. Ïóñòü V = R2, à L � ïîäïðîñòðàíñòâî â B, ñîñòîÿùåå èç

ýëëèïñîâ E(Q) åäèíè÷íîé ïëîùàäè (detQ = 1/π). Òîãäà ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (L, ρ) ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî. (Â ñàìîì äåëå,
(L, ρ) � ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ èíâîëþöèåé E(Q) 7→ E(Q−1),
ñîîòâåòñòâóþùåé åäèíè÷íîìó êðóãó, âçÿòîìó â êà÷åñòâå áàçèñíîé òî÷êè).

Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííóþ ðîëü ñûãðàåò ïðîñòðàíñòâî S �ôîðì"âûïóêëûõ
òåë, êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ôàêòîðïðîñòðàíñòâî S = B/GL(V );
ïðè ýòîì �ôîðìîé"Sh(Ω) ∈ S âûïóêëîãî òåëà Ω ∈ B íàçûâàåòñÿ îðáèòà

Sh(Ω) = {AΩ; detA 6= 0} �òî÷êè� Ω ïîä äåéñòâèåì GL(V ). (5.2)



124 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå Áàíàõà�Ìàçóðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû GL(V ), îíî çàäàåò ðàçóìíóþ ìåòðèêó ρ íà ïðîñòðàíñòâå
S. Ïðîñòðàíñòâî S ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî áàíàõîâûõ ñòðóêòóð
(íîðì) íà Rn, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Çàìå÷àíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâî
S ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì ïðîñòðàíñòâîì BG ãðóïïû G = GLn(R)/±1,
ïîñêîëüêó S = B/G, B � ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî, à äåéñòâèå ãðóïïû
G íà B � ñâîáîäíîå âíå ïîäïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè
(ñð. [88]).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîé ñèñòåìå (2.1) è âûäåëèì òðè ñâÿçàííûå
ñ íåþ óïðàâëÿåìûå ëèíåéíûå ñèñòåìû

ẋ = Aix + ui, ui ∈ U, xi(0) ∈ M(i = +, 0,−) (5.3)i

ãäå xi ∈ V , à
A = A+ ⊕ A0 ⊕ A− (5.4)

� êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A íåóñòîé÷èâóþ, íåéòðàëüíóþ è
óñòîé÷èâóþ êîìïîíåíòû (â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì âåùåñòâåííîé ÷àñòè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé),

V = V+ ⊕ V0 ⊕ V− (5.5)

� ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà V ; Ui = PiU , Mi = PiM ,
ãäå Pi : V → Vi � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âñå ñèñòåìû (5.3)i

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ óïðàâëÿåìîñòè Êàëìàíà.
Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ êà÷åñòâåííûé âàðèàíò íàøåãî îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 1. Ïðåäåëüíàÿ ôîðìà D̄(∞) = lim
T→∞

D(t) îáëàñòè äîñòèæèìîñòè
D(T ) âñåãäà ñóùåñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå S. Îíà ìîæåò áûòü �ðàñùåïëåíà�

D̄(∞) = D̄+(∞)⊕ D̄0(∞)⊕ D̄−(∞) (5.6)

â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì (5.3) � (5.5). Çäåñü Di(∞) � ïðåäåëüíàÿ
ôîðìà îáëàñòè äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû (5.3)i.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè êîëè÷åñòâåííîãî âàðèàíòà ýòîãî ðåçóëüòàòû ïîòðåáóþòñÿ
äàëüíåéøèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

A = D + N (5.7)

� ðàçëîæåíèåÆîðäàíà, ò. å., ìàòðèöà D � äèàãîíàëèçóåìàÿ, N � íèëüïîòåíòíàÿ
ìàòðèöà è DN = ND. Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ F (N, T ) ëèíåéíà ïî N,
êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèåé ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèö

F (CNC−1, T ) = CF (N, T )C−1

F (N, T ) =




1 0

T−1

. . .
0 T−(n−1)




N =




0 1

0
. . .
. . . 1

0 0




(5.8)

è íàêîíåö
P (T ) = e−A+T ⊕ 1

T
F (N, T )⊕ id (5.9)

Ðàñùåïëåíèå â ôîðìóëå (5.9) ñîãëàñîâàíî ñ ðàçëîæåíèåì (5.5), à id îáî-
çíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îñíîâíàÿ òåîðåìà âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 2. a) Ñóùåñòâóåò ïðåäåë Ω∞ = lim
T→∞

P (T )D(T ) (â ïðîñòðàíñòâå
B).
b) Èìååòñÿ ðàçëîæåíèå Ω∞ = Ω+ ⊕ Ω0 ⊕ Ω−, ãäå Ωi ñîîòâåòñòâóåò
ñèñòåìå (5.3)i â òîì æå ñìûñëå, â êîòîðîì Ω∞ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå
(2.1).

Ðàçóìååòñÿ, ñâÿçü ìåæäó ïðèâåäåííûìè âûøå ôîðìóëèðîâêàìè îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëàìè

D̄(∞) = Sh(Ω∞), D̄i(∞) = Sh(Ωi) (5.10)

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ (5.2).
Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äèàãîíàëèçóåìîé ìàòðèöû A èìååì

F (N, T ) = id.
Ïðèìåð.Ïóñòü A � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà �îáùåãî ïîëîæåíèÿ",

à ñèñòåìà (2.1) èìååò âèä

ẋ = Ax + bu, b ∈ V, |u| ≤ 1. (5.11)

Çäåñü îáùíîñòü ïîëîæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

SpecA = {±ω, ω > 0, i = 1, ..., n = dimV/2}

è íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé âèäà
n∑

i=1

miωi = 0,mi ∈ Z.

Èíûìè ñëîâàìè, (5.11) � êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà áåç ðåçîíàíñîâ. Òîãäà
ïðåäåëüíàÿ ôîðìà D(∞) îáëàñòè äîñòèæèìîñòè ìîæåò áûòü îïèñàíà
ñëåäóþùåé îïîðíîé ôóíêöèåé

H(ξ) =

∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

|
∑

|ξi| cos φi| dφ1 . . . dφn, (5.12)
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ãäå ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü ëþáîå òåëî
Ω, ôîðìîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ D̄(∞), òî ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì
T : V ∗ → Cn, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ HΩ(η) = H(Tη). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó
(5.12) ïðåäåëüíàÿ ôîðìà D̄(∞) íå çàâèñèò îò ìàòðèöû A è âåêòîðà b

åñëè òîëüêî ýòè äàííûå �îáùåãî ïîëîæåíèÿ�.

6 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå àïïðîêñèìèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå
íåêîòîðûõ îïòèìàëüíûõ ñóïåðäîñòèæèìûõ ñåìåéñòâ ýëëèïñîèäîâ àíàëîãè÷íî
ïðåäåëüíîìó ïîâåäåíèþ ñàìèõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè. Ðàññìîòðèì ãëîáàëüíî
îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû äëÿ ñèñòåìû (4.1), îòâå÷àþùèå öåëåâîé ôóíêöèè

L(Q(T )) = Tr(CQmod(T )), (6.1)

ãäå
Qmod(T ) = P (T )Q(T )P ∗(T ) (6.2)

â îáîçíà÷åíèÿõ (5.9). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëëèïñîèäû E(Q) ïðåîáðàçóþòñÿ
â

Emod(Q) = P (T )(E(Q)) = E(Qmod) (6.3)

ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû P (T ), à çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ñëåä

Tr (CQmod).

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

A(B) = ABA∗ (6.4)
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äëÿ ìàòðèö A,B. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêòîðèàëüíûé ñìûñë ìàòðèöû Q â
ñòàíäàðòíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî ìàòðèöà
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå V ∗ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
V . Ôîðìóëà (6.4) â òî÷íîñòè âûðàæàåò åñòåñòâåííîå äåéñòâèå îïåðàòîðà
A (íà V ) íà êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó B íà V ∗. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îêîí÷àòåëüíîãî
ðåçóëüòàòà íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàçëîæåíèå

V ∗ = V ∗
+ ⊕ V ∗

0 ⊕ V ∗
−, (6.5)

äâîéñòâåííîå ê (5.5), è óïðîùåííûå ñèñòåìû

ẋ = Aix + ui, ui ∈ E(Gi), xi(0) ∈ E(Qi(0))(i = +, 0,−), (6.6)i

ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìîé (4.1) òàê æå, êàê ñèñòåìû (5.3)i ñâÿçàíû ñ (2.1).
Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ET = E(Q(T ))

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 3. a) Ñóùåñòâóåò ïðåäåë Q∞ = lim
T→∞

Qmod(T ).

b) Êâàäðàòè÷íàÿôîðìà Q ðàñùåïëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì
(6.5)

Q = Q+ ⊕Q0 ⊕Q− (6.7)

c) Êàæäàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Qi îòëè÷àåòñÿ îò êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû Qi∞, ïîñòðîåííîé ïî ñèñòåìå (6.6)i òàê æå, êàê Q∞ ïîñòðîåíà
ïî ñèñòåìå (4.1), òîëüêî ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì.

Çàìå÷àíèå. Ïîëíîå îïèñàíèå ýòèõ ñêàëÿðíûõ ìíîæèòåëåé äîâîëüíî
äëèííîå è ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äèàãîíàëèçóåìîé ìàòðèöû A0 (â ðà-
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çëîæåíèè (5.4)). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ÿâíûå ôîðìóëû

Q+ = Q+(0)φ(∞)
φ(0)

+ φ(∞)
∫∞
0

e−A+t(G+)dt√
Tr e−A+t(G+)

Q0 = φ(∞)av eA0t(G0)dt√
Tr eA0t(G0)

Q− = φ(∞)
∫∞
0

eA−t(G−)dt√
Tr eA−t(G−)

(6.8)

ãäå
φ(0) =

√
TrQ(0)+ (6.9)

φ(∞) = φ(0) +
∫∞
0

√
Tr eA+t(G+) +

∫∞
0

√
Tr eA−t(G−)+

av(Tr eA0t(G0))

à
av(f(t)) = lim

T→∞
1

T

∫ ∞

0

f(t)dt (6.10)

Îòìåòèì, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óñðåäíÿåìûå ôóíêöèè èç
(6.8), (6.9) ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè è ïîòîìó óñðåäíåíèå � êîððåêòíî
îïðåäåëåííàÿ îïåðàöèÿ.

7 Äîêàçàòåëüñòâà

Âñå äîêàçàòåëüñòâà íå ñëèøêîì òðóäíûå è îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé ïðîñòîé
ëåììå.

Ëåììà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ωn âûïóêëûõ òåë ñ öåíòðîì â 0 ∈ V

ñõîäèòñÿ ê Ω â ïðîñòðàíñòâå âûïóêëûõ òåë ñ ìåòðèêîé Áàíàõà�Ìàçóðà
åñëè è òîëüêî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïîðíûõ ôóíêöèé HΩn(ξ) ñõîäèòñÿ
ê HΩ(ξ) ïîòî÷å÷íî è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà ñôåðå {|ξ| = 1}.
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Äåéñòâèòåëüíî, áëèçîñòü äâóõ òåë Ω è Ω′ â ìåòðèêå Áàíàõà�Ìàçóðà
îçíà÷àåò, ÷òî t−1Ω′ ≤ Ω ≤ tΩ′, ãäå ÷èñëî t ≥ 1 áëèçêî ê 1. Íà ÿçûêå
îïîðíûõ ôóíêöèé ýòî çíà÷èò, ÷òî t−1HΩ′ ≤ HΩ ≤ tHΩ′ . Ñëåäîâàòåëüíî,
ñõîäèìîñòü Ωn ê Ω ýêâèâàëåíòíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îïîðíûõ ôóíêöèé,
îãðàíè÷åííûõ íà ñôåðó {|ξ| = 1}. Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò íåîáõîäèìîñòü
óêàçàííûõ â ëåììå óñëîâèé ñõîäèìîñòè. ×òîáû óñòàíîâèòü èõ äîñòàòî÷íîñòü
íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè íà ñôåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùèõñÿ îïîðíûõ ôóíêöèé âûòåêàåò èõ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.
Ýòî, îäíàêî, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ó÷àñòâóþùèå â äåëå îïîðíûå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâûìè. Â ñàìîì äåëå, åñëè M � âûïóêëûé
êîìïàêò, òî äëÿ ñóáãðàäèåíòà f = ∂HM

∂ξ
(ξ) âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå f ∈ M

(ïîñêîëüêó (f, η− ξ) ≤ HM(η)−HM(ξ) ïî îïðåäåëåíèþ ñóáãðàäèåíòà ∀η,
à (f, ξ) = HM(ξ) ââèäó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè HM(ξ)). Ïîýòîìó, åñëè
ôóíêöèÿ |HM | ≤ C íà åäèíè÷íîé ñôåðå, òî äëÿ ñóáãðàäèåíòà âûïîëíåíà
îöåíêà |f | ≤ C è òàêàÿ æå îöåíêà âûïîëíåíà äëÿ êîíñòàíòû Ëèïøèöà.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2. Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ÿâíîé ôîðìóëå

HD(T )(ξ) = HM(eA∗T ξ) +

∫ T

0

HU(eA∗(T−t)ξ)dt (7.1)

äëÿ îïîðíîé ôóíêöèè îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(T ) äëÿ ñèñòåìû (2.1).
Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ HT (ξ) ìîäèôèöèðîâàííîé îáëàñòè
äîñòèæèìîñòè P (T )D(T ) èìååò âèä

HT (ξ) = HM(ξ+ ⊕ 1
T
F (N, T )∗ξ0 ⊕ eA∗−T ξ−)+

∫ T

0
HU(e−A∗+tξ+ ⊕ 1

T
eA∗0(T−t)F (N, T )∗ξ0 ⊕ eA∗−(T−t)ξ−)dt

(7.2)
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ãäå ξ = ξ+ ⊕ ξ0 ⊕ ξ− � ðàçëîæåíèå (6.5) âåêòîðà ξ ∈ V ∗. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7.2) ñòðåìèòñÿ ê HM(ξ+) ïðè
T → ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fT (t) èíòåãðàíä â (7.2) è ðàçîáüåì èíòåðâàë
èíòåãðèðîâàíèÿ íà òðè ïîäèíòåðâàëà

[0, T ] = [0, εT ] ∪ [εT, (1− ε)T ] ∪ [(1− ε)T, T ] = I+(ε) ∪ I0(ε) ∪ I−(ε).

Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëîé îøèáêè fT (t) ñîâïàäàåò ñ

f+(t) = HU(e−A∗+tξ+),

f0(t) = HU( 1
T

eA∗0(T−t)F (N, T )∗ξ0),

f− = HU(eA∗−(T−t)ξ−)

íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ I+, I0, I−, òàê ÷òî
∫ T

0

fT (t)dt =

∫

I+

f+(t)dt +

∫

I0

f0(t)dt +

∫

I−
f−(t)dt + o(1) (7.3)

ïðè T →∞. Êðîìå òîãî,
∫

Ij

fj(t)dt =

∫ T

0

fj(t)dt + o(1), j = +, 0,− (7.4)

ïðè ε → 0. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
T→∞

∫ T

0

fj(t)dt, j = +, 0,−. (7.5)

Òîò ôàêò, ÷òî

limT→∞
∫ T

0
f+(t)dt =

∫∞
0

HU(e−A∗+tξ+)dt

limT→∞
∫ T

0
f−(t)dt =

∫∞
0

HU(eA∗−tξ−)dt

(7.6)
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âûòåêàåò ïðîñòî èç òîãî, ÷òî èíòåãðàíäàìè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþùèå ôóíêöèè. Èññëåäîâàíèå ïðåäåëà
limT→∞

∫ T

0
f0(t)dt òðåáóåò íåêîòîðûõ ñîîáðàæåíèé èç òåîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé òèïà ëåììû Ðèìàíà�Ëåáåãà.
Â ñàìîì äåëå, ïðîñòðàíñòâî V ∗

0 ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâèòü
ñ ïðîñòðàíñòâîì êâàçèìíîãî÷ëåíîâ âèäà ξ =

∑
pj exp iωjτ , ãäå ôèêñèðîâàíû

÷àñòîòû ωj ∈ R è ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ pj. Ëèíåéíûé îïåðàòîð F (N, T )∗

ïðè ýòîì ïåðåâîäèò âåêòîð ξ =
∑

pj(τ) exp iωjt â F (N, T )∗ξ = 1/T
∑

pj(τ/T ) exp iωjτ ,
à ìàòðèöà exp(A∗t) çàäàåò îïåðàòîð Tt ñäâèãà àðãóìåíòà τ íà t. Ïðåäåë,
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî íàì íóæíî óñòàíîâèòü, ñâîäèòñÿ ê

limT→∞ 1
T

∫ T

0
HU(

∑
pj(τ/T ) exp iωjτ) dτ =

limT→∞
∫ 1

0
HU(

∑
Tt(pj) exp iωjtT ) dt

ßñíî, ÷òî ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ôóíêöèÿ âèäà H(t, φ), φj = ωjtT , íåïðåðûâíàÿ
ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ t ∈ R è φ ∈ Rn/2πZn. Íàì íóæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî äëÿ ôóíêöèé òàêîãî âèäà âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
T→∞

∫ 1

0

H(t, ωtT ) dt. (7.1)

Ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí â ñëó÷àå, êîãäà H(t, φ) = H(φ) (ñì.,
íàïðèìåð, ïåðâîèñòî÷íèê [127] èëè [3] ñ. 251�254). Ê ñ÷àñòüþ, ïðàêòè÷åñêè
òî æå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå èñïîëüçîâàíî â [3] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óïîìÿíóòîãî
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ïðîõîäèò è â íàøåé áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Òàê æå, êàê â [3], âîïðîñ äîñòàòî÷íî ðàçðåøèòü äëÿ ôóíêöèé âèäà
H(t, φ) = a(t) exp i(k, φ), ãäå k ∈ Zn. Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ñ
ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè φ 7→ H(t, φ) êîíå÷íûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
ñóììàìè. Îäíàêî, äëÿ ôóíêöèé âèäà a(t) exp i(k, φ) èíòåðåñóþùèé íàñ
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ïðåäåë ñâîäèòñÿ ê
lim

T→∞

∫ 1

0

a(t) exp(iλtT ) dt,

÷òî ïî ëåììå Ðèìàíà�Ëåáåãà ðàâíî íóëþ, åñëè λ = (k, ω) 6= 0, à åñëè
λ = 0, òî ýòîò ïðåäåë, î÷åâèäíî, åñòü

∫ 1

0
a(t) dt.

Îòìåòèì, ÷òî ññûëêà íà ëåììó Ðèìàíà�Ëåáåãà, ïî ñóùåñòâó, åäèíñòâåííîå
ìåñòî ãäå ðàññóæäåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò èñïîëüçîâàííûõ â [3]. Ýòà ññûëêà
çàìåíåíà òàì ÿâíûì âû÷èñëåíèåì.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì òàêîìó æå âûâîäó, ÷òî è â [3]: �âðåìåííîå
ñðåäíåå� (7.1) ðàâíî �ïðîñòðàíñòâåííîìó�

∫ 1

0

∫

T
H(t, φ) dtdφ,

ãäå T � çàìûêàíèå â òîðå Rn/2πZn ïðÿìîëèíåéíîé îáìîòêè φj = ωjt, à
dφ � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Õààðà íà T .

×òîáû äîêàçàòü ÷àñòü a) òåîðåìû 2 îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðåäåë
limT→∞

∫ T

0
fj(t)dt ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé HΩ′j(ξj) íåêîòîðîãî âûïóêëîãî

òåëà Ω′
j èç ïðîñòðàíñòâà Vj. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

HT (ξ) = HM(ξ+) + HΩ′+(ξ+) + HΩ′0(ξ0) + HΩ′−(ξ−) + o(1) (7.7)

ïðè T →∞. Ïîëîæèì Ω+ = P+M + Ω′
+, Ωj = Ω′

j, j = 0,−. Òîãäà èç (7.7)

âûòåêàåò ÷àñòü b) òåîðåìû 2.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ïðîâîäèòñÿ â àíàëîãè÷íîì ñòèëå è îñíîâàíî

íà ÿâíûõ èíòåãðàëüíûõ ôîðìóëàõ äëÿ ìàòðèö àïïðîêñèìèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ
è ïîñëåäóþùåì ðàçáèåíèè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ.



Ãëàâà 6
Îñîáåííîñòè ãðàíèö îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè è çàäà÷è
íàáëþäàåìîñòè
Èçó÷àþòñÿ îñîáåííîñòè, ò.å., ïîäìíîæåñòâà ãðàíèö îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè,
ãäå ýòè ãðàíèöû ïåðåñòàþò áûòü C1-ãëàäêèìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî
àâòîíîìíûå ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû. Èçó÷àåòñÿ ëîêàëüíîå è ãëîáàëüíîå
ïî âðåìåíè ïîâåäåíèå ýòèõ îñîáåííîñòåé. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ýòèõ âîïðîñîâ
ñ òàê íàçûâàåìûì ñâîéñòâîì ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòè è íà ýòîé îñíîâå
óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îòñóòñòâèÿ îñîáåííîñòåé
(â ëþáîé ïîëîæèòåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè). Ýòè óñëîâèÿ ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè
íàáëþäàåìîñòè Êàëìàíà äëÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé èç èñõîäíîé
ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî
áûâàþò ñëó÷àè êîãäà îñîáåííîñòè èñ÷åçàþò ïî èñòå÷åíèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
èíòåðâàëà âðåìåíè.

1 Ãëàäêèå âûïóêëûå òåëà

Íà÷íåì ñ êðèòåðèÿ îòñóòñòâèÿ C1-îñîáåííîñòåé ó ãðàíèö âûïóêëûõ òåë.
Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì òåë, èìåþùèõ C1-ãëàäêóþ îïîðíóþ
ôóíêöèþ, ò.å. áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûïóêëûå êîìïàêòû Ω â êîíå÷íîìåðíîì
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âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , âíóòðåííîñòü êîòîðûõ íåïóñòà
(âûïóêëûå òåëà), à èõ îïîðíûå ôóíêöèè HΩ(ξ) = supx∈Ω(x, ξ) ÿâëÿþòñÿ
C1-ãëàäêèìè ïî àðãóìåíòó ξ, ïðîáåãàþùåìó äâîéñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
V ∗. Ñêîáêè (x, ξ) â îïðåäåëåíèè îïîðíîé ôóíêöèè îáîçíà÷àþò åñòåñòâåííîå
ñïàðèâàíèå ïðîñòðàíñòâ V è V ∗. Â äàëüíåéøåì, îäíàêî, ïðîñòðàíñòâà
V è V ∗ îáû÷íî îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì Rn, à
óïîìÿíóòûå ñêîáêè ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â Rn. Ìû
íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàêèå-ëèáî òèïû ãëàäêîñòè, âûõîäÿùèå çà C1-
ðàìêè. Ýòîò âîïðîñ òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Íàøåé îñíîâíîé
çàáîòîé ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî ñòðóêòóðà îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè, êîòîðûå
âåñüìà ðåäêî ìîãóò áûòü äàæå C2-ãëàäêèìè. Äëÿ íà÷àëà óòî÷íèì ïîíÿòèå
C1-îñîáåííîñòè. Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåãî ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4 Ëîêàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F ïðîñòðàíñòâà
V íàçûâàåòñÿ C1-ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, åñëè îíî çàäàåòñÿ â âèäå
F = {x ∈ V ′ : φ(x) = 0}, ãäå φ � òàêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè V ′ ìíîæåñòâà F , ÷òî ∂φ

∂x
6= 0 íà F . Åñëè

òî÷êà x ∈ F òàêîâà, ÷òî ìíîæåñòâî F ∩ U ãëàäêîå äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U òî÷êè x, òî òàêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, à â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñîáîé.

Íåñêîëüêî ïðåíåáðåãàÿ òî÷íîñòüþ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïàêò M ñ
íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì åñëè òàêîâà åãî ãðàíèöà ∂M .
Çàìåòèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî îñîáåííîñòåé ëþáîãî ëîêàëüíî çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà F çàìêíóòî, òîãäà êàê ïîäìíîæåñòâî ãëàäêèõ òî÷åê îòêðûòî.
Ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå óòâåðæäåíèå, âåðîÿòíî, õîðîøî èçâåñòíî,
íî äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïðåäëîæåíèå 1 Ãðàíèöà ∂Ω âûïóêëîãî òåëà Ω ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêîé
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû èìååòñÿ
åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà âûïóêëîãî òåëà ëîêàëüíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
êàê ãðàôèê âûïóêëîé ôóíêöèè íàøå óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó.

Óòâåðæäåíèå 2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóáãðàäèåíò (ñì. [17]) ∂f âûïóêëîé
ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì. Òîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
C1-ãëàäêîé.

×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå x 7−→
A(x) = ∂f(x) è çàìåòèì, ÷òî

• Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ V ôóíêöèÿ λ 7−→ (A(x+λy), y) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé,

è ÷òî

• A � ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå, ò.å., (A(x)− A(y), x− y) ≥ 0 ∀x, y.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äîâîëüíî î÷åâèäíîãî îäíîìåðíîãî
âàðèàíòà óòâåðæäåíèÿ 2. Äåéñòâèòåëüíî, (A(x + λy), y) = ∂

∂λ
f(x + λy), à

ñóáãðàäèåíò âûïóêëîé ôóíêöèè φ(λ) = f(x + λy) ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà
λ ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì λ 7−→ [φ′(λ− 0), φ′(λ + 0)], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íûì òîëüêî åñëè φ′ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðèâåäåííîé íèæå âûêëàäêè. À èìåííî,
ïî îïðåäåëåíèþ ñóáãðàäèåíòà ïîëó÷àåì

(A(y), x− y) ≥ f(y)− f(x) ≥ (A(x), x− y). (1.1)
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Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå A íåïðåðûâíî. Äåéñòâèòåëüíî,
ýòî îòîáðàæåíèå ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî â ñèëó íåðàâåíñòâà

f(x + h)− f(x) ≥ (A(x), h) ≥ f(x)− f(x− h),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

sup
x∈B(ε)

|A(x)| ≤ (1/δ) sup
y∈B(ε+δ)

|f(y)|,

ãäå ÷åðåç B(r) îáîçíà÷åí øàð ðàäèóñà r, à ε, δ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî åñëè èìååòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xj → x,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(xj) ñõîäèòñÿ ê âåêòîðó A∗, òî A∗ = A(x).
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (A(xj)−A(y), xj−y) ≥ 0 ïîëó÷èì, ÷òî
(A∗ − A(y), x− y) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y. Ïîëàãàÿ y = x + λh, λ > 0

ìû âèäèì, ÷òî (A∗ − A(x + λh), h) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h. Íî óæå
äîêàçàíî, ÷òî (A(x + λh), h) → (A(x), h) ïðè λ → 0, (A∗ − A(x), h) ≥ 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h è, ñëåäîâàòåëüíî, A∗ = A(x).
Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü ðàáî÷èé êðèòåðèé ãëàäêîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü îïîðíàÿ ôóíêöèÿ HΩ(ξ) âûïóêëîãî òåëà Ω ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ξ 6= 0. Òîãäà ãðàíèöà ∂Ω òåëà Ω ÿâëÿåòñÿ
C1-ãëàäêîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èç óñëîâèÿ

∂HΩ

∂ξ
(ξ′) =

∂HΩ

∂ξ
(ξ′′) ñëåäóåò, ÷òî ξ′ = λξ′′, λ > 0. (1.2)

Çàìå÷àíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè ìíîæåñòâî Ω � íåîñîáîå åñëè è òîëüêî åñëè
èç ∂HΩ

∂ξ
(ξ′) = ∂HΩ

∂ξ
(ξ′′) ñëåäóåò ÷òî âåêòîðû ξ′, ξ′′ ñôåðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

×òîáû äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî îòîáðàæåíèå
f : ξ 7−→ ∂HΩ

∂ξ
(ξ) ïåðåâîäèò åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn−1 = {ξ ∈ V ∗ = Rn :
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|ξ| = 1} â ãðàíèöó ∂Ω. Â ñàìîì äåëå, âåêòîð ∂HΩ

∂ξ
(ξ) ëåæèò â îïîðíîé

ãèïåðïëîñêîñòè {y ∈ V : (ξ, y) = HΩ(ξ)} ââèäó òîæäåñòâà Ýéëåðà è
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ω â ñèëó ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà: (∂HΩ

∂ξ
(ξ), η) ≤

HΩ(η), ∀η. Ýòî íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìàñêèðîâàííóþ ôîðìó
áîëåå èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà HΩ(ξ)+(∂HΩ

∂ξ
(ξ), η− ξ) ≤ HΩ(η), â òî÷íîñòè

âûðàæàþùåãî âûïóêëîñòü îïîðíîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ξ 7−→ ∂HΩ

∂ξ
(ξ)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 = {ξ ∈
V ∗ = Rn : |ξ| = 1} â ∂Ω. Âî âñÿêîì ñëó÷àå ξ çàäàåò îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü
ê ∂Ω â òî÷êå ∂HΩ

∂ξ
(ξ). Ïîýòîìó, åñëè óñëîâèå (1.2) íå âûïîëíåíî, òî ïîëó÷àþòñÿ

äâå ðàçëè÷íûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè {(ξ′, y) = HΩ(ξ′)} è {(ξ′′, y) =

HΩ(ξ′′)} â îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êå ∂HΩ

∂ξ
(ξ′) = ∂HΩ

∂ξ
(ξ′′), êîòîðàÿ, òåì ñàìûì,

íå ìîæåò áûòü ãëàäêîé â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Íàîáîðîò,
åñëè óñëîâèå (1.2) âûïîëíåíî, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
g : ∂Ω → Sn−1, îáðàòíîå ê f , êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå x ∈
∂Ω îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü â ýòîé òî÷êå. (Â ñàìîì äåëå, èíúåêòèâíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äâóõ êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññîâ ãîìîëîãèé
(ñì, íàïðèìåð, [96]).)

Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ ∂Ω èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ
îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Ýòî óòâåðæäåíèå, îäíàêî, î÷åâèäíûì îáðàçîì
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.
Ïóñòü φ � òàêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî èìååòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
x 7−→ A(x) ∈ ∂φ(x) âî âñåõ òî÷êàõ x. Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ C1-ôóíêöèåé è
A(x) = ∂φ(x).
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Äåéñòâèòåëüíî ñîîáðàæåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ
(2), ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ φ � äèôôåðåíöèðóåìà
ïî Ãàòî, à åå äèôôåðåíöèàë Ãàòî ñîâïàäàåò ñ A è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâåí.
Ïîýòîìó, â ñèëó õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû àíàëèçà (ñì, íàïðèìåð, [120])
ïîëó÷àåì, ÷òî φ ∈ C1 è äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ïðåäëîæåíèå 2 äåëàåò åñòåñòâåííûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5 Âåêòîð ξ′ íàçûâàåòñÿ îñîáîé (ñèíãóëÿðíîé) íîðìàëüþ
ê ìíîæåñòâó Ω åñëè óñëîâèå (1.2) äëÿ íåãî íå âûïîëíåíî.

Çàìå÷àíèå. Èç èñïîëüçîâàííîé âûøå òåîðèè ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññîâ
ãîìîëîãèé ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ξ 7−→ ∂HΩ

∂ξ
(ξ) âñåãäà ñþðúåêòèâíî,

äàæå åñëè óñëîâèå (1.2) íå âûïîëíåíî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî îòîáðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ïîñêîëüêó ïðîîáðàç ëþáîé
òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå âûïóêëîãî êîíóñà â Rn ñ Sn−1 è,
ïîòîìó, ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì. Òåì ñàìûì, îòîáðàæåíèå ξ 7−→ ∂HΩ

∂ξ
(ξ)

çàäàåò ïàðàìåòðèçàöèþ ãðàíèöû ∂Ω.

2 Ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû

Òåïåðü çàéìåìñÿ îáëàñòÿìè äîñòèæèìîñòè àâòîíîìíûõ ëèíåéíûõ óï-
ðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà

ẋ = Ax + Bu, u ∈ U, x(0) = 0 (2.1)

ãäå x ∈ V, u ∈ U ⊂ W , W � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à
A è B �ôèêñèðîâàííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû (ìàòðèöû). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî U � ñòðîãî ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî â ïðîñòðàíñòâå W. Ýòî ïî îïðåäåëåíèþ
îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ h(η) = HU(η) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.
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Óòâåðæäåíèå 3 Ôóíêöèÿ h äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó âíå íà÷àëà
êîîðäèíàò, à åå ãåññèàí ∂2h/∂η2(η) çàäàåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê âåêòîðó η.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò óñëîâèå 1.2 èç ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà è, ïîòîìó, ãðàíèöà ∂U ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Íàøà êîíå÷íàÿ öåëü � èçó÷åíèå îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè D(t) äëÿ
ñèñòåìû (2.1), íî íà÷íåì ìû ñ âû÷èñëåíèÿ ∂2h/∂η2 â òî÷êå 0. Ðàçóìååòñÿ,
ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå è äîëæíà ïîíèìàòüñÿ
êàê îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3 Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ∂2h/∂η2 (ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé íà ïðîñòðàíñòâå
W , ÷üÿ ñèíãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòà ñîâïàäàåò ñ

(

∫

{h(η)=1}
∂h/∂η ⊗ ∂h/∂η dσ(η)) δ. (2.2)

(Çäåñü δ îáîçíà÷àåò δ-ôóíêöèþ Äèðàêà ñ íîñèòåëåì â íà÷àëå êîîðäèíàò,
∂h/∂η ⊗ ∂h/∂η ýòî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà w 7−→ (∂h/∂η(η), w)2, à dσ(η)

� ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà ïîëÿðû U◦ = {η ∈ W : h(η) = 1} ìíîæåñòâà U.)

Â ñèëó òåîðåìû Ñòîêñà äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëà

I = limε→0[−
∫

B(ε)
(∂h/∂η(η), w)(∂φ/∂η(η), w)dη+

∫
∂B(ε)

(∂h/∂η(η), w)φ(w)iw(dη)]
(2.3)

äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè φ, ãäå B(ε) � øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â
íóëå è iw(dη) îáîçíà÷àåò âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå (ñâåðòêó) âåêòîðà w ñ
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ôîðìîé îáúåìà dη = dη1 ∧ . . . ∧ dηm. ßñíî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí âûðàæåíèÿ
(2.3) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òîãäà êàê âòîðîé ñõîäèòñÿ ê

φ(0) lim
ε→0

∫

∂B(ε)

(∂h/∂η(η), w)iw(dη). (2.4)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ε è, êðîìå òîãî, ïîâåðõíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
∂B(ε) ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîé ãîìîëîãè÷íûé öèêë â W\{0}, â ÷àñòíîñòè,
íà ïîëÿðó U◦ = {η ∈ W : h(η) = 1}. ßñíî, îäíàêî, ÷òî îãðàíè÷åíèå
ôîðìû iw(dη) íà ïîâåðõíîñòü U◦ ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé (∂h/∂η(η), w)dσ(η).
Ïîýòîìó

limε→0

∫
B(ε)

h(η)∂2φ/∂η2(η)(w,w)dη =

φ(0)
∫
{h(η)=1}(∂h/∂η(η), w)2 dσ(η)

è âñå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå äëÿ íàñ îáñòîÿòåëüñòâî, ñâÿçàííîå ñ
ôîðìóëîé (2.2) ñîñòîèò â òîì, ÷òî

∫
{h(η)=1} ∂h/∂η ⊗ ∂h/∂η dσ(η)(w, w) =

∫
{h(η)=1}(∂h/∂η(η), w)2 dσ(η)

åñòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Òåïåðü íàïîìíèì ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D(T )

ýòî ìíîæåñòâî êîíöîâ x(T ) äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé t 7−→ x(t) ñèñòåìû
(2.1) (ñòàðòóþùèõ èç íóëÿ). Ëþáîå òàêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
êîìïàêòîì. Â äàëüíåéøåì ìû ðàáîòàåì èñêëþ÷èòåëüíî ñ îïîðíûìè ôóíêöèÿìè
ìíîæåñòâ D(T ). Ïîýòîìó, ñëåäóþùåå õîðîøî èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà âàæíûì.
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Ïðåäëîæåíèå 4 Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ξ 7−→ HD(T )(ξ) îáëàñòè äîñòèæèìîñòè
D(T ) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

HD(T )(ξ) =

∫ T

0

h(B∗eA∗tξ)dt, (2.5)

ãäå h � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà U äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, à ∗
îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå îïåðàòîðîâ (òðàíñïîíèðîâàíèå).

Äåéñòâèòåëüíî, HD(T )(ξ) åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, sup(x(T ), ξ), ãäå sup áåðåòñÿ
ïî âñåì äîïóñòèìûì òðàåêòîðèÿì. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Êîøè x(T ) =

∫ T

0
eA(T−t)Bu(t)dt

è
sup(x(T ), ξ) = sup

∫ T

0
(eA(T−t)Bu(t), ξ)dt =

sup
∫ T

0
(u(t), B∗eA∗(T−t)ξ)dt.

Òåîðåìà îá èçìåðèìîì âûáîðå ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü sup ïîä çíàê èíòåãðàëà
è òîãäà ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñâåäåòñÿ ê

∫ T

0
h(B∗eA∗(T−t)ξ)dt =

∫ T

0
h(B∗eA∗tξ)dt.¤

Ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî D(T ) � âûïóêëîå òåëî. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ýòî óñëîâèå ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. À èìåííî,
îíî ýêâèâàëåíòíî

• Óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû

ẋ = Ax + Bu, u ∈ W, (2.6)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò (2.1) òîëüêî òåì, ÷òî ìíîæåñòâî U çàìåíåíî
íà W. (Èíûìè ñëîâàìè, ëþáûå äâå òî÷êè V ìîæíî ñîåäèíèòü äîïóñòèìîé
òðàåêòîðèåé.)

• Íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû

ξ̇ = A∗ξ

η = B∗ξ.
(2.7)



Îñîáåííîñòè ãðàíèö 143

(Èíûìè ñëîâàìè, ξ-òðàåêòîðèþ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî η-òðàåêòî-
ðèè.)

• Óñëîâèþ Êàëìàíà: ñîñòàâíàÿ ìàòðèöà

(B, AB, . . . , An−1B) (2.8)

èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã n = dim V, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
ñîñòàâíàÿ ìàòðèöà

(B∗, B∗A∗, . . . , B∗A∗(n−1)) (2.9)

èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã n = dim V.

• Ëþáîå A-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V , ñîäåðæàùåå BW ñîâïàäàåò
ñ V.

• È òàê äàëåå . . .

Ýòè ýêâèâàëåíòíûå äîïóùåíèÿ íå îãðàíè÷èâàþò îáùíîñòü ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì, ïîñêîëüêó, åñëè îíè íå âûïîëíÿþòñÿ, ìîæíî çàìåíèòü ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî V íà åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, ãäå ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíåíû.

Â ëþáîì ñëó÷àå, òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà.

3 Ñôåðè÷åñêàÿ è ïðîåêòèâíàÿ íàáëþäàåìîñòü

Îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ î ãëàäêîñòè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè òåñíî ñâÿçàí ñ
íåêîòîðûìè çàäà÷àìè î íàáëþäàåìîñòè. Ïðèìåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 6 Ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêè íàáëþäàåìîé íà
âðåìåííîì èíòåðâàëå T åñëè è òîëüêî åñëè ìîæíî âîññòàíîâèòü ñôåðè÷åñêèé
êëàññ ξ-òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.7) ïî ñôåðè÷åñêîìó êëàññó η-òðàåêòîðèè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè η1(t) è η2(t) � äâå òàêèå η-òðàåêòîðèè ñèñòåìû
(2.7), ÷òî η1(t) = λ(t)η2(t), λ̇ > 0, ïðè t ∈ T , òî ξ1(t) = µ(t)ξ2(t),µ > 0,

ïðè t ∈ T èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî âîññòàíîâèòü òðàåêòîðèþ
ξ/|ξ| ïî η/|η|.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå ïðîåêòèâíîé
íàáëþäàåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7 Ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíî íàáëþäàåìîé
åñëè è òîëüêî åñëè ìîæíî âîññòàíîâèòü ïðîåêòèâíûé êëàññ ξ-òðà-
åêòîðèè ñèñòåìû (2.7) ïî ïðîåêòèâíîìó êëàññó η-òðàåêòîðèè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè η1(t) è η2(t) � äâå òàêèå η-òðàåêòîðèè ñèñòåìû
(2.7), ÷òî η1(t) = λ(t)η2(t), òî ξ1(t) = µ(t)ξ2(t).

Çàìå÷àíèå. Ìû íå óêàçûâàåì èíòåðâàë T âî âòîðîì îïðåäåëåíèè, ïîñêîëüêó
ïðîåêòèâíûå êëàññû ξ- è η-òðàåêòîðèé ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
âðåìåíè è ïðèíöèï àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè
ýòè êëàññû ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, òî îíè ñîâïàäàþò âñþäó.
Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ñôåðè÷åñêèå òðàåêòîðèè ξ/|ξ|(t) è η/|η|(t), âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàçðûâíû. Îáû÷íî îíè ìåíÿþò çíàê â íóëÿõ èñõîäíîé òðàåêòîðèè.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìíîæèòåëè µ(t) â îáîèõ îïðåäåëåíèÿõ, â äåéñòâèòåëüíîñòè,
íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t åñëè èìååò ìåñòî íàáëþäàåìîñòü.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
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Òåîðåìà 1. Îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D(T ) ñèñòåìû (2.1) ÿâëÿåòñÿ C1-
ãëàäêîé åñëè è òîëüêî åñëè ýòà ñèñòåìà ñôåðè÷åñêè íàáëþäàåìà íà
èíòåðâàëå âðåìåíè [0, T ].

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàçäåëà 6.1 äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà
î ãëàäêîñòè íóæíî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå ξ 7−→ ∂HD(T )

∂ξ
(ξ) =

∫ T

0
∂h
∂ξ

(B∗eA∗tξ)dt

è âûÿñíèòü êîãäà îíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî. Èìååì
(

∂H
∂ξ

(ξ + ζ)− ∂H
∂ξ

(ξ), ζ
)

=

∫ 1

0

∫ T

0
∂2h
∂ξ2 (B∗eA∗t(ξ + τζ))(ζ(t), ζ(t))dtdτ,

(3.1)

ãäå H = HD(T ), ζ(t) = B∗eA∗tζ. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ

∂2h

∂ξ2
(B∗eA∗t(ξ + τζ))(ζ(t), ζ(t))

� ýòî ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé
åñëè ëèáî

• òðàåêòîðèÿ B∗eA∗tζ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíîé êðèâîé
B∗eA∗t(ξ + τζ) 6= 0, ∀τ ∈ [0, 1],

ëèáî

• âåêòîð B∗eA∗tζ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü åñëè B∗eA∗t(ξ+τζ) îáðàùàåòñÿ
â íóëü ∀τ ∈ [0, 1].

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (3), à ïîñëåäíåå èç çàìå÷àíèÿ
ïîñëå ïðåäëîæåíèÿ (3).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ∂HD(T )

∂ξ
(ξ+ζ) =

∂HD(T )

∂ξ
(ξ). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ (3.1) ðàâíà íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî,
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• òðàåêòîðèÿ B∗eA∗tζ ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíà

B∗eA∗t(ξ + τζ) 6= 0, ∀τ ∈ [0, 1]

è

• âåêòîð B∗eA∗tζ îáðàùàåòñÿ â íóëü åñëè B∗eA∗t(ξ + τζ) îáðàùàåòñÿ
â íóëü äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ [0, 1].

Ïîýòîìó, ñôåðè÷åñêèé êëàññ âåêòîðîâ B∗eA∗t(ξ + τζ) íå çàâèñèò îò
τ ∈ [0, 1]. Â ÷àñòíîñòè, ñôåðè÷åñêèé êëàññ âåêòîðîâ B∗eA∗t(ξ) è B∗eA∗t(ξ+

ζ) îäèí è òîò æå ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Åñëè ñèñòåìà (2.1) ñôåðè÷åñêè
íàáëþäàåìà, òî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âåêòîðû ξ è ξ+ζ èìåþò îäèíàêîâûé
ñôåðè÷åñêèé êëàññ. Ïðåäëîæåíèå (2) òåïåðü ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
D(T ) � ãëàäêîå.
Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñôåðè÷åñêèé êëàññ âåêòîðîâ B∗eA∗t(ξ) è
B∗eA∗t(ξ + ζ) ñîâïàäàåò ïðè t ∈ [0, T ]. Òîãäà

∂HD(T )

∂ξ
(ξ) =

∫ T

0
∂h
∂ξ

(B∗eA∗tξ)dt =

∫ T

0
∂h
∂ξ

(B∗eA∗t(ξ + ζ))dt =
∂HD(T )

∂ξ
(ξ + ζ)

è åñëè ìíîæåñòâî D(T ) � ãëàäêîå, òî èç ïðåäëîæåíèÿ (2) âûòåêàåò, ÷òî
ñôåðè÷åñêèå êëàññû âåêòîðîâ ξ è ξ+ζ îäèíàêîâûå. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå,
îäíàêî, î÷åâèäíî ýêâèâàëåíòíî ñôåðè÷åñêîé íàáëþäàåìîñòè.

Íà ñàìîì äåëå âîïðîñ î ñôåðè÷åñêîé íàáëþäàåìîñòè � äîâîëüíî
òîíêèé. Îí ðîäñòâåí êëàññè÷åñêîìó àíàëèòè÷åñêîìó âîïðîñó î âîññòàíîâëåíèè
êâàçèïîëèíîìà ïî èçâåñòíîìó ìíîæåñòâó åãî íóëåé íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå.
Îòâåò ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ïðîòÿæåííîñòè èíòåðâàëà. Íèæå



Îñîáåííîñòè ãðàíèö 147

ìû ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå áûâàåò è ó îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè:
îíè ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè äëÿ ìàëûõ âðåìåí è ñòàíîâèòüñÿ ãëàäêèìè
ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Âîïðîñ î ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòè çíà÷èòåëüíî ïðîùå. Îí ñêîðåå
àëãåáðàè÷åñêèé, ÷åì àíàëèòè÷åñêèé. Ñâÿçü ìåæäó ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòüþ
è ãëàäêîñòüþ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ïðîÿñíÿåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(t) ñèñòåìû (2.1) ÿâëÿþòñÿ C1-
ãëàäêèìè ∀t > 0 åñëè è òîëüêî åñëè ýòà ñèñòåìà ïðîåêòèâíî íàáëþäàåìà.

Ââèäó ïðåäøåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ýòî óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó
ôàêòó. Ìîæíî âîññòàíîâèòü ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðîñòîê ïðè t = 0

ñôåðè÷åñêîãî êëàññà êðèâîé t 7−→ B∗eA∗tξ ïî íàáëþäåíèþ çà ïðîåêòèâíûì
êëàññîì ýòîé êðèâîé. Ýòî òàê, ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî è
ñôåðà ëîêàëüíî èçîìîðôíû, à ñôåðè÷åñêèé êëàññ êðèâîé t 7−→ B∗eA∗tξ

íåïðåðûâåí äëÿ ìàëûõ t > 0.
×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé

ñëó÷àé ñèñòåìû (2.1) êîãäà ïðîñòðàíñòâî W îäíîìåðíî. Òîãäà ïðîåêòèâíîå
ïðîñòðàíñòâî PW ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé è óñëîâèå ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòè
íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî îáëàñòè äîñòèæèìîñòè
D(t) äîëæíû èìåòü îñîáåííîñòè ïðè ìàëûõ t > 0. Ýòî êëàññè÷åñêèé ðå-
çóëüòàò À. Ì. Ôîðìàëüñêîãî [59], ïîñëóæèâøèé èñõîäíîé òî÷êîé äëÿ
äàííîé ðàáîòû.

4 Êðèòåðèé Êàëìàíà äëÿ ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïåðåôîðìóëèðîâêå óñëîâèÿ ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòè
íà áîëåå ïðîñòîì ÿçûêå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ íàáëþäàåìîñòü
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äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé íàáëþäàåìîñòüþ äëÿ íåêîòîðîé
ëèíåéíîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé èç ñèñòåìû (2.1) ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíûõ
êîíñòðóêöèé ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ âíåøíþþ ñòåïåíü Ṽ = ∧2V ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
V . Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæàò ôîðìàëüíûå
ñóììû

∑
λi(v

′
i∧ v′′i ), ãäå v′i, v

′′
i ∈ V, λi ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

(v′ + v′′)∧ v′′′ = v′∧ v′′′ + v′′∧ v′′′, (λv′)∧ v′′′ = λ(v′∧ v′′′) and v′∧ v′′ =

−v′′∧ v′. Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî W̃ = ∧2W. Îïåðàòîð
B̃ = ∧2B : W̃ −→ Ṽ îïðåäåëåí ðàâåíñòâàìè B̃(x ∧ y) = Bx ∧ By, à
îïåðàòîð Ã : Ṽ −→ Ṽ çàäàí ðàâåíñòâîì Ã(x ∧ y) = Ax ∧ y + x ∧ Ay.

Ìîæíî îáðàçîâàòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = Ãx + B̃u, x ∈ Ṽ , u ∈ W̃ , (4.1)

àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìå (2.6).
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà ñëåäóþùèé.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà (2.1) ïðîåêòèâíî íàáëþäàåìà â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà (4.1) � óïðàâëÿåìàÿ.

Èìïëèêàöèÿ ñèñòåìà (4.1) óïðàâëÿåìà ⇒ñèñòåìà (2.1) ïðîåêòèâíî
íàáëþäàåìà äîêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ìû íà÷íåì
ñ íåå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v′i, ξ

′′ � òàêèå íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà
V ∗, ÷òî âåêòîðû B∗eA∗tξ′, B∗eA∗tξ′′ êîëëèíåàðíû. Ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò,
÷òî âåêòîð ξ′ ∧ ξ′′ ∈ ∧2V ∗ � íåíóëåâîé, òîãäà êàê η̃(t) = B∗eA∗tξ′ ∧
B∗eA∗tξ′′ ≡ 0. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ýòîò âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

˙̃
ξ = Ã∗ξ̃

η̃ = B̃∗ξ̃.
(4.2)
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êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, íå ìîæåò áûòü íàáëþäàåìîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà (4.1) íå óïðàâëÿåìà. Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü èìïëèêàöèþ ñèñòåìà
(2.1) ïðîåêòèâíî íàáëþäàåìà⇒ ñèñòåìà (4.1) óïðàâëÿåìà. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî Sproj òàêèõ ïàð (A,B), ÷òî ñèñòåìà (2.1) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî
íàáëþäàåìîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî S ′ ⊂ Sproj, ñîñòîÿùåå èç
òàêèõ ïàð (A,B), ÷òî ñïåêòð {λi} ìàòðèöû A âåùåñòâåííûé è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ λi + λj = λk + λl ⇒ {ij} = {kl} ïëîòíî â in Sproj â òîïîëîãèè
Çàðèññêîãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SK ìíîæåñòâî òàêèõ ïàð (A,B), ÷òî ñèñòåìà
(4.1) � íå óïðàâëÿåìàÿ, à ÷åðåç S ′′ ⊂ SK ïëîòíîå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâî,
ãäå âûïîëíåíû óêàçàííûå âûøå ñïåêòðàëüíûå óñëîâèÿ. Óæå äîêàçàíî,
÷òî Sproj ⊂ SK . Ìû óñòàíîâèì �îáðàòíîå� íåðàâåíñòâî S ′′ ⊂ S ′ è òåì
ñàìûì äîêàæåì, ÷òî Sproj = SK ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Sproj, SK çàìêíóòû
â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (A,B) ∈ S ′′. Òîãäà,
åñëè {ej ∈ V ∗} � ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A∗, òî
ìíîæåñòâî {ei ∧ ej} åñòü ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà
Ã∗. Åñëè (A,B) ∈ S ′′, òî íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð ξ̃ ∈ Ṽ ∗ = ∧2V ∗, ÷òî
B̃∗e eA

∗tξ̃ ≡ 0. Åñëè ξ̃ =
∑

aijei ∧ ej, òî B̃∗e eA
∗tξ̃ =

∑
aijB̃

∗e(λi+λj)tei ∧ ej.
Ïîýòîìó, B̃∗e(λi+λj)tei ∧ ej ≡ 0 äëÿ ëþáûõ òàêèõ èíäåêñîâ i, j, ÷òî aij 6=
0. Åñëè ìû âûáåðåì òàêóþ ïàðó {ij}, ÷òî aij 6= 0, òî òîãäà âåêòîðû
B∗eA∗tei, B∗eA∗tej êîëëèíåàðíû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (A,B) ∈
S ′.
Ýòà òåîðåìà, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå îáëàñòè äîñòèæèìîñòè äëÿ
ñèñòåìû (2.1) îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè åñëè dimW > 1. Ìû
óæå âèäåëè, ÷òî ýòî íå òàê â ñëó÷àå dimW = 1.
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5 Ãëàäêèå ïðåäåëû îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè îñîáåííîñòåé îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè D(T ) ïðè T →∞. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì òåîðèþ ïðåäåëüíûõ
ôîðì îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè, ðàçâèòóþ â [112] (ñì. ãëàâó 5). Íàøå èçëîæåíèå
íåñêîëüêî áîëåå îáùåå, ÷åì â [112]: ìû íå îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íûõ âûïóêëûõ òåë ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàêîå îáîáùåíèå
â äåéñòâèòåëüíîñòè íå òðåáóåò êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â
óòâåðæäåíèÿõ è äîêàçàòåëüñòâàõ ðàáîòû [112].

Îïðåäåëåíèå 8 Ôîðìîé Sh(Ω) âûïóêëîãî òåëà Ω ⊂ V íàçûâàåòñÿ
îðáèòà Aff(V )Ω â ïðîñòðàíñòâå âûïóêëûõ òåë ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû
îáðàòèìûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè îòîæäåñòâèòü âñå òåëà, ïîëó÷àåìûå èç îäíîãî
ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû è ñäâèãà, òî ïîëó÷èòñÿ
ôîðìà ýòîãî òåëà.

Ìíîæåñòâî ôîðì S âûïóêëûõ òåë ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì, ìåòðèêà êîòîðîãî èíäóöèðîâàíà òàê íàçûâàåìûì ðàññòîÿíèåì
Áàíàõà�Ìàçóðà:

ρ(Ω1, Ω2) = log(t(Ω1, Ω2)t(Ω2, Ω1)),

ãäå Ω1, Ω2 ∈ V � òàêèå òåëà, ÷òî Ω1 ∩ Ω2 èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü,
à t(Ω1, Ω2) = inf{t ≥ 1; tΩ1 ⊃ Ω2}.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè ïðåäåëüíûõ ôîðì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôîðìû
îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè D(T ) âñåãäà ñõîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå S ê îïðåäåëåííîìó
ïðåäåëó D(∞) ïðè T →∞ è ýòîò ïðåäåë äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå ñïåöèàëüíîãî
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âèäà. À èìåííî, èç èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1) ìîæíî ïîëó÷èòü òðè ñâÿ-
çàííûå ñ íåé ñèñòåìû

ẋi = Aixi + Biui, ui ∈ U, xi(0) = 0 (i = +, 0,−) (5.1)

ãäå xi ∈ Vi,
A = A+ ⊕ A0 ⊕ A− (5.2)

� êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà A íà íåóñòîé÷èâóþ, íåéòðàëüíóþ
è óñòîé÷èâóþ êîìïîíåíòû (â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêàìè âåùåñòâåííûõ
÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé),

V = V+ ⊕ V0 ⊕ V− (5.3)

� ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà V ; Ui = PiU , Mi = PiM ,
ãäå Pi : V → Vi � åñòåñòâåííûé ïðîåêòîð. Çàìåòèì , ÷òî âñå ñèñòåìû
(5.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ óïðàâëÿåìîñòè Êàëìàíà.

Òîãäà êà÷åñòâåííûé âàðèàíò îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà [112] ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 4. Ïðåäåëüíàÿ ôîðìà D̄(∞) = lim
T→∞

Sh(D(t)) îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè
D(T ) ñóùåñòâóåò (â ïðîñòðàíñòâå S) è ðàñùåïëÿåòñÿ

D̄(∞) = D̄+(∞)⊕ D̄0(∞)⊕ D̄−(∞) (5.4)

â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèÿìè (5.1)�(5.3). Çäåñü Di(∞) � ïðåäåëüíàÿ
ôîðìà îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû (5.1).

Çàìåòèì, ÷òî èç-çà ðàçëîæåíèÿ (5.4) ñàìà ôîðìà D̄(∞) íå ìîæåò áûòü
ãëàäêîé åñëè â (5.4) ïðèñóòñòâóåò áîëåå îäíîãî ñëàãàåìîãî. Åå ãðàíèöà
ïðè ýòîì èìååò îñîáåííîñòü òèïà óãëà. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ôîðìà âûïóêëîãî
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òåëà ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î åãî îñîáåííîñòÿõ, åñòåñòâåííî äóìàòü,
÷òî îñîáåííîñòè ôîðìû D̄(∞) òåñíî ñâÿçàíû ñ îñîáåííîñòÿìè D(T ) ïðè
áîëüøèõ T . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
òàê, åñëè â ðàçëîæåíèè (5.4) ïðèñóòñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå.

Òåîðåìà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè (5.4) ïðèñóòñòâóåò åäèíñòâåííîå
ñëàãàåìîå. Òîãäà îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(T ) ÿâëÿþòñÿ C1-ãëàäêèìè
ïðè áîëüøèõ T åñëè è òîëüêî åñëè ïðåäåëüíàÿ ôîðìà D(∞) � ãëàäêàÿ.

Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. ñî ñëåäóþùåãî îáùåãî ïðèíöèïà
êîìïàêòíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 4 Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî Ω(T ), T ≥ 0 òàêèõ âûïóêëûõ
òåë, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà

S(T ) ⊂ Sn−1

ñèíãóëÿðíûõ íîðìàëåé (ñì. îïðåäåëåíèå 5) îáðàçóþò óáûâàþùóþ ñèñòåìó
ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò T0, ÷òî S(T )

ïóñòî ïðè T ≥ T0.

Ýòî ÿñíî, ïîñêîëüêó S(T ) � êîìïàêò.
Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 1..

Òåîðåìà 6. Ïðåäåëüíàÿ ôîðìà Di(∞), ãäå i ýòî ëèáî +, 0, ëèáî −
ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñèñòåìà (5.1) ñôåðè÷åñêè íàáëþäàåìà íà èíòåðâàëå [0,∞). Ïîñëåäíåå
óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñôåðè÷åñêîé íàáëþäàåìîñòè íà èíòåðâàëå [0, T ],
ãäå âðåìÿ T äîñòàòî÷íî âåëèêî.
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Ê ñîæàëåíèþ, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 6. íóæíî èñïîëüçîâàòü äåòàëè
êîíñòðóêöèè ïðåäåëüíîé ôîðìû Di(∞). Â ñâîåé îñíîâå äîêàçàòåëüñòâî
âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòó òåîðåìó
óñòàíîâëåííîé.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü äîñòèæèìîñòè D(T ) � ãëàäêàÿ ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ T . Ñîãëàñíî òåîðåìå 1. ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñèñòåìà (2.1) ñôåðè÷åñêè íàáëþäàåìà íà èíòåðâàëå [0, T ]. Â ÷àñòíîñòè,
âñå ñèñòåìû (5.1) äîëæíû áûòü ñôåðè÷åñêè íàáëþäàåìûìè íà ýòîì èíòåðâàëå.
Â ñèëó òåîðåìû 6., ïðåäåëüíàÿ ôîðìà D(∞) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôîðìà D(∞) = Dj(∞) ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 6., ñèñòåìà (5.1), ñîâïàäàþùàÿ ñ (2.1)
äîëæíû áûòü ñôåðè÷åñêè íàáëþäàåìûìè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [0, T ].
Åñëè îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(T ) íå ÿâëÿþòñÿt C1-ãëàäêèìè äëÿ ëþáîãî
T, òî, ââèäó òåîðåìû 1., ñèñòåìà (2.1) íå ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè íàáëþäàåìîé
è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

6 Ïðîïàäàþùèå îñîáåííîñòè

Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ñèñòåìû (2.1), ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(T ) èìåþò îñîáåííîñòè äëÿ ìàëûõ âðåìåí T è
ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ T . Èìåííî òàê îáñòîèò äåëî,
åñëè A � íåéòðàëüíàÿ ìàòðèöà �îáùåãî ïîëîæåíèÿ�, à ñèñòåìà (2.1) èìååò
âèä form

ẋ = Ax + bu, b ∈ V, |u| ≤ 1. (6.1)

Çäåñü, îáùíîñòü ïîëîæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû A èìååò âèä

SpecA = {±iωj, ω > 0, j = 1, ..., n = dimV/2} (6.2)
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è ÷òî
n∑

i=1

miωi 6= 0, åñëè (m1, . . . mn) 6= 0 ∈ Zn. (6.3)

Äðóãèìè ñëîâàìè, (6.1) � êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà áåç ðåçîíàíñîâ. Òîãäà
ïðåäåëüíàÿ ôîðìà D(∞) îáëàñòè äîñòèæèìîñòè ìîæåò áûòü îïèñàíà
ñëåäóþùåé îïîðíîé ôóíêöèåé

H(ξ) =

∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

|
∑

|ξi| cos φi| dφ1 . . . dφn,

ãäå ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü ëþáîå òåëî
Ω, ôîðìîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ D̄(∞), òî ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì
T : V ∗ → Cn, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ HΩ(η) = H(Tη). Ìû óæå çíàåì,
÷òî îáëàñòè äîñòèæèìîñòè D(t) ñèñòåìû (6.1) èìåþò îñîáåííîñòè ïðè
ìàëûõ âðåìåíàõ t (ñì. [59] è ðàçäåë 6.3). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî îáëàñòè
äîñòèæèìîñòè D(T ) � ãëàäêèå ïðè áîëüøèõ T , íóæíî, â ñèëó òåîðåì
5. è 6., ïîêàçàòü ÷òî ñèñòåìà (6.1) ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè íàáëþäàåìîé íà
áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ýòî î÷åâèäíî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.
Ôóíêöèÿ âèäà t 7→ Re

∑
ξj exp iωjt, ξj ∈ C îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè íóëÿìè íå÷åòíîãî
ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N òàêèõ âåêòîðîâ z(t) ∈ Cn ñ êîìïîíåíòàìè
zj = exp−iωjt, ÷òî

(ξ, z(t)) = Re
∑

ξj exp iωjt = 0.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî çàìûêàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
N1 òàêèõ âåêòîðîâ z ∈ Cn ñ êîìïîíåíòàìè zj = exp−iφj, φj ∈ R, ÷òî
(ξ, z) = 0.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

N2 = N1 \ {z ∈ Cn : Re
∑

ωjtξj exp iφj 6= 0}.

Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå N ñîäåðæèò N2 ïîñêîëüêó
N1 ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì N2.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì îá îòñóòñòâèè ðåçîíàíñîâ, êîòîðîå ïî
òåîðåìå Êðîíåêåðà îçíà÷àåò â òî÷íîñòè, ÷òî çàìûêàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
ïîäãðóïïû

z(t) = (exp−iωjt)

ñîâïàäàåò ñî âñåì òîðîì

T n = {z(t) ∈ Cn : zj = exp−iφj, φj ∈ R}.

Ïóñòü z ∈ N2. Âîçüìåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî ε > 0 è äîñòàòî÷íî
áëèçêóþ ê z òî÷êó íà òîðå, òàêóþ ÷òî

|Re
∑

ωjtξj z̄j| > ε > 0.

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áëèçêóþ ê z òî÷êó z(t) = (exp−iωjt)

èç íàøåé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà d/dt(ξ, z(t))

áëèçêà ê Re
∑

ωjtξj z̄j, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì t′, áëèçêîì ê
t, (ξ, z(t′)) = 0. Îäíàêî òî÷êè z ∈ N2 è z(t′) ∈ N ñêîëü óãîäíî áëèçêè
äðóã ê äðóãó, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî çàìûêàíèå N

ñîäåðæèò N2.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå î ñôåðè÷åñêîé íàáëþäàåìîñòè íà áåñêîíå÷íîì

èíòåðâàëå âðåìåíè âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî.
Ôóíêöèÿ âèäà (φ1, . . . , φn) 7−→ Re

∑
ξj exp iφj, ξj ∈ C îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè (âåùåñòâåííûìè) íóëÿìè.
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Ñ ïîìîùüþ ñäâèãà (φ1, . . . , φn) 7−→ (φ1+α1, . . . , φn+αn) ýòî óòâåðæäåíèå
ìîæíî ñâåñòè ê àíàëîãè÷íîìó ôàêòó äëÿ ôóíêöèé âèäà (φ1, . . . , φn) 7−→
∑

ξj cos φj, ξj ∈ R. Ïîëîæèì xj = cos φj. Íàøå óòâåðæäåíèå òåïåðü
ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ñëåäóþùåìó î÷åâèäíîìó ôàêòó.
Ãèïåðïëîñêîñòü â Rn îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèì ïåðåñå÷åíèåì ñ êóáîì
[−1, 1]n ⊂ Rn.
Çàìå÷àíèå. Ñòîèò îòìåòèòü ñëåäóþùåå ÷èñòî àíàëèòè÷åñêîå ñëåäñòâèå
äîêàçàííîé ãëàäêîñòè îáëàñòåé D(T ) ïðè áîëüøèõ T .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (6.3). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
T = T (ω1, . . . , ωn), ÷òî åñëè çàäàí ëþáîé èíòåðâàë äëèíû áîëüøåé ÷åì
T , òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà t 7−→ Re

∑
ξj exp iωjt, ξj ∈ C îäíîçíà÷íî ñ

òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè íóëÿìè
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà íà ýòîì èíòåðâàëå.
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Çàêëþ÷åíèå
Â äèññåðòàöèè èçó÷åí êîìïëåêñ âîïðîñîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ãðóïïèðóþùèõñÿ

âîêðóã ïîíÿòèÿ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè. Ðàññìîòðåíû ïðèìåíåíèÿ îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè êàê âíóòðè òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òàê è âíå åå. Èññëåäîâàíû
âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè è íåêîòîðûå çàäà÷è î
êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ýòèõ îáëàñòåé è èõ àïïðîêñèìàöèé.

Ðåøåíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå çàäà÷è.
1. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ïîëó÷åíî îáîáùåíèå

òåîðåìû Ëè�ßíãà èç òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ôåððîìàãíåòèêàõ.
2. Íàéäåíî êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè

ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûìè óïðàâëåíèÿìè, êîòîðîå ñâîäèò ïîñòðîåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâëåíèé ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åíà îöåíêà âðåìåíè óñïîêîåíèÿ äëÿ ñèñòåìû
ìíîãèõ ìàÿòíèêîâ íà óïðàâëÿåìîé òåëåæêå.

3. Ïîëó÷åíî íîâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè òèïà
Êàëìàíà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì íà àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèÿõ, ïåðâîå ÷èñëî Áåòòè êîòîðûõ ðàâíî íóëþ. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ýòîé
çàäà÷è ñ âîïðîñîì îá àíàëèòè÷åñêîé ãèïîýëëèïòè÷íîñòè íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà.

4. Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå òåîðèè îöåíèâàíèÿ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè
� ïîíÿòèå îáëàñòè ñóïåðäîñòèæèìîñòè (à òàêæå îáëàñòè ñóáäîñòèæèìîñòè).
Óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âÿçêèìè ðåøåíèÿìè
íåêîòîðîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà,
íàçûâàåìîãî äâîéñòâåííûì óðàâíåíèåì Áåëëìàíà, è ìèíèìàëüíûìè âûïóêëûìè
îáëàñòÿìè ñóïåðäîñòèæèìîñòè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå
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ìåæäó ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ è âûïóêëûìè îáëàñòÿìè
ñóïåðäîñòèæèìîñòè.

5. Ïîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ âûïóêëûõ âÿçêèõ ðåøåíèé ýâîëþöèîííîãî
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

6. Ïîñòðîåíû ÿâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
îïòèìàëüíûõ â ñìûñëå ðàçíîîáðàçíûõ êðèòåðèåâ êà÷åñòâà ýëëèïñîèäîâ
ñóá- è ñóïåðäîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

7. Èçó÷åí âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè íåêîòîðûõ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ
ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè äëÿ óñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíà îñíîâíàÿ ãèïîòåçà, ñîñòîÿùàÿ â
òîì, ÷òî òàêîé ïðåäåë ïðè âðåìåíè äâèæåíèÿ, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,
âñåãäà ñóùåñòâóåò.

8. Ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ïðè âðåìåíè äâèæåíèÿ, ñòðåìÿùåìñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè, äëÿ íåêîòîðûõ ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ ýëëèïñîèäîâ ñóïåðäîñòèæèìîñòè
ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

9. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ ôîðì îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè è íà ýòîé îñíîâå
íàéäåíà àñèìïòîòèêà îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ïðè âðåìåíè äâèæåíèÿ,
ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíûå ôîðìû îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè ðàñïàäàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå òðåõ òåë, ñâÿçàííûõ ñ òðåìÿ
�ïîäñèñòåìàìè� èñõîäíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèì ñòðîãî óñòîé÷èâîìó,
ñòðîãî íåóñòîé÷èâîìó è íåéòðàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû ñèñòåìû.

10. Èçó÷åíû îñîáåííîñòè ãðàíèö îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ
àâòîíîìíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå
òåîðèè äâîéñòâåííîñòè Êàëìàíà. Ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷è î ïðîåêòèâíîé
è ñôåðè÷åñêîé íàáëþäàåìîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ýòè çàäà÷è ðàçðåøèìû,
òî îòñþäà âûòåêàåò ãëàäêîñòü ãðàíèö îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè çà îïðåäåëåííûé
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èíòåðâàë âðåìåíè. Ïîëó÷åí àíàëîã ðàíãîâîãî êðèòåðèÿ óïðàâëÿåìîñòè
Êàëìàíà äëÿ çàäà÷è î ãëàäêîñòè ãðàíèöû îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè çà
ëþáîé èíòåðâàë âðåìåíè è/èëè î ïðîåêòèâíîé íàáëþäàåìîñòè.

11. Ïîëó÷åí êðèòåðèé ãëàäêîñòè ãðàíèö ïðåäåëüíûõ ôîðì îáëàñòåé
äîñòèæèìîñòè.
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