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Введение

Классическая механика сплошной среды и, в частности, теория
упругости и гидродинамика ньютоновской жидкости прекрасно заре-
комендовали себя в огромном количестве практических приложений.
В рамках классического подхода реальное материальное тело ассо-
циируется с некоторой областью в трехмерном евклидовом простран-
стве, а частицы (атомы, молекулы, комплексы молекул, элементарные
ячейки кристаллической решетки, зерна), формирующие тело, с точ-
ками в этой области, не имеющими размеров. Такие точки, наделен-
ные дополнительными свойствами (плотностью, температурой и др.),
называются материальными. При этом происходит переход от астро-
номического, но конечного числа реальных частиц к бесконечному
множеству материальных точек. После этого перехода деформация
среды может быть описана как достаточно гладкое отображение од-
ной области трехмерного евклидова пространства на другую. Класси-
ческая механика сплошной среды при этом ограничивается использо-
ванием векторных полей, определяющих положение частиц материа-
ла (материальных точек) в разные моменты времени или при различ-
ных нагрузках. Материалы, которые описываются таким способом,
называются простыми.

Классическим примером среды, не укладывающейся в рамки мо-
дели простого материала, служит n-азоксианизол (ПАА), который
при температурах между 116 и 135◦C образует так называемую ме-
зофазу нематического типа. Молекула ПАА имеет формулу, показан-
ную на рис. 1, и представляет собой достаточно жесткий стержень

длиной около 20
◦
A и толщиной около 5

◦
A. Расплав ПАА в указанном

диапазоне температур обладает свойствами, присущими как жидко-
сти (текучесть), так и кристаллу (двойное лучепреломление, опти-
ческая анизотропия, способность выдерживать крутящие моменты,
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6 Введение

наличие дисклинаций). Такие вещества получили название жидких
кристаллов и широко используются в современной технике (см., на-
пример, [81]).
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Рис. 1. Молекула ПАА.

Характерной особенностью жидких кристаллов типа ПАА явля-
ется отсутствие упорядоченности центров тяжести молекул, и в то
же время им присуща ориентационная упорядоченность: молекулы
выстраиваются преимущественно в одном направлении. Это означает,
что степеней свободы, связанных с положением молекул жидкого кри-
сталла в пространстве недостаточно для его описания и необходимо
введение дополнительных ориентационных степеней свободы.

Наряду с термотропными жидкими кристаллами, представляю-
щими собой расплавы, в природе и технике также широко представ-
лены лиотропные жидкие кристаллы, образующиеся при растворении
некоторых веществ (например, фосфолипидов). Такого рода жидко-
кристаллическая структура присуща многим биологическим тканям,
в частности, клеточным мембранам [14, 51, 53, 154].

Другим примером среды с дополнительными степенями свободы
служат магнитные жидкости, представляющие собой коллоидные рас-
творы мельчайших частиц ферромагнетиков или специальным обра-
зом изготовленные суспензии магнитных твердых частиц в сильно-
вязких жидкостях [84]. Для описания течения магнитных жидкостей
существенную роль играет учет упорядоченности ориентации магнит-
ных частиц в магнитном поле [80].

Становление и развитие механики сплошной среды тесно связа-
но с появлением обобщенных математических моделей, рассматрива-
ющих частицу материала не как материальную точку, а как более
сложный объект, наделенный дополнительными свойствами, описы-
вающими микроструктуру материала. В значительной степени выда-
ющимся этапом в развитии механики сплошной среды явилась работа
братьев Эжена и Франсуа Коссера [101], в которой описана модель,



Введение 7

впоследствии получившая названия континуума Коссера или микро-
полярной среды. В рамках этой модели каждая “микрочастица”, обра-
зующая среду, представляет собой абсолютно-твердое тело. Другими
словами, учитывается не только изменение центров тяжести “микро-
частиц”, но и их ориентации. Таким образом, в рамках континуума
Коссера учитывается вращательное взаимодействие частиц. Наряду
с обычным полем напряжений в микрополярной среде присутствуют
также и моментные напряжения.

Начиная с работы Э. и Ф. Коссера [101], опубликованной в 1909 г.,
механика микрополярной среды (континуума Коссера) получила зна-
чительное развитие в основополагающих работах Э.Л. Аэро и соав-
торов [7, 8, 56], В.И. Ерофеева [39], П.А. Жилина [42], Л.М. Зубо-
ва [45, 155], В.Т. Койтера [126], Р.Д. Миндлина [63], В. Новацкого
[70, 138], В.А. Пальмова [73], Р.А. Тупина [151], Л.И. Шкутина [91, 92],
К. Эрингена [120], а также в [18, 64, 123, 124, 133, 137, 140]. Бо-
лее общие модели сред, содержащие большее число степеней свобо-
ды (микроморфные среды или среды с микродеформацией), изуча-
лись В.И. Ерофеевым [39], Л.М. Зубовым [155], В.Т. Койтером [126],
Р.Д. Миндлиным [134], Р.А. Тупиным [151], К. Эрингеном [95, 120] и
др. Механика сред с внутренними степенями свободы изучалась также
М.А. Гузевым, И.А. Куниным, В.П. Мясниковым [57, 65, 66]. Практи-
чески важный случай моментной среды – жидкие кристаллы исследо-
вались Э.Л. Аэро [9], П. деЖеном [41], А.С. Сониным [78], Ф.М. Лесли
[129], Дж. Эриксеном [94, 114], К. Эрингеном [121, 118]. Эта модель
нашла значительные приложения в механике гранулированных и сы-
пучих сред, поликристаллических тел, композитов, геоматериалов, а
в последнее время – также и в наномеханике [50].

Модели типа Коссера оказалось полезной для построения неклас-
сических моделей тонкостенных конструкций – стержней, пластин и
оболочек [2, 23, 5, 25, 35, 42, 44, 52, 55, 76, 92, 91, 93, 99, 109, 110, 113,
120, 132, 142, 147, 155].

Модели жидких сред с микровращениями и моментными напря-
жениями, получивших название микрополярных жидкостей, ведут
свое начало от работ Э.Л. Аэро [8] и К.Эрингена [115]. Реологиче-
ские уравнения вязкоупругих моментных тел содержатся в работах
О.Ю. Динариева и В.Н. Николаевского, К. Эрингена, К. де Силь-
вы [21, 96, 97, 104, 116, 120, 121]. Обширный обзор литературы по
механике микрополярных жидкостей содержится в монографии [62].
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Там же даны применения теории моментных жидкостей в микрофиль-
трации и капиллярной дефектоскопии. Динамика магнитных жидко-
стей с учетом вращательного взаимодействия частиц обсуждалась в
[80]. Приложениям несимметричной гидромеханики к проблемам три-
бологии посвящены работы [6, 12]. Разным вопросам гидромеханики
микрополярных жидкостей, в том числе исследованию конвективных
течений, течениям в тонких слоях, течениям при наличии электро-
магнитных полей и другим задачам, посвящено огромное количество
публикаций, отметим здесь только некоторые работы [60, 67, 68, 69,
74, 75, 100, 103, 106, 122, 127, 128, 136, 139, 149, 150].

Особенность всех моделей микрополярных жидкостей, описанных
в [8, 12, 62, 115, 120], состоит в том, что в состоянии покоя они не
отличаются от простых (изотропных) жидкостей, так как статиче-
ские моментные напряжения в них равны нулю, а статический тен-
зор силовых напряжений является шаровым. Излагаемая ниже тео-
рия микрополярной жидкости предложена в [33, 46]. Она включает
в себя модели [8, 12, 62, 115, 120] как частные случаи и существенно
отличается от этих моделей тем, что в состоянии равновесия микро-
полярная жидкость, подобно жидкому кристаллу, обладает ориента-
ционной упругостью и способна выдерживать как моментные напря-
жения, так и силовые касательные напряжения. Рассмотренная здесь
модель вязкоупругой микрополярной жидкости является максималь-
но общей моделью ориентированной жидкой среды, ориентация ча-
стиц которой характеризуется ортонормированной тройкой направ-
ляющих векторов. Модель жидкой среды [33, 46] обобщает теорию
вязкой микрополярной жидкости в той же степени, в какой определя-
ющие соотношения простой вязкоупругой жидкости [4, 82] обобщают
уравнения состояния ньютоновской жидкости. В общем случае вязко-
упругая микрополярная жидкость может обладать разнообразными
свойствами памяти по отношению к переменной актуальной конфи-
гурации.

Сходство и различие модели упругой микрополярной жидкости и
модели среды, оснащенной полем директоров и применяемой для опи-
сания нематических жидких кристаллов, обсуждаются ниже в главе 3.

Во второй главе достаточно подробно рассмотрена кинематика
микрополярной среды. Здесь введены необходимые в дальнейшем ме-
ры и тензоры деформаций. Третья глава посвящен развитию теории
напряжений в континууме Коссера и выводу уравнений движения.
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В следующей главе рассмотрена теория определяющих соотношений
вязкоупругой микрополярной жидкости. Постановка краевых задач
содержится в пятой главе. Шестая и седьмая главы посвящены ис-
следованию упругой микрополярной жидкости. Рассмотрены задачи
о равновесии микрополярной жидкости, в том числе задача со свобод-
ной поверхностью. Вариационным методом выведены условия равно-
весия фаз упругой микрополярной жидкости.

В восьмой главе решены задачи о вискозиметрических течениях
вязкоупругой жидкости в круглой трубе, канале и между соосными
вращающимися цилиндрами. Особенностью этого класса течений яв-
ляется то, что для них произвольная вязкоупругая жидкость неотли-
чима от вязкоупругой жидкости дифференциального типа.

Далее решена задача о потере устойчивости плоского слоя упругой
микрополярной жидкости под действием магнитного поля, аналогич-
ная задаче о переходе Фредерикса в теории жидких кристаллов.

Десятая и одиннадцатая главы содержат обобщение уравнений
состояния на случай влияния температуры. Здесь сформулированы
предположения, аналогичные приближению Обербека–Буссинеска для
ньютоновской жидкости. Решена задача о конвективной неустойчи-
вости плоского подогреваемого снизу слоя тяжелой микрополярной
жидкости. Показано, что учет эффектов вязкоупругости приводит к
повышению порога устойчивости по сравнению со случаями ньюто-
новской и вязкой микрополярной жидкости.

Также рассмотрено распространение капиллярных волн в микро-
полярной жидкости.

Полученные результаты могут быть полезными для механики сус-
пензий, магнитных и биологических жидкостей, жидких кристаллов
и других жидких сред сложной структуры.

Отметим, что в этой книге используется прямое (бескоординат-
ное) исчисление [43, 48]. Тензоры будут обозначаться прямым полу-
жирным шрифтом, а векторы – наклонным полужирным.

При написании книги были использованы статьи [10, 33, 34, 36, 37,
29, 46, 47, 98, 111, 112, 108, 143, 144], а также ранее не опубликованные
результаты.

Исследования, лежащие в основе данной монографии, на разных
этапах были поддержаны грантами РФФИ (в том числе №№ 07-01-
00525, 09-01-00459, 09-01-00849), программой развития Южного феде-
рального университета, а также другими фондами и организациями.



Глава 1

Кинематика континуума Коссера

Микрополярный континуум представляет собой сплошную среду,
в которой каждая частица обладает шестью степенями свободы аб-
солютно твердого тела [32, 45, 92, 101, 119, 120, 126, 151, 155]. Каж-
дая частица микрополярной сплошной среды помимо обычных транс-
ляционных степеней свободы обладает также ориентационными, или
вращательными, степенями свободы.

В текущей, или актуальной, конфигурации в момент времени t по-
ложение частицы микрополярного тела описывается радиус-вектором
R, а ее ориентация задается при помощи трех ортонормированных
векторов Dk (k = 1, 2, 3), которые называются директорами. Эти век-
торные поля и определяют трансляционные и вращательные степени
свободы частиц тела.

Для описания деформации рассмотрим некоторое фиксированное
состояние тела, например, но не обязательно, взятое при t = 0, кото-
рое назовем отсчетной конфигурацией. В этом состоянии положение
частиц определяется при помощи радиус-вектора r, а ориентация –
директорами dk (рис. 1.1). Движение микрополярной среды может
быть описано при помощи векторных полей

R = R(r, t), Dk = Dk(r, t). (1.1)

Поскольку в процессе деформации директоры Dk остаются ортонор-
мированными, их изменение может быть представлено при помощи
ортогонального тензора

H = dk ⊗Dk,

10
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называемого тензором микроповорота. Предполагается, что векторы
D1, D2, D3, а также векторы d1, d2, d3 образуют правые тройки. По-
этому H является собственно ортогональным. Следовательно, дефор-
мация микрополярной среды может также быть описана при помощи
следующих отображений

R = R(r, t), H = H(r, t). (1.2)

Поскольку кинематика микрополярной сплошной среды отличает-
ся от простых материалов наличием дополнительных векторных или
тензорного полей, то отображения (1.1) или (1.2) порождают меры
и тензоры деформации, вообще говоря, отличные от используемых в
классической механике сплошной среды.

D1

D2

D3

i3

i1
i2

R

d2d1

d3

i3

i1 i2

r

C, H

Рис. 1.1. Движение микрополярного тела.
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1.1 Меры и тензоры деформаций в континууме Коссе-
ра

Для введения мер и тензоров деформации рассмотрим бесконечно
малые приращения величин, описывающих движение микрополярно-
го тела.

Градиент деформации C ≡ gradR связывает бесконечно малые
приращения радиус-вектора частиц тела в отсчетной и актуальной
конфигурациях:

dR = dr ·C. (1.3)

D1

dR

D3

D2

R

R + dR

d1 d2

d3

r

dr

r + dr

C, H

i3

i1
i2

i3

i1 i2

Рис. 1.2. Деформация микрополярного тела.

Рассмотрим далее приращения директоров Dk в актуальной кон-
фигурации. Поскольку Dk единичны, то вектор dDk будет ортогона-
лен к Dk. Отсюда следует представление

dDk = B′ × dDk, B′ =
1
2
Di × dDi. (1.4)
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Соотношение (1.4) позволяет ввести тензор B следующим формулой

B′ = dR ·B. (1.5)

Отсюда следует, что

B = −1
2
(GradDk)×Dk. (1.6)

Тензор B можно назвать тензором кривизны микроструктуры
актуальной конфигурации, поскольку он описывает изменение трие-
эдра директоров Dk в этой конфигурации.

Рассматривая приращения директоров dk в отсчетной конфигу-
рации, аналогично можно ввести тензор кривизны микроструктуры
b отсчетной конфигурации

ddk = b′ × dk, b′ =
1
2
dk × ddk, b′ = dr · b, (1.7)

b = −1
2
(graddk)× dk.

В (1.6) и (1.7) Grad и grad – операторы градиента в актуальной
и отсчетной конфигурациях. Тензоры B и b описывают локальноe
изменение директоров в актуальной и отсчетной конфигурациях со-
ответственно.

Найдем приращение тензора микроповоротов H. Выполняются со-
отношения

dH = d(dk ⊗Dk = ( ddk)⊗Dk + dk ⊗ dDk = (1.8)
= b′ × dk ⊗Dk − dk ⊗Dk ×B′ =

= dr · b×H−H×BT · dR =
= dr · b×H−H · ( dr ·C ·B× I).

Используя (1.4)–(1.7), из (1.8) получим формулу

( dH) ·HT = dr · (b−C ·B ·HT )× I, (1.9)

где I – единичный тензор.
Учитывая, что по определению градиента выполняется равенство

dH = dr · gradH,
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из (1.9) вытекает формула для градиента тензора микроповорота

gradH = (b−C ·B ·HT )× I. (1.10)

При деформации частицы микрополярного континуума испыты-
вают не только трансляционные перемещения, но и повороты, кото-
рые, в отличие от простого нелинейно упругого тела, вообще говоря,
не связаны с тензором макроповорота (C · C)−1/2 · C, являющимся
ортогональным сомножителем в полярном разложении градиента де-
формации [48, 61]. Ориентация частиц в пространстве задается при
помощи тензора микроповорота H. Найдем разность dR − dr · H.
Получим

dR− dr ·H = dr · (C−H). (1.11)

Меры и тензоры деформаций естественно связать с нормами рас-
сматриваемых приращений. Используя евклидову норму, получим

‖dR− dr ·H‖2 = dr · (C ·HT − I) · (H ·CT − I) · dr, (1.12)

‖dH‖2 = 2 dr · (C ·B ·HT − b) · (H ·BT ·CT − bT ) · dr. (1.13)

Формула (1.12) следует из (1.11), а (1.13) получается из (1.9) c
учетом равенств ‖dH‖ = ‖( dH) ·HT ‖ и ‖W‖ =

√
2‖w‖, выполняюще-

гося для любого антисимметричного тензора W, связанного со своим
аксиальным вектором w формулой W = I×w.

На основании (1.12) и (1.13) eстественно ввести следующие тензо-
ры и меры деформаций типа Коши-Грина

E = C ·HT − I, L = C ·B ·HT − b,

Y = C ·HT , K = C ·B ·HT .

(1.14)

При отсутствии деформаций (R = r, H = I) тензоры деформаций
обращаются в нуль (E = L = 0), в то время как меры деформаций
нет (Y = I, K = b).

Следует отметить, что соотношения (1.12), (1.13) в принципе поз-
воляют ввести несимметричные тензоры деформаций бесчисленным
числом способов. Выбранный здесь связан с тем обстоятельством, что
как будет отмечено ниже, такие же меры и тензоры деформации могут
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быть введены на основе и других идей, не связанных с рассмотрением
бесконечно малых приращений.

Через Y также выражается изменение длины элементарного во-
локна:

‖dR‖2 − ‖ dr‖2 = dr · (Y ·YT − I) · dr. (1.15)

Отметим, что соотношение (1.15) вместе с равенством

C = Y ·H (1.16)

позволяет считать Y аналогом правого тензора растяжения в нели-
нейной теории упругости простых материалов, однако уравнение
(1.16) не является полярным разложением градиента деформации C,
и Y – несимметричный тензор.

Соотношения (1.12), (1.13) можно записать в другом виде

‖dR− dr ·H‖2 = dR · (I−C−1 ·H) · (I−HT ·C−T ) · dR, (1.17)

‖dH‖2 = 2 dR · (B−C−1 · b ·H) · (BT −HT · bT ·C−T ) · dR. (1.18)

Уравнения (1.17), (1.18) позволяют ввести меры и тензоры деформа-
ций типа Альманзи

e = I−C−1 ·H, ` = B−C−1 · b ·H,
y = C−1 ·H, k = C−1 · b ·H.

(1.19)

В результате рассмотренных выше геометрических рассуждений
формулами
(1.14), (1.19) для континуума Коссера естественным образом были
введены первая мера деформаций Y и тензоры деформаций E, e, вто-
рая мера деформаций y, первая и вторая меры изгибных деформаций
K, k, тензоры изгибных деформаций L, `.

Следует заметить, что определенные таким образом меры и тензо-
ры деформаций для микрополярной среды могут быть введены и по-
другому, например, на основе дополнительных рассуждений с исполь-
зованием принципа материальной индифферентности (см., например,
[155]) или как сопряженные к соответствующим тензорам напряжений
и моментных напряжений. Подробное обсуждение мер деформации в
континууме Коссера дано в [143, 144]. В [143] кроме того приведен
обзор работ, в которых обсуждалось введение мер деформации в мик-
рополярном континууме.
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1.2 Тензоры кривизны микроструктуры

Наряду с мерами и тензорами деформаций выше были также вве-
дены тензоры кривизны микроструктуры B и b в актуальной и от-
счетной конфигурациях, определяемые формулами

B = −1
2

(GradDk)×Dk, b = −1
2
(graddk)× dk. (1.20)

Тензоры кривизны микростуктуры B и b не имеют прямых анало-
гов в механике простых тел и играют важную роль в механике микро-
полярного континуума. Если поля директоров постоянны Dk = const,
dk = const, то b = B = 0.

Можно также показать, что B и b определяются через дифферен-
циальные связности.

Чтобы прояснить эту связь, предположим, что векторы Dk свя-
заны с какой-то криволинейной ортогональной системой координат
Qm

Dm =
1

Hm
Rm, Rm =

∂R

∂Qm
, Hm = |Rm|, Rm ·Rn = δmn.

Найдем вторые производные R. По определению символов Кри-
стоффеля Γk

ij имеем [22]

∂Ri

∂Qk
= Γj

ikRj

откуда с учетом предыдущих формул и определения B получим

Dk ·B ·Dp =
1
2

∑

i,j

Hk

Hi
εijpΓ

j
ik,

где εijp – символы Леви-Чивиты.
В общем случае неголономного базиса Dk компонеты тензора B

также можно связать со связностями Γj
ik.

Знание тензорных полей B и b позволяет определить поля триэд-
ров Dk и dk соответственно. Рассмотрим этот вопрос более подробнее.
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1.3 Определение направляющих векторов Dk по задан-
ному полю тензора кривизны микроструктуры.
Уравнения совместности для B.

Следуя [49], рассмотрим задачу определения триэдра векторов
Dk при заданном тензорном поле B(R), которое будем предполагать
непрерывно дифференцируемым. Обозначим через ik орты декарто-
вых координат Xk и введем ортогональный тензор Q , Dk ⊗ ik. Так
как Dm = Q·im, то между триэдром Dk и тензором Q имеется взаим-
но однозначное соответствие. Из (1.20) вытекает следующая система
уравнений для определения тензора Q при заданном поле тензора B

∂Q
∂Xs

= Πs ·Q, Πs = I×Bs, Bs = is ·B. (1.21)

Необходимые и достаточные условия разрешимости системы (1.21)
относительно тензора Q имеют вид

∂Bk

∂Xs
=

∂Bs

∂Xk
+ Bs ×Bk. (1.22)

Это соотношение можно записать в безкоординатном виде

(RotB)T = B2 − (trB)B +
1
2

(
tr 2B− trB2

)
I. (1.23)

В случае неособого тензора B уравнение совместности (1.23) при
помощи формулы Гамильтона–Кэли можно записать иначе

(RotB)T = B−1 detB.

В односвязной области тройка ортонормированных векторов Dk

определяется по заданному гладкому тензорному полю B, удовлетво-
ряющему условию совместности (1.23), единственным образом, если
триэдр Dk задан в некоторой точке области, а решение можно за-
писать при помощи мультипликативного криволинейного интеграла
[155]

Q =

∧∫ M

M0

(I + dR ·Π) ·Q0, Q0 = Q(M0), (1.24)

Π = is ⊗Πs, dR = is dXs.
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В односвязной области формула (1.24) дает однозначное (т.е. не
зависящее от выбора пути, соединяющего точкиM0 иM) выражение
ортогонального тензора Q, определяющего ориентацию частиц жид-
кого континуума Коссера. Если область многосвязна, то несмотря на
однозначность тензорного поля B(R), тензорное поле Q(R), вообще
говоря, будет неоднозначным. Если провести разрезы (перегородки),
превращающие область в односвязную, то при пересечении каждого
из разрезов функция Q(R) может претерпевать скачок. Можно пока-
зать, что скачок описывается формулой

Q+ = Q− ·Ω,

где Ω – постоянный для данного разреза и ортогональный тензор,
определяемый соотношением

Ω , QT
0 ·

∧∮

M0

(I + dR ·Π) ·Q0.

Здесь замкнутый контур мультипликативного интегрирования дол-
жен пересекать только одну перегородку.

1.4 Определение векторов Dk вдоль кривой

Можно определить векторы Dk по заданному полю тензора кри-
визны микроструктуры и в том случае, если тензор B задан не во
всем пространстве, а только на некоторой кривой. При этом выпол-
нение условий совместности от B не потребуется.

Рассмотрим в актуальной конфигурации произвольную гладкую
кривую L, заданную при помощи естественной параметризации R =
R(S) ≡ Xk(S)ik, где S – длина дуги, ik – декартов базис. Опреде-
лим, как связано изменение триэдра Dk вдоль кривой L с тензором
кривизны микроструктуры B и геометрическими характеристиками
кривой L. Обозначим через τ единичный вектор касательной к L.
Тогда τ = dR/ dS.

Можно показать, что на кривой L выполняется соотношение

d
dS

Dk = τ ·B×Dk = W ·Dk, (1.25)
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D1

dS

D2

D3

Рис. 1.3. Изменение триэдра Dk вдоль кривой.

где W
4
= τ ·B× I – антисимметричный тензор.

Действительно, имеем

d
dS

Dk =
dXm

dS

∂Dk

∂Xm
=

dXm

dS
Bm ×Dk.

Учитывая, что τ =
dXm

dS
im и B = im⊗Bm, отсюда сразу следует

формула (1.25).
Если поле тензора кривизны микроструктуры задано на кривой

L, то (1.25) представляет собой систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений, позволяющих определить триэдр Dk на кривой
L по начальным данным, заданным в произвольной точке кривой:
Dk(S0) = D0

k. Например, если тензор W постоянный на кривой L
(W = W0), то из (1.25) следует формула

Dk(S) = eW0S ·D0
k.

Отметим важное следствие, следующее из (1.25). Имеет место
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Теорема 1.1. Если задано поле тензора кривизны микроструктуры
B, дифференцируемое в некоторой области, и B вырожден в каж-
дой точке области, то найдется такая кривая, что на этой кривой
триэдр Dk постоянен, т.е. не зависит от выбора точки на ней.

Доказательство. Если detB = 0, то B имеет левый собственнный
вектор, т.е. существует вектор e, такой, что e·B = 0. Выберем кривую
так, чтобы e был к ней касательным вектором. Из теории обыкновен-
ных дифференциальных уравнений следует, что эта задача разреши-
ма всегда и, следовательно, такая кривая существует. На этой кривой
тензор W ≡ e ·B× I = 0 и Dk не меняется вдоль кривой.

1.5 Относительные меры деформаций

В механике простых материалов [4, 82, 152] используется относи-
тельное описание, при котором в качестве отсчетной выбирается те-
кущая конфигурация. Это означает, что момент наблюдения t выбран
как начало отсчета, а прошлая и будущая деформация тела измеряет-
ся по отношению к выбранному моменту времени. Для микрополяр-
ных тел относительное описание рассматривалось в [120, 119, 125].

Введем понятие относительного градиента деформации

Ct(τ) , C−1(t) ·C(τ), (1.26)

при определении которого текущая конфигурация в момент времени t
рассматривается в качестве отсчетной, а конфигурация, соответству-
ющая моменту времени τ , играет роль текущей.

Аналогичным образом для микрополярной среды введем понятие
относительного тензора микроповорота

Ht(τ) , Dk(t)⊗Dk(τ) = HT (t) ·H(τ). (1.27)

Из (1.26), (1.27) видно, что относительные тензоры градиента де-
формации и микроповорота при τ = t оказываются единичными:
Ct(t) = I, Ht(t) = I.

Также введем относительные меры и тензоры деформации

Yt(τ) , Ct(τ) ·HT
t (τ), Kt(τ) , Lt(τ) + B(t), (1.28)

Lt(τ)× I , − [GradHt(τ)] ·HT
t (τ).
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Естественно, что при τ = t актуальная и отсчетная конфигурация
совпадают и деформации среды отсутствуют: Yt(t) = I, Kt(t) = B(t),
Lt(τ) = 0.

Для предысторий относительных тензоров (1.28) воспользуемся
обозначениями

Ct(t− s) , Ct
t(s), Ht(t− s) , Ht

t(s) и т.д.

Из (1.28) вытекают формулы

Yt(s) = Y(t) ·H(t) ·Yt
t(s) ·HT (t), (1.29)

Kt(s) = Y(t) ·H(t) ·Kt
t(s) ·HT (t),

Yt
t(0) = I, Kt

t(0) = B(t), Lt
t(0) = 0,

Kt
t(s) = Lt

t(s) + B(t).

1.6 Линейная и угловая скорости

Как уже отмечалось выше, движение “микрочастицы” микропо-
лярной среды описывается шестью скалярными параметрами – радиус-
вектором R(t), задающим ее положение в пространстве, и собственно
ортогональным тензором H(t) (H−1 = HT , detH = 1), определящим
ориентацию частиц. В связи с этим тело обладает независимыми по-
лями линейной и угловой скоростей, определяемых равенствами

v
4
=

dR

dt
,

dH
dt

4
= −H× ω, (1.30)

где символ
d
dt

обозначает материальную производную по времени.

1.7 Тензоры скоростей деформации и изгибной дефор-
мации

Вычислим производные по времени от меры деформации Y и тен-
зора изгибной деформации L. С учетом равенства (1.30)2 можно про-
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вести следующие выкладки

dY
dt

=
d
dt

(C ·HT ) =
dC
dt

·HT + C · dHT

dt
=

= gradv ·HT + C · (ω ×HT ) = C ·Gradv ·HT +

+C · (I× ω) ·HT = C · ε ·HT ,

где ε = Gradv + I× ω.

Определение 1.1. Тензор ε = Gradv + I×ω называется тензором
скоростей деформации микрополярной среды.

Нетрудно убедиться, что ε является индифферентным тензором
[61]. Если тело движется как абсолютно твердое, то ε = 0. Таким об-
разом, ε характеризует скорость изменения чистой деформации тела.

Заметим, что введенный тензор скоростей деформации в микро-
полярной среде ε несимметричен в отличие от обычно используемо-
го в механике простых материалов тензора скоростей деформаций

ε , 1
2

(
Gradv + (Gradv)T

)
.

Продифференцируем по времени тензор изгибной деформации

L , 1
2
rs ⊗

(
∂H
∂qs

·HT

)

×
.

Индексом × внизу обозначается векторный инвариант тензора
второго ранга [61]. Например, для диады a ⊗ b векторный инвари-
ант определяется равенством (a⊗b)× = a×b. Операция ()× является
линейной и перестановочной с операцией взятия производной по вре-
мени. Имеет место следующая последовательность выкладок

dL
dt

=
1
2
rs ⊗

[
∂

∂qs

(
dH
dt

)
·HT +

∂H
∂qs

· dHT

dt

]

×
=

=
1
2
rs ⊗

[
−∂(H× ω)

∂qs
·HT +

∂H
∂qs

· (ω ×HT
)]

×
=

=
1
2
rs ⊗

[
−

(
∂H
∂qs

× ω

)
·HT −

(
H× ∂ω

∂qs

)
·HT +

∂H
∂qs

· (ω ×HT
)]

×
.
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С учетом свойства смешанного произведения (a×b) ·c = a · (b×c)
следует, что (

∂H
∂qs

× ω

)
·HT =

∂H
∂qs

· (ω ×HT
)
.

Продолжая преобразования, получим

dL
dt

= −1
2
rs ⊗

[(
H× ∂ω

∂qs

)
·HT

]

×
=

= −1
2
rs ⊗

(
H · I× ∂ω

∂qs
·HT

)

×
.

Для дальнейших вычислений нам потребуется следующее утвер-
ждение.

Лемма 1.1. Для любого симметричного тензора второго ранга X
и любого собственно ортогонального тензора Q справедливо соотно-
шение

(Q ·X ·QT )× = Q ·X×. (1.31)

Доказательство. В силу линейности (1.31) относительно тензора X
достаточно доказать его для диадного тензора X: X = ab. Тогда име-
ем

(Q · ab ·QT )× = (Q · a)× (b ·QT ) =

= (Q · a)× (Q · b) = Q · (a× b) = Q ·X×.

C учетом утверждения 1.1 производной от L можно придать вид

dL
dt

= −1
2
rs ⊗H ·

(
(I× ∂ω

∂qs

)

×
= rs ⊗H · ∂ω

∂qs
=

= rs ⊗ ∂ω

∂qs
·HT = (gradω) ·HT = C ·æ ·HT ,

где æ = Gradω.

Определение 1.2. Тензор æ = Gradω называется тензором ско-
ростей изгибной деформации.
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Как и ε, тензор æ является индифферентным тензором.
Если деформация представляет собой движение абсолютно жест-

кого тела, то æ = 0. Тем самым, тензор æ характеризует скорость
изгибных деформаций микрополярной среды.

Таким образом, получены формулы, определяющие скорости де-
формации и изгибной деформации в континууме Коссера

ε = C−1 ·
(

d
d t

Y
)
·H = Gradv + I× ω, (1.32)

æ = C−1 ·
(

d
d t

L
)
·H = Gradω.

1.8 Скорости деформации более высокого порядка

Введем тензоры скоростей деформации более высокого порядка.
Вычислим n-е производные по времени Y и L. Заметим, что первые
производные от Y и L имеют вид C ·X ·HT , где X – индифферентный
тензор. Можно проверить, что выполняется формула

d
dt

(C ·X ·HT ) = C ·
(

dX
dt

+ Gradv ·X + X× ω

)
·HT ,

причем выражение
dX
dt

+Gradv ·X+X×ω также представляет собой
индифферентный тензор.

Таким образом, n-е производные Y и L можно представить в виде

dnY
dtn

= C ·An ·HT ,
dnL
dtn

= C ·Bn ·HT .

Например, A0 = I, A1 = ε, A2 =
dε

dt
+ Gradv · ε + ε× ω и т.д.

Определение 1.3. Тензоры An = C−1 · dnY
dtn

·H, Bn = C−1 · dnL
dtn

·H
называются тензорами скоростей деформации и изгибной деформа-
ции типа Ривлина–Эриксена.
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Вместо определения для вычисления тензоров скоростей типа Рив-
лина–Эриксена часто более удобно пользоваться реккурентными со-
отношениями

An+1 =
d
d t

An + (Gradv) ·An + An × ω, A0 = I, A1 = ε, (1.33)

Bn+1 =
d
d t

Bn + (Gradv) ·Bn + Bn × ω, B0 = B, B1 = æ.

В случае простых материалов с памятью тензоры скоростей де-
формации Ривлина–Эриксена широко используются при записи урав-
нений состояния дифференциального типа, в частности, неньютонов-
ских жидкостей [4].

Если предыстории Yt
t(s) и Lt

t(s) являются бесконечно дифферен-
цируемыми, то разлагая их в ряды Тейлора в окрестности момента
наблюдения (s = 0), можно получить формальные разложения

Yt
t(s) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!
snAn(t), Lt

t(s) =
∞∑

n=1

(−1)n

n!
snBn(t). (1.34)

Таким образом, предыстории Yt
t(s) и Lt

t(s), по крайней мере фор-
мально, могут быть вычислены по тензорам скоростей деформаций и
изгибных деформаций, измеренных в момент наблюдения t. В част-
ности, если движение тела таково, что тензоры An и Bn обращаются
в ноль начиная с некоторого номера, то вся предыстория деформации
полностью определяется конечным числом тензоров скоростей.



Глава 2

Теория напряжений

В этой главе последовательно проводится введение тензоров на-
пряжений и моментных напряжений на основе законов баланса им-
пульса и момента импульса (законов Эйлера), а также выводятся
уравнения движения. Также рассматривается частный случай отсут-
ствия в среде моментных напряжений и внешних моментов, приводя-
щий к теории напряженного состояния простых материалов.

2.1 Силы и моменты

Силы и моменты – это первичные понятия механики сплошной
среды. Их определение возможно на пути построения системы аксиом
подобно данному Трусделлом и Ноллом для простых тел [82, 152, 153].

Рассмотрим материальное тело в момент времени t и выделим в
нем произвольную часть P (рис. 2.1). На P действуют силы и момен-
ты двух типов: во-первых, действующие на массу части P независи-
мо от контакта и называемые массовыми, во-вторых, контактные или
поверхностные – передающиеся на P непосредственно через ограни-
чивающую ее поверхность. Если мысленно убрать внешность части P,
то ее действие на P заменяется силами и моментами. Внешняя среда
также воздействует на тело посредством контактных сил.

Примерами массовых сил служат сила тяжести, центробежные си-
лы, пондеромоторная сила. Массовые моменты, как правило, связаны
с действием на тело электромагнитного поля.

Таким образом, действующие на P силы и моменты можно пред-
ставить следующим образом

26
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VP

VP

ΣP

Рис. 2.1. Силы и моменты, действующие на часть тела.

f(P) = fB(P) + fC(P), m(P) = mB(P) + mC(P).

Здесь индекс B обозначает массовые силы и моменты, а индекс
C – поверхностные.

Будем считать, что fB(P), mB(P) являются абсолютно непрерыв-
ными функциями массы той части тела, на которую они действуют,
а fC(P), mC(P) – абсолютно непрерывные функции площади поверх-
ности. Таким образом, можно ввести их массовые и поверхностные
плотности

fB(P) =
∫∫∫

VP

ρf dV, mB(P) =
∫∫∫

VP

ρmdV,

fC(P) =
∫∫

ΣP

tdΣ, mC(P) =
∫∫

ΣP

µ dΣ,

где VP – объем, занимаемый частью тела P в текущей конфигурации,
ΣP = ∂VP – граница P, t, µ – сила и момент, приходящаяся на единицу
площади в текущей конфигурации. Величина t называется вектором
напряжений, а µ – вектором моментных напряжений.
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2.2 Динамические законы Эйлера

Напомним, что микрополярное тело обладает независимыми поля-
ми линейной и угловой скоростей v и ω. Дадим определения импульса
и момента импульса.

Определение 2.1. Импульсом (количеством движения) части те-
ла P называется выражение

M(P)
4
=

∫∫

VP

ρv dV. (2.1)

Определение 2.2. Моментом импульса (моментом количества дви-
жения) части тела P называется выражение

N(P)
4
=

∫∫

VP

{(R−R0)× ρv + jω} dV, (2.2)

где ρ – плотность материала, R0 – радиус-вектор некоторой точки
пространства, j – скалярная мера вращательной инерции “микроча-
стиц” материала.

В общем случае j имеет тензорную природу и его следует заме-
нить на j – положительно определенный тензор инерции, являющийся
характеристикой материала и определяющий инерцию вращения ча-
стиц тела. Выражение (2.2) соответствует случаю, когда j – шаровой
тензор: j = JI.

Следует заметить, что данные выше определения являются обоб-
щением на сплошную среду соответствующих определений для ко-
личества движения и момента количества движения в теоретической
механике.

Примем в качестве аксиом два динамических закона Эйлера.
Первый динамический закон Эйлера. В инерциальной си-

стеме отсчета скорость изменения импульса произвольной части
тела P равна главному вектору всех сил, действующих на P:

d
dt

M(P) =
∫∫∫

VP

ρf dV +
∫∫

ΣP

t dΣ. (2.3)
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Второй динамический закон Эйлера. В инерциальной си-
стеме отсчета скорость изменения момента количества движения
произвольной части тела P относительно неподвижной точки R0

равна главному моменту, действующему на P:

d
dt

N(P) =
∫∫∫

VP

{(R−R0)× ρf + ρm} dV + (2.4)

+
∫∫

ΣP

{(R−R0)× t + µ} dΣ.

Заметим, что определение импульса (2.1) и формулировка перво-
го закона (2.3) для ориентированных сред не претерпевает никаких
изменений по сравнению со случаем простых материалов. В то же
время для сред с моментными напряжениями изменяется как опре-
деление момента импульса (2.2), так и формулировка второго зако-
на (2.4) за счет появления дополнительных слагаемых, учитывающих
момент инерции материальных частиц и распределенные массовые и
поверхностные моменты.

При учете первого закона можно показать, что формулировка вто-
рого закона не зависит от выбора радиус-вектора R0.

2.3 Тензоры напряжений и моментных напряжений

Векторы напряжений и моментных напряжений в данный момент
времени зависят только от положения частицы R, а также от нормали
к поверхности N . Этот факт выражается в виде так называемого
постулата Коши:

Постулат Коши. Векторы напряжений и моментных напря-
жений в данной точке тела принимают одно и то же значение для
всех частей тела, имеющих в этой точке общую касательную плос-
кость и лежащих по одну сторону от касательной плоскости.

В дальнейшем вектор нормали N к поверхности тела будем вы-
бирать так, чтобы он был внешним по отношению к рассматриваемой
части тела.
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Лемма Коши. Принцип действия и противодействия для мик-
рополярной среды выражается соотношениями

t(R, N) = −t(R,−N), (2.5)

µ(R, N) = −µ(R,−N), (2.6)

Формулы (2.5), (2.6) описывают взаимодействие контактирующих
между собой частей тела.

Доказательство. Рассмотрим произвольную часть тела, занимающую
область VP и содержащую внутри себя точку R (рис. 2.2). Разрежем
VP поверхностью Γ, проходящей через R, на две части V1, V2. Для до-
казательства (2.5), (2.6) воспользуемся динамическими законами Эй-
лера, применив их к VP, V1, V2.

Применяя первый динамический закон Эйлера (2.3) к части VP с
учетом равенства

d
dt

M(P) =
∫∫∫

VP

ρ
d
dt

v dV,

выполняющегося для достаточно гладкого поля скорости, имеем
∫∫∫

VP

ρ
d
dt

v dV =
∫∫∫

VP

ρf dV +
∫∫

ΣP

tdΣ. (2.7)

Применяя (2.3) к части V1, получим
∫∫∫

V1

ρ
d
dt

v dV =
∫∫∫

V1

ρf dV +
∫∫

Σ1

tdΣ +
∫∫

Γ

t(N1) dΣ, (2.8)

где Σ1 – часть поверхности Σ, принадлежащая V1, N1 – вектор внеш-
ней нормали к Γ.

Аналогично, для части V2 имеем
∫∫∫

V2

ρ
d
dt

v dV =
∫∫∫

V2

ρf dV +
∫∫

Σ2

tdΣ +
∫∫

Γ

t(N2) dΣ. (2.9)
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N2

V1

Σ1

R

V2

N1

Σ2

Γ

Рис. 2.2. К доказательству леммы Коши.

Вычитая из (2.7) почленно соотношения (2.8), (2.9), получим ра-
венство

0 =
∫∫

Γ

t(N1) dΣ +
∫∫

Γ

t(N2) dΣ. (2.10)

В силу произвольности области VP и, следовательно, произвольно-
сти Γ, при достаточных условиях гладкости подинтегральных функ-
ций из (2.10) следует равенство

t(N1) + t(N2) = 0.

Поскольку N1 = −N2, отсюда следует искомая формула (2.5), и
доказательство первой части леммы закончено.

Доказательство формулы (2.6) проводится аналогично. Имеет ме-
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сто формула

d
dt

N(P) =
∫∫∫

VP

{
(R−R0)× ρ

d
dt

v + j
d
dt

ω

}
dV.

Применяя второй динамический закон (2.4) последовательно к об-
ластям VP, V1, V2, и проводя такие же преобразования, получим

0 =
∫∫

Γ

{(R−R0)× (t(N1) + t(N2)) + µ(N1) + µ(N2)} dΣ. (2.11)

При учете (2.5) из (2.11) следует вторая искомая формула (2.6),
что и завершает доказательство.

Доказанный принцип действия и противодействия существенно
используется при введении тензоров напряжений и моментных на-
пряжений, даваемом теоремой Коши.

Теорема 2.1. В каждой точке тела существуют тензоры второго
ранга T и M, такие, что векторы напряжений и моментных на-
пряжений, действующие на площадку с нормалью N , выражаются
формулами

t = N ·T, µ = N ·M.

Доказательство. Вначале докажем существование тензора T. Рас-
смотрим произвольный параллепипед Π, ориентированный по осям
декартовой системы координат X1, X2, X3 (рис. 2.3). Вектор норма-
ли к поверхности параллепипеда с точностью до знака совпадает с
координатными ортами: N = ±ik (k = 1, 2, 3). Разложим вектор на-
пряжений, действующий на поверхности параллепипеда, по базису ik

t(R, ik) = tks(R)is. (2.12)

Далее в доказательстве аргумент R будем опускать. Здесь tks – компо-
ненты t в базисе ik. Из принципа действия и противодействия следует,
что

t(−ik) = −tksis.
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X2

X3

X1

Рис. 2.3. Параллелепипед Π.

Обозначим компоненты нормали в этом же базисе через Nk. Для ко-
ординатных площадок представление (2.12) может быть записано сле-
дующим образом

t(i1) = N1t1sis, t(i2) = N2t2sis, t(i3) = N3t3sis. (2.13)

Применим к параллелепипеду первый динамический закон. Имеем
∫∫∫

VΠ

ρ

(
dv

dt
− f

)
dV =

∫∫

ΣΠ

tdΣ.

Учитывая представление (2.13), это соотношение можно записать
в виде ∫∫∫

VΠ

ρ

(
dv

dt
− f

)
dV =

∫∫

ΣΠ

Nktksis dΣ.

Применяя к поверхностному интегралу теорему Гаусса–Остроград-
ского, получим

∫∫∫

VΠ

{
ρ

(
dv

dt
− f

)
− ∂tks

∂Xk
is

}
dV = 0. (2.14)
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Так как параллелепипед произвольный, то из интегрального со-
отношения (2.14) следует дифференциальное уравнение

ρ

(
dv

dt
− f

)
− ∂tks

∂Xk
is = 0. (2.15)

Рассмотрим теперь произвольный тетраэдр T (рис. 2.4). Применяя
к нему первый динамический закон, получим

∫∫∫

VT

ρ

(
dv

dt
− f

)
dV =

∫∫

ΣT

Nktksis dΣ +
∫∫

M1M2M3

t(N) dΣ. (2.16)

Здесь VT и ΣT – объем и часть границы тетраэдра, образованная
гранями, лежащими на координатных плоскостях, M1M2M3 – наклон-
ная грань. В (2.16) использована возможность представления вектора
напряжений на координатных площадках (2.13).

Преобразуя левую часть (2.16) c помощью дифференциального
уравнения (2.15), получим

∫∫∫

VT

∂tks

∂Xk
is dV =

∫∫

ΣT

Nktksis dΣ +
∫∫

M1M2M3

t(N) dΣ. (2.17)

Применяя к объемному интегралу в (2.17) формулу Гаусса–Остро-
градского, это уравнение можно привести к виду

∫∫

M1M2M3

[t(N)−Nktksis] dΣ = 0.

В силу произвольности тетраэдра и, в частности, грани M1M2M3,
отсюда следует, что выполняется тождество

t(N)−Nktksis = 0

для любого вектора нормали N , а не только совпадающего с коорди-
натными ортами.

Таким образом, показано, что зависимость вектора напряжений t

от вектора нормали N линейна. По теореме о представлении линейной
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X2

X3

X1

M1

M2

M3

O

Рис. 2.4. Тетраэдр T .

вектор-функции векторного аргумента [48] следует, что существует
такой тензор T, что

t(N) = N ·T. (2.18)

Итак, первая часть теоремы Коши доказана.
Вторая часть теоремы о существовании тензора M доказывает-

ся путем аналогичных рассуждений с применением второго динами-
ческого закона Эйлера сначала к произвольному параллепипеду, а
потом – к произвольному тетраэдру. Представим вектор моментных
напряжений µ на координатных площадках формулой

µ(ik) = mksis,

которую можно также записать с использованием компонет вектора
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нормали на координатных площадках

µ(i1) = N1m1sis, µ(i2) = N2m2sis, µ(i3) = N3m3sis. (2.19)

При этом учтено, что µ(−ik) = −mksis.
Применив к Π второй закон Эйлера, получим

∫∫∫

VΠ

{
(R−R0)× ρ

(
dv

dt
− f

)
+ j

dω

dt
− ρm

}
dV = (2.20)

=
∫∫

ΣΠ

{(R−R0)× t + µ} dΣ.

Используя (2.13), (2.19), поверхностный интеграл в (2.20) можно
записать следующим образом

∫∫

ΣΠ

{(R−R0)×Nktksis + Nkmksis} dΣ.

Применение теоремы Гаусса-Остроградского позволяет преобра-
зовать интеграл по ΣΠ к интегралу по объему VΠ

∫∫∫

VΠ

∂

∂Xk
{(R−R0)× tksis + mksis} dV.

Таким образом, с учетом тождества ∂R/∂Xk = ik, соотношение
(2.20) приводится к виду

∫∫∫

VΠ

{
(R−R0)×

[
ρ

(
dv

dt
− f

)
− ∂tks

∂Xk
is

]
+

+j
dω

dt
− ρm− tksik × is − ∂mks

∂Xk
is

}
dV = 0.

Как уже было показано ранее с помощью первого динамического
закона, здесь выражение в квадратных скобках обращается в нуль.
Таким образом, окончательно имеем уравнение
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∫∫∫

VΠ

{
j

dω

dt
− ρm− tksik × is − ∂mks

∂Xk
is

}
dV = 0,

откуда вытекает дифференциальное уравнение

j
dω

dt
− ρm =

∂mks

∂Xk
is + tksik × is. (2.21)

Последнее слагаемое в (2.21) представляет собой уже встречав-
шийся ранее векторный инвариант тензора второго ранга T: T×

4
=

tksik × is.
Далее покажем, что представление (2.19) выполняется не толь-

ко для координатных площадок. Для этого применим второй закон
Эйлера к произвольному тетраэдру и получим

∫∫∫

VT

{
(R−R0)× ρ

(
dv

dt
− f

)
+ j

dω

dt
− ρm

}
dV = (2.22)

=
∫∫

ΣT

{(R−R0)× t + Nkmksis} dΣ+

+
∫∫

M1M2M3

{(R−R0)× t + µ(N)} dΣ. (2.23)

Приведем (2.22) к уравнению, содержащему только поверхност-
ный интеграл по грани M1M2M3. Для этого в (2.22) преобразуем сла-
гаемые, содержащие множитель (R−R0). C учетом (2.18) и тождества

Div [(R−R0)×T] = (R−R0)×DivT + T×

можно показать, что выполняется равенство
∫∫∫

VT

{
(R−R0)× ρ

(
dv

dt
− f

)}
dV −

∫∫

∂VT

{(R−R0)× t} dΣ =

=
∫∫∫

VT

T× dV,
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где ∂VT = ΣT

⋃
M1M2M3.

Таким образом, объемный интеграл в (2.22) принимает вид
∫∫∫

VT

(
j

dω

dt
− ρm−T×

)
dV,

и с помощью (2.21) уравнение (2.22) приводится к требуемому виду
∫∫

M1M2M3

{µ(N)−Nkmksis(N)} dΣ = 0.

В силу произвольности тетраэдра отсюда следует линейность функ-
ции µ(N) для любого вектора N и, соответственно, представление

µ(N) = N ·M. (2.24)

Формула (2.24) завершает доказательство теоремы Коши для сре-
ды Коссера.

Определение 2.3. Тензор T называется тензором напряжений Ко-
ши, а тензор M – тензором моментных напряжений Коши.

Таким образом, из доказательства теоремы видно, что матрицы
tks, mks представляют собой компоненты тензоров напряжений и мо-
ментных напряжений в декартовом базисе ik:

T = tksikis, M = mksikis.

Следует отметить такое важное свойство тензоров напряжений и
моментных напряжений как их несимметричность, в общем случае:
TT 6= T, MT 6= M.

Это свойство кардинально отличает полярные среды от простых
материалов, где тензор напряжений всегда симметричен.

Несимметричность матриц tks и mks заставляет более вниматель-
но следить за их индексами. Рассмотрим в теле произвольный куб,
ориентированный по осям декартовой системы координат. Действую-
щие на его поверхности касательные и нормальные напряжения по-
казаны на рис. 2.5. Первый индекс у tks указывает на площадку с
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нормалью ik, а второй – на направление действия напряжения (сов-
падающего с направлением is). Например, t31 – это напряжение, дей-
ствующее на сечении тела, перепендикулярном оси X3, в направлении
оси X1.

Заметим, что это соглашение для индексов имеет место не только
для декартового базиса, но и для любого ортонормированного.

При рассмотрении сил, действующих на тело, и для постановки
статических краевых условий важное значение имеет следующее пра-
вило выбора знаков для компонент тензора напряжений.

Рис. 2.5. Положительные напряжения.

Правило знаков для напряжений. Нормальные напряжения
положительны, если они растягивающие, и отрицательны, если сжи-
мающие. Касательные напряжения положительны, если они дей-
ствуют на площадке, нормаль к которой совпадает с координат-
ным ортом, и направлены в ту же сторону, что и остальные ко-
ординатные орты. Если напряжение действует на площадке, нор-
маль к которой имеет противоположное орту направление, то оно
положительно, если оно направлено против другого координатного
орта.

Согласно этому правилу, изображенные на рис. 2.5 напряжения
положительны. Случай отрицательных напряжений, действующих на
видимые части кубика, приведен на рис. 2.6
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Рис. 2.6. Отрицательные напряжения.

Все сказанное выше для напряжений имеет место и для момент-
ных напряжений. Так, первый индекс у mks соответствует площадке
с нормалью ±ik, а второй определяет направление действия – вектор
is. Традиционным является способ изображения моментов и момент-
ных напряжений в виде круговых стрелок. Например, действующие
на площадке с нормалью i3 моментные напряжения показаны на рис.
2.7. Видно, что нормальные моментные напряжения образуют крутя-
щий момент, а касательные – изгибающие моменты.

Вместе с тем, для обозначения векторов, в том числе и векторов
моментных напряжений, более удобным оказывается обычный спо-
соб представления в виде прямых стрелок. Чтобы отличать векторы,
описывающие действие моментных напряжений, от векторов, соот-
ветствующих силам и напряжениям, будем обозначать их двойными
стрелками. Так, на рис. 2.8 эти обозначения использованы для изоб-
ражения тех же моментных напряжений, что и на рис. 2.7. Момент,
соответствующий двойной стрелке, действует в направлении движе-
ния часовой стрелки, если смотреть в направлении стрелки.

Правило знаков для моментных напряжений с точностью до обо-
значений полностью аналогично предыдущему правилу для обычных
напряжений. На рис. 2.9 положительные моментные напряжения по-
казаны сплошными двойными стрелками, отрицательные – пунктир-
ными.
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Рис. 2.7. Моментные напряжения.

Сформулируем это правило в терминах крутящих и изгибающих
моментов.

Правило знаков для моментных напряжений. Распределен-
ные на площадке крутящие моменты (нормальные моментные на-
пряжения) положительны, если они действуют по часовой стрелке,
если смотреть в направлении внешней нормали к площадке.

Распределенные на площадке изгибающие моменты (касательные
моментные напряжения) положительны, если они заданы на пло-
щадке, нормаль к которой совпадает с координатным ортом, и дей-
ствуют против часовой стрелки, если смотреть в направлении, про-
тивоположном другому координатному орту. Когда изгибающие мо-
менты действуют на площадке нормаль к которой имеет противо-
положное орту направление, то они положительны, если они на-
правлены по часовой стрелке, если смотреть в направлении, проти-
воположном другому координатному орту.
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Рис. 2.8. Другое обозначение для моментов.

2.4 О главных напряжениях и главных площадках для
микрополярной среды

В общем случае представление тензора напряжений Коши T в
каком-либо произвольном, не обязательно ортогональном базисе име-
ет вид

T = tskis ⊗ ik,

где матрица tsk содержит девять ненулевых элементов.
Рассмотрим задачу определения такого базиса, в котором пред-

ставление тензора T имеет наиболее простой вид.
Хорошо известно, что в случае простых материалов, когда тензор

напряжений симметричен, такое представление является диагональ-
ным

T = σ1e1 ⊗ e1 + σ2e2 ⊗ e2 + σ3e3 ⊗ e3, (2.25)

где σk – собственные числа матрицы tsk, называемые главными напря-
жениями, а ek – собственные векторы, образующие нормали к глав-
ным площадкам, на которых отсутствуют касательные напряжения.
С учетом симметрии T для простых материалов спектральное разло-
жение (2.25) существует всегда, причем векторы ek ортогональны. С
физической точки зрения спектральное разложение (2.25) означает,
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Рис. 2.9. Направления положительных и отрицательных моментных
напряжений.

что в каждой точке тела можно выбрать три взаимно ортогональных
площадки, такие, что на них действуют только нормальные (растя-
гивающие или сжимающие) напряжения. Это означает возможность
выбора в данной точке тела такого элементарного кубика, что на его
грани действуют только нормальные напряжения.

К сожалению, в механике микрополярных сред в общем случае
тензор T является несимметричным и спектральное разложение мо-
жет отсутствовать. Своего рода аналогом (2.25) может служить син-
гулярное разложение [89], которое существует всегда и для несиммет-
ричных тензоров.

Сингулярным разложением тензора второго ранга T называется
представление следующего вида

T = s1e1 ⊗ e′1 + s2e2 ⊗ e′2 + s3e3 ⊗ e′3, (2.26)

где sk (k = 1, 2, 3) – неотрицательные числа, ek, e′j – ортонормиро-
ванные базисы. Сингулярное разложение непосредственно вытекает
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из полярного разложения [48] тензора T = S ·Q, где S = (T ·TT )1/2 –
неотрицательно определенный симметричный тензор, Q – ортогональ-
ный тензор. В самом деле, обозначим через sk собственные значения
тензора S, а через ek – ортонормированный базис собственных векто-
ров этого тензора. Тогда базис, определяемый формулой e′k = ek ·Q
также будет ортонормированным. Подставив в полярное разложение
тензора T вместо S его спектральное разложение

S = s1e1 ⊗ e1 + s2e2 ⊗ e2 + s3e3 ⊗ e3,

получим (2.26).
Недостатком сингулярного разложения (2.26) является наличие

двух ортогональных базисов.
Зададимся вопросом о наиболее простом представлении несиммет-

ричного тензора напряжений T, ограничившись одним, вообще гово-
ря, не ортогональным базисом.

Воспользуемся результатами о каноническом представлении несим-
метричной вещественной матрицы [89] на основе вещественной нор-
мальной жордановой формы. Можно показать, что несимметричная
вещественная матрица A размерности 3× 3 подобна (с вещественной
матрицей подобия) одной из следующих матриц




λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


 , (2.27)




λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ2


 ,




λ1 0 0
0 λ2 ε
0 0 λ2


 , (2.28)




λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 λ1


 ,




λ1 0 0
0 λ1 ε
0 0 λ1


 ,




λ1 ε 0
0 λ1 ε
0 0 λ1


 , (2.29)




λ1 0 0
0 α β
0 −β α


 (2.30)

в зависимости от собственных значений матрицы A и их кратности.
Здесь λk – вещественные собственные числа A (k = 1, 2, 3), ε – про-
извольное действительное число, не равное нулю, которое, в частно-
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сти, можно взять сколь угодно малым, α и β – вещественная и мни-
мая части комплексного собственного числа матрицы A (если таковое
имеется). Отметим, что обычно используется ε = 1 [89]. Это соответ-
ствует определенному выбору матрицы подобия. Случай (2.27) соот-
ветствует наличию трех различных вещественных собственных чисел
A (λ1 6= λ2 6= λ3), случай (2.28) соответствует наличию двухкратного
вещественного собственного значения (λ1 6= λ2 = λ3), в случае трех-
кратного вещественного собственного числа (λ1 = λ2 = λ3) возможны
представления (2.29). Последний, четвертый, случай (2.30) выполня-
ется, если матрица A обладает одним вещественным и двумя ком-
плексными собственными числами (λ1 6= λ2 = λ3 ≡ α + iβ).

Таким образом, несимметричный тензор напряжений может быть
представлен в виде

T = t◦mnem ⊗ en,

где t◦mn – одна из матриц, определенных выше формулами (2.27)–
(2.30), а векторы em – вообще говоря, не ортогональны друг другу.

2.5 Уравнения движения

Из динамических законов Эйлера при помощи преобразований,
уже использованных при доказательстве теоремы Коши, вытекают
уравнения движения микрополярной среды в локальной форме

ρ
dv

dt
= DivT + ρf , (2.31)

j
dω

dt
= DivM + T× + ρm. (2.32)

Следует заметить, что при выводе уравнения (2.32) было исполь-
зовано (2.31).

Если среда не обладает моментными свойствами, т.е. вращатель-
ным взаимодействием частиц тела пренебрегают, то в уравнении (2.32)
следует положить равными нулю вращательную инерцию j, момент-
ные напряжения M и объемные моменты m. Тогда следствием закона
сохранения момента количества движения является уравнение

T× = 0, (2.33)
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которое эквивалентно требованию симметричности тензора напряже-
ний: T = TT . Таким образом, при отсутствии моментных напряже-
ний и распределенных моментов уравнение баланса момента импульса
эквивалентно симметричности тензора напряжений Коши, присущей
классической механике сплошной среды. Естественно, что в этом слу-
чае учесть действие моментных нагрузок, например, действие поверх-
ностных или массовых моментов, невозможно.

Для простых материалов (при отсутствии моментных напряже-
ний) уравнение (2.33) выполняется автоматически, как следствие урав-
нений состояния.



Глава 3

Уравнения состояния микрополярной жидкости

Уравнения движения (2.31), (2.32) являются общими уравнения-
ми баланса, выражающими баланс импульса и момента импульса для
произвольной части тела. Эти 6 скалярных уравнений содержат боль-
шое количество неизвестных величин – 18 компонент тензора напря-
жений T и тензора моментных напряжений M, компоненты скоро-
стей. Зависимость T и M от деформации среды устанавливается при
помощи уравнений состояния (определяющих соотношений). Есте-
ственно, что уравнения состояния зависят от конкретного материала
и устанавливаются на основе экспериментальных данных. Вместе с
тем при построении уравнений состояния на основе экспериментов
должны выполняться аксиомы определяющих соотношений, т.е. тре-
бования, налагаемые на форму любых определяющих соотношений
[82, 148, 153, 152].

Отметим, что в рамках механической теории микрополярной сре-
ды, рассматриваемой в этом параграфе, помимо определяющих со-
отношений для T и M могут быть также рассмотрены кинематиче-
ские уравнения состояния, определяющие плотности импульса и мо-
мента импульса более общего вида, чем приведенные в определениях
(2.1), (2.2). В частности, в случае общей нелинейной теории оболочек
[1, 34, 42, 92, 102, 107, 130, 131, 141], уравнения движения которых
совпадают с уравнениями движения двумерной микрополярной сре-
ды, используются более сложные зависимости для плотности момента
импульса.

47
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3.1 Аксиомы определяющих соотношений

В данном параграфе сформулируем аксиомы определяющих со-
отношений для микрополярной среды, ограничившись рамками чи-
сто механической теории (без учета влияния температуры и введения
внутренней энергии, энтропии и т.п. величин.) Аксиомы определя-
ющих соотношений представляют собой требования, налагаемые на
форму любых определяющих соотношений [82, 148, 153].

Принцип детерминизма. Тензор напряжений и тензор момент-
ных напряжений в данной точке тела определяются предысторией
движения тела.

Принцип локальности. Тензор напряжений и тензор момент-
ных напряжений в данной точке тела полностью определяются дви-
жением не всего тела, а лишь движением сколь угодно малой окрест-
ности данной точки.

Отметим, что в отличие от принципа детерминизма (аксиомы при-
чинности), выполнение которого не вызывает сомнений (уравнение
состояния не может “предсказывать” будущее), принцип локальности
зависит от наших представлений об уравнениях состояния и, вооб-
ще говоря, может не выполняться для некоторых материалов. Моде-
ли нелокальных сред, в том числе и микрополярной, рассмотрены в
[105, 117].

Принцип материальной индифферентности. Определяющие
соотношения должны быть такими, чтобы задаваемые ими тензор
напряжений и тензор моментных напряжений были индифферент-
ными величинами.

Напомним, что тензор T называется индифферентным, если для
любых двух эквивалентных движений выполняется равенство

T∗ = QT ·T·Q,

где индексом ∗ отмечены значения величин в эквивалентном движе-
нии. Два движения называются эквивалентными, если они связаны
соотношениями

R∗ = a(t) + (R−R0)·Q(t), H∗ = H·Q(t)

где Q(t) – произвольный ортогональный тензор, a(t) – произвольный
вектор, R0 – постоянный вектор, задающий фиксированную точку
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пространства. Эквивалентные движения можно трактовать как одно
и то же движение тела, но рассматриваемое с точки зрения разных
систем отсчета.

Этот принцип (аксиома объективности) выражает интуитивно
понятный принцип независимости материальных свойств, фигуриру-
ющих в определяющих соотношениях для тензоров напряжений и
моментных напряжений от изменения системы отсчета наблюдателя.
Вместе с тем строгое определение этого принципа, сформулированно-
го достаточно давно [152], вызывают дисскуссии и по настоящее время
(см., например, [135]).

3.2 Уравнения состояния вязкоупругой микрополярной
жидкости

Учитывая принцип локального действия [82, 152], определяющие
соотношения континуума Коссера с памятью в случае конечных де-
формаций следует принять в виде

T(t) = A1

[
Ct(s),Ht(s), gradHt(s)

]
, (3.1)

M(t) = A2

[
Ct(s),Ht(s), gradHt(s)

]
,

Ct(s) = C(t− s), Ht(s) = H(t− s), C(t) = gradR(t), (s ≥ 0).

В (3.1) A1, A2 — операторы отклика, зависящие от предысторий
градиента деформации Ct(s), тензора микроповорота Ht(s) и его гра-
диента, grad — оператор градиента в начальном состоянии, т.е. в от-
счетной конфигурации.

Требование инвариантности определяющих соотношений (3.1) относи-
тельно
трансляций системы отсчета наблюдателя выполняется автоматически,
а требование инвариантности относительно вращений будет выпол-
нено в том и только в том случае, если операторы A1, A2 удовлетворя-
ют условию
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Aα

[
Ct(s) ·Qt(s),Ht(s) ·Qt(s), gradHt(s) ·Qt(s)

]
= (3.2)

= QT (t) · Aα

[
Ct(s),Ht(s), gradHt(s)

] ·Q(t) (α = 1, 2)

для любого собственно ортогонального тензора Qt(s). Положив в (3.2)
Qt(s) = HtT (s), получим

T(t) = HT (t) · B1

[
Yt(s),Lt(s)

] ·H(t), (3.3)

M(t) = HT (t) · B2

[
Yt(s),Lt(s)

] ·H(t).

Здесь Yt(s) – предыстория первой меры деформации, Lt(s) – пред-
ыстория тензора изгибной деформации. Указанные тензоры опреде-
ляются формулами (1.28), (1.29).

Легко видеть, что представления (3.3) не только необходимы, но
и достаточны для материальной независимости от системы отсчета.

Операторы B1, B2 в определяющих соотношениях (3.3), вообще
говоря, зависят от некоторых постоянных (т.е. не меняющихся в про-
цессе деформации) тензоров, определяемых выбором отсчетной кон-
фигурации материального тела. К таким тензорам, в частности, отно-
сится тензор кривизны начального состояния b. Поэтому, учитывая
(1.29), определяющие соотношения (3.3) можно представить в следу-
ющей форме

T(t) = HT (t) · D1

[
Yt(s),Kt(s)

] ·H(t), (3.4)

M(t) = HT (t) · D2

[
Yt(s),Kt(s)

] ·H(t).

В случае упругого материала тензоры T и M не зависят от про-
шлой предыстории деформации, и определяющие соотношения (3.4)
принимают вид

T(t) = HT (t) · f1 [Y(t),K(t)] ·H(t), (3.5)

M(t) = HT (t) · f2 [Y(t),K(t)] ·H(t).
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где f1, f2 – тензорные функции.
С использованием законов термодинамики уравнения состояния

(3.5) упругого континуума Коссера могут быть представлены при по-
мощи удельной потенциальной энергии деформации W0(Y,K), сов-
падающей с удельной свободной энергией в изотермическом процессе
и удельной внутренней энергией в адиабатическом процессе, следую-
щим образом [155]

T = ρCT · ∂W

∂Y
·H, W = ρ−1

0 W0, M = ρCT · ∂W

∂K
·H. (3.6)

Здесь W – массовая плотность потенциальной энергии деформа-
ции, ρ0 – плотность материала в отсчетной конфигурации.

В дальнейшем будем рассматривать класс изотропных материа-
лов, для которых тензорные операторы отклика D1, D2 в (3.4) явля-
ются изотропными, т.е. удовлетворяют соотношениям (η = detQ)

D1

[
Q ·Yt(s) ·QT , ηQ ·Kt(s) ·QT

]
= Q · D1

[
Yt(s),Kt(s)

] ·QT ,
(3.7)

ηD2

[
Q ·Yt(s) ·QT , ηQ ·Kt(s)QT

]
= Q · D2

[
Yt(s),Kt(s)

] ·QT

для любого ортогонального тензора Q. Согласно (1.14), (3.4), (3.7)
тензоры T(t) и M(t) не меняются при заменах

Ct(s) → Q ·Ct(s), Ht(s) → Q ·Ht(s), Q = Q−T . (3.8)

Это означает, что изотропные материалы нечувствительны к лю-
бым изменениям отсчетной конфигурации, описываемой ортогональ-
ными преобразованиями.

Определение изотропного материала, а также различных типов
анизотропных материалов, может быть дано строго при помощи по-
нятия локальной группы симметрии материала. Это понятие базиру-
ется на инвариантности формы уравнений состояния по отношению к
некоторым изменениям отсчетной конфигурации, или, другими сло-
вами, невозможности определения некоторых изменений отсчетной
конфигурации путем экспериментов (своего рода “нечувствительно-
сти” по отношению к таким преобразованиям отсчетного состояния).
Для простых материалов определение локальной группы симметрии
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вместе с классификацией уравнений состояния дано в [61, 82, 148, 152,
153]. Для полярной трехмерной среды определение локальной груп-
пы симметрии содержится в [119], а для микрополярных оболочек – в
[34, 107], где также даны представления определяющих соотношений
упругих оболочек для некоторых типов анизотропии. Вместе с тем
следует отметить, что определение локальной группы материальной
симметрии, данное в [119], не учитывает тот факт, что тензоры мо-
ментных напряжений, мера изгибных деформаций, тензоры кривизны
микроструктуры являются псевдотензорами, которые отличаются от
истинных (полярных) тензоров тем, что меняют знак при инверсии
пространства [48]. Это различие было учтено в [30], а в случае обо-
лочек Коссера – в [110]. Данное здесь определение изотропного мате-
риала (3.7), аналогичное [30, 110], дано с учетом того, что M и K –
псевдотензоры.

С использованием относительных мер деформации и их предысто-
рий, определенных формулами (1.26)–(1.29), можно сформулировать
теорему.

Теорема 3.1. Определяющие соотношения любой изотропной среды
Коссера с памятью могут быть представлены в форме

T(t) = F1

[
y(t),Yt

t(s),K
t
t(s)

]
, M(t) = F2

[
y(t),Yt

t(s),K
t
t(s)

]
, (3.9)

где F1, F2 – изотропные операторы.

Доказательство. На основании (1.29) определяющее соотношение
(3.4) для тензора напряжений можно представить в виде

T(t) = HT (t) ·D1

[
Y(t),H(t) ·Yt

t(s) ·HT (t),H(t) ·Kt
t(s) ·HT (t)

] ·H(t).
(3.10)

Положим в (3.8) Q = HT (t). Тогда тензор Y(t) согласно (1.14),
(1.19) заменится тензором y−1(t), а тензор H(t) заменится единичным
тензором I, что на основании (3.10) дает

T(t) = D1

[
y−1(t),Yt

t(s),K
t
t(s)

]
.

Аналогично преобразуется определяющее соотношение для тензо-
ра моментных напряжений M(t), что приводит к выражениям (3.9).
Изотропность операторов F1, F2 вытекает из свойства изотропности
операторов D1, D2.
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Определение 3.1. Вязкоупругой микрополярной жидкостью будем
называть такую среду Коссера с памятью, которая нечувствитель-
на к любым изменениям отсчетной конфигурации, сохраняющим
плотность среды.

Очевидно, что жидкость относится к класcу изотропных матери-
алов. Поскольку тензоры Yt

t(s) и Kt
t(s) в (3.9) не зависят от выбора

отсчетной конфигурации, изотропная среда будет жидкостью тогда и
только тогда, когда зависимость от тензора u(t) в определяющих со-
отношениях сводится к зависимости от detu(t) или, что эквивалентно,
к зависимости от плотности ρ(t). Таким образом, справедлива

Теорема 3.2. Общее представление определяющих уравнений вяз-
коупругой микрополярной жидкости имеет вид

T(t) = H1

[
ρ(t),B(t),Yt

t(s),L
t
t(s)

]
, (3.11)

M(t) = H2

[
ρ(t),B(t),Yt

t(s),L
t
t(s)

]
,

где H1, H2 — изотропные операторы.

В (3.11) учтено соотношение (1.29).
Теорема 3.2 является обобщением теоремы Нолла [4, 82] о простых

жидкостях на случай микрополярных жидкостей.
Для покоящейся жидкости имеем Lt

t(s) = 0, Yt
t(s) = I и определяю-

щие соотношения (3.11) принимают вид уравнений состояния упругой
микрополярной жидкости

T = ϕ(ρ,B), M = ψ(ρ,B), (3.12)

где ϕ, ψ – изотропные тензорные функции.
Модель упругой микрополярной жидкости можно получить ина-

че, а именно как частный случай упругой изотропной среды Коссера,
для которой функции f1, f2 в (3.5) изотропны. Полагая в условии
изотропности Q = HT , из (3.5) придем к такому представлению урав-
нений состояния изотропного упругого материала

T = f1

(
y−1,y−1 ·B)

= ϕ(y,B), (3.13)

M = f2

(
y−1,y−1 ·B)

= ψ(y,B).
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В соотношениях (3.13) только первый тензорный аргумент изо-
тропных функций ϕ и ψ зависит от выбора отсчетной конфигура-
ции. Свойство нечувствительности материала к любым изменениям
отсчетной конфигурации при условии сохранения объема выполня-
ются в том и только в том случае, если зависимость от y в (3.13)
сводится к зависимости от dety. Это приводит к определяющим со-
отношениям (3.12).

Соотношения (3.11) содержат в себе модель микрополярной жид-
кости дифференциального типа. Учитывая формальные разложения
(1.34) предысторий меры деформации Yt

t(s) и тензора изгибной де-
формации Lt

t(s), это определение формулируется следующим обра-
зом.

Определение 3.2. Назовем жидкостью дифференциального типа
сложности (m,n) микрополярную жидкость с уравнениями состо-
яния следующего вида

T = f1(ρ,B,A1 . . .Am,B1 . . .Bn), (3.14)

M = f2(ρ,B,A1 . . .Am,B1 . . .Bn),

где f1, f2 — изотропные функции.

Частным случаем (3.14) является модель вязкой микрополярной
жидкости [8, 115, 120], уравнения состояния которой имеют вид

T = f1(ρ, ε), M = f2(ρ,æ).

3.3 Краевые условия в гидромеханике микрополярных
жидкостей

Силовые и моментные краевые условия состоят в задании на части
границы области Σ1, занятой жидкостью, векторов сил и моментов

N ·T|Σ1
= ϕ, N ·M|Σ1

= µ, (3.15)

где ϕ, µ – известные функции.
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Кинематические краевые условия для вязкой микрополярной жид-
кости состоят в задании на поверхности Σ2 полей линейной скорости
v и угловой скорости ω:

v|Σ2
= v0, ω|Σ2

= ω0. (3.16)

Случай v0 = 0, ω0 = 0 соответствует условиям прилипания ча-
стиц жидкости. Если же v0 6= 0, например, когда граничная поверх-
ность тоже движется, то возможна постановка граничных условий,
связывающих угловую и линейную скорости. Такие краевые условия
обсуждались в [62] и могут быть представлены соотношением

v|Σ2
= v0, ω|Σ2

= αRotv|Σ2
, (3.17)

где α – некоторая постоянная. Последнее соотношение означает, что
скорость микровращения частиц жидкости вблизи граничной поверх-
ности пропорциональна скорости макровращения.

Для вязкоупругой жидкости задание скорости микровращения недо-
статочно, здесь кинематическими условиями служат граничные усло-
вия для триэдра Dk

Dk|Σ2
= D0

k. (3.18)

3.4 Уравнения упругой микрополярной жидкости

Для упругой жидкости в изотермическом процессе массовая плот-
ность свободной энергии W – изотропная функция тензора кривизны
B и плотности ρ. Учитывая вытекающее из (1.6), (1.32) соотношение

d
dt

B = æ− ε ·B + ω ×B−B× ω,

вычислим скорость изменения функции W в фиксированной частице
среды

dW

dt
= tr

(
∂W

∂B
· dBT

dt

)
+

∂W

∂ρ

dρ

dt
= (3.19)

= tr
(

∂W

∂B
·æT

)
− tr

[(
∂W

∂B
·BT + ρ

∂W

∂ρ
I
)
· εT

]
+

+tr
[(

BT · ∂W

∂B
− ∂W

∂B
·BT

)
× ω

]
.



56 Глава 3. Уравнения состояния микрополярной жидкости

С другой стороны, на основании (3.6), (1.32) имеем

dW

dt
= ρ−1tr

(
T · εT + M ·æT

)
. (3.20)

Сравнивая (3.19), (3.20) и учитывая, что тензоры ε, æ при движе-
нии среды могут принимать произвольные значения, получим

M = ρ
∂W

∂B
, T = −pI−M ·BT , p = ρ2 ∂W

∂ρ
. (3.21)

Из произвольности вектора ω и (3.19)–(3.21) вытекает соотноше-
ние

(
M ·BT

)
× =

(
BT ·M)

× . (3.22)

Можно показать, что уравнения состояния (3.21) упругой жидко-
сти справедливы для любых термодинамических процессов, при этом
свободную энергию W следует считать зависящей также и от темпе-
ратуры.

Модель упругой микрополярной жидкости близка модели нема-
тического жидкого кристалла [9, 41, 54, 59, 94], но отличается от
нее тем, что ориентация частицы микрополярной жидкости задается
ортонормированной тройкой векторов, в то в время как в континуаль-
ной теории нематиков ориентация характеризуется одним единичным
вектором – директором n. Свободная энергия W в теории немати-
ков является [41, 59, 90, 94] изотропной функцией двух аргументов:
векторного n и тензорного Gradn, в то время как в микрополярной
жидкости W зависит от одного тензорного аргумента B. Разумеет-
ся, в обоих случаях присутствуют также скалярные аргументы: плот-
ность и температура. Более близкими к модели упругой микрополяр-
ной жидкости оказываются двухосные нематики [3, 129], в которых
рассматриваются два ортогональных друг другу директора, а также
модели некоторых смектиков [145, 146].

Заметим, что свойство изотропности функции W (ρ,B) не означа-
ет, что упругая микрополярная жидкость является изотропной жид-
костью. Последний термин эквивалентен понятию простой упругой
жидкости и соответствует случаю, когда W = W (ρ). Точно также
свойство изотропности функции свободной энергии нематика

W (ρ, n,Gradn)
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не мешает называть его [85] анизотропной жидкостью.
Уравнения состояния упругой микрополярной жидкости (3.21) мо-

гут быть использованы при моделировании поведения сложных мик-
роструктурных жидкостей, подобных жидким кристаллам. Анизотро-
пия свойств и ориентационная упругость нематиков объясняется су-
ществованием предпочтительной ориентации вытянутых молекул или
образованных ими комплексов, при этом микроструктуру жидкого
кристалла можно представить плавающими длинными стержнями или
нитями. По аналогии с этим представлением микроструктуру упругой
микрополярной жидкости (3.21) можно считать образованной упоря-
доченным набором плавающих эллипсоидов с разными полуосями.

Полная система уравнений движения упругой микрополярной
жидкости в эйлеровых координатах содержит в качестве неизвестных
функций плотность ρ, поле скоростей v, поле угловых скоростей ω,
тензорное поле кривизны B, и после подстановки в уравнения движе-
ния (2.31), (2.32) определяющих соотношений (3.21) принимает вид

−Grad p− div
(
M ·BT

)
+ ρf = ρ

(
∂v

∂t
+ v ·Gradv

)
, (3.23)

divM− (
M ·BT

)
× + ρm = j

(
∂ω

∂t
+ v ·Gradω

)
,

∂B
∂t

+ v ·GradB = Gradω − (Gradv) ·B−B× ω,

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0.

Здесь символ
∂

∂t
означает локальную производную по времени, а

величины p и M предполагаются выраженными через ρ и B при по-
мощи уравнений состояния (3.21). Вращательная инерция j, вообще
говоря, может быть заданной функцией плотности ρ. В случае несжи-
маемой жидкости ρ = const, давление p не выражается через ρ и B, а
является неизвестной функцией координат и времени.

В задаче о покоящейся жидкости v = ω = 0, и уравнения (3.23)
превращаются в уравнения равновесия. В силу (1.20) и определяю-
щих соотношений (3.21) эти уравнения содержат четыре неизвестных
функции: плотность ρ и триэдр Dk. Поскольку число скалярных урав-
нений равно шести, система уравнений равновесия переопределенная.



58 Глава 3. Уравнения состояния микрополярной жидкости

Несмотря на это, она будет разрешима, как показано ниже, при неко-
торых дополнительных условиях, наложенных на массовые силы и
моменты.

Вычислим градиент свободной энергии, считая жидкость однород-
ной и учитывая уравнения состояния (3.21)

GradW = is
∂W

∂B
¯ ∂B

∂Xs
+ is

∂W

∂ρ

∂ρ

∂Xs
= (3.24)

= isρ
−1M¯ ∂B

∂Xs
− isp

∂

∂Xs

(
ρ−1

)
.

Представим тензоры B и M через их векторные компоненты

B = ik ⊗Bk, M = ik ⊗Mk.

Приняв во внимание уравнения совместности (1.22), выражение
(3.24) преобразуем к виду

GradW = isρ
−1Mk ·

(
∂Bs

∂Xk
+ Bs ×Bk

)
−Grad (ρ−1p) + ρ−1Grad p.

Перебросим в последнем выражении производные с Bs на Mk:

GradW = −ρ−1 ∂Mk

∂Xk
·BT + ρ−1 ∂

∂Xk

(
Mk ·BT

)−
−Grad (ρ−1p) + ρ−1Grad p + ρ−1isBs · (Bk ×Mk) =

= ρ−1Div (M ·BT )− ρ−1(DivM) ·BT + ρ−1Grad p−
−Grad (ρ−1p) + ρ−1isBs · (Bk ×Mk).

Сославшись на соотношение (3.22) и непосредственно проверяемое
равенство

Bk ×Mk = (BT ·M)×,

из (3.22) получим тождество

Grad
(
W + ρ−1p

)
= ρ−1

[
Grad p + Div

(
M ·BT

)]− (3.25)

−ρ−1
[
DivM− (

M ·BT
)
×

]
·BT .
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С учетом уравнений равновесия соотношение (3.25) принимает
вид

Grad
(
W + ρ−1p

)
= f + m ·BT . (3.26)

Как известно [71, 72], законом сохранения для системы уравнений
с частными производными называется равенство, выражающее обра-
щение в нуль на всех решениях данной системы дивергенции неко-
торого тензорного поля, зависящего от неизвестных функций и их
производных. При f = m = 0 соотношение (3.26) является законом
сохранения для статических уравнений микрополярной жидкости, по-
скольку оно означает обращение в нуль дивергенции тензорного поля(
W + ρ−1p

)
I.

Из (3.26) видно, что для того, чтобы равновесие микрополярной
жидкости было возможным, необходимо и достаточно выполнение
условия совместности

Rot
(
f + m ·BT

)
= 0, (3.27)

которое зависит не только от внешних сил и моментов f , m, но и от
тензора кривизны микроструктуры B, т.е. от искажения микрострук-
туры жидкости (Rot – оператор ротора в эйлеровых координатах).

При m = 0, т.е. при отсутствии внешних массовых моментов, си-
ловое уравнение равновесия согласно (3.23), (3.25) приводится к виду

Grad
(

W + ρ
∂W

∂ρ

)
= f , (3.28)

и будет разрешимо в случае потенциальных массовых сил f . Для
несжимаемой жидкости выражение в скобках в (3.28) следует заме-
нить на W + ρ−1p. Таким образом, определение равновесного состоя-
ния упругой микрополярной жидкости сводится к определению орто-
нормированной тройки векторов Dk из уравнений

DivM− (
M ·BT

)
× = 0, M = ρ

∂W

∂B
, B = −1

2
(GradDk)×Dk, (3.29)

а затем – к нахождению плотности или давления при помощи (3.28).
Отметим, что аналогичное (3.28) условие совместности есть и в

теории жидких кристаллов [78].
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Поскольку согласно (3.21) тензор напряжений Коши в упругой
жидкости не является шаровым, микрополярная покоящаяся жид-
кость способна выдерживать касательные силовые напряжения, а так-
же моментные напряжения. Это свойство упругой микрополярной
жидкости аналогично способности нематических жидких кристаллов
выдерживать касательные напряжения, например, передавать момент
кручения [41].

Рассматривая задачу о равновесии микрополярной жидкости, к
уравнениям
(3.29) необходимо присоединить краевые условия на границе Σ объема
V , занимаемого жидкостью. Эти условия состоят в задании триэдра
Dk или вектора моментной нагрузки: N ·M = l, где N – единичная
нормаль к границе. Нетрудно проверить, что указанная краевая за-
дача в случае несжимаемой жидкости может быть сформулирована в
виде вариационного принципа

δ

∫∫∫

V

ρW dV −
∫∫

Σ2

l ·ψ dΣ = 0, (3.30)

ψ|Σ1
= 0, Σ = Σ1 ∪ Σ2, ψ = −1

2
δDk ×Dk.

Здесь Σ1 – часть поверхности Σ, на которой задан триэдр Dk,
Σ2 – часть поверхности, на которой задана моментная нагрузка, ψ –
вектор виртуальной ориентации, через который выражается вариация
тензора кривизны

δB = Gradψ −B×ψ.

Из системы уравнений (3.29) можно исключить векторы Dk, за-
менив последнее соотношение в (3.29) уравнением совместности отно-
сительно тензора B

RotB = B2 − (trB)B +
1
2

(
tr 2B− trB2

)
I. (3.31)

Уравнение (3.31) при помощи формулы Гамильтона-Кэли для неосо-
бого тензора B можно записать иначе

RotB = B−1 detB.
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В односвязной области тройка ортонормированных векторов Dk

определяется по заданному гладкому тензорному полю B, удовлетво-
ряющему условию совместности (3.31), единственным образом, если
триэдр Dk задан в некоторой точке области.

Поскольку кривизна микроструктуры B является псевдотензором
второго ранга, свободная энергия W – четная функция от B:

W (ρ,−B) = W (ρ,B).

Простейшим примером четной функции служит квадратичная фор-
ма, общее представление которой с учетом изотропности функции
W (B) в случае несжимаемой среды имеет вид

ρW =
1
2

[
λtr 2B + µtr

(
B ·BT

)
+ νtrB2

]
, (3.32)

где λ, µ, ν – постоянные.
Нетрудно показать, что необходимые и достаточные условия поло-

жительной определенности формы (3.32) состоят в выполнении нера-
венств

3λ + µ + ν > 0, µ + ν > 0, µ > 0. (3.33)

Согласно (3.21) выражению (3.32) соответствует линейная зависи-
мость тензора моментных напряжений от кривизны структуры

M = λItrB + µB + νBT . (3.34)

Как и в нелинейной теории упругости [61, 82], целесообразно сфор-
мулировать дополнительные ограничения на форму зависимости W (B)
помимо положительной определенности. В частности, таким услови-
ем может служить условие сильной эллиптичности уравнений рав-
новесия. Ранее условие сильной эллиптичности было сформулировано
для твердой деформируемой среды с моментными напряжениями [32].
Нетрудно проверить, что система уравнений (3.28), (3.29) не является
сильно эллиптической в смысле этого определения, как, впрочем, и
в смысле теории дифференциальных уравнений в частных производ-
ных [24, 87]. Тем не менее достаточно потребовать выполнения силь-
ной эллиптичности для уравнения (3.29). Можно показать, что усло-
вие сильной эллиптичности моментного уравнения равновесия (3.29)
эквивалентно неравенству
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d2

dτ2
W (B + τc⊗ d)

∣∣∣∣
τ=0

> 0 (3.35)

для любых ненулевых векторов c, d.
Для уравнения состояния (3.32) условие (3.35) выполнено, если и

только если

µ > 0, µ + ν + λ > 0.

Как и в случае линейной теории упругости последние неравенства
вытекают из условий положительной определенности (3.33). Вместе с
тем, для уравнений состояния общего вида условие (3.35) не следует
из положительности функции W (B).



Глава 4

Некоторые задачи о равновесии упругих
жидкостей

В этом разделе ограничимся нахождением равновесных решений в
случае однородной несжимаемой жидкости при отсутствии объемных
моментов.

4.1 Закрученная структура

Рассмотрим следующее поле направляющих векторов

D1 = i1 cos α(Z) + i2 sinα(Z), (4.1)
D2 = −i1 sin α(Z) + i2 cos α(Z), D3 = i3.

Здесь и далее i1, i2, i3 – ортонормированный декартовый базис,
а X, Y , Z – декартовы координаты. Функция α(Z) представляет со-
бой угол повороты триэдра Dk вокруг оси Z, так что деформация
(4.1) описывает кручение однородной микроструктуры микрополяр-
ной жидкости (рис. 4.1).

Тензор кривизны B, соответствующий (4.1), определяется соотно-
шением

B = α′(Z)i3 ⊗ i3.

Из свойства изотропности функции M(B) следует, что
(
M ·BT

)
× = 0

для произвольных определяющих соотношений.

63



64 Глава 4. Некоторые задачи статики

Y

D2(0)

D2(Z)

D1(0)

D3(0)

α(Z)

X

Z

D3(Z)

D1(Z)

Рис. 4.1. Кручение направляющих векторов вокруг вертикальной
оси.

В предположении, что α(Z) – линейная функция Z, тензор M
постоянен, и уравнение (3.29) выполняется тождественно. Таким об-
разом, структура (4.1) при

α(Z) = aZ + b

является универсальным решением, не зависящим от выбора уравне-
ний состояния.

4.2 Плоская задача

В случае плоской задачи ориентация частиц микрополярной жид-
кости определяется одним параметром – углом поворота α(X, Y ) три-
эдра Dk вокруг некоторой оси. Для определенности будем считать,



4.2. Плоская задача 65

что ось совпадает с направлением D3. Тогда триэдр Dk определяется
равенствами

D1 = i1 cosα(X, Y ) + i2 sin α(X, Y ), (4.2)
D2 = −i1 sinα(X, Y ) + i2 cos α(X,Y ), D3 = i3.

Для (4.2) тензор кривизны B дается формулой

B = i1 ⊗ i3
∂α

∂X
+ i2 ⊗ i3

∂α

∂Y
= (Gradα)⊗ i3. (4.3)

Из (3.21), (4.3) следует, что для деформации (4.2) все компонен-
ты M обращаются в нуль, кроме M13, M23, M31, M32. Кроме того,
выполняется равенство

(
M ·BT

)
× = 0. Таким образом, из трех мо-

ментных уравнений равновесия (3.29) два выполнены тождественно,
а последнее принимает вид

∂M13

∂X
+

∂M23

∂Y
= 0. (4.4)

Рассмотрим некоторые решения, получаемые в рамках плоской
задачи для упругой микрополярной жидкости.

Первым примером плоской деформации может служить изогнутая
структура, определяемая соотношениями

D1 = eR cosβΦ + eΦ sin βΦ, β = const, (4.5)
D2 = −eR sin βΦ + eΦ cos βΦ, D3 = eZ .

Здесь R, Φ, Z – полярные координаты, eR, eΦ, eZ – координатные
орты. Тензор кривизны B дается формулой

B =
1 + β

R
eΦ ⊗ eZ . (4.6)

Можно показать, что решение (4.5) является универсальным, как
и решение (4.1).

Решение (4.5) описывает искажение микроструктуры, которое со-
ответствует наличию в микрополярной жидкости линейного дефек-
та – клиновой дисклинации. Нетрудно убедиться, что поле триэдра
(4.5) не является непрерывным, в то время как тензор микрострукту-
ры, определяемый по формуле (4.6), оказывается непрерывным.
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Далее рассмотрим уравнения плоской задачи для определяющих
соотношений (3.32). С учетом (4.3) уравнение состояния (3.34) запи-
сывается следующим образом

M = µ(Gradα)⊗ i3 + νi3 ⊗ (Gradα),

а уравнение равновесия (4.4) сокращается до уравнения Лапласа

µ∆α = 0.

Таким образом, для закона состояния (3.32) определение структу-
ры микрополярной жидкости в плоской задаче сводится к нахожде-
нию гармонической функции. Заметим, что эта же задача получается
при исследовании плоской деформации нематического жидкого кри-
сталла в одноконстантном приближении [41].

4.3 Равновесие микрополярной жидкости со свободной
поверхностью

Рассмотрим задачу о равновесии тяжелой несжимаемой жидко-
сти, имеющей свободную поверхность и содержащейся в бесконечно
длинном цилиндрическом сосуде (рис. 4.2). Эта задача представляет
непосредственный интерес для экспериментального изучения свойств
упругой микрополярной жидкости, поскольку позволяет по наблюде-
ниям формы свободной поверхности получать информацию о матери-
альных постоянных, используемых для записи уравнений состояния
микрополярной жидкости.

Уравнение свободной поверхности Σ запишем в виде

Z = ζ(X,Y ), (X,Y ) ∈ Ω,

где область Ω представляет собой поперечное сечение цилиндра. Сво-
бодная граница Σ обладает поверхностной энергией, которую в про-
стейшем случае примем в виде

O =
∫∫

Σ

ς dΣ.

Здесь ς – постоянный коэффициент поверхностного натяжения.
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Рис. 4.2. Свободная поверхность микрополярной жидкости.

Краевые условия на Σ можно получить, как и в случае простой
жидкости [88], используя вариационный принцип Лагранжа (3.30), в
котором функционал энергии дополнен поверхностной энергией O и
потенциальной энергией силы тяжести G:

Jf , If + O + G, G ,
∫∫∫

V

gZ dV. (4.7)

В (4.7) g – ускорение свободного падения, также для простоты
предполагаем, что поверхностные нагрузки отсутствуют.
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Следует заметить, что полная энергия капиллярной жидкости пред-
ставляет собой функционал не только от триэдра Dk, но и формы
поверхности ζ(X, Y ): Jf = Jf [Dk, ζ].

Из условия стационарности функционала полной энергии δJf = 0
получим следующее уравнение для функции ζ

∇ ·
(

1√
1 + |∇ζ|2∇ζ

)
= zζ +

1
ς
W

∣∣∣∣
Z=ζ(X,Y )

, (X,Y ) ∈ Ω. (4.8)

В (4.8)∇ – оператор градиента на плоскости (X, Y ), z = ρg/ς – ка-
пиллярная постоянная. Последнее слагаемое в (4.8) отличает получен-
ное соотношение от уравнений капиллярной поверхности простой жид-
кости [88].

На границе области Ω выполняются условия, заключающиеся в
задании угла контакта ξ свободной границы Σ со стенками сосуда

N ′ · 1√
1 + |∇ζ|2∇ζ = cos ξ. (4.9)

Здесь N ′ – внешняя единичная нормаль к стенке цилиндра.
Таким образом, задача об определении формы капиллярной по-

верхности микрополярной жидкости сводится к уравнениям равно-
весия (3.28), (3.29), краевым условиям на поверхности цилиндра для
триэдра Dk и соотношениям (4.8), (4.9) для определения формы по-
верхности.

Следует заметить, что краевая задача, описывающая равновесие
капиллярной поверхности микрополярной жидкости, образована не-
линейными уравнениями относительно неизвестных функций разного
числа переменных.

Уравнения (4.8), (4.9) позволяют сделать качественный вывод о
влиянии микроструктуры на величину объема жидкости, поднявшей-
ся в сосуде над некоторым исходным уровнем под действием капил-
лярных эффектов. А именно, пусть V0 – указанный выше объем в
случае простой жидкости, а V – объем поднявшейся микрополярной
жидкости в том же сосуде. Тогда, интегрируя уравнение (4.8) с учетом
краевого условия (4.9), получим, что

V − V0 = −
∫∫

Ω

1
ρg

W

∣∣∣∣∣∣
Z=ζ(X,Y )

dΩ, V0 =
1
z

∫

∂Ω

cos ξ ds.
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Так как плотность свободной энергии W неотрицательна, послед-
нее соотношение показывает, что в случае микрополярной жидкости
объем поднявшейся жидкости будет меньше.

4.4 Равновесие фаз микрополярной жидкости

Рассмотрим задачу о равновесии фаз микрополярной жидкости
в однородном поле температур. Для этого, как и в случае нелиней-
ной теории упругости [11, 19], воспользуемся принципом стационар-
ности свободной энергии в изотермическом процессе [17]. Условия
термодинамического равновесия фаз упругого материала с момент-
ными напряжениями общего вида получены вариационным методом
в [31]. Для микрополярной жидкости условия фазового равновесия
можно получить непосредственно при помощи вариационного уравне-
ния (3.30) с учетом того, что граница раздела фаз может изменяться
независимо от поля направляющих векторов Dk.

Для микрокогерентного фазового перехода, т.е. в случае непре-
рывного в окрестности фазовой границы поля Dk, скачки вектора
виртуальной ориентации ψ и тензора кривизны B связаны соотноше-
нием

[ψ]+− + CN · [B]+− = 0. (4.10)

В (4.10) C – скорость движения фазовой границы в направлении
нормали [77, 82], квадратными скобками обозначен скачок соответ-
ствующей величины при пересечении фазовой границы. Для фазового
перехода с микропроскальзыванием, т.е. когда на межфазной поверх-
ности поля Dk имеют разрывы первого рода, векторы виртуальной
ориентации ψ по разные стороны границы независимы. Вследствие
этого на межфазной границе обращается в нуль вектор моментных
напряжений N ·M.

Из условия стационарности (3.30) для микрокогерентных фазовых
переходов и фазовых переходов с микропроскальзыванием следует до-
полнительное краевое условие на фазовой границе, необходимое для
ее определения [

W +
p

ρ

]+

−
= 0, (4.11)

при этом для фазовых переходов с микропроскальзыванием на фазо-
вой границе обращается в нуль вектор моментных напряжений N ·M.
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Можно показать, что уравнение (4.11) также вытекает из условия
термодинамического равновесия [31] с использованием уравнений со-
стояния (3.21).

В качестве примера рассмотрим задачу об образовании новой фа-
зы – простой несжимаемой жидкости в окрестности изогнутой струк-
туры (4.5) – дисклинации. В силу симметрии решения (4.5) область,
занятая новой фазой, представляет собой круговой цилиндр радиуса
d. Предположим, что плотности фаз совпадают и равны ρ. Для мик-
рополярной жидкости уравнение состояния выберем в форме (3.32),
для простой жидкости массовая плотность свободной энергии W− по-
стоянна. Тогда радиус фазового включения находится из уравнения
(4.11) и дается формулой

d = (1 + β)
√

µ

2ρW−
.

Как и в случае фазового перехода в окрестности дефекта в жид-
ких кристаллах [28] в этой задаче не составляет труда учесть поверх-
ностное натяжение на границе раздела фаз.



Глава 5

Вискозиметрические течения несжимаемой
микрополярной жидкости

В теории простых неньютоновских жидкостей важное место зани-
мает класс вискозиметрических течений [4, 82]. В этом классе тече-
ний произвольная неньютоновская жидкость ведет себя как жидкость
дифференциального типа. Подобные течения играют значительную
роль при экспериментальных исследованиях свойств вязкоупругих
жидкостей, позволяющих, в частности, определить постоянные, вхо-
дящие в уравнения состояния.

5.1 Сдвиговое течение

Простейшим примером вискозиметрического течения служит плос-
кое установившееся течение жидкости в слое глубины h (−∞ < X <
∞, 0 ≤ Y ≤ h, −∞ < Z < ∞), вызванное либо приложением на по-
верхности Y = h касательных напряжений (T21 = τ), либо заданием
скорости сдвига (v = v0e1)(так называемое линейное течение Куэтта
[4]).

Рассмотрим более детально плоское движение микрополярной жид-
кости. В нем направляющие векторы Dk определяются формулами
(4.2) с учетом того, что угол поворота α зависит и от времени t:
α = α(X, Y, t). Поля скорости и угловой скорости имеют вид

v = v1(X, Y, t)e1 + v2(X, Y, t)e2, ω = ω(X, Y, t)e3. (5.1)

71
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Величина угловой скорости ω связана с углом поворота формулой

ω =
dα

dt
. (5.2)

Представим уравнение состояния для тензора напряжений Коши
в виде

T = −pI + S.

Тогда, учитывая (5.1), (5.2), уравнения движения и условие не-
сжимаемости приведем к виду

− ∂p

∂X
+

∂S11

∂X
+

∂S21

∂Y
= ρ

dv1

dt
, (5.3)

− ∂p

∂Y
+

∂S12

∂X
+

∂S22

∂Y
= ρ

dv2

dt
,

∂M13

∂X
+

∂M23

∂Y
+ S12 − S21 = j

d2α

dt2
,

∂v1

∂X
+

∂v2

∂Y
= 0.

В стационарном (установившемся) течении скорости v1, v2, ω и
давление p не зависят от времени. Пусть в сдвиговом течении скорость
и угол поворота имеют вид

v1 = v(Y ), v2 = 0, α = α(Y ). (5.4)

Можно показать, что все тензоры скоростей деформаций и из-
гибных деформаций кроме ε в сдвиговом стационарном течении вида
(5.4) обращаются в нуль. С учетом разложений (1.34) это означает, что
в течении (5.1), (5.4) зависимость уравнений состояния от предысто-
рии деформации сводится к зависимости от B и ε. Другими словами,
в сдвиговом течении никакая вязкоупругая жидкость неотличима от
жидкости дифференциального типа сложности (1,0).

Определение полей v и α из уравнений (5.3) требует конкретиза-
ции уравнений состояния. Примем следующие зависимости для S и
M

S = µ1ε + µ2ε
T − (

ν1B + ν2BT
) ·BT , (5.5)

M = η1æ + η2æT + ν1B + ν2BT ,
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где µ1, µ2, ν1, ν2, η1, η2 – постоянные.

Уравнения (5.5) представляют собой линейную зависимость тен-
зоров напряжений и моментных напряжений от тензоров скоростей. В
состоянии равновесия закон состояния (5.5) сводится к зависимостям
типа (3.32).

В предположении об отсутствии поверхностных моментов (N·M =
0 при Y = h) решение (5.3) дает

T21 = τ, T22 = 0, M23 = τ

(
µ2

µ1
− 1

)
(h− Y ), (5.6)

v(Y ) = v0Y, v0 =
τ

µ1
, α(Y ) = α0 +

τ

ν1

(
µ2

µ1
− 1

)(
hY − Y 2

2

)

(α0 – угол ориентации при Y = 0).

Формулы (5.6) описывают линейное распределение скоростей и
моментных напряжений по глубине.

5.2 Течение в канале

Рассмотрим плоское течение микрополярной жидкости в слое меж-
ду двумя параллельными пластинами (−∞ < X < ∞, −h < Y < h,
−∞ < Z < ∞), вызванное перепадом давления в направлении оси X.

Поля скорости, угла поворота триэдра Dk и давление p примем в
виде

v1 = v(Y ), v2 = 0, α = α(Y ), p = −Gx (G = const). (5.7)

Как и в сдвиговом течении, в течении (5.7) микрополярная жид-
кость неотличима от жидкости дифференциального типа сложности
(1.0).

Для закона состояния (5.5) решение уравнений (5.3) дается форму-
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лами

T21 = −GY, T22 = −GX, v(Y ) =
G

2µ1

(
h2 − Y 2

)
, (5.8)

M23 = −G
µ1 − µ2

2µ1
Y 2 −G

µ1 − µ2

6µ1
h2 − ν1

2h
(α+ − α−) ,

α(Y ) = G
µ1 − µ2

6ν1µ1
Y

(
h2 − Y 2

)
+

α+ − α−
2h

Y +
1
2

(α+ + α−) .

В (5.8) α± – углы ориентации триэдра на пластинах (α(±h) = α±).

5.3 Течение Куэтта

Рассмотрим течение вязкоупругой микрополярной жидкости меж-
ду вращающимися соосными цилиндрами. Пусть течение определяет-
ся формулами

v = v(R)eΦ, ω =
v(R)
R

eZ , p = p(R), α = α(R), (5.9)

D1 = eR cos α + eΦ sin α,

D2 = −eR sin α + eΦ cosα,

D3 = eZ .

Можно показать, что в этом случае выполняются равенства

B = α
′
eR ⊗ eZ +

1
R

eΦ ⊗ eZ ,

ε = (v
′ − v

R
)eR ⊗ eΦ,

æ =

(
v
′

R
− v

R2

)
eR ⊗ eZ ,

Ak = Bk = 0 (k = 2, 3, . . .).

Последние два равенства означают, что в классе течений (5.9)
произвольная вязкоупругая микрополярная жидкость неотличима от
жидкости дифференциального типа сложности (1, 1).
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Уравнения движения сводятся к трем уравнениям относительно
v, α и p

−p
′
+ S

′
RR + (SRR − SΦΦ)/R + ρv2/R = 0, (5.10)

S
′
RΦ + (SRΦ + SΦR)/R = 0,

M
′
RZ + MRZ/R + SRΦ − SΦR = 0.

В силу громоздкости получаемых выражений приведем только ре-
шение уравнений (5.10) для поля скорости и угла поворота

v(R) = c0R +
c1

2η1
R ln

R2

η1
µ1

+ R2
, (5.11)

α(R) = α0 + c2 ln
R

R0
+

+c1

∫ R

R0

[
µ2 − µ1

2µ1
ln

(
η1

µ1
+ R2

)
− η1

η1 + µ1R2

]
dR,

c0 = Ω1 − c1

2η1
ln

µ1R
2
1

η1 + µ1R2
1

,

c1 =
2η1(Ω0 − Ω1)

ln [R2
0 (η1 + µ1R2

1)]− ln [R2
1 (η1 + µ1R2

0)]
,

c2 =
[
ln

(
R1

R0

)]−1
{

α1 − α0 −

−c1

∫ R1

R0

[
µ2 − µ1

2µ1
ln

(
η1

µ1
+ R2

)
− η1

η1 + µ1R2

]
dR

}
.

В (5.11) Ω0 и Ω1 – угловые скорости вращения цилиндров, меж-
ду которыми движется жидкость, R0 и R1 – их радиусы (R1 > R0),
α0 и α1 – углы ориентации триэдра направляющих векторов на по-
верхностях цилиндров. При выводе (5.11) также были использованы
определяющие соотношения (5.5).
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5.4 Течение Пуазейля

В качестве примера трехмерного течения рассмотрим стационар-
ное осесимметричное течение вязкоупругой микрополярной несжима-
емой жидкости в круглой трубе, вызванное перепадом давления. Вве-
дем цилиндрические координаты R, Φ, Z так, чтобы ось Z совпадала
с осью симметрии трубы. Будем искать решение в виде

v = v(R)eZ , ω = 0, (5.12)

p = −GZ + q(R), G = const,

D1 = eR cosα + eZ sin α, D2 = eΦ, D3 = −eR sin α + eZ cos α,

α = α(R).

В течении вида (5.12) тензор кривизны B и тензоры скоростей
деформаций согласно (1.6), (1.32) даются формулами

B = −α′eR ⊗ eΦ +
1
R

eΦ ⊗ eZ , ε = v′eR ⊗ eZ , æ = 0.

Тем самым, в течении (5.12) все тензоры скоростей деформации и
изгибной деформации кроме ε обращаются в нуль. С учетом равенств
(1.34) это означает, что в течении вида (5.12) зависимости уравнений
состояния от предыстории деформации заключаются в зависимости
от B и ε. Другими словами, в этом течении никакая жидкость неот-
личима от жидкости дифференциального типа сложности (1, 0).

Записав уравнения состояния в виде

T = −pI + S(B, ε), M = M(B, ε),

и используя свойство изотропности функций S и M, можно показать,
что в течении (5.12) обращаются в нуль следующие компоненты тен-
зоров S и M: SRΦ, SΦR, SZΦ,SΦZ , MRR, MΦΦ, MZZ , MRZ , MZR.

Уравнения движения сводятся к трем уравнениям относительно
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неизвестных v, α и q

S
′
RZ + SRZ/R + G = 0, (5.13)

S
′
RR + (SRR − SΦΦ)/R− q

′
= 0,

M
′
RΦ + (MRΦ + MΦR)/R + SZR − SRZ = 0.

Из уравнений (5.2) может быть найдена компонента тензора на-
пряжений Коши TRZ

TRZ =
c1

R
−GR, c1 = const.

Интегрирование уравнений (5.13) для определяющих соотноше-
ний
(5.5) и граничных условий при R = R0: v(R0) = 0, α(R0) = α0 приво-
дит к решению уравнений (5.2) в форме

v(R) =
G

4µ1
(R2

0 −R2), α(R) = α0 +
G(µ2 − µ1)

18ν1µ1
(R3

0 −R3).

Аналогичным методом могут быть построены решения о вискози-
метрическом течениии микрополярной жидкости между двумя соос-
ными цилиндрами. Вместе с тем следует отметить, что класс подоб-
ных решений для вязкоупругой микрополярной жидкости уже мно-
жества решений, описывающего вискозиметрические течения простой
неньютоновской жидкости [4]. В частности, можно показать, что в это
класс не попадает течение между вращающимся конусом и плоско-
стью.
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Устойчивость равновесия упругой микрополярной
жидкости в магнитном поле

В этой главе на основе работ [26, 27] рассмотрена потеря устой-
чивости равновесия упругой микрополярной жидкости при действии
магнитного поля.

6.1 Влияние магнитного поля

Магнитное поле оказывает значительное ориентирующее воздей-
ствие на микрополярные жидкости. Анизотропия их свойств во мно-
гом объясняется существованием предпочтительной ориентации вы-
тянутых молекул или образованных ими агрегатов, при этом микро-
структуру упругой микрополярной жидкости можно представить об-
разованной упорядоченным набором плавающих эллипсоидов с раз-
ными полуосями. В состоянии равновесия магнитное поле H ориен-
тирует эллипсоиды так, чтобы искажения силовых линий были ми-
нимальны (как это показано на рис. 6.1). Другими словами, проис-
ходит взаимодействие между микростуктурой жидкости и внешним
магнитным полем. В магнитном поле могут существенно изменяться
свойства жидкости, что делает магнитные жидкости полезными для
конструирования различных устройств и приборов [80, 84].

Связь намагниченности Υ с величиной магнитного поля примем
в форме

Υ = χ ·H, χ ,
3∑

i=1

χiDi ⊗Di,

78
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H H

Рис. 6.1. Искажение линий магнитного поля в окрестности частицы.

где χ – отрицательно определенный тензор диамагнитных восприимчи-
востей. В отличие от нематиков, где тензор χ имеет только два раз-
личных собственных значения, соответствующих направлению вдоль
оси оси директора и перпендикулярного ему, здесь предполагается
существование у χ трех различных собственных чисел, соответству-
ющих направлениям Dk (или направлениям главных полуосей плава-
ющих эллипсоидов, с которыми ассоциируется микроструктура мик-
рополярной жидкости).

Как и для нематиков [41], слагаемое в выражении для потенци-
альной энергии микрополярной жидкости, описывающее влияние маг-

нитного поля, имеет вид −1
2
H · χ ·H, а объемный момент, порожда-

емый магнитным полем вычисляется по формуле

ρµ = H · χ×H. (6.1)

Рассмотрим плоскую деформацию микрополярной жидкости. В
этом случае ориентация частиц микрополярной жидкости определя-
ется одним параметром – углом поворота α(X,Y ) триэдра Dk вокруг
некоторой оси (4.2).
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Если µ1 = µ2 = 0 (µk = µ·ik), то моментное уравнение равновесия
(4.4) не является однородным и принимает вид

∂M13

∂X
+

∂M23

∂Y
+ ρµ3 = 0. (6.2)

Для закона состояния (3.32) уравнение (6.2) сводится к соотноше-
нию

µ∆α + ρµ3 = 0.

В предположении об однородности магнитного поля, нетрудно про-
верить, что в случае плоской задачи условие совместности (3.27) для
объемного момента вида (6.1) выполнено тождественно, т.е. равнове-
сие микрополярной жидкости под влиянием магнитного поля реали-
зуемо.

Аналогично действию магнитного поля можно учесть и влияние
электрического поля. Как и в случае жидких кристаллов [41], в мик-
рополярных жидкостях вообще говоря присутствуют различные эф-
фекты, связанные с электрическими полями, например, флексоэлек-
трический эффект.

6.2 Переход Фредерикса

В теории жидких кристаллов примером ориентирующего влия-
ния магнитного поля служит переход Фредерикса, который заключа-
ется в потере устойчивости однородного состояния равновесия слоя
жидкого кристалла, находящегося между гладкими пластинами, при
достижении критического значения магнитного поля [41, 59]. Найден-
ные экспериментально значения критического поля используются для
определения упругих постоянных нематика.

В рамках плоской задачи рассмотрим потерю устойчивости одно-
родного поля микроструктуры микрополярной жидкости, занимаю-
щей полосу толщины h (рис. 6.2). Рассмотрим два случая направле-
ния магнитного поля. Пусть магнитное поле однородно и направлено
вдоль слоя: H = Hi1. Тогда уравнение равновесия (6.2) принимает
вид

µ∆α + (χ2 − χ1)H2 sin α cosα = 0. (6.3)
С учетом краевых условий α = 0 при Y = 0, h уравнение (6.3)

всегда имеет тривиальное решение α = 0 при любых значениях на-
пряженности магнитного поля H. Величина критического поля H

∗(1)
k ,
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H

X

Y

D2

D1

Рис. 6.2. Магнитное поле параллельно слою.

при которой происходит бифуркация равновесия, для уравнения (6.3)
дается формулой

H
∗(1)
k =

πk

h

√
µ

χ2 − χ1
(6.4)

при χ2 − χ1 > 0.
Аналогично рассмотрим случай поперечной ориентации магнит-

ного поля: H = Hi1 (рис. 6.3).

H

X

Y

D2

D1

Рис. 6.3. Магнитное поле перпендикулярно слою.

Здесь
ρµ3 = (χ1 − χ2)H2 sin α cos α,
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и величина критического поля дается формулой

H
∗(2)
k =

πk

h

√
µ

χ1 − χ2
(6.5)

при χ1 − χ2 > 0.
Формулы (6.4), (6.5) подобны выражениям для критического маг-

нитного поля, полученным в теории нематиков [41]. Вместе с тем име-
ются существенные отличия, связанные с их интерпретацией.

Во-первых, величина критического поля зависит только от одной
упругой постоянной µ вне зависимости от ориентации магнитного по-
ля.

Во-вторых, одновременно может произойти потеря устойчивости
только для одного из случаев, описанных выше, в зависимости от
знака χ1 − χ2, в то время как для нематиков это происходит всегда.

Полученные результаты показывают качественные отличия моде-
ли упругой микрополярной жидкости от модели нематического жид-
кого кристалла [41, 59, 90, 94].



Глава 7

Термодинамика микрополярной среды

В отличие от кинематики и теории напряжений, термодинамика
полярных сред не претерпевает существенных изменений по сравне-
ния с классической [61, 82, 77, 148, 153].

Уравнение теплопереноса и второе начало термодинамики в фор-
ме неравенства Клазиуса-Дюгема, дополняющие уравнения движения
(2.31), (2.32), имеют вид

ρ
d
dt

ε = ρs + Divh + tr
(
T · εT + M ·æT

)
, (7.1)

ρθ
d
dt

η ≥ ρs + Divh− 1
θ
g · h. (7.2)

Здесь g = Grad θ, θ – температура, h – вектор потока тепла, s – плот-
ность источников тепла, ε и η – массовые плотности внутренней энер-
гии и энтропии.

В случае учета влияния теплопроводности определяющие соот-
ношения термовязкоупругой микрополярной жидкости даются теоре-
мой, аналогичной 3.2.

Теорема 7.1. Общее представление определяющих уравнений термовяз-
коупругой микрополярной жидкости имеет вид

T(t) = H1

[
ρ(t),B(t),Yt

t(s),L
t
t(s), θ

t(s), gt(s)
]
, (7.3)

M(t) = H2

[
ρ(t),B(t),Yt

t(s),L
t
t(s), θ

t(s), gt(s)
]
,

h(t) = H3

[
ρ(t),B(t),Yt

t(s),L
t
t(s), θ

t(s), gt(s)
]
,
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ε(t) = H4

[
ρ(t),B(t),Yt

t(s),L
t
t(s), θ

t(s), gt(s)
]
,

η(t) = H5

[
ρ(t),B(t),Yt

t(s),L
t
t(s), θ

t(s), gt(s)
]
,

где H1, H2, H3, H4, H5 – изотропные операторы и функционалы.

Здесь введены предыстории температуры θt(s) = θ(t− s) и гради-
ента температуры gt(s) ≡ g(t− s).

Рассмотрим частные случаи уравнений состояния (7.3). Модель
термоупругой микрополярной жидкости имеет уравнения состояния
в форме

T = T(ρ,B, θ), M = M(ρ,B, θ), h = h(ρ,B, θ, g),
ε = ε(ρ,B, θ), η = η(ρ,B, θ),

причем выполняются соотношения

T = ρ2 ∂ψ

∂ρ
I−M·BT , M = ρ

∂ψ

∂B
, η = −∂ψ

∂θ
,

где ψ ≡ ε − θη – массовая плотность свободной энергии. Уравнение
теплопроводности приводится к виду

ρθ
dη

dt
= Divh + ρs,

а неравенство Клазиуса-Дюгема сводится к неравенству Фурье

h·g ≥ 0.

Для модели термоупругой жидкости диссипация энергии связана толь-
ко с теплопроводностью. Простейшим примером функции ψ служит
зависимость, аналогичная (3.32)

ρψ =
1
2

[
λtr 2B + µtr

(
B ·BT

)
+ νtrB2

]
+ ρψ0(ρ, θ), (7.4)

где ψ0 – массовая плотность свободной энергии при B = 0. Этим
уравнениям состояния соответствует линейная зависимость тензора
моментных напряжений от кривизны микроструктуры (3.34).

Рассмотрим термодинамику вязкоупругих жидкостей дифферен-
циального типа. Здесь, используя термодинамический подход [153],
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уравнения состояния жидкости дифференциального типа сложности
(m,n) можно записать следующим образом

T = f1(ρ,B,A1 . . .Am,B1 . . .Bn, θ, g), (7.5)
M = f2(ρ,B,A1 . . .Am,B1 . . .Bn, θ, g),
h = f3(ρ,B,A1 . . .Am,B1 . . .Bn, θ, g),

ε = ε(ρ,B, θ), η = η(ρ,B, θ).

где f1, f2, f3 – изотропные тензорные и векторная функции.
Рассмотрим более подробно уравнения состояния микрополярной

жидкости дифференциального типа сложности (1, 1). Здесь опреде-
ляющие соотношения записываются следующим образом

T = f1(ρ,B, ε,æ, θ, g), (7.6)
M = f2(ρ,B, ε,æ, θ, g),
h = f3(ρ,B, ε,æ, θ, g),

ε = ε(ρ,B, θ), η = η(ρ,B, θ).

Тензоры напряжений и моментных напряжений можно представить в
виде суммы равновесного и диссипативного слагаемых

T = TE + TD, M = ME + MD,

TE = TE(ρ,B, θ) ≡ ρ2 ∂ψ

∂ρ
I−ME·BT ,

ME = ME(ρ,B, θ) ≡ ρ
∂ψ

∂B
,

TD = TD(ρ,B, θ, ε,æ, g), TD(ρ,B, θ,0,0,0) = 0,

MD = MD(ρ,B, θ, ε,æ, g), MD(ρ,B, θ,0,0,0) = 0.

Для жидкости дифференциального типа сложности (1, 1) неравен-
ство Клазиуса-Дюгема сводится к диссипативному неравенству

tr (TD·εT ) + tr (MD·æT ) +
1
θ
g·h ≥ 0,

а уравнение теплопереноса (7.1) преобразуется к виду

ρθ
dη

dt
= Divh + ρs + tr (TD·εT ) + tr (MD·æT ). (7.7)
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Заметим, что в общем случае уравнение теплопроводности (7.7)
содержит слагаемые, зависящие не только от температуры, но и от
деформаций.

7.1 Приближение типа Обербека-Буссинеска для вяз-
коупругой микрополярной жидкости

Система уравнений (2.31), (2.32), (7.7), описывающая движение
сжимаемой термовязкоупругой жидкости, может быть приведена к
более простому виду, если сделать упрощающие предположения, ана-
логичные приближению Обербека-Буссинеска [13, 15, 16, 20]. Далее
будем считать, что жидкость является несжимаемой в изотермиче-
ских процессах, материальные постоянные, присутствующие в урав-
нениях состояния для T и M не зависят от температуры, диссипа-
ция энергии, связанная с течением, пренебрежимо мала, a влияние
температуры проявляется только в массовых силах и моментах через
зависимость плотности от температуры.

Помимо этих предположений будем считать, что в уравнении теп-
лопроводности (7.7) зависимостью η от B также можно пренебречь,
а вектор потока тепла подчинен закону Фурье h = κg, κ – постоян-
ный коэффициент теплопроводности. Считая поле температуры мало
отклоняющимся от некоторого среднего значения θ◦ и пренебрегая
слагаемыми более высоких порядков малости по сравнению с линей-
ными по θ − θ◦ членами, уравнение (7.7) можно записать в виде

dθ

dt
= χDivGrad θ, (7.8)

где χ – коэффициент температуропроводности,

χ =
κ

ρθ◦Cv
, Cv =

∂η

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ◦

.

Представим уравнение состояния для тензора напряжений Коши
в виде

T = −pI + S,
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где p – давление, дополнительным уравнением для определения кото-
рого служит уравнение несжимаемости

Divv = 0. (7.9)

Для тензоров напряжений S и моментных напряжений M далее
примем уравнения состояния в форме (5.5), где материальные посто-
янные предполагаются независящими от температуры.



Глава 8

Конвективная неустойчивость вязкоупругой
микрополярной жидкости

Тепловая конвекция в подогреваемом снизу бесконечно протяжен-
ном слое представляет собой один из примеров неустойчивости в гид-
родинамике, который привлекал внимание многих исследователей. В
связи с исследованиями конвективных неустойчивостей отметим ра-
боты [13]–[20]. Исследование конвективных неустойчивостей плоского
слоя вязкоупругой микрополярной жидкости дифференциального ти-
па проводилось в [37, 37, 38, 111, 112] для различных типов краевых
условий.

Здесь рассмотрена конвективная неустойчивость по отношению
к бесконечно малым возмущениям бесконечно протяженного плоско-
го слоя термовязкоупругой микрополярной жидкости дифференци-
ального типа, подогреваемого снизу (задача Рэлея). Рассмотрены так
называемые нормальные возмущения, экспоненциально зависящие от
времени и периодические в горизонтальном направлении. Получена
система обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающая
поведение амплитуд нормальных возмущений. Определены критиче-
ские значения числа Грасгофа для различных значений материаль-
ных параметров, характеризующих вещество жидкости. Построены
графики нейтральных кривых, разделяющие области устойчивости и
неустойчивости. Дан анализ влияния закрученности микрострукту-
ры жидкости на потерю устойчивости: для различных типов краевых
условий показано стабилизирующее влияние увеличения начальной
кривизны. Полученные результаты могут быть использованы в ме-
ханике суспензий, магнитных и биологических жидкостей, жидких

88
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кристаллов и других жидких сред сложной структуры.
Рассмотрим задачу о конвективной неустойчивости механическо-

го равновесия плоского бесконечного горизонтального слоя тяжелой
вязкоупругой микрополярной жидкости толщины 2h (−∞ < X < ∞,
−h ≤ Y ≤ h) (задачу Рэлея). Температура и угол ориентации микро-
структуры на границах слоя фиксированы. Верхняя граница поддер-
живается при температуре −θ∗ и угле ориентации микроструктуры
αB , а нижняя – при θ∗ и αH соответственно (рис. 8.1). Будем исполь-
зовать уравнения состояния вязкоупругой микрополярной жидкости
дифференциального типа сложности (1, 1), для S и M примем линей-
ные относительно тензоров скоростей деформации зависимости (5.5).

X

Y −θ∗

αH

θ∗

αB

h

i1
i2

Рис. 8.1. Слой микрополярной жидкости.

Уравнения движения (5.3), несжимаемости (7.9) и теплопроводно-
сти (7.8) имеют вид

− ∂p

∂X
+ µ1∆v1 + (µ1 − µ2)

∂ω

∂Y
− (8.1)

−ν1

(
∂α

∂X

(
2

∂2α

∂X2
+

∂2α

∂Y 2

)
+

∂α

∂Y

∂2α

∂X∂Y

)
= ρ

dV1

dt
,

− ∂p

∂Y
+ µ1∆v2 − (µ1 − µ2)

∂ω

∂X
− (8.2)

−ν1

(
∂α

∂Y

(
2

∂2α

∂Y 2
+

∂2α

∂X2

)
+

∂α

∂X

∂2α

∂X∂Y

)
+

+ρ̃(1 + β(θ − θ◦)g = ρ
dV2

dt
,
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η1∆ω + ν1∆α + (µ1 − µ2)
(

∂v2

∂X
− ∂v1

∂Y
− 2ω

)
= j

d2α

dt2
, (8.3)

ω =
dα

dt
,

∂v1

∂X
+

∂v2

∂Y
= 0, (8.4)

∂θ

∂t
+ v1

∂θ

∂X
+ v2

∂θ

∂Y
= χ∆θ. (8.5)

Здесь f1 = 0, f2 = g, g – ускорение свободного падения, исполь-
зовано уравнение состояния для плотности вида ρ = ρ̃(1 + β(θ − θ◦)),
ρ̃ – значение плотности при температуре θ◦, β – температурный коэф-
фициент расширения жидкости (β > 0); ∆ = ∂

/
∂X2 + ∂

/
∂Y 2. Далее

знак “˜” будем опускать.
В состоянии равновесия система уравнений (8.1)–(8.5) допускает

решение, зависящее только от Y (p = p0(Y ), θ = θ0(y), α = α0(y)),
которое находится из уравнений (здесь штрих означает дифференци-
рование по Y )

−p′0 + ρgβθ0 = 0, α′′0 = 0, θ′′0 = 0, (8.6)

и при учете краевых условий

θ0(h) = −θ∗, θ0(−h) = θ∗, (8.7)
α0(h) = αB , α0(−h) = αH ,

дается формулами

θ0 = −θ∗
Y

h
, α0 = −A

Y

h
(A = (αB − αH)/2). (8.8)

Распределение давления p0 определяется уравнениями (8.6) с уче-
том уравнений (8.8).

Для исследования устойчивости механического равновесия плос-
кого бесконечного горизонтального слоя используем метод малых воз-
мущений. Для этого рассмотрим малые нестационарные возмущения
θ0 + τ , υ1, υ2, α0 +a, p0 +p, ω. Подставляя малые возмущения в систе-
му уравнений (8.1)–(8.5) и линеаризуя по τ , υ1, υ2, a, p, ω, получим
систему уравнений для возмущений:
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− ∂p

∂X
+ µ1∆υ1 + (µ1 − µ2)

∂ω

∂Y
− ν1α

′
0

∂2a

∂X∂Y
= ρ

∂υ1

∂t
, (8.9)

− ∂p

∂Y
+ µ1∆υ2 − (µ1 − µ2)

∂ω

∂X
− (8.10)

−ν1α
′
0

(
2

∂2a

∂Y 2
+

∂2a

∂X2

)
+ ρgβτ = ρ

∂υ2

∂t
,

η1∆ω + ν1∆a + (µ1 − µ2)
(

∂υ2

∂X
− ∂υ1

∂Y
− 2ω

)
= j

∂2a

∂t2
, (8.11)

ω =
∂a

∂t
+ α′0υ2,

∂υ1

∂X
+

∂υ2

∂Y
= 0, (8.12)

∂τ

∂t
+ T ′0υ2 = χ∆τ. (8.13)

Приведем систему уравнений к безразмерному виду. Для этого за
единицы измерения расстояния, времени, скорости, частоты, давле-

ния и температуры выберем соответственно h,
ρh2

µ1
,

µ1

ρh
,

µ1

ρh2
,

µ2
1

ρh2
, θ∗.

Система уравнений (8.9)–(8.13) примет вид

− ∂p

∂X
+ ∆υ1 + S1

∂ω

∂Y
− S2α

′
0

∂2a

∂X∂Y
=

∂υ1

∂t
, (8.14)

− ∂p

∂Y
+ ∆υ2 − S1

∂ω

∂X
− (8.15)

−S2α
′
0

(
2

∂2a

∂Y 2
+

∂2a

∂X2

)
+ Gr τ =

∂υ2

∂t
,

∆ω + S4∆a + S1S3

(
∂υ2

∂X
− ∂υ1

∂Y
− 2ω

)
= S5

∂2a

∂t2
, (8.16)

ω =
∂a

∂t
+ α′0υ2,

∂υ1

∂X
+

∂υ2

∂Y
= 0, (8.17)

∂τ

∂t
+ T ′0υ2 =

1
Pr

∆τ. (8.18)

При этом для новых безразмерных величин сохраним старые обо-
значения.

Профили температуры и угла ориентации микроструктуры (8.8)
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для случая механического равновесия в безразмерных переменных за-
пишутся в следующем виде

θ0 = −Y, α0 = −AY. (8.19)

Входящие в уравнения (8.14)–(8.18) безразмерные параметры опре-
деляются формулами

S1 =
µ1 − µ2

µ1
, S2 =

ρν1h
2

µ2
1

, S3 =
µ1h

2

η1
, (8.20)

S4 =
ρν1h

2

η1µ1
, S5 = j

µ1

ρη1
,

Gr =
ρ2gβθh3

µ2
1

, Pr =
µ1

ρχ
.

Здесь Gr и Pr – числа Грасгофа и Прандтля соответственно.
Сформулируем теперь граничные условия. Так как, температура

и угол ориентации микроструктуры на границах слоя фиксированы
то, следовательно, возмущения температуры, угла ориентации мик-
роструктуры и угловой скорости микрочастиц на границах слоя ис-
чезают. Кроме этого, на твердых границах слоя возмущения скорости
обращаются в нуль. Таким образом, граничные условия при Y = ±1
примут вид

υ1 = 0, υ2 = 0, τ = 0, a = 0, ω = 0. (8.21)

Определим функцию тока для плоских возмущений соотношени-
ями

υ1 = −∂Ψ
∂Y

, υ2 =
∂Ψ
∂X

. (8.22)

Учитывая (8.19), получим из системы уравнений (8.14)–(8.18) си-
стему уравнений следующего вида:

∆∆Ψ− S1∆ω + S2A
∂

∂X
∆a + Gr

∂τ

∂X
=

∂

∂t
∆Ψ, (8.23)

∆ω + S4∆a + S1S3 (∆Ψ− 2ω) = S5
∂2a

∂t2
, (8.24)

ω =
∂a

∂t
−A

∂Ψ
∂X

,
∂τ

∂t
− ∂Ψ

∂X
=

1
Pr

∆τ. (8.25)
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Граничные условия при Y = ±1 для системы уравнений (8.23)–
(8.25) запишутся в следующем виде:

∂Ψ
∂Y

= 0,
∂Ψ
∂X

= 0, τ = 0, a = 0, ω = 0. (8.26)

По аналогии с [15, 16] будем искать решение задачи (8.23)–(8.26)
в виде так называемых нормальных возмущений:

Ψ(X, Y, t) = Ψ̃(Y ) exp(−λt + ikX),

ω(X, Y, t) = ω̃(Y ) exp(−λt + ikX),

a(X, Y, t) = ã(Y ) exp(−λt + ikX),

τ(X, Y, t) = τ̃(Y ) exp(−λt + ikX),

(8.27)

где Ψ̃(Y ), ω̃(Y ), ã(Y ), τ̃(Y ) – амплитуды возмущений, λ – декремент
возмущений, k – вещественное волновое число, характеризующее пе-
риодичность возмущений в горизонтальном направлении. Подставляя
(8.27) в (8.23)–(8.25), получим систему уравнений для амплитуд в сле-
дующем виде:

Ψ̃(IV ) − k2Ψ̃′′ + k4Ψ̃− S1

(
ω̃′′ − k2ω̃

)
+ (8.28)

+ikS2A
(
ã′′ − k2ã

)
+ ikGrτ̃ = −λ

(
Ψ̃′′ − k2Ψ̃

)
,

ω̃′′ − k2ω̃ + S4

(
ã′′ − k2ã

)
+ (8.29)

+S1S3

(
Ψ̃′′ − k2Ψ̃− 2ω̃

)
= λ2S5ã,

ω̃ = λã− ikAΨ̃, (8.30)

λτ̃ − ikΨ̃ =
1
Pr

(
τ̃ ′′ − k2τ̃

)
. (8.31)

Граничные условия (8.26) примут вид:

Ψ̃′ = 0, Ψ̃ = 0, τ̃ = 0, ã = 0, ω̃ = 0. (8.32)

Система уравнений (8.28)–(8.32) имеет нетривиальные решения
при определенных значениях декрементов возмущений λ, которые яв-
ляются собственными числами этой краевой задачи. Они зависят от
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числа Грасгофа Gr, числа Прандтля Pr и других параметров, опре-
деленных выше формулами (8.25). Граница устойчивости в случае
монотонно изменяющихся возмущений находится из условия

λ (Gr, Pr, A, k, S1, S2, S3.S4, S5) = 0.

Далее рассмотрим монотонно изменяющиеся со временем возму-
щения. Для этого в системе уравнений (8.28)–(8.31) положим декре-
мент λ равным нулю, получим:

Ψ̃(IV ) − k2Ψ̃′′ + k4Ψ̃− S1

(
ω̃′′ − k2ω̃

)
+ (8.33)

+ikS2A
(
ã′′ − k2ã

)
+ ikGrτ̃ = 0,

ω̃′′ − k2ω̃ + S4

(
ã′′ − k2ã

)
+ (8.34)

+S1S3

(
Ψ̃′′ − k2Ψ̃− 2ω̃

)
= 0,

ω̃ = −ikAΨ̃,
1
Pr

(
τ̃ ′′ − k2τ̃

)− ikΨ̃ = 0. (8.35)

Исключая из системы уравнений (8.33)–(8.35) амплитуды функ-
ции тока Ψ̃, угловой скорости вращения микрочастиц ω̃ и угла ори-
ентации микрочастиц α̃, получим обыкновенное дифференциальное
уравнение с вещественными коэффициентами для амплитуды темпе-
ратуры τ̃ следующего вида:

S3τ̃
(V III) − k2

(
A2 + 3S3

)
τ̃ (V I)+ (8.36)

+k2
(
3k2A2 + 2A2S1S3 + 4k2S3

)
τ̃ (IV )−

−k2
(
3k4A2 + 4k2A2S1S3 + 3S3k

4 − S3 Pr Gr
)
τ̃ (II)+

+k4
(
k4A2 + 2k2A2S1S3 + k4S3 − S3 PrGr

)
τ̃ = 0.

Граничные условия для уравнения (8.36) запишутся таким обра-
зом:

S3τ̃
(V I) − k2

(
A2 + 2S3

)
τ̃ (IV ) = 0, (8.37)

τ̃ (III) − k2τ̃ ′ = 0, τ̃ ′′ = 0, τ̃ = 0.

Собственные значения краевой задачи (8.36), (8.37) будем опре-
делять методом пошагового интегрирования с ортогонализацией [16].
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Для нахождения критических значений числа Грасгофа, при дости-
жении которых происходит переход слоя жидкости от устойчивого
состояния к неустойчивому, будем использовать следующие значения
параметров, входящих в уравнения задачи (8.36), (8.37):

S1 = −1; 0; 1/2; S3 = 1; A = 0.1; π/4; π/2; 3π/4; π; Pr = 0.01.

В уравнение (8.36) числа Грасгофа и Прандтля входят в виде про-
изведения, поэтому Pr можно считать фиксированным. Значения па-
раметра A соответствуют различным значениям, определяющим раз-
ницу между углами ориентации на границах слоя, и определяют за-
крученность микроструктуры. Критические значения числа Грасгофа
Gr и соответствующие им значения волновых чисел k для различных
значений параметров приведены ниже в табл. 2.1. Графики зависимо-
сти числа Грасгофа Gr от волнового числа k приведены на рис. 8.2 для
различных значений параметров жидкости. Стрелкой показано на-
правление возрастания параметра закрученности микроструктуры A.

Рис. 8.2. Нейтральные кривые для вязкоупругой микрополярной
жидкости. Случай твердых границ.
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A Grmin kmin A Grmin kmin A Grmin kmin

0.1 9160.12 1.64 0.1 9170.58 1.63 0.1 9175.80 1.63

π/4 10216.98 1.51 π/4 10809.66 1.49 π/4 11102.75 1.48

π/2 12690.04 1.32 π/2 14771.32 1.27 π/2 15790.31 1.25

3π/4 15811.35 1.17 3π/4 20065.59 1.11 3π/4 22142.02 1.09

π 19329.15 1.06 π 26398.51 1.00 π 26398.52 1.00

S1 = −1 S1 = 0 S1 = 1/2

Таблица 8.1. Критические параметры монотонной неустойчивости.
Твердые границы. Pr = 0.01 и S3 = 1.

Аналогично может быть исследован случай смешанных краевых
условий, когда одна из границ слоя свободная, например верхняя,
а другая граница (нижняя) – твердая. Критические значения чис-
ла Грасгофа Gr и соответствующие им значения волновых чисел k
для случая слоя со смешанными границами приведены в табл. 2.2.
Нейтральные кривые в этом случае имеют такой же вид, как и ней-
тральные кривые для слоя с твердыми границами.

Проведенный анализ зависимости критического числа Грасгофа
Gr от параметров, характеризующих вещество жидкости и от вол-
нового числа k, показал, что с увеличением значения параметра S1

увеличиваются и критические значения числа Грасгофа Gr, а мини-
мум на нейтральных кривых смещается в сторону коротковолновых
возмущений. При этом чем сильнее начальное искривление микро-
структуры жидкости (чем больше значение параметра A), тем боль-
ший перепад температур требуется для потери устойчивости. Слой
жидкости со смешанным типом границ обладает меньшей устойчиво-
стью по сравнению со слоем c твердыми границами.

Приведем результаты анализа зависимости критических значений
чисел Рэлея Ra(k) для слоя со свободными границами. Граничные
условия в случае свободных границ примут вид

v2 = 0, v
(II)

2 = 0, v
(IV )

2 = 0, τ = 0 при Y = 0 и Y = h. (8.38)

Как и в случае обычной ньютоновской жидкости [15], для гра-
ничных условий (8.38) решение задачи оказывается элементарным, и



Глава 8. Конвективная неустойчивость 97

A Grmin kmin A Grmin kmin A Grmin kmin

0.1 5642.53 1.41 0.1 5651.65 1.41 0.1 5656.21 1.41

π/4 6351.20 1.31 π/4 6874.50 1.28 π/4 7133.16 1.27

π/2 8040.27 1.14 π/2 9912.84 1.09 π/2 10830.25 1.07

3π/4 10212.77 1.01 3π/4 14098.30 0.95 3π/4 15997.57 0.93

π 12699.05 0.91 π 19228.87 0.85 π 22421.49 0.83

S1 = −1 S1 = 0 S1 = 1/2

Таблица 8.2. Критические параметры монотонной неустойчивости.
Смешанный тип границ. Pr = 0.01 и S3 = 1.

собственные функции задачи имеют вид простых гармоник

v2 = an sin (πnY ) , τ = bn sin (πnY ) (n = 1, 2, 3, . . .) , (8.39)

где n определяет характерный масштаб возмущений по вертикали, an

и bn – некоторые коэффициенты.
Рассматривая монотонно изменяющиеся со временем возмущения

в единичном слое вязкоупругой микрополярной жидкости подогревае-
мом снизу (Ra > 0) и пользуясь тем, что собственные функции задачи
имеют вид (8.39), получим следующие выражения для критических
чисел Рэлея Ra∗

Ra∗1 =
(
S3

(
π6n6 + k2π4n4

)
+ k2 (2S3 + S2S5)

(
π4n4 + k2π2n2

)
+
(8.40)

+k2
(
k2S3 + k2S2S5 + 2S2S4S5

) (
π2n2 + k2

)/
k2S3,

Ra∗2 =
(
π6n6 + k2π4n4 +

(
2k2 + 2S4 − S1S4

) (
π4n4 + k2π2n2

)
+ (8.41)

+k2
(
k2 + 2S4 − S1S4

) (
π2n2 + k2

)) (
π2n2 + k2

)
//(

k2
(
π2n2 + k2 + 2S4

))
.

Здесь введены параметры

Ra = ρgβ
Ah4

µ1χ
, S1 =

µ1 − µ2

µ1
, S2 = ν1ρ

Bh

µ2
1

, (8.42)

S3 = ν1ρ
h2

η1µ1
, S4 =

(µ1 − µ2) h2

η1
, S5 = Bh , S6 =

jµ1

ρη1
.
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Формулы (8.40) и (8.41) определяют нейтральные кривые в плос-
кости (Ra, k), разграничивающие области устойчивости (k < Ra(k)) и
неустойчивости (k > Ra(k)) соответственно для случая вязкоупругой
микрополярной жидкости и вязкой микрополярной жидкости. Для
любого n нейтральная кривая Ra (k) имеет минимум, и при всех k
наименьшее значение имеет число Рэлея для n = 1. Возмущениям,
имеющим меньший масштаб по вертикали (n > 1), соответствуют бо-
лее высокие значения чисел Рэлея.

Полученные значения критических чисел Рэлея и соответствую-
щих ему волновых чисел приведены в табл. 2.3 для вязкоупругой жид-
кости.

Рис. 8.3. Нейтральные кривые. Случай свободных границ.

Графики зависимости числа Рэлея Ra от волнового числа k при-
ведены на рис. 8.3 для характерных значений параметров жидкости.
На рис. 8.3 стрелкой показано направление возрастания параметра за-
крученности микроструктуры S5 ≡ Bh, который изменялся от 0.1 до
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S4 S5 Ra∗ k∗

−1 0.1 676.26 2.19
−1 π /4 796.23 2.02
−1 π /2 921.47 1.89
−1 3π /4 1038.53 1.79
−1 π 1149.92 1.72

0 0.1 679.19 2.19
0 π /4 818.09 2.01
0 π /2 963.57 1.87
0 3π /4 1100.02 1.78
0 π 1230.29 1.70

1 /2 0.1 680.66 2.19
1 /2 π /4 828.99 2.00
1 /2 π /2 984.54 1.86
1 /2 3π /4 1130.64 1.77
1 /2 π 1270.30 1.69

Таблица 8.3. Минимальные критические числа Рэлея и волновые
числа вязкоупругой микрополярной жидкости при S2 = 10−6 и S3 =
10−6 (n = 1, h = 1) .

π. Этот параметр определяет степень начального искривления мик-
роструктуры. Значение S5 = 0 соответствует отсутствию начального
поворота частиц жидкости.

Проведенный анализ зависимости Ra(k) показал, что учет вяз-
коупругих эффектов приводит к повышению числа Рэлея по срав-
нению со случаем чисто вязкой микрополярной жидкости и вязкой
ньютоновской жидкостей. При этом чем сильнее начальное искрив-
ление микроструктуры жидкости, тем больший перепад температур
требуется для потери устойчивости, a значение волнового числа k∗,
соответствующее Ra∗, уменьшается. Заметим, что случай вязкой мик-
рополярной жидкости оказывается более неустойчивым (число Рэлея
меньше) по сравнению со случаем обычной жидкости, что согласуется
с результатами [79].
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Таким образом, показано, что учет эффектов вязкоупругости при-
водит к повышению порога устойчивости по сравнению со случаями
ньютоновской и вязкой микрополярной жидкости. Это означает, что
учет эффектов ориентационной упругости, подобных присутствую-
щим в гидромеханике жидких кристаллов, оказывает стабилизиру-
ющее действие при переходе к конвективному течению.



Глава 9

Распространение поверхностных волн
в упругой микрополярной жидкости

В этой главе исследована задача о распространении поверхност-
ных волн в плоском слое упругой микрополярной жидкости. В связи
с волновыми процессами в микрополярных средах следует отметить
широкий спектр исследований волновых процессов, проведенный в
[39], где в том числе рассмотрены и некоторые волновые задачи гид-
родинамики вязкой микрополярной гидродинамики. Сходная задача
распространения сдвиговой волны на границе раздела вязкой микро-
полярной жидкости и упругого тела исследована в [40].

Рассмотрим движение микрополярной жидкости в плоском слое
со свободной границей (рис. 9.1). В случае плоской задачи ориентация
частиц микрополярной жидкости определяется одним параметром –
углом поворота α(X, Y, t) триэдра Dk вокруг некоторой оси, для опре-
деленности совпадающей с направлением D3 ≡ i3, поля скорости да-
ются формулами v ≡ v1(X,Y, t)i1 + v2(X, Y, t)i2, ω ≡ ω(X, Y, t)i3, тен-
зор кривизны B равен (Gradα) ⊗ i3 (i1, i2, i3 – координатные орты)
(см. раздел 4.2). С учетом сделанных предположений и соотношений
(3.32) уравнения (3.23) можно преобразовать к виду

− ∂p

∂X
− µ

(
∂α

∂X

(
2

∂2α

∂X2
+

∂2α

∂Y 2

)
+

∂α

∂Y

∂2α

∂X∂Y

)
= (9.1)

= ρ

(
∂v1

∂t
+ v ·Grad v1

)
,

101
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− ∂p

∂Y
− µ

(
∂α

∂Y

(
2

∂2α

∂Y 2
+

∂2α

∂X2

)
+

∂α

∂X

∂2α

∂X∂Y

)
− ρg =

= ρ

(
∂v2

∂t
+ v ·Grad v2

)
,

µ∆α = j

(
∂ω

∂t
+ v ·Gradω

)
, ω =

dα

dt
,

∂v1

∂X
+

∂v2

∂Y
= 0.

Эти уравнения являются частным случаем уравнений (8.1)–(8.5).

X

Y = H

Y = η(X, t)

Y

R

v(R, t)
D3 ω(R, t)

D2

g

N
D1

Рис. 9.1. Слой микрополярной жидкости со свободной границей.

На нижней границе слоя (Y = 0) будем считать выполненными
соотношения

v2 = 0, ω = 0 (α = const), (9.2)

а на свободной границе (Y = η(X, t)) потребуем обращения в нуль
векторов напряжений и моментов:

N ·T = 0, N ·M = 0.

C учетом формул [83] для вектора нормали к свободной поверхности

N =
1

|Grad (Y − η(X, t))| (i2 −Grad η)
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и уравнений состояния (3.21), (3.32) получим динамические условия
на свободной границе

p = 0,
∂α

∂Y
− ∂η

∂X

∂α

∂X
= 0. (9.3)

На свободной границе возможно также задание ориентации ча-
стиц жидкости (т.е. задание угла поворота α). Это соотношение ана-
логично условию сильной ориентации в гидромеханике жидких кри-
сталлов [41, 78]. В этом случае динамические условия принимают вид

p +
µ

|Grad (Y − η(X, t))|
(

∂α

∂Y
− ∂η

∂X

∂α

∂X

)2

= 0, α = αH , (9.4)

где αH известна.
Кинематическое условие, необходимое для определения свободной

поверхности (функции η(X, t)), имеет стандартный вид [58, 83]

∂η

∂t
+ v1

∂η

∂X
= v2. (9.5)

Рассмотрим равновесные решения системы (9.1) при учете кра-
евых условий (9.2), (9.5), (9.3) или (9.4). Нетрудно убедиться, что
при выполнении краевых условий (9.3) существует только постоян-
ное решение: α = const, в то время как выполнение (9.4) приво-
дит к решению для α, зависящему от координат: α = α0 + AY , где
A = (αH − α0)/H, α0 – значение α при Y = 0.

Линеаризованная в окрестности равновесного решения краевая
задача (9.1)–(9.5) описывает распространение волн бесконечно малой
амплитуды в слое упругой микрополярной жидкости и дается фор-
мулами

− ∂p

∂X
− µA

∂2α

∂X∂Y
= ρ

∂v1

∂t
, (9.6)

− ∂p

∂Y
− µA

(
2

∂2α

∂Y 2
+

∂2α

∂X2

)
= ρ

∂v2

∂t
,

µ∆α = j
∂2α

∂t2
+ jA

∂v2

∂t
,

∂v1

∂X
+

∂v2

∂Y
= 0,
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v2 = 0, α = 0 при Y = 0,

p− ρgη = 0,
∂α

∂Y
= 0 (9.7)

или

p− ρgη + 2µA
∂α

∂Y
= 0, α + Aη = 0,

∂η

∂t
= v2 при Y = H.

Здесь для бесконечно малых возмущений полей линейной и уг-
ловой скорости, давления и угла поворота сохранены прежние обо-
значения. Первая пара краевых условий в (9.7) соответствует гра-
ничным уравнениям (9.3), для которых начальное решение постоянно
(A = 0). Вторая пара уравнений в (9.7) представляет собой линеари-
зацию (9.4), где A 6= 0.

При A = 0 система уравнений (9.6), (9.7) распадается на две
независимые краевые задачи для p, v1, v2 и α соответственно. Пер-
вая из них описывает волны на поверхности несжимаемой жидкости
[58, 83], а распространение волны микровращения описывается вол-
новым уравнением. При этом наличие микроструктуры жидкости не
оказывает воздействия на поверхностные волны.

Случай A 6= 0 оказывается более сложным, здесь поля p, v1, v2 и
α определяются совместно.

Следуя [83], введем потенциал скорости v = Gradϕ. Решение (9.6),
(9.7) будем искать в виде

p = P (Y )ei(kX−Ωt),

ϕ = Φ(Y )ei(kX−Ωt),

α = Λ(Y )ei(kX−Ωt),

η = Nei(kX−Ωt),

где k – волновое число, Ω – частота. Для неизвестных функций P (Y ),
Φ(Y ), Λ(Y ) из (9.6) следует система обыкновенных дифференциаль-
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ных уравнений

−ikP ′ − µAikΛ′ = kΩρΦ, (9.8)

−P ′ − µA
(
2Λ′ − k2Λ

)
= −iΩρΦ′,

µ
(
Λ′′ − k2Λ

)
= −Ω2jΛ− ijAΩΦ′.

Здесь штрихом обозначена производная по Y .
Краевые условия на дне (при Y = 0) сводятся к соотношениям

ϕ′(0) = 0, Λ(0) = 0, (9.9)

а на свободной поверхности (при Y = H) – к уравнениям

P − ρgN + 2µAΛ′ = 0, Λ + AN = 0, −iΩN = Φ′.

Решение (9.8)–(9) дается формулами

Λ = Λ0 sh kY,

Φ =
iΩ
Ak

Λ0 ch kY, P = −
(

µAk +
ρΩ2

Ak

)
Λ0 ch kY,

где Λ0 – произвольная постоянная. При этом должно быть выполне-
но дисперсионное соотношение, связывающее частоту Ω с волновым
числом k:

Ω2 = gk th kH +
µA2

ρ
k2. (9.10)

Сравнивая дисперсионное уравнение (9.10) с аналогичным уравне-
нием для случая обычной жидкости [58, 83], можно сказать, что влия-
ние сильной ориентации частиц микрополярной жидкости на свобод-
ной поверхности эквивалентно действию поверхностного натяжения,

равного
µA

k th kH
и зависящего от волнового числа, т.е более сложной

зависимости поверхностной энергии от микродеформации жидкости в
окрестности границы раздела. Дисперсионные кривые и графики от-
ношения групповой скорости C к фазовой c представлены на рис. 9.2

для разных значений параметра ϑ =
µA2

ρgH
. Кривым 1–4 соответству-

ют значения ϑ, равные 0, 0.01, 0.1 и 1. Значение ϑ = 0 соответствует
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случаю невязкой несжимаемой жидкости [83]. Из рис. 9.2 видно, что
влияние микрополярных свойств наиболее сильно проявляется для
капиллярных волн, длина которых мала (kH →∞).

k

k

Ω

C/c

Рис. 9.2. Дисперсионные кривые (а) и отношение групповой скорости
к фазовой (б) для разных значений параметра ϑ .

Полученные в этом параграфе результаты представляют интерес
в частности для разработки ультразвуковых методов эксперименталь-
ного определения свойств жидкостей и растворов, аналогичных опи-
санным в [86].
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Acceleration waves and ellipticity in thermoelastic micropolar media
//Arch. Appl. Mech. 2009. DOI 10.1007/s00419-009-0314-1.

99. Antman S. S. Nonlinear problems of elasticity. Berlin, Heidelberg,
New-York et al: Springer-Verlag. 1995. 751 pp.

100. Bhargava R., Kumar L., Takhar H. Mixed convection from a
continuous surface in a parallel moving stream of a micropolar fluid
// Heat and Mass Transfer. 2003. Vol. 39. No 5–6. P. 407–413.
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