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Предисловие 

Предлагаемая книга посвящена методу, называемому методом уравне-

ний с некоммутативными коэффициентами. Этот метод применяется нами к 

исследованию достаточно широкого круга задач из различных разделов ма-

тематики: дифференциальной и разностной алгебры, теории Пикара – Вес-

сио, математического анализа, алгебраической теории линейных обыкновен-

ных линейных дифференциальных (ОЛДУ) и разностных уравнений (ОЛРУ), 

функционально – дифференциальных уравнений (ЛФДУ), методов интегри-

рования ОЛДУ и ОЛРУ. 

Рассматриваются следующие задачи: факторизация ОЛДУ, ОЛРУ и 

обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений (ОНДУ), исследо-

вание на совместность систем ЛФДУ, отыскание лиувиллевских решений 

ОЛДУ, вычисление неопределенных интегралов в замкнутом виде, прямая и 

обратная задачи дифференциальной теории Галуа (построить по данному 

ОЛДУ его дифференциальную группу Галуа и, соответственно, по диффе-

ренциальной группе Галуа построить класс ОЛДУ, допускающий эту груп-

пу). Все эти задачи известны и для некоторых из них имеется решение. 

Естественно возникает вопрос о причинах побудивших нас обратиться 

к этим задачам. Во – первых мы даем решение указанных задач, полное или 

частичное, единым методом, применяя уравнения с коэффициентами в коль-

цах косых многочленов от одной и двух «переменных», и рассматривая  

функционально – дифференциальные операторы (ЛФДО) как спецификации 

косых многочленов, что позволяет получать ряд  утверждений, справедливых 

для многих типов ЛФДО, как следствия теорем для косых многочленов. Во -  

вторых мы получаем алгоритмы и результаты, отличные от полученных ра-

нее иными методами или ранее неизвестные в этих классических областях 

математики. Например, такие как теорема о результантной матрице систем 

косых многочленов, аналог теоремы Кронекера – Капелли для ОЛДУ и ОЛ-

РУ, формулы значений некоторых неопределенных интегралов, обобщение 

понятия почти алгебраического элемента. 
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Обратимся к содержанию глав книги. 

В первой главе введены понятия косых многочленов от двух «перемен-

ных» и сопряженных к косым многочленам от одной и двух «переменных». 

Найдены общие решения линейных уравнений с коэффициентами в кольцах 

косых многочленов от одной и двух «переменных». Введено понятие правой 

и левой результантных матриц системы косых многочленов, элементы кото-

рых строятся по коэффициентам указанных уравнений. С помощью теоремы 

об общем решении линейного уравнения с коэффициентами в кольце косых 

многочленов доказаны основные теоремы о результантных матрицах обоб-

щающие аналогичные утверждения для результанта обычных многочленов. 

Алгоритм Евклида деления многочленов с остатком распространен на косые 

многочлены. Приведен и обоснован неевклидов алгоритм деления.  

Специфицируя косые многочлены от одной «переменной» как обыкно-

венные линейные дифференциальные или разностные операторы, во второй 

главе строятся общие решения линейных уравнений с коэффициентами в со-

ответствующих кольцах линейных операторов. Находятся результантные 

матрицы систем линейных операторов и приводятся основные теоремы о ре-

зультантных матрицах, которые являются следствиями соответствующих ут-

верждений для косых многочленов.  

В начале третьей главы доказываются теоремы о совместности систем 

неоднородных ОЛДУ и ОЛРУ, аналогичные известной теореме Кронекера – 

Капелли. Далее развивается метод отыскания частных решений неоднород-

ных ОЛДУ с правой частью достаточно общего вида, из которого в частности 

следует метод неопределенных коэффициентов для отыскания частных ре-

шений уравнений с правой частью специального вида. Кроме этого мы полу-

чаем метод отыскания частных решений для уравнений с коммутативно фак-

торизуемым оператором и систем таких уравнений. Наконец, выводится ори-

гинальный алгоритм отыскания полиномиальных и рациональных решений 

однородных и неоднородных ЛДУ. Применяя указанное выше линейное 

уравнение, получены конечные выражения для некоторых классов неопреде-
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ленных интегралов таких, как интегралы от рациональных функций, квадра-

тических иррациональностей (которые вычисляются методом неопределен-

ных коэффициентов и методом Остроградского); найдены формулы для не-

определенных интегралов от произведения многочлена на экспоненту и три-

гонометрическую функцию, от биномиального дифференциала. 

Рассматриваемое в четвертой главе уравнение с некоммутативными  

коэффициентами [53], вообще говоря, не является линейным. Показано, что 

оно порождает группу Галуа дифференциальных автоморфизмов данного 

ОЛДУ и, таким образом, позволяет подойти к задаче определения дифферен-

циальной группы Галуа данного уравнения с вычислительной точки зрения, 

поскольку дифференциальные автоморфизмы группы представляются обык-

новенными линейными дифференциальными операторами. Получены усло-

вия на коэффициенты исследуемого ОЛДУ, при выполнении которых данное 

обыкновенное линейное дифференциальное уравнение имеет дифференци-

альную группу Галуа определенного типа, например, тривиальную, тре-

угольную, специальную треугольную и некоторые другие. Построены классы 

дифференциальных уравнений второго порядка с заданной наперед диффе-

ренциальной группой Галуа, то есть получены формулы, связывающие их 

коэффициенты. 

Методу факторизации нелинейных обыкновенных дифференциальных 

уравнений (НОДУ) посвящена пятая глава, поскольку в предыдущей главе 

показано, что вычисление дифференциальной группы Галуа приводит к не-

линейным дифференциальным уравнении. Рассматривается метод фактори-

зации одного класса обыкновенных нелинейных дифференциальных уравне-

ний. С помощью метода факторизации, мы получили ранее неизвестные слу-

чаи интегрируемости уравнения Риккати, а также интегрируемости уравне-

ний Абеля первого и второго рода. В последнем параграфе главы проинтег-

рировано нелинейное уравнение, связанное с трехчленным законом сохране-

ния механической энергии. 

В шестой главе, специфицируя косые многочлены от двух «перемен-
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ных» как линейные операторы в частных производных, дифференциально – 

разностные по разным переменным, дифференциально – разностные по об-

щей переменной или как разностно – разностные по разным переменным, мы 

строим правые и левые результантные матрицы систем указанных операто-

ров и выводим их основные свойства, из соответствующих свойств резуль-

тантных матриц систем косых многочленов от двух «переменных». Получе-

ны также условия факторизации линейных уравнения в частных производ-

ных второго порядка. 

В последней главе рассматривается задача отыскания частных решений 

неоднородных линейных дифференциально – разностных по общей перемен-

ной уравнений. В исследованиях автора [96] показано, что решение этой за-

дачи упрощается, если можно использовать понятие алгебраического или 

почти алгебраического элемента (оператора). В указанных исследованиях 

рассматривались операторы алгебраические относительно некоторого дву-

стороннего идеала (почти алгебраические). Мы показываем [64], что доста-

точно требовать почти алгебраичности относительно левого идеала. Таким 

образом, понятие почти алгебраических операторов распространяется на 

обыкновенные линейные дифференциальные и разностные операторы, яв-

ляющиеся решениями уравнения, рассмотренного в четвертой главе. 

Все теоретические положения снабжены примерами. В начале каждой 

главы приводятся библиографические сведения. 

Изложенные в книге результаты могут быть использованы в указанных 

выше областях высшей математики для модернизации соответствующих тем, 

для ознакомления с вычислениями в кольцах некоммутативных операторов. 

Могут также послужить отправной точкой для самостоятельных исследова-

ний в указанных областях, а также использованы при создании и модерниза-

ции алгоритмов в системах компьютерной алгебры таких, например, как 

Maple, Mathematica. 

Замечания и пожелания будут с благодарностью приняты автором по 

адресам tcrlk@pbox.ttn.ru  или tsyrulik2012@yandex.ru. 
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Глава 1. Линейное уравнение в кольце косых многочленов 

В данной главе сообщаются необходимые сведения из алгебры, следуя 

[12], [29], дифференциальной алгебры ― [24, 100] и разностной алгебры ― 

[86, 34]. Понятие косых многочленов от одной «переменной» вводится, сле-

дуя, [93, 25]. Мы пользуемся понятием определителя с элементами из неком-

мутативного кольца, введенном в [94]. Наиболее общая трактовка этого по-

нятия дана в [78]. 

Вводится понятие косых многочлены от двух коммутирующих «пере-

менных» и понятие сопряженного к косому многочлену от одной и двух «пе-

ременных» [52]. Исследуется линейное уравнение с коэффициентами в коль-

це косых многочленов рассмотренное в [94] и находится его общее решение. 

Строятся правые и левые результантные матрицы систем косых многочленов, 

доказывается основная теорема теории результантов. Формулируется алго-

ритм отыскания правых и левых наибольших общих делителей систем косых 

многочленов не использующий алгоритма деления Евклида.  

1.1. Некоторые сведения из алгебры 

Далее, если не сказано иное, K  — некоммутативное ассоциативное и 

дистрибутивное кольцо с единицей 0  , содержащее поле комплексных чи-

сел или другое алгебраически замкнутое поле.  

Элемент a K  называется обратимым слева, если существует элемент, 

b K  такой, что ba   и — обратимым справа, если существует элемент 

c K  такой, что ac  . 

Обратимый слева и справа элемент a , называется обратимым. Обрат-

ный к нему элемент обозначается через 1a , 1 1a a a aa   . 

Если при 0a   и 0b  , ,a b K , имеет место равенство 0ab  , то эле-

менты a , b  называются делителями нуля. Кольца без делителей нуля назы-

ваются областями или кольцами целостности. 

Элемент a K , 0a  , называется неприводимым, если из равенства 

a bc , где b  и c K  следует, что b  или c  — обратимый элемент кольца. 
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Говорят, что элемент a K , 0a  , обладает однозначным разложением  

на неприводимые множители, если в кольце K  существует обратимый эле-

мент u  и неприводимые элементы ip  1( ,..., )i r  такие, что 

1

r

i
i

a u p


  , 

причем для двух таких разложений на неприводимые множители 

1 1

r s

i j
i j

a u p v q
 

   , 

мы имеем r s  и после перестановки индексов i  i i i ip u q v , где iu , iv  — не-

которые обратимые элементы из K . В предыдущем равенстве допускается 

0r  , поскольку мы принимаем соглашение, что всякий обратимый элемент 

кольца K  имеет разложение на неприводимые множители. 

Кольцо называется факториальным (кольцом с однозначным разложе-

нием на неприводимые множители), если оно целостное и если всякий от-

личный от нуля элемент имеет однозначное разложение на неприводимые 

множители. 

Говорят, что элемент b  делит элемент 0a   слева, если существует 

элемент c K  такой, что a bc  и — b  делит элемент a  справа, если суще-

ствует элемент d K  такой, что a db .  

Элемент d K , 0d  , называется левым наибольшим общим делите-

лем (сокращенно ЛНОД) элементов a  и b , если d  делит слева элементы a  и 

b  и, если любой элемент c K , 0c  , делящий a  и b  слева, делит слева и 

элемент d . Аналогичным образом определяется правый наибольший общий 

делитель (сокращенно ПНОД). 

Совокупность ненулевых элементов 1 2, , , na a a  из K  называется вза-

имно простой слева в совокупности, если ЛНОД 1 2( , , , )na a a   и — взаим-

но простой справа в совокупности, если ПНОД 1 2( , , , )na a a  . 

Левый идеал   кольца K  — это подмножество в K , являющееся  под-

группой аддитивной группы кольца K  и такое, что K   (и, следователь-
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но, K  , поскольку K  содержит единицу). Идеал называется правым, ес-

ли K  . Идеал, который является и левым и правым, называется двусто-

ронним.  

Идеал Ka  , a K , является левым идеалом и называется главным 

идеалом. Элемент a  называется образующей идеала  . Главный идеал часто 

обозначают через ( )a . Аналогично определяется правый и двусторонний 

главные идеалы. В коммутативном кольце все идеалы двусторонние. 

Кольцо, в котором 0   и все левые идеалы главные, называется коль-

цом левых главных идеалов, а кольцо, в котором все правые идеалы главные, 

называется кольцом правых главных идеалов. 

Известно, что всякое целостное кольцо главных идеалов факториально. 

Идеал   называется простым, если из условий ,x y K  и xy   сле-

дует, что x   или y  . 

Если 0a   — некоторый элемент из K  и левый главный идеал ( )a  

простой, то элемент a  неприводим. Действительно, если a bc , то множи-

тель c  принадлежит идеалу ( )a . Тогда c da , где d  некоторый элемент из 

K  и, следовательно, a bda  и 0( )bd a   . Поскольку K  — область цело-

стности, то bd  . Значит, элемент b  обратим в K . 

Целостное кольцо K  называется правым (левым) кольцом Безу, если 

для любых отличных от нуля элементов ,a b K  можно указать элементы 

,x y K  такие, что выполняется тождество x a yb    ( ax by   ), назы-

ваемое тождеством Безу. 

Кольцо K  называется правым (левым) кольцом Оре, если оно удовле-

творяет правому (левому) условию: уравнение 0xa yb   нетривиально раз-

решимо относительно ,x y  в K  (уравнение 0ax by   нетривиально разре-

шимо относительно ,x y  в K ), где коэффициенты ,a b  принадлежат мульти-

пликативной полугруппе *K  кольца K . Эти условия называются условиями 

Оре. 

Кольцо, являющееся левым и правым кольцом Оре, называется коль-
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цом Оре. 

В кольце Оре справедливо следующее определение. Элемент k K , 

0k   называется левым наименьшим общим кратным элементов a  и b  (со-

кращенно ЛНОК), если 1 1k aa bb   для некоторых элементов 1 1,a b K  и 

ПНОД 1 1( , )a b  . Аналогично определяется понятие правого наибольшего 

общего кратного (сокращенно ПНОК). 

Левым наименьшим общим кратным (ЛНОК) совокупности ненулевых 

элементов 1 2( , , , )na a a  из K  называется элемент k K , 0k   такой, что 

1 1 2 2 n nk a a a a a a       для некоторых элементов 1 2, , , na a a K    и 

ПНОД 1 2( , , , )na a a    . Определение ПНОК аналогично. 

В кольцах Оре определены левый и правый алгоритмы Евклида. 

Мы пользуемся понятиями матрицы, ранга матрицы, определителя с 

элементами из, вообще говоря, некоммутативного кольца, определенными 

аналогично тому, как это было сделано в [94]  

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений с коэффици-

ентами в кольце Оре. Поскольку коэффициенты системы находятся справа от 

неизвестных систему будем называть правой. 

1 11 2 12 1 1

1 21 2 22 2 2

1 1 2 2 2 2

,
,

.

n n

n n

m m m m

x a x a x a b
x a x a x a b

x a x a x a b

    
    


    




    


  (1.1.1) 

Отметим, что коэффициенты системы лежат в некоммутативном коль-

це K . Её решение — вектор 1( , , )nx x  лежит в nK K K   .  

Векторы 1( , , )i i inX x x  , 1,i n , называются линейно независимыми 

слева над некоторым полем P , если их левая линейная комбинация 

1 1 n nX X  , где i P  , тождественно равна нулю только в том случае, 

когда все i  равны нулю. В противном случае векторы называются линенйо 

зависимыми слева. 

Аналогично определяется правая независимость и зависимость векто-
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ров. 

Метод, которым мы пользуемся для преобразования подобных систем, 

можно назвать правым (соответственно, левым) методом исключения Гаусса. 

Пусть 11 0a  , найдем iD ЛНОК 11 1( , )ia a  для всех 1 0ia   решив урав-

нения 11 11 1 1,i i ia a a a   относительно 11,ia , 1ia . Вычитая первую строку, умно-

женную на 11,ia  справа из остальных, умноженных на 1ia  справа, исключим 

переменную 1x  в первом столбце, за исключением первого уравнения. Про-

должая поступать так с остальными переменными на последующих шагах, 

приведем систему к трапециидальному виду. По диагонали матрицы резуль-

тирующей системы стоят ненулевые элементы. 

Левая система записывается аналогично системе (1.1.1) с коэффициен-

тами слева от неизвестных. Она может быть приведена к трапециидальному 

виду методом исключения Гаусса слева. 

Число ненулевых строк результирующей матрицы называется правым 

строчным и, соответственно, левым строчным рангом матрицы системы 

(1.1.1). Очевидно, что правый и левый столбцовые ранги матрицы равны со-

ответствующим строчным рангам. 

Нам достаточно будет следующего определения детерминанта с эле-

ментами из некоммутативного кольца [94]. Пусть 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


.    (1.1.2) 

квадратная матрица. Применяя метод исключения Гаусса справа, приведем ее 

к треугольному виду, если необходимо изменяя порядок следования столб-

цов и строк. Элемент, получившийся на пересечении последней строки и по-

следнего столбца, называется значением правого определителя матрицы. 

Применяя метод исключения Гаусса слева, можно вычислим левый опреде-

литель той же матрицы. Поскольку разрешается произвольным образом пе-
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реставлять строки и столбцы, то по определению определитель может иметь 
2n  значений. 

Если правый ранг соответствующей однородной меньше чем n , то она 

имеет нетривиальные решения, поскольку её коэффициенты принадлежат 

кольцу Оре.  

1.2. Косые многочлены от одной переменной 

Один широко используемый класс колец Оре представлен кольцами ко-

сых многочленов (некоммутативных многочленов, многочленов Оре), кото-

рые можно определить следующим образом. 

Пусть M K  мультипликативная полугруппа символов («перемен-

ных») с единицей  , которые будем считать, вообще говоря, неперестано-

вочными между собой и с элементами из кольца K . Поставим в соответствие 

элементу x M  элемент ( , )    из множества допустимых пар посред-

ством некоторого отображения множеств : M  . 

Множество [ ; , ]K x   элементов вида 

0
( ) ( )

n
i

n n i
i

F a; x F x a x


  ,       (1.2.1) 

где ia K  0 1( , , , )i n  , 0na  , можно превратить в кольцо, исходя из един-

ственного требования: степень произведения элементов вида (1.2.1) равна 

сумме степеней сомножителей. 

Определим для любых натуральных r  и k  умножение одночленов по 

формуле 
1 1 1( ) ( )r k r k r ka x b x a x b x a x b x      .    (1.2.2) 

Это умножение ассоциативно и дистрибутивно с обеих сторон (в частности 

x b  ( ) ( )b x b  ) и распространяется на все элементы из [ ; , ]K x    по 

линейности. Сложение определяется обычным для многочленов способом. 

Полученное таким образом кольцо [ ; , ]K x    называется кольцом ле-

вых косых многочленов. Аналогично определяется кольцо правых косых 

многочленов. В дальнейшем для краткости будем называть косые многочле-
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ны просто многочленами и кольцо [ ; , ]K x    обозначать через [ ]K x .  

Теорема 1.2.1. [25] Кольцо косых многочленов над правым (левым) 

кольцом Оре снова является правым (левым) кольцом Оре. 

Введем понятие сопряженного к косому многочлену впервые предло-

женное в [49], затем в [3]. Пусть *x M  и * * *( ) ( , )x   , * *( , )    и 
*( )ab  * *( ) ( )a b   *( )a b , так что *  является *  дифференцированием 

кольца K . 

Введем в рассмотрение кольцо * * *[ ; , ]K x   *[ ]K x  элементов вида 

( )mG b; x 
0

*( )
m

i
m i

i
G x b x



 , где ib K  0 1( , , , )i m  , с умножением задан-

ным формулой  
1 1 1* * * * * * * *( ) ( )( ) ( ) ( )( )r k r k r ka x b x a x b x a x b x       

аналогичной формуле (1.2.2) (в частности *x b  * * *( ) ( )b x b  .  

Пусть :K K   отображение, являющееся антииволюцией: ,a b K   

( ) ( ) ( )a b b a      и 2( )a a  . Определим отображение *: [ ]K x  *[ ]K x , по-

ставив в соответствие каждому многочлену ( )nF x   [ ]K x многочлен 

* *( ) [ ]nF x K x по правилу 

0

* *( ) ( ( ) )
n

i
n i

i
F x x a 



 ,        (1.2.3) 

где M  : 0( ) ( , )   . То есть ( )a a a     . 

Очевидно, что ,a b K   выполняется соотношение 

i) *( )ax bx  *( )ax   *( )bx .  

Потребуем, чтобы выполнялось соотношение  

ii) **( )ax ax  

и покажем, что тогда будет выполняться соотношение  

iii) *( )ax bx  * *( ) ( )bx ax . 

Имеем 
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**( )ax  * *(( ) )ax  * *( )x a  * * * *( ( ) ( ))a x a     * * *( ( ) )a x    
* *( ( )) ( )x a a      * * *( ) ( ) ( )a x a a       ax . 

Поэтому должны выполняться условия *   , * *     . От-

сюда 
1 1* *,         или 1 1* * *,         .    (1.2.4) 

Можно легко проверить, что при выполнении (1.2.4) условие ii) выпол-

няется.  

Для проверки тождества iii) вычисляем: 
*( )ax bx   2 *( ( ) ( ) )a b x a b x    2 2 2* * *( ) ( )b а x      

 * * * * * * *[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )b a b a b a x                    

 2* *[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]b a b a         ; 

* *( ) ( )bx ax  * * *( ( ) ( ))b x b    * * *( ( ) ( ))a x a     2 2* * *( ) ( )b а x       

 * * * * * * * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b a b a b a x                     

 2* * * *( ) ( ) ( ) ( )b a b a           . 

В силу выполнения тождеств (1.2.4) имеем равенство коэффициентов: 
2 2* *( ) ( )b а     2* *( ) ( )b а    ; 

* * * * * * *[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )b a b a b a                   
* * * * * * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b a b a b a                   ; 

2* *[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]b a b a        2* * * *( ) ( ) ( ) ( )]b a b a           . 

Определение 1.2.1. Кольца [ ]K x  и *[ ]K x  и многочлены ( )nF x , *( )nF x  

называются  - сопряжёнными. 

Из приведенных выше выкладок следует  

Теорема 1.2.2. Отображение * *: [ ] [ ]K x K x  является антиизомофиз-

мом. 

Это означает, что ( ; ), ( ; ) [ ]n mF a x G b x K x   **( ; ) ( ; )n nF a x F a x  и 
* * *( ( ; ) ( ; )) ( ; ) ( ; )n m m nF a x G b x G b x F a x  и * * *( ; ), ( ; ) [ ]n mF a x G b x K x   
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* **( ; )nF a x  *( ; )nF a x  и * * * * * * *( ( ; ) ( ; )) ( ; ) ( ; )n m m nF a x G b x G b x F a x . 

Доказывается вычислением по индукции.    ■ 

Из (1.2.4) следует  
* *( )x x , ** * *( ) ( )x x x  . 

Заметим, что если кольцо K  коммутативное, то в формулах (1.2.4) 

можно положить   , тогда 
1 1* *,       или 1 1* * *,       . 

В дальнейшем нам понадобятся формулы для коэффициентов произве-

дения косых многочленов. Пусть ( ; ), ( ; ) [ ]n mF a x G b x K x . Коэффициенты 

( , )kc a b  произведения 
0

( ; ) ( ; ) ( , )
m n

k
n m k

k
F a x G b x c a b x





  вычисляются по фор-

мулам 

0

min( , )

,
max( , )

( , ) ( )
k n n

k i j i j k j
j k m i j

c a b a S b 
  

   ,     (1.2.5) 

где 0,k n m  , а сумма 

, ( ) ( ( )) ... ( ( )),i j j j i j
j i jS b b b i j    
         (1.2.6) 

распространяется на i
jC  элементов, получающихся из элемента b , когда ав-

томорфизм   применяется j  раз, а гомоморфизм   применяется i j  раз в 

произвольном порядке (сравни с [93]). 

В частности, при n r , 1ra  , 0ia   i r   из (1.2.5) получаем коэф-

фициенты многочлена 
0

,( ; ) ( )
r m

r k
m r k

k
x G b x c b x





  

0

min( , )

, ,
max( , )

( ) ( )
r k

r k j r j k j
j k m

c b S b 
 

  , 0,k m r  ,    (1.2.7) 

которые будут использованы при построении результантных матриц систем 

косых многочленов. 

Теорема 1.2.3. Коэффициенты , ( )r kc b  обладают следующими свойст-

вами: 
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1) 0, ( )k kc b b , 0,k m ; 

2) , ( ) ( )r l
r l r m l mc b b 
    , 0,l r , при фиксированных m  и r ; 

3) , ( )r kc b  1 1 1, ,( ( )) ( ( ))r k r kc b c b    , 

где положено 1 1 0, ( )r kc b    при 1 0k   , 1 0, ( )r kc b   при 1k r m   . 

Доказательство пунктов 1) и 2) сразу же следует из формул (1.2.6) и 

(1.2.7), для вывода соотношения 3) убедимся, что справедливо тождество  

1 1, , ,( ) ( ) ( )t p t p t pS b S b S b          (1.2.8) 

для 1t   и 1p  . Действительно, в силу тождества 1
1

t p t p
t tC C  

 1t p
tC    коли-

чество слагаемых в правой и левой частях (1.2.8) одинаково. В каждом сла-

гаемом сумм 1, ( )t pS b   и 1, ( )t pS b   автоморфизм   повторяется t  раз, а го-

моморфизм   — p  раз. Таким образом, формула (1.2.8) выполняется. Запи-

шем формулу (1.2.7) в виде 

0
при или и

при или и

,

,

,

( ) ;
( )

( ) .

r

i r i k i
i

r k r

i r i k i
i k m

S b r k r k k m
c b

S b r k r k k m

 


 
 


   

   




   (1.2.9) 

Проверим, например, первую строку (1.2.9). В силу (1.2.8) имеем 

, ( )i r i k iS b   1 1, ,( ) ( )i r i k i i r i k iS b S b        и 
0

, ( )
r

i r i k i
i

S b 


 1
1

, ( )
r

i r i k i
i

S b   


  

1

1
0

, ( )
r

i r i k i
i

S b


  


  1 1, ( )r k k ic b     1, ( )r k k ic b   .  

Вторая строка проверяются аналогично.    ■ 

Отметим некоторые типы колец многочленов, возникающих в том слу-

чае, когда K  коммутативное кольцо: 

— ( ) ( , )x   , тогда гомоморфизм   является  - дифференцировани-

ем кольца K , кольцо [ ]K x  изоморфно кольцу [ ]K   и называется кольцом 

обыкновенных линейных дифференциальных операторов с кольцом сопря-

женных операторов *[ ] [ ]K K   ; 
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— 0( ) ( , )x  , кольцо [ ]K x  изоморфно кольцу [ ]K   обыкновенных 

линейных разностных операторов с кольцом сопряженных операторов 
*[ ]K   1[ ]K   . Примером может служить кольцо [ ]cK  , где K  кольцо 

функций одной вещественной или комплексной переменной z , c  автомор-

физм, действующий в K  по формуле ( ) ( )c f z f z c   , ( )f z K , элемент 

c K  и неподвижен относительно c ; 

— 0( ) ( , )x  , тогда кольцо [ ]K x  является кольцом обычных много-

членов от элемента x  с коэффициентами в K . Сопряженное к нему кольцо 
*[ ] [ ]K x K x  . 

В случае некоммутативного кольца K , возможны случаи, аналогичные 

отмеченным. 

1.3. Линейное уравнение в кольце многочленов одной переменной 

Рассмотрим уравнение 

1
0

j j

m

s n
j

X A


 ,          (1.3.1) 

коэффициенты которого 
0

,( ; )
j

j j

n
i

n n j i
i

A a x A a x


  , 1,j m  — многочлены 

из [ ]K x , jn  — степени этих многочленов, 
0

,

j

j j

s
i

s s i
i

X f x


  — неизвестные 

многочлены степеней js , 10 js n   mn  1jn  , подлежащие определению в 

[ ]K x , ,js if K . Положим 1 mn n  , 1 max( )jn n , min( )m jn n .  

Решением уравнения является вектор 
1

( , , )
ms sX X . Множество таких 

векторов ( js  1n  mn  1jn  ) образует левое над кольцом K  линейное про-

странство mP .  

Векторы 
1

( , , )
m

k k
s sX X  1( , )k n  называются линейно независимыми 

слева над K , если их линейная комбинация 
1

1
( , , )

m

n
k k

k s s
k

f X X


   с коэффици-
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ентами kf K  равна тожественно нулю только когда все 0kf  . 

Множество 
1

( , , )
m

k k
s sX X  1( , )k n  линейно независимых слева векто-

ров будем называть «правым базисом» пространства mP  над K , если для 

любого вектора 
1

( , , )
ms sX X K   можно указать такие элементы , kf f K , 

что выполняется 
1

( , , )
ms sf X X  

1
1

( , , )
m

m
k k

k s s
k

f X X


  . 

Обозначим через 
1mdD

 ПНОД( )

jnA  правый наибольший общий дели-

тель многочленов 
jnA , 1md d   — его порядок. 

Опишем пространство mP , рассмотрев сначала случай 2m  . 

1. Запишем (1.4.1)  

1 1 2 2
0s n s nX A X A  ,        (1.3.2) 

заметив, что оно имеет нетривиальное решение в [ ]K x , поскольку [ ]K x  пра-

вое кольцо Оре. Нас интересуют решения, удовлетворяющие условиям 

2 1 2 1n d s n    , 1 2 1 1n d s n    , где d ПНОД(
1 2
,n nA A ). Если 0d  , то 

таких решений не существует. 

Определение 1.3.1. Элемент 0 0 20 0( , )p qX X P   , называется мини-

мальным решением уравнения (1.4.2) или просто минимальной парой, если 

его первая компонента 0
pX  имеет наименьший порядок по x  среди первых 

компонент элементов из 2P , а коэффициенты взаимно просты слева в сово-

купности. 

Теорема 1.3.1. Пара ( , )p qX X  минимальна в том и только в том случае, 

если для любого элемента g K , 0g   многочлены pgX , qgX  не имеют об-

щих левых делителей, зависящих от x . 

Доказательство. Если существует такой элемент g K , что pgX , qgX  

имеют нетривиальный общий левый делитель, то по определению пара 

( , )p qX X  не минимальна. 
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Обратно, пусть для любого g K , 0g   многочлены pgX , qgX  не 

имеют общих левых делителей, но пара g K , 0g   не минимальна. Пусть 

1 1
( , )p qX X  минимальная пара, то есть 1p p , 1q q . Элементы 

1 1
( , )k k

p qx X x X , 10,k p p  , удовлетворяют уравнению (1.4.2) и образуют 

правый «базис» пространства 2P  над K , поэтому существуют элементы f , 

kf K  такие, что ( , )p qf X X  
1

1 1
0

( , )
p p

k k
k p q

k
f x X x X





    

1

1 1
0

( , )
p p

k
k p q

k
f x X X





 
  
 
 . Это противоречит взаимной простоте слева много-

членов pX , .qX     ■ 

Теорема 1.3.2. Уравнение (1.4.2) всегда имеет решение, в котором 

1 2,s n  2 1s n . 

Доказательство. Положим в (1.4.2) 
1

1
0

n
i

n i
i

A b x


 , 
2

2
0

n
i

n i
i

A a x


 , 
1s

X   

2

0

n
i

i
i

g x


 , 
1

2
0

n
i

s i
i

X f x


  и, перемножив, запишем уравнение в эквивалентной 

форме 

1 2 2 1

1 20 0 0
0, ,

max( , ) max( , )
( ) ( )

n n n n
l

k k l r r l
l k l n r l n

g c b f c a x


    

 
  

 
   ,   (1.3.3) 

где , ( )i jc b , , ( )i jc a  определяются по формуле (1.2.7). Из (1.4.3) получаем од-

нородную линейную систему уравнений относительно kg , rf  с коэффициен-

тами в K  

2 1

1 20 0

1 2 1 2

0

1 1 0

, ,
max( , ) max( , )

( ) ( ) ,

, ,..., , .

n n

k k l r r l
k l n r l n

g c b f c a

l n n n n
   


  


    

      (1.3.4) 

Система (1.4.4) состоит из 1 2 1n n   уравнений с 1 2 2n n   неизвест-

ными, поэтому нетривиально разрешима, поскольку K  кольцо Оре. ■ 
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Теорема 1.3.3. Если пара 0 0( , )p qX X  минимальна, а dD  — ПНОД коэф-

фициентов уравнения (1.4.2), то 2p n d  , 1q n d  . 

Доказательство. Предположим, что 2p n d  , 1q n d  . Тогда полу-

чаем 

1 2

0 0 0p n d q n dX A X A          (1.3.5) 

где 
11

n d dn
A A D , 

2 2n n d dA A D . Согласно теореме 1.3.2 уравнение (1.4.5) 

имеет решение, в котором 2p n d  , 1q n d  . Это же решение должно 

удовлетворять и уравнению (1.4.2), что противоречит минимальности пары 
0 0( , )p qX X . 

Пусть 2 1,p n d q n d    . Перейдем в (1.4.5) к  - сопряженным мно-

гочленам 

1 2

0 0 0* * * *
n d p n d qA X A X   .       (1.3.6) 

Из минимальности пары 0 0( , )p qX X  и теоремы 1.3.1 следует, что пара 

1 2

* *( , )n d n dA A   — минимальное решение уравнения (1.4.6) с коэффициентами 

0 0* *( , )p qX X . Из теоремы 1.3.2 следует 1n d q  , 2n d p  .   ■ 

Теорема 1.3.3 фактически утверждает, что уравнение (1.4.2) не имеет 

нетривиальных решений 
1 2

( , )s sX X , в которых 1 2s n d  , 2 1s n d  . 

Замечание. Уравнение (1.4.2) имеет решения, порядки компонент ко-

торых удовлетворяют условиям 1 2s n d  , 2 1s n d  . Общее решение рас-

сматриваемого уравнения имеет вид 
2 1

0 0( , )n d n dQ X Q X   , где [ ]Q K x  про-

извольный многочлен  

Теорема 1.3.4. Векторы 
2 1

0 0( , )k k
n d n dx X x X  , 0 1,k d  , образуют левый 

над K  базис пространства решений уравнения (1.4.2), удовлетворяющих ус-

ловиям 2 1 2 1n d s n    , 1 2 1 1n d s n    , ( 2dim P d ). 

Доказательство. Пусть 
1 2

ПНОД( , )d n nD A A  и 
2 1

0 0( , )n d n dX X   мини-

мальное решение уравнения (1.4.2). Образуем элементы 
2 1

0 0( , )k k
n d n dx X x X  , 
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0 1,k d  . Эти элементы линейно независимы слева над K . Пусть ( ,p qX X ) 

некоторое решение уравнения (1.4.2). Поскольку K  кольцо Оре, то найдутся 

такие элементы , kf f K , что 
2 1

0
( , )

d

k n d k n d k
k

f X X   


   ( , )p qf X X  .  ■ 

2. Рассмотрим теперь уравнение 

1 1 2 2
0s n s n sX A X A X   ,       (1.3.7) 

где 
1s

X , 
2sX , sX  неизвестные, как и ранее 

1 2
ПНОД( , )d n nD A A .  

Теорема 1.3.5. Если многочлены 
1

1
0

n
i

n i
i

A a x


 , 
2

2
0

n
i

n i
i

A b x


  взаимно 

просты справа и 0A   произвольный фиксированный многочлен, то в кольце 

K  найдутся элементы 0f   
1

0sX  , 
2

0sX   такие, что выполняется тожде-

ство  

1 1 2 2s n s nX A X A f    

при 
1

0sX  , 
2

0sX  . 

Доказательство. Составляя, как в теореме 1.3.2 систему уравнений от-

носительно коэффициентов многочленов 
1s

X , 
2sX  и неизвестного f , полу-

чим 1 2n n  уравнений с 1 2 1n n   неизвестным. Система имеет нетривиаль-

ное решение в кольце Оре. Определитель, составленный из коэффициентов 

уравнения, отличен от нуля, поскольку в противном случае по теореме 1.3.3 у 

коэффициентов уравнения имелся бы нетривиальный правый делитель. Ко-

эффициент f  отличен от нуля и его можно положить равным значению ука-

занного определителя.     ■ 

Теорема 1.3.6. Размерность левого над K  пространства 3P  решений  

уравнения (1.3.7) равна 1s  . 

Доказательство. Так как 
1 2

ПНОД( , )d n nD A A , то компонента реше-

ния sX  должна иметь вид s s d dX X D . Поэтому уравнение (1.3.7) эквива-

лентно следующему 

1 1 2 2
0s n d s n d s dX A X A X     ,     (1.3.8) 
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где 
1 1n n d dA A D , 

2 2n n d dA A D . При 0sX   из пункта 1 следует, что векторы 

2 1

0 0 0( , , )k k
n d n dx X x X  , 0 1,k d  , где 

2 1

0 0( , )n d n dX X   минимальное решение 

уравнения (1.3.8) при 0s dX   , линейно независимы слева. Поскольку много-

члены 
1n dA  , 

2n dA   взаимно просты слева, то по теореме 1.3.5 существуют та-

кие многочлены 
1r

X , 
2r

X  и элемент f K  выполняется соотношение  

1 1 2 1
0r n d r n dX A X A f      .      (1.3.9) 

Следовательно, векторы 
1 2

( , , )p p p
r rx X x X x F  , 0,p s d   удовлетво-

ряют (1.3.8) и линейно независимы слева над K . Совокупность векторов 

 2 1

0 0 0, ,k k
k n d n dX x X x X  , 0 1,k d  ,   (1.3.10) 

 1 2
, ,p p p

p r rX x X x X x   , 0,p s d  ,   (1.3.11) 

также линейно независима слева над K  и их всего 1s  . 

Пусть 
1 2 3

( , , )q q qX X X  любое решение уравнения (1.3.8). С помощью 

подходящих элементов g , pg K  и векторов (1.3.11) можно исключить ком-

поненту 
3qX , оставшиеся компоненты, очевидно, исключаются с помощью 

подходящих элементов kq K  векторов (1.3.10). Таким образом, 

1 2 3

1

0 0
( , , )

s d d

q q q p p k k
p k

g X X X g X q X
 

 

    .    ■ 

3. Введя обозначения 
0mn dA A , 

1
ПНОД( , )

k k kd n dA A A


 , 1 1,k m  , 

(очевидно, что 0 1 2d d d   1md d  ), запишем уравнение (1.4.1) в виде 

следующей эквивалентной системы 

1 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 0 1

0 2 2 1 1 1 1

1 3

0

,

, , ,

,

m m

k k k k k k k

m m m m m m

s n d s n d s d

s d d d s n d s d

s d d d s n d

X A X A Y

Y A X A Y k m

Y A X A
    

     

  

   

  

  
    
  

   (1.3.12) 

где обозначено 0 1 1ms n n   , степени промежуточных многочленов в 

(1.3.12) лежат в границах 12k k kn d d   
0 ks dord Y   1 1m kn n d   , 
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1 2,k m  . Если при некотором значении m  промежуток 1 3,k m   пуст, 

то считается, что соответствующие уравнения отсутствуют. 

Теорема 1.3.7. 
1

1
2

2dim ( )( )
m

m
m j

j
P n n m n d





     . 

Доказательство. Найдем все линейно независимые слева решения 

промежуточных систем, полученных из (1.3.12).  

Шаг 1. Сначала находим все решения последнего уравнения 

0 2 2 1 1 1 1
0

m m m m m ms d d d s n dY A X A
         .     (1.3.13) 

Согласно теореме 1.3.2 совокупность искомых линейно независимых реше-

ний имеет вид 1 1

1 1 2 1

0 0( , )
m m m m

k k
n d d dx Y x X

     , 1 0 1 2 10 1, , ..., m m mk s n d d      , где 

1 1 2 1

0 0( , )
m m m mn d d dY X
      минимальное решение уравнения (1.3.13). Теперь для 

каждого 1k  находим решения уравнений 

0 1 1 1 1 0 1k k k k k k ks d d d s n d s dY A X A Y
         , 1 3,k m  . 

полагая 1

0 1 1 1 1

0
k m m

k
s d k n dY f x Y

    , тогда 1

2 1 1 2 1

0 0
m m m m

k
d d k d dX f x X

     , где 
1kf  неиз-

вестные элементы из K , при этом решения уравнения (1.3.13) принимают 

вид 1 1

1 1 1 1 2 1

0 0( , )
m m m m

k k
k n d k d df x Y f x X

     . Согласно теореме 1.3.5 решения преды-

дущего уравнения существуют — 1 1

0 1
0 0( , )

k k

k k
s d sY X

   , 
1

0kf  .  

Наконец найдем  решение 1 1

1
( , )

m

k k
s sX X  первого уравнения 

1 1 1 1 0 1m ms n d s n d s dX A X A Y    . Собирая все X - компоненты промежуточных 

решений, получим множество решений исходного уравнения 
1 1 1 1 1 1

1 2 2 1 2 1

0( , ,..., , , )
m m m m

k k k k k k
s s s k d d sV X X X f x X X

   .   (1.3.14) 

Шаг 2. Положив 
0 2ms dY

 
1

0
msX

 , найдем  решения уравнения 

0 3 3 2 2 2 2
0

m m m m m ms d d d s n dY A X A
         ,    (1.3.15) 

2 2

2 2 3 2

0 0( , )
m m m m

k k
n d d dx Y x X

     , 2 0 2 3 20, m m mk s n d d      , обозначив через 

2 2 3 2

0 0( , )
m m m mn d d dY X
      минимальное решение этого уравнения. 

Если 4m  , то для каждого 2k  находим решения уравнений 
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0 1k k ks d d dY A
   2

1 1 1 0 1 2 2 2

0
k k k k m m

k
s n d s d k n dX A Y f x Y

         , 1 4,k m  , 

полагая 2

0 1 2 2 2

0
k m m

k
s d k n dY f x Y

    , тогда 2

2 2 3 2

0
m m m

k
s k d dX f x X

   , где 
2kf  неиз-

вестные элементы из K , при этом решения уравнения (1.3.15) принимают 

вид 2 2

2 2 2 2 3 2

0 0( , )
m m m m

k k
k n d k d df x Y f x X

     . Согласно теореме 1.3.5 решения преды-

дущего уравнения существуют — 1 1

0 1
0 0( , )

k k

k k
s d sY X

   , 
2

0kf  .  

Наконец отыщем решение 2 2

1
( , )

m

k k
s sX X  первого уравнения 

2

1 1 1 1 0 1m m

k
s n d s n d s dX A X A Y    . Собирая все X  − компоненты, получим еще 

один вектор решений исходного уравнения 
2 2 2 2 2 2

1 2 3 2 3 2

0 0( , , ..., , , , )
m m m m

k k k k k k
s s s k d d sV X X X f x X X

   .   (1.3.16) 

Если 4m  , переходим к шагу 1m  , получая очередную серию реше-

ний 
3 3 3 3 3 3

1 2 4 3 4 3

0 0 0( , ,..., , , , , )
m m m m

k k k k k k
s s s k d d sV X X X f x X X

   ,  (1.3.17) 

3 0 3 4 30, m m mk s n d d      . 

Продолжая далее выполним предпоследний шаг вычислений. 

Шаг 2m  . Положим 
0 2 3 1

0
ms d s sY X X
      и найдем все решения 

уравнения 

0 1 1 2 2 2 2
0s d d d s n dY A X A    ,      (1.3.18) 

2 2

2 2 1 2

0 0( , )m mk k
n d d dx Y x X 
  , 2 0 2 1 20,mk s n d d     , где 

2 2 1 2

0 0( , )n d d dY X   мини-

мальное решение этого уравнения. Для каждого 2mk   находим решения неод-

нородных уравнений 

1 1 1 1 0 1m ms n d s n d s dX A X A Y    , 

полагая 2

0 1 2 2 2

0m

k m

k
s d k n dY f x Y

   , тогда 2

2 2 1 2

0m

m m

k
s k d dX f x X

   , где 
2mkf


 неиз-

вестные элементы из K , при этом решения уравнения (1.3.18) принимают 

вид 2 2

2 2 2 2 1 2

0 0( , )m

m m

k k
k n d k d df x Y f x X

   . Согласно теореме 1.3.5 решения преды-

дущего уравнения существуют — 2 2

1
0 0( , )m m

m

k k
s nX X   , 

2
0

mkf

 .  
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Собирая все X - компоненты, получим еще множество решений исход-

ного уравнения 
2 2 2 2 2

1 2 1 2 3

0 0 0( , , , ..., , )m m m m m

m m

k k k k k
s k d d s sV X f x X X X    

  .   (1.3.19) 

Шаг 1m  . Закончим вычисления, отыскав решения уравнения 

1 1 1 1
0

m ms n d s n dX A X A    

— 1 1

1 1 1

0 0( , )m m

m

k k
n d n dx X x X 

  , 1 10 1,mk d   . Получим вектор 

1 1 1

1 1 1

0 00 0( , ,..., , )m m m

m

k k k
n d n dV x X x X  

  .    (1.3.20) 

Очевидно, что векторы jkV , 1 1,j m   линейно независимы слева над 

K , их всего 
1 1

1
1 2

2( )( )
m m

j m j
j j

k n n m n d
 

 

      . 

Пусть 
1 2

( , ,..., )
mq q qX X X  некоторое решение уравнения, в котором 

j jq s . Подставим это решение в (1.4.1) и перепишем его в виде (1.3.12). Ес-

ли компонента 
1

0
mqX

 , то степень многочлена 

1mqX


 не меньше степени 

многочлена 
2 1

0
m md dX
  , поэтому многочлен 

11 mm qh X
 , 1mh K  , является ли-

нейной комбинацией многочленов 1

1 2 1

0
m m

k
k d dg x X

   с коэффициентами 
1kg K . 

Аналогично 
jj qh X , jh K , является линейной комбинацией многочленов 

1

0j

j m j m j

k
k d dg x X

   , 
jkg K . После исключения компонент с номерами 

2 1, ..., mq q   получим вектор 
1

0 0( , ..., , ..., , ),
mq ql X l X   l K , который, очевидно 

является линейной комбинацией векторов с индексом 1mk  . Таким образом, 

найдутся такие элементы 1, , , ma a a K   такие, что 
1 2

( , ,..., )
mq q qa X X X   

1

j
m

k
i

j
a V



 . По определению векторы jkV  1,j m  образуют левый над K  

«базис» пространства mP .   ■ 

Замечание. Произвольное решение уравнения (1.4.1) может быть 

представлено в виде линейной комбинации 
1

1

j
m

k
j

j
Q V




 , с [ ]jQ K x . 
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1.4. Результантные матрицы многочленов одной переменной 

Заметим, что результантные матрицы систем косых многочленов от 

одной «переменной» впервые были построены автором в [51]. Получим ус-

ловия, при выполнении которых косые многочлены 
jnA  имеют ПНОД или 

ЛНОД. Перемножив многочлены в уравнении 

1
0

j j

m

s n
j

X A


 ,          (1.4.1) 

получим, применив теорему 1.2.3, 

   
1 1

1 1 1
1 1

1

1
0 0 0

0
,, , ,

max( , ) max( , )
... ,

m m

m m m l
m m

n n ss
l

s k k l s k k m
l k l n k l n

f c a f c a x
 

    


  

 
    (1.4.2) 

или в виде следующей системы 

   
1

1 1 1
1 1

1
0 0

1 1

0

1 2 1 0

,, , ,
max( , ) max( , )

... ,

, , ...., , .

m

m m m l
m m

ss

s k k l s k k m
k l n k l n

m m

f c a f c a

l n n n n
   


   


     

    (1.4.3) 

Определение 1.4.1. Матрица mR  системы (1.4.3) называется правой ре-

зультантной матрицей косых многочленов  ;
jn jA a x . 

Правую результантную матрицу удобно выписать следующим образом: 

сопоставим каждому многочлену  ;
kn kA a x  матрицу размерности 

1 1( ) ( )m kn n s    ( 1 1k m ks n n n    ) 

1

1 1

1 1

1 1

1

2 1 2

3 1 3 1 1

4 1 4 1 0

1 1 1 1 1 0 1

0 0 0

0

,

, ,

, , ,

, , , ,

, , , ,

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )



 

 


    



k m

k m k m

k m k m k

k m k m k k

k k

s n n k

s n n k s n n k

s n n k s n n k n k

k k s n n k s n n k n k n k

s k s k k k

c a

c a c a

c a c a c a

M a c a c a c a c a

c a c a c a c a
c

 

    

     

    





0 1 0 1 0 0 0, , , ,( ) ( ) ( ) ( )k ks k s k k ka c a c a c a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

. (1.4.4) 

Тогда 

1( , , )m
mR M M          (1.4.5) 
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— правая результантная матрица. 

Элементы матрицы (1.4.4) могут быть выписаны следующит образом: 

крайний правый столбец матрицы заполняеся нулями и коэффициентами 

многочлена  ;
kn kA a x , элементы последующих столбцов вычисляются со-

гласно пункту 3) теоремы 1.2.3. 

Левая результантная матрица *mR  этих же многочленов определяется 

либо из рассмотрения первого из ниже следующих уравнений, либо как 

правая результантная матрица системы уравнений, полученной из второго 

уравнения для сопряженных многочленов, 

1
0

j j

m

n s
j

A X


 (
1

0*
j j

m

s n
j

Y A


 ).      (1.4.6) 

Определение 1.4.2. Правый ранг матрицы (1.4.5) называется рангом 

правого результанта. 

Определение 1.4.3. Левый ранг левой результантной матрицы, постро-

енной по первому уравнению (1.4.6), или правый ранг правой результантной 

матрицы, построенной по второму уравнению (1.4.6), называется рангом ле-

вого результанта. 

Для двух косых многочленов правым (левым) результантом удобно на-

зывать, как это принято в классическом случае обычных многочленов, пра-

вый (левый) определитель соответствующей результантной матрицы. На-

пример, для двух многочленов ( ; )nF a x , ( ; )mF b x  имеем 

1 1 1 2 1 0

0 0 02

1 1 1 2 1 0

0 0 0

0

0

, , ,

, ,

, , ,

, ,

( ) ( ) ( )...
...... ... ...

( ) ... ( )
| ||

( ) ( ) ( )...
...... ... ...

( ) ... ( )

m n m m n m m

m

n n m n n m n

n

c a c a c a

c a c a
R

c b c b c b

c b c b

      

      

     (1.4.7) 

― правый результант. Здесь мы записали правый результант так, как это 

принято в коммутативном случае для обычных многочленов. 
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Приведем пример левой результантной матрицы этих же многочленов 

1 1 1 2 1 0

0 0 02

1 1 1 2 1 0

0 0 0

0

0

* * *
, , ,

* *
, ,*

* * *
, , ,

* *
, ,

( ) ( ) ( )...
...... ... ...

( ) ... ( )
( ) ( ) ( )...

...... ... ...
( ) ... ( )

m n m m n m m

m

n n m n n m n

n

c a c a c a

c a c a
R

c b c b c b

c b c b

      

      

  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

,    (1.4.8) 

в которой элементы *
, ( )i jc a , *

, ( )i jc b  построены по коэффициентам сопряжен-

ных многочленов *( ; )nF a x , * ( ; )mF b x . 

Приведем несколько свойств правого mR  и левого *mR  результантов. 

Обозначим через m
mr rang R  ранг правого результанта, через * *m

mr rang R  

ранг левого результанта многочленов  ;
jn jA a x , 1,j m . Пусть 

1md   ПНОД( ( ; )
jn jA a x ), а 1

*
md  ЛНОД( ( ; )

jn jA a x ) порядки их правого и ле-

вого общих наибольших делителей. Имеет место основная теорема теории 

результантов косых многочленов. 

Теорема 1.4.1. 1 1 1
* *

m m m m mn n r d r d      . 

Доказательство. Система (1.4.3) имеет 
1

1
2

1( )( )
m

m j
j

n n m n




    неиз-

вестных и 1 mn n  уравнений, и, следовательно, её пространство решений 

имеет размерность равную 
1

1
2

1( )( )
m

m j m
j

n n m n r




    . По теореме 1.4.6 про-

странство mP  имеет размерность 
1

1 1
2

2( )( )
m

m j m
j

n n m n d





    . Поэтому в 

силу изоморфизма пространства mP  и пространства решений системы вы-

полняется первое утверждение. Рассмотрев сопряженные косые многочлены 
* ( ; )

jn jA a x , получим вторую часть утверждения.  ■ 

Заметим, что этот результат справедливый и для обычных многочленов 
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отсутствует в фундаментальных монографиях, например, [29], [12]. 

Следствие 1.4.1. Для того чтобы многочлены ( ; )
jn jA a x  были взаимно 

просты справа (слева) в совокупности, необходимо и достаточно, чтобы 

1m mr n n   1
*( )m mr n n  . 

Достаточность. Пусть 1m mr n n   1
*( )m mr n n  , тогда по теореме 1.4.1 

1 0md   , аналогично 1 0*
md   . 

Необходимость. Если многочлены ( ; )
jn jA a x  взаимно просты справа 

(слева) в совокупности, то 1 0md    ( 1 0*
md   ). Следовательно, mr  1 mn n  

1
*( )m mr n n  .    ■ 

Следствие 1.4.2. Для того, чтобы косые многочлены ( ; )nF a x , 

( ; )mF b x были взаимно просты справа (слева) необходимо и достаточно 

2 0| ||R   2 0*(| || )R  . 

Пусть m  ( *
m ) порядок правого (левого) наименьшего общего кратно-

го ПНОК (ЛНОК) многочленов ( ; )
jn jA a x . Из теоремы 1.4.1 сразу же следует. 

Следствие 1.4.3. m mr   ( * *
m mr  ). 

Доказательство. Действительно, пусть 2m  , тогда 
2 1 1p nL L A    

2 2p nL A , где 
2

L ПНОК
1 2

( , )n nA A  многочленов 
1nA , 

2nA , 
1pL , 

2pL  — 

некоторые многочлены, причем ЛНОД 
1 2

( , )p pL L  . Пусть 

1dD  ПНОД
1 1

( , )n nA A , тогда имеет место тождество 
2 2 1d n d n dL L A      

1 2n d n dL A  . Значит 2 1 1 1 2 2 1p n d p n d       . Поскольку 1 2 2 1n n r d   , 

то при 2m   утверждение верно. Вторая часть утверждения доказывается 

аналогично.   ■ 

Следствие 1.4.4. 1 1 1
* *

m m m m md n n d       . 

Теорема 1.4.2. Для правой результантной матрицы системы косых 

многочленов ( ; )
jn jA a x  имеют место следующие свойства: 

1) ранг не меньше 1n , так как матрица имеет, по крайней мере, 1n  строк 
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линейно независимых справа над K ; 

2) пусть 0K , тогда при умножении всех коэффициентов  

многочлена 
1 1( ; )nA a x  (

2 2( ; ))nA a x  на   результант 2| ||R  умножается на 

2n ( 1n ). Это следует из свойств коэффициентов , ,( ), ( )r l r lc a c b  и вида опре-

делителя (1.4.7); 

3) если коэффициенты многочленов 1 1( ; )A a x , 2 2( ; )A a x  принадлежат 

0K , то 2| ||R  совпадает с результантом обычных многочленов; 

Приведем в заключение два простых утверждения о факторизации ко-

сых многочленов от одного символа. 

Пусть 1 2 0,c c K . Правый результант многочленов ( ; )nF b x  1c  , 

2( ; )mF a x c   является многочленом 1 2( , )c c  степени n  по 2c  и степени m  

по 1c  с коэффициентами в K . Получаем обобщение результата, известного 

для коммутативных дифференциальных операторов. 

Теорема 1.4.3. Многочлены 1( ; )nF b x c  , 2( ; )mF a x c   имеют правые 

делители в том и только в том случае, если 1c  и 2c  являются корнями урав-

нения 1 2 0( , )c c  . 

Наконец, если в условии теоремы 1.4.3 положить 1 0( , ) ,mF a x x c  , то 

имеет место следующая теорема. 

Теорема 1.4.4. Многочлен ( ; )nF b x  допускает представление ( ; )nF b x   

1 1 2( ; )( )nF b x x c    в том и только в том случае, если 20 0( , )c  . 

Пример 1.4.1. Построим правый и левый результанты косых много-

членов 
2

2
0

( ; ) i
i

i
F a x a x



 , 
2

2
0

( ; ) i
i

i
G b x b x



  с коэффициентами для простоты 

вычислений в поле характеристики нуль. Поэтому   , ( ) ( , )x   , 

*( )x  * *( , )  , 1*   , 1*    . 

Здесь 2n m   и правый, левый результанты в силу (1.4.7) имеют вид 



 32 

1 3 1 2 1 1 1 0

0 2 0 1 0 02

1 3 1 2 1 1 1 0

0 2 0 1 0 0

0

0

, , , ,

, , ,

, , , ,

, , ,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
| ||

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

c a c a c a c a

c a c a c a
R

c b c b c b c b

c b c b c b

 ,     (1.4.9) 

1 3 1 2 1 1 1 0

0 2 0 1 0 02

1 3 1 2 1 1 1 0

0 2 0 1 0 0

0

0

* * * *
, , , ,

* * *
, , ,*

* * * *
, , , ,

* * *
, , ,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

| ||
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

c a c a c a c a
c a c a c a

R
c b c b c b c b

c b c b c b

 .     (1.4.10) 

Вычисляя элементы определителей по формулам (1.2.7) или (1.2.9) по-

лучим 

2 2 1 1 0 0

2 1 02

2 2 1 1 0 0

2 1 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| ||
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a a a a a
a a a

R
b b b b b b

b b b

     

     

 


 

,    (1.4.11) 

2 2 1 1 0 0

2 2 1 0

2 2 1 1 0 0

2 1 0

0

0

* * * * * *

* * *
*

* * * * * *

* * *

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| ||
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a a a a a
a a a

R
b b b b b b

b b b

     

     

 


 

,   (1.4.12) 

где *
ia , *

ib  ( 0 1,i  ) коэффициенты сопряженных многочленов. Например, 

2
2 2
* * ( )a a , 1 2 2 1

* * * * * *( ) ( ) ( )a a a a       , 2
0 2 1
* * *( ) ( )a a a    0a , ана-

логичные формулы имеют место для *
ib . 

Опуская выкладки, отметим, что если 2 4 3 2, ,rang R  , то, соответст-

венно, многочлены не имеют нетривиальных правых делителей, имеют пра-

вый делитель первого порядка и отличаются только левым множителем. Если 
2 4 3 2* , ,rang R  , то, соответственно, многочлены не имеют нетривиальных 

левых делителей, имеют левый делитель первого порядка и отличаются толь-

ко правым множителем.  
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1.5. Косые многочлены от двух переменных 

Кольцо косых многочленов [ , ]K x y  от двух «переменных» x , y , над 

некоторым алгебраически замкнутым полем K  нулевой характеристики, по-

строим следующим образом. Пусть [ ]K y  — кольцо многочленов от y , 

y M , ( )y  ( , )y y   и ( )y a b  ( ) ( )y ya b   ( )y a b  ,a b K  .  

Образуем кольцо [ ][ ]K y x  многочленов ( ( ); )
xnF A y x 

0
( )

xn
i i

i
A y x


 , 

( ) [ ]iA y K y , где x M , ( )x  ( , )x x   и ( )x ab  ( ) ( )x xa b   ( )x a b  

,a b K  . Распространим действие отображений x  и x  на кольцо [ ]K y  и 

отображений y  и y  на кольцо [ ]K x  по формулам 

0( ) ( ) ( ) ( )x x y yy x y x       , 

( )x y  ( )y y  y , ( )x x  ( )y x x  .   (1.5.1) 

Тогда x  будет x  дифференцированием кольца [ ]K y , а y  будет y  

дифференцированием на кольца [ ]K x . Умножение в кольце [ ][ ]K y x  опреде-

лим следующим образом 
1( ) ( ( )) ( ( ))

y y y

n n n
n x n x nx A y x A y x A y x       ,     (1.5.2) 

где 
0

( ( )) ( )
y

y

n
j

x n x j
j

A y a y 


 , 
0

( ( )) ( )
y

y

n
j

x n x j
j

A y a y 


 , 
0

( )
y

y

n
j

n j
j

A y a y


    

[ ]K y , ja K . 

Можно рассматривать кольцо [ , ]K x y  как кольцо [ ][ ]K x y  с правилом 

умножения 
1( ) ( ( )) ( ( ))

x x x

n n n
n y n y ny A x y A x y A x y       ,     (1.5.3) 

где 
0

( ( )) ( )
x

x

n
j

y n y j
j

A x a x 


 , 
0

( ( )) ( )
x

x

n
j

y n y j
j

A x a x 


 , 
0

( )
x

x

n
j

n j
j

A x a x


    

[ ]K x , ja K . 

Согласно теореме 1.2.1 кольца [ ][ ]K y x  и [ ][ ]K x y  и [ , ]K x y  являются 

правыми и левыми кольцами Оре. 
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Определение 1.5.1. Скажем, что «переменные» ,x y  коммутативны, 

если xy a yx a   , a K  . 

Теорема 1.5.1. «Переменные» ,x y  коммутируют в том и только в том 

случае, когда имеют место равенства 

0[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]x y x y x y x y           .   (1.5.4) 

Доказательство. Предположим, что (1.3.4) выполняется. Тогда 

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))x y x y x y x yx y a a yx a x a y a            , 

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))y x y x y x y xy x a a xy a x a y a            . 

Отсюда 0y x a x y a     a K  , поэтому 0[ , ]x y  . 

Обратно, если 0[ , ]x y  , то y x a x y a    (( y x   ) )x y a xy    

(( ) )y x x y a x      (( ) )y x x y a y     2 1(   0)x y a   . Что приво-

дит к (1.3.4).    ■ 

В дальнейшем «переменные» x  и y  будем считать коммутативными, 

поэтому [ ][ ] [ ][ ] [ , ]K x y K y x K x y  . 

Определение 1.5.2. Множество элементов из K , неподвижных относи-

тельно автоморфизма x  образует подполе xK K  , называемое инвариант-

ным полем автоморфизма x , а множество элементов из K , неподвижных 

относительно автоморфизма y  образует подполе yK K  , называемое инва-

риантным полем автоморфизма y . 

Ядро гомоморфизма x  образует подполе констант xK K  , а ядро го-

моморфизма y  образует подполе констант yK K  . 

Определение 1.5.3. «Переменные» ,x y M  называются «переменны-

ми» одного типа, если x yK K  , x yK K  . В противном случае ,x y  ― «пе-

ременные» разного типа. 

Поле констант относительно автоморфизмов x , y  и гомоморфизмов 

x , y  определяется как 0
x x y yK K K K K       . 
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Возможны, например, следующие реализации кольца [ , ]K x y : 

— если [ ]K x , [ ]K y  кольца обыкновенных линейных дифференциаль-

ных операторов и «переменные» ,x y  разного типа, то кольцо [ , ]K x y  изо-

морфно кольцу обыкновенных линейных дифференциальных операторов в 

частных производных;  

— если [ ]K x  кольцо обыкновенных линейных дифференциальных 

операторов, а [ ]K y  кольцо обыкновенных линейных разностных операторов 

и ,x y  одного типа (разного типа), то получим кольцо [ , ]K x y  дифференци-

ально-разностных операторов по одной «переменной (по разным «перемен-

ным»); 

— наконец, если [ ]K x , [ ]K y  кольца разностных операторов и «пере-

менные» ,x y  разного типа, то [ , ]K x y  будет кольцом разностно-разностных 

операторов по двум «переменным». 

Понятие сопряженного к косому многочлену от двух «переменных» 

допускает следующие интерпретации: 

— многочлен 
0 0

( ; , )
yx nn

i j
m ij

i j
F a x y a x y

 

  степени m , где m  наибольшая 

степень монома i j
ija x y  при 0ija  , ija K , рассматривается как элемент 

кольца [ ][ ]K y x , то есть ( ; , ) ( ( ); )
xm nF a x y F A y x 

0
( )

xn
i i

i
A y x


 , ( ) [ ]iA y K y . 

Тогда  - сопряженным к нему по «переменной» x  естественно считать мно-

гочлен из *[ ][ ]K y x  

0

* * *( ( ); ) ( ( ( ) ))
x

x

n
x i i

n y
i

F A y x x A y 


 ,    (1.5.5) 

где отображение : [ ] [ ]y K y K y  , является антииволюцией, удовлетворяю-

щей условиям ( ), ( ) [ ]A y B y K y   ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))y y yA y B y B y A y    и 

2( ( ))y A y ( )A y . За y  можно принять операцию сопряжения в кольце [ ]K y  

распространив её на поле K  тривиальному образом (   ), тогда 1*
x x   , 
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1*
x x x    ; 

— многочлен 
0 0

( ; , )
yx nn

i j
m ij

i j
F a x y a x y

 

 , ija K , рассматривается как 

элемент кольца [ ][ ]K x y , то есть ( ; , ) ( ( ); )
ym nF a x y F A x y 

0
( )

yn
j j

j
A x y


 , 

( ) [ ]jA x K x , то  - сопряженным к нему по «переменной» y  естественно 

считать многочлен из *[ ][ ]K x y , ( ) [ ]jA y K y . Тогда  - сопряженным по 

«переменной» y  естественно считать многочлен из *[ ][ ]K x y  

0

* * *( ( ); ) ( ( ( ) )
y

y

n
y j j

n x
j

F A x y y A x 


 ,     (1.5.6) 

где отображение : [ ] [ ]x K x K x  , является антииволюцией, удовлетворяю-

щей условиям ( ), ( ) [ ]A x B x K x   ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))x x xA x B x B x A x    и 

2( ( )) ( )x A x A x  . За x  можно принять операцию сопряжения в кольце [ ]K x  

положив её действие на поле K  тривиальным образом, тогда 1*
y y   , 

1*
y y y     ; 

— наконец, если многочлен 
0 0

( ; , )
yx nn

i j
m ij

i j
F a x y a x y

 

 , ija K , ija K  

рассматривается как элемент кольца [ , ]K x y , то  - сопряженным к нему по 

обеим «переменным» будем считать многочлен из кольца * *[ , ]K x y  

0 0

* * * * * *( ; , ) ( ; , ) ( ( ))
yx nn

i j
m m ij

i j
F a x y F a x y x y a 

 

  ,    (1.5.7) 

где отображение :K K   является антиинволюцией, и в силу того, что K  

поле можно считать   . Тогда 1 1* *
x y x y     , 1 1* *

x y x x y       , 

1 1* *
y x y x y        и 1 1* *

x y x y x y        . 

Легко проверяется, что так введенное понятие сопряженного (1.2.5), 

(1.5.6) и (1.4.7) удовлетворяет требованиям i), ii) и iii) приведенным в первом 

параграфе. Таким образом, возможны следующие варианты: сопряженных 
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колец к кольцу [ , ]K x y : *[ ][ ]K y x  — сопряженное по «переменной» x , 
*[ ][ ]K x y  — сопряженное по «переменной» y  и * *[ , ]K x y  — сопряженное 

по обеим «переменным». В дальнейшем будем использовать термин «пере-

менная» без кавычек. 

1.6. Линейное уравнение в кольце многочленов двух переменных 

Обозначим через [ ]x  кольцо косых многочленов переменной x  с ко-

эффициентами в кольце косых многочленов [ ]K y   переменной y  с ко-

эффициентами в некотором поле K , предполагается, что переменные x  и y  

коммутативны. Поскольку   является кольцом Оре, то согласно теореме 

1.2.1 кольцо [ ]x  также является кольцом Оре. 

Рассмотрим уравнение 

1
0

j j

m

s n
j

X A


 ,          (1.6.1) 

где многочлены 
jnA

0
( ( ); ) ( )

j

j

n
i i

n
i

A A y x A y x


   из кольца [ ]x , jn  — степени 

этих многочленов по переменной x , коэффициенты ( )iA y  — многочлены из 

  степени. Будем считать, что 1 2 mn n n   , 1 max( )jn n , min( )m jn n . 

Неизвестные 
0

( ; )
j

j

s
i i

s
i

X F f y x


  — многочлены по x  степени 0 js  1n   

mn  1jn  , ( ; )iF f y  неизвестные многочлены степени с коэффициентами в 

поле K . Переобозначим 
0mn d

A D , тогда 
kdD ПНОД

1
( , )

k k
n d

A D


, 1 1,k m  , 

где ПНОД — правый наибольший общий делитель многочленов по x . Сле-

довательно, 1 ... mn n  
0 1

d d 
2

d   
1m

d d


  . 

Опишем правое над кольцом   линейное пространство mP  векторов 

1
( , , )

ms sX X , — решений уравнения, применив результаты предыдущих па-

раграфов. 

Теорема 1.6.1. Уравнение (1.6.1) всегда имеет решение, в котором 
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1 2s n , 2 1s n . 

Теорема 1.6.2. Если пара 0 0( , )p qX X  минимальна, то 2p n d  , 

1q n d  . 

Теорема 1.6.2 фактически утверждает, что уравнение (1.6.1) при 2m   

не имеет нетривиальных решений 
1 2

( , )s sX X , в которых, 1 2s n d  , 

2 1s n d  . 

Переписав уравнение (1.6.1) в виде следующей эквивалентной системы 

1 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 0 1

0 2 2 1 1 1 1
0

1 3

,

,

,

, .

m m

k k k k k k k

m m m m m m

s n d s n d s d

s d d d s n d s d

s d d d s n d

X A X A Y

Y A X A Y

Y A X A

k m

    

     

  

   

  

  


  


  
  

     (1.6.2) 

где положено 0 1 1ms n n    получим по аналогии с теоремой 1.3.7. 

Теорема 1.6.3. 
1

1
2

2dim ( )( )
m

m
m j

j
P n n m n d





     . 

1.7. Результантные матрицы косых многочленов двух переменных 

Построим результантные матрицы системы косых многочленов 

knA
0

,

,
( ; , )

k

p q
k i j

n ij
i j

A a x y a x y


   ( k
ija K  и kn , 1,k m , наибольшая совокупная 

степень мономов k i j
ija x y  при 0k

ija  ), рассматривая их как элементы кольца 

[ ]x , то есть как многочлены 
0

,( ( ); ) ( )
j

j

j

n
n i i

n
i

A A y x A y x


  степеней jn  по x  с 

коэффициентами , ( ) [ ]jn iA y K y . Как и ранее будем считать, что 

1 2n n  mn , 1 max( )jn n , min( )m jn n . Обозначим 
0mn dA D , тогда 

kdD ПНОД
1

( , )
k kn dA D


, 1 1,k m  . Следовательно, 1 mn n   0 1d d   

1md d   . 

Снова рассмотрим уравнение (1.4.1) записав неизвестные в виде 
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0

, ( )
j

j

j

s
s i i

s
i

X F y x


 , 0 js  1n  mn  1jn  , , ( )js iF y  — неизвестные коэффи-

циенты из  . 

Из (1.4.1) получим правую систему уравнений относительно неизвест-

ных , ( )js iF y , аналогичную системе(1.4.2),  

   
1

1 1 1

1
1 10 0

1 1

0

1 2 1 0

,

,,
,

max( , ) max( , )
( ) ( ) ,

, , , , ,

m
m m m

m l
m m

ss
s k ns k n

k l k
k l n k l n

m m

F y c A F y c A

l n n n n
   


   


     

 


 (1.7.1) 

где коэффициенты  1 ,
jn

k lc A  получены из коэффициентов многочлена 

( ( ); )
jnA A y x  по теореме 1.2.3. 

Правую результантную матрицу данной системы многочленов можно 

выписать поставив в соответствие каждому многочлену ( ( ); )
jnA A y x  матри-

цу размерности 11( ) ( )k ms n n    ( 1 1k m ks n n n    ), которую удобнее за-

писать так 

1

1 1

1

2 1 2

1 0

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

0 1 0

0 0

0
,

, ,

, , ,

, , ,

, , ,

, ,

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

k

k m

k k

k m k m

k k k

k k k k k

k k k

k k k k k

k k k

k k

k k

k k

n
s p p

n n
s p p s p p

n n n
s p s p p

k n n n
s p s p p

n n n
s s

n n
s s

c A

c A c A

c A c A c A
M y

c A c A c A

c A c A c A

c A c A





   




   




 

    



   







0 0, ( )knc A

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

.  (1.7.2) 

Матрица 

1( ) ( ( ), , ( ))m
mR y M y M y  ,       (1.7.3) 

называется правай результантной матрицей системы многочленов 
jnA . 

Левая результантная матрица *( )mR y  этих же многочленов 

определяется по аналогии из рассмотрения следующего уравнения 
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1
0*

j j

m

s n
j

Y A


 .          1.7.4) 

Правый строчечный (столбцовый) ранг матрицы (1.7.5) называется 

рангом правого результанта, правый строчечный (столбцовый) ранг левой ре-

зультантной матрицы *( )mR y  называется рангом левого результанта. 

Аналогично строятся результантные матрицы ( )mR x  и *( )mR x  систе-

мы многочленов 
jnA , рассматриваемых как элементы кольца [ ][ ]K x y . 

Для пары косых многочленов результантная матрица является квадрат-

ной, поэтому часто правым (левым) результантом называют правый (левый) 

определитель соответствующий результантной матрицы. Например, 

1 1 1 1

1 2 0 1 2 02

1 0 0 0 1 0 0 0

0 0, ,

, , , ,

, , , ,

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

| ( ) ||

( ) ( ) ( ) ( )

n m
m n m n n m

n n m m
m n m m n n m n

n n m m
m n

c F c F
c F c F c F c F

R y

c F c F c F c F

     

     

 



 
 

     
 

 (1.7.5) 

― правый результант многочленов ( ; )nF A x , ( ; )mF B x , построенный по сис-

теме (1.7.1), транспонированный по отношению к (1.7.3). 

Приведем свойства правого ( )mR y  и левого *( )mR y  результантов 

вполне аналогичные свойствам результантов многочленов одной перемен-

ной. Обозначим через ( )m
mr rang R y  ранг правого результанта, через 

* *( )m
mr rang R y  ранг левого результанта многочленов  ( );

jnA A y x , 1,j m ; 

1md   ПНОД( ( ( ); )
jnA A y x ), 1

*
md  ЛНОД( ( ( ); )

jnA A y x ) порядки их правого и 

левого наибольших общих делителей по переменной x . Имеет место теоре-

ма. 

Теорема 1.7.1. 1 1 1 1
* *( )m m m m m mn n r d n n r d       . 

Теорема 1.7.2. Для того чтобы многочлены ( ( ); )
jnA A y x  были взаимно 

просты справа (слева) по x  в совокупности, необходимо и достаточно, чтобы 

1m mr n n   1
*( )m mr n n  . 
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Следствие. Для того, чтобы многочлены ( ; )nF A x , ( ; )mF B x  были вза-

имно просты справа (слева) по x  необходимо и достаточно 2 0| ( ) ||R y   
2 0*(| ( ) || )R y  . 

Пусть m  ( *
m ) порядок правого (левого) наименьшего общего кратно-

го.  

Теорема 1.7.3. m mr   ( * *
m mr  ). 

Обозначим через 0K  подполе неподвижных элементов относительно 

автоморфизма  , через 1K  подполе констант относительно дифференциро-

вания  . 

Теорема 1.7.4. Для результантной матрицы системы многочленов 

( ( ); )
jnA A y x  имеют место следующие свойства: 

1) ранг правого результанта не меньше 1n , так как результант имеет, по 

крайней мере, 1n  строк линейно независимых слева над  ; 

2) пусть 0 1K K  , тогда при умножении всех коэффициентов  

многочлена 
1

1( ( ); )nA A y x  (
2

2( ( ); ))nA A y x  на   результант 2| ( ) ||R y  умножа-

ется на 2n ( 1n ). Это следует из свойств коэффициентов 1
, ( ( ))r lc A y , 

2
, ( ( ))r lc A y  и вида определителя (1.7.5); 

3) если коэффициенты многочленов 
1

1( ( ); )nA A y x , 
2

2( ( ); )nA A y x  при-

надлежат 0 1K K , то 2| ( ) ||R y  совпадает с результантом обычных многочле-

нов. 

Пусть еще ip , 1,i m  степени многочленов ( ; , )
iNA a x y  по переменной 

y . Принимаем, что 1 2 mp p p    и обозначаем xd ord ПНОД ( )
iNA  по  

переменной x , yd ord ПНОД ( )
iNA  по переменной y ; xr , yr  — ранг правого 

результанта по переменным x  и y  соответственно. Обозначаем 
*
x

d ord ЛНОД ( )
iNA  по переменной x , *

y
d ord ЛНОД ( )

iNA  по переменной 
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y ; *
x

r , *
y

r  — ранг левого результанта по переменным x  и y  соответственно.  

Теорема 1.7.5. Для того чтобы система многочленов 
iNA  обладала пра-

вым (левым) наибольшим общим делителем  

а) порядка 0xd   и 0yd  ; 

б) порядка 0xd   и 0yd  ; 

в) порядка 0xd   и 0yd  ; 

г) порядка 0xd   и 0yd  , 

необходимо и достаточно выполнения условий соответственно 

а) 1x mr p p   и 1y mr n n  ; 

б) 1x mr p p   и 1y mr n n  ; 

в) 1x mr p p   и 1y mr n n  ; 

г) 1x mr p p   и 1y mr n n  . 

Достаточность. Из теоремы 1.4.1 следует в первом случае 0xd   и 

0yd  , во втором 0xd   и 0yd  , в третьем 0xd   и 0yd   и в четвертом 

0xd   и 0yd  . 

Необходимость. Следует также из теоремы 1.4.1.    ■ 

Пример 1.7.1. Построим правый и левый результанты косых много-

членов 
2

2
0

( ; ) i i

i
F A x A x



 , 
2

2
0

( ; ) i i

i
G B x B x



  от одной переменной с коэф-

фициентами в поле характеристики нуль. Поэтому   , ( ) ( , )x   , 

*( )x  * *( , )  , 1*   , 1* )    . 

Здесь 2n m   и правый, левый результанты в силу (1.7.2) имеют вид 

1 3 1 2 1 1 1 0

0 2 0 1 0 02

1 3 1 2 1 1 1 0

0 2 0 1 0 0

0

0

, , , ,

, , ,

, , , ,

, , ,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
| ||

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

c a c a c a c a

c a c a c a
R

c b c b c b c b

c b c b c b

 ,     (1.7.6) 
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1 3 1 2 1 1 1 0

0 2 0 1 0 02

1 3 1 2 1 1 1 0

0 2 0 1 0 0

0

0

* * * *
, , , ,

* * *
, , ,*

* * * *
, , , ,

* * *
, , ,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

| ||
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

c a c a c a c a
c a c a c a

R
c b c b c b c b

c b c b c b

 .     (1.7.7) 

Вычисляя элементы определителей по формулам (1.2.5), (1.2.7) полу-

чим 

2 2 1 1 0 0

2 1 02

2 2 1 1 0 0

2 1 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| |
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a a a a a
a a a

R
b b b b b b

b b b

     

     

 


 

,    (1.7.8) 

2 2 1 1 0 0

2 2 1 0

2 2 1 1 0 0

2 1 0

0

0

* * * * * *

* * *
*

* * * * * *

* * *

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| |
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a a a a a
a a a

R
b b b b b b

b b b

     

     

 


 

,   (1.7.9) 

где *
ia , *

ib  ( 0 1,i  ) коэффициенты сопряженных многочленов. Например, 
2

2 2
* * ( )a a , 1 2 2 1

* * * * * *( ) ( ) ( )a a a a       , 2
0 2 1
* * *( ) ( )a a a     0a , 

аналогичные формулы имеют место для *
ib . 

1.8. Факторизация косых многочленов от двух переменных 

Пусть 0 11 2,c c K K  . Правый результант многочленов ( ; )nF B x   

1c  , 2( ; )mF A x c   является многочленом 1 2( , )c c  степени n  по 2c  и сте-

пени m  по 1c  с коэффициентами в K . Получаем обобщение результата, из-

вестного [1, 44] для коммутативных дифференциальных операторов. 

Теорема 1.8.1. Многочлены 1 2( ; ) , ( ; )n mF B x c F A x c    имеют пра-

вые делители в том и только в том случае, если 1c  и 2c  являются корнями 

уравнения 1 2 0( , )c c  . 

Наконец, если в условии теоремы 1.8.1 положить ( ; )mF A x x , 1 0c  , 

то имеет место следующая теорема. 
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Теорема 1.8.2. Многочлен ( ; )nF B x  допускает представление 

( ; )nF B x  1
1 2( ; )( )nF B x x c    в том и только в том случае, если 20 0( , )c  . 

Кольцо [ , ]K x y  будем рассматривать как кольцо многочленов от y  с 

коэффициентами в [ ]K x . 

Пример 1.5.1. Найдем условия, при которых многочлен 2( ; , )F a x y   

0 2

i j
ij

i j
a x y

  

 
2

2

0
( ; )k k

k
A a x y 



 , где ( ; )kA a x  косые многочлены, допускает 

отделение справа многочлена 1( ; , )G b x y 
0 1

i j
ij

i j
b x y

  


1
1

0
( ; )k k

k
B b x y 



  в 

предположении, что 01 0b  . 

В силу следствия из теоремы 1.7.2 для этого необходимо и достаточно 

равенство нулю их правого результанта 2| ( ) ||R x  

2| ( ) ||R x 

0 2
1

0 1 0 1
2 2 2 2

0 10

( ; ) ( ; ) ( ; )
( ( ); ) ( ( ); ) ( ( ); ) ( ( ); )

( ; ) ( ; )

A a x A a x A a x
B b x B b x B b x B b x

B b x B b x
    .   (1.8.1) 

Если найти нетривиальное решение ( 1 , 2 , 3 ) следующей системы урав-

нений 
0 1 1 0 2

2 2 2

1 3
2

0 2 1 3

0

0

( ( ); ) ( ( ( ); ) ( )( ); ))

( ( ); ) ,
( ; ) ( ; ) ,

B b x B b x B b x

B b x
B b x B b x

  



    


   
    

   (1.8.2) 

то за значение определителя можно принять  
2 0 1 1 2 2 3| ( ) || ( ; ) ( ; ) ( ; )R x A a x A a x A a x      .   (1.8.3) 

Система (1.8.2) решается следующим образом. Из второго уравнения 

найдем 2 1 1 3
01 ( ; )b B b x    . Подставляя 2  в первое уравнение, получим  

0 1 1 1
2 2 2( ( ); ) [ ( ( ); ) ( ( ( ); )B b x B b x B b x       

0 1 1 2
2 01 0( ( ); )) ( ; )] .B b x b B b x     (1.8.4) 

Как легко видеть минимальное решение уравнения (1.8.4) имеет вид  
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10 1 1 1 0 1
2 01 2 2 2 01 1( ( )) [ ( ( ); ) ( ( ( ; ) ( ( ); )) ( ; )],b B b x B b x B b x b B b x         

30    .           (1.8.5) 

Отсюда 2 1 1
01 ( ; )b B b x  . Подставляя 1 , 2 , 3  в (1.8.3) получаем: 

2 0 2 1 2
1 2 1 2 1 2| ( ) || ( ) ( , ) ( , )R x Y c x Y c c x Y c c    ,    (1.8.6) 

где положено 1
00 01 1b b c  , 1

10 01 2b b c  , а 

0
2 02 2 2 1 1 11 1 2 20

1
1 2 02 2 2 1 2 2 2 1 1 2 1 2 2

11 1 2 1 1 01 2 10

2
1 2 02 2 2 1 1 2 1 1 01 1 00

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( , ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( )) ,

( , ) ( ( ) ( ) ( ) )) .

Y c a c c a c a
Y c c a c c c c c c c

a c c a c a

Y c c a c c c c a c a

  

     
 

  

   

     

   

    

 

Поскольку равенство 2 0| ( ) ||R x   возможно только лишь в том случае, 

когда все коэффициенты jY  0 1 2( , , )j   равны нулю, то условия, необходи-

мые и достаточные для отделимости справа многочлена первой степени, со-

держащего переменную 2x , от многочлена 2( ( ; ); )F A a x y  имеют вид 

0
2 0( )Y c  , 1

1 2 0( , )Y c c  , 2
1 2 0( , )Y c c  .    (1.8.7) 

Соотношения (1.8.7) можно рассматривать, как систему уравнений от-

носительно 1c , 2c , решениями которой являются коэффициенты многочлена 

1( ( ; ); )G B b x y . 

Пусть ija  , где   поле констант относительно автоморфизмов 1 , 

2  и гомоморфизмов 1 , 2 , тогда ijb   и имеет место случай косых мно-

гочленов с «постоянными» коэффициентами. Уравнения (1.8.7) принимают 

вид: 
2

02 2 11 2 20

02 1 2 11 1 01 2 10

2
02 1 01 1 00

0
2 0

0

,
,

.

a c a c a
a c c a c a c a

a c a c a

  


    
   

      (1.8.8) 

1.9. Алгоритм Евклида в кольце косых многочленов 

В кольце косых многочленов [ ]K x  от одной переменной над коль-

цом Оре K  имеет место правый и левый алгоритм деления с остатком 
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«алгоритм Евклида». Назовем его обобщенным. 

Условимся записывать многочлены нулевой степени f   там, где 

это не вызывает недоразумений без операторной единицы 0x  , f . 

Определение 1.9.1. Многочлен ( )dM x  называется правым (левым) 

псевдоделителем многочлена ( )nM x , если для некоторых многочленов 

нулевой степени f  , g  и ( ) ( )n dM x K x  , ( ( ) [ ]n dM x K x
  ) выполняется 

тождественно 

( ) ( ) ( )n n d dfM x M x M x  ( ( ) ( ) ( )n d n dgM x M x M x
 ). (1.9.1) 

Если элементы f , g  обратимы в K , то ( )n dM x  ( ( )n dM x
 ) — пра-

вый (левый) общие делители. 

Определение 1.9.2. Многочлен ( )dM x  называется правым (левым) 

общим псевдоделителем многочленов 
1
( )nM x , 

2
( )nM x , если для некото-

рых многочленов 1f  , 2f  , 1g  , 2g   выполняется 

1 11 ( ) ( ) ( )n n d df M x M x M x , 
2 22 ( ) ( ) ( )n n d df M x M x M x   

(
1 11 ( ) ( ) ( )n d n dg M x M x M x

 , 
2 22 ( ) ( ) ( )n d n dg M x M x M x

 ). 

Определение 1.9.3. Многочлен ( )dM x  называется правым (левым) 

наибольшим общим псевдоделителем многочленов 
1
( )nM x , 

2
( )nM x , если 

любой правый (левый) псевдоделитель многочленов является его правым 

(левым) общим псевдоделителем.  

Лемма 1.9.1. Для многочленов 
1

1
0

( )
n

i
n i

i
M x a x



 , 
2

2
0

( )
n

i
n i

i
M x b x



  

1 2( )n n  из [ ]K x  можно указать такие многочлены 
1 2

1 2
0

( )
n n

i
n n i

i
M x s x






   и 

0

( )
k

i
k i

i
M x r x



  из [ ]K x  и такой многочлен F , что для будет выполнять-

ся 

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )n n n n kFM x M x M x M x  ,  2k n  .   (1.9.2) 
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Доказательство. Действительно, поскольку K  правое кольцо Оре, 

то можно выбрать элементы 1f , 1g K  так, чтобы выполнялось тождество 

1 2

1 21 1 ( )n n
n nf a g b  , поэтому 1 2

1 2 11 1( ) ( ) ( )n n
n n kf M x g x M x M x  , где 

1

1 1
0

,( )
k

i
k i k

i
M x r x



  многочлен степени 1 1k n . Если 1 2k n , то можно найти 

элементы 2f , 2g K  так, чтобы 1 2

1 1 22 2, ( )k n
k k nf r g b  , поэтому 

12 ( )kf M x   

1 2

2 22 ( ) ( )k n
n kg x M x M x  , где 2 1 1k k n  . Тогда 

12 1 ( )nf f M x   

1 2

21 ( )n n
ng x M x 

12 ( )kf M x  1 2 1 2

2 21 2( ) ( ) ( )n n k n
n kg x g x M x M x   . Ясно, что 

продолжая так (1.9.2) придем к , в котором 2k n .    ■ 

Многочлен 
1 2

( )n nM x  называется правым псевдочастным, а много-

член ( )kM x  ― правым псевдоостатком от деления многочлена 
1
( )nM x  на 

многочлен 
2
( )nM x  справа. 

Нетрудно убедиться, что имеет место и левый алгоритм деления. 

Действительно, запишем  

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )n n n n kGM x M x M x M x 

  .     (1.9.3) 

Многочлен 
1 2

( )n nM x
  называется левым псевдочастным, а много-

член ( )kM x  ― левым псевдоостатком от деления многочлена 
1
( )nM x  на 

многочлен 
2
( )nM x  слева. 

Если в (1.9.2) многочлен 0( )kM x  , то говорят, что многочлен 

1
( )nM x  делится справа на многочлен 

2
( )nM x  (в (1.9.3) при 0( )kM x  , мно-

гочлен 
1
( )nM x  делится слева на многочлен 

2
( )nM x ) то есть 

1 1 2 2
( ) ( ) ( )n n n nFM x M x M x  (

1 2 1 2
( ) ( ) ( )n n n nGM x M x M x ).   (1.9.4) 

Теорема 1.9.1. Применяя к многочленам 
1
( )nM x  и 

2
( )nM x  правый 

(левый) «алгоритм Евклида» можно найти правый (левый) наибольший 

общий псевдоделитель многочленов или установить его отсутствие. 

Доказательство. Пусть 1 2n n . Применяя последовательно лемму, 



 48 

найдем 

1 2 31 1( ) ( ) ( ) ( )n n nf M x g x M x M x  , 3 2n n ,     (1) 

2 3 42 2( ) ( ) ( ) ( )n n nf M x g x M x M x  , 4 3n n ,     (2) 

...............................................  

1 2
( ) ( ) ( ) ( )

k k kk n k n nf M x g x M x M x
 

  , 2 1k kn n  ,   (k) 

...............................................  

2 12 2( ) ( ) ( ) ( )
s s ss n s n nf M x g x M x M x
    , 1s sn n  ,   (s-2) 

1 11 1( ) ( ) ( ) ( )
s s ss n s n nf M x g x M x M x
    , 1s sn n  ,   (s-1) 

1 2
( ) ( ) ( ) ( )

s s ss n s n nf M x g x M x M x
 

  , 2 1s sn n  ,    (s) 

где 
2
( )

snM x


 — многочлен нулевой степени. 

Если 
2

0( )
snM x


 , то многочлены взаимно просты справа. Пусть 

2
0( )

snM x


 . Обозначим s sf F , ( ) ( )s sg x G x  и запишем (s) в виде 

1
( ) ( ) ( )

s ss n s nF M x G x M x


 .       (s)* 

Умножим уравнение (s-1) слева на sF , получим  

1 11 1( ) ( ) ( ) ( )
s s ss s n s s n s nF f M x F g x M x F M x
    . 

Найдем многочлен 1( )sH x  из уравнения  

1 1( ) ( )s s s sF g x H x F  .        (1.9.5) 

Это возможно поскольку [ ]K x  — кольцо Оре. Тогда в силу (1.9.5) 

1 11 1( ) ( ) ( ) ( )
s s ss s n s s n s nF f M x H x F M x F M x
      

или в силу (s)* 

1 11 1( ) [ ( ) ( ) ] ( )
s ss s n s s s nF f M x H x G x F M x
    . 

Обозначим 1 1s s sF f F  , 1 1( ) ( ) ( )s s s sH x G x F G x   . Тогда 

1 11 1( ) ( ) ( )
s ss n s nF M x G x M x
   .      (s-1)* 

Далее, умножим уравнение (s-2) слева на 1sF  , получим 

2 11 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )
s s ss s n s s n s nF f M x F g x M x F M x
       . 

Найдем многочлен 2( )sH x  из уравнения  
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1 2 2 1( ) ( )s s s sF g x H x F    .       (1.9.6) 

Тогда в силу (1.9.6) 

2 11 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )
s s ss s n s s n s nF f M x H x F M x F M x
        

или в силу (s-1)* 

2 11 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
s s ss s n s s n s nF f M x H x G x M x F M x
       . (1.9.7) 

Найдем 2s   и 2s   из уравнения  

2 2 1s s s sF F    . 

Умножив соотношение (1.9.7) слева на 2s   и заменив выражение 

2 1s sF    по предыдущей формуле, получим  

2 12 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
s s ss s s n s s s n s s nF f M x H x G x M x F M x  
         . 

Учитывая (s)* найдем 

2 12 1 2 2 2 1 2( ) [ ( ) ( ) ] ( )
s ss s s n s s s s s nF f M x H x G x F M x  
         . 

Наконец обозначив 2 1 2 2s s s sF f F     , 2 2 1 2 2( ) ( ) ( )s s s s s sH x G x F G x       , 

запишем окончательно  

2 12 2( ) ( ) ( )
s ss n s nF M x G x M x
   .      (s-2)* 

Предположим, что выполняется соотношения 

2 12 2( ) ( ) ( )
k sk n k nF M x G x M x
   ,      (k+2)* 

1 11 1( ) ( ) ( )
k sk n k nF M x G x M x
   .      (k+1)* 

Докажем (k)*, умножив соотношение (k)  

1 2
( ) ( ) ( ) ( )

k k kk n k n nf M x g x M x M x
 

   

слева на 1kF  .  

1 21 1 1( ) ( ) ( ) ( )
k k kk k n k k n k nF f M x F g x M x F M x

     .   (1.9.8) 

Найдем многочлен ( )kH x  из уравнения  

1 1( ) ( )k k k kF g x H x F          (1.9.9) 

и k , k K   из соотношения  

1 2k k k kF F   .        (1.9.10) 

Это возможно, поскольку K  — кольцо Оре, а соотношение (1.9.10) правое 
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— наименьшее общее кратное элементов 1kF  , 2kF  . 

Заменим в (1.9.6) выражение 1 ( )k kF g x  по формуле (1.9.10) и, умно-

жив результат слева на k , заменим выражение 1k kF   по формуле (1.9.9), 

получим  

1 21 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )
k k kk k k n k k k n k k nF f M x H x F M x F M x  

      . 

Наконец в последнем соотношении произведем замену по формуле 

(k+2)*. Найдем 

11 1 2( ) [ ( ) ( )] ( )
k sk k n k k k nF f M x H x F G x M x  

    . 

Обозначив 1 ( )
kk k n kF f M x F   , 1 2( ) ( ) ( )k k k kH x F G x G x    , полу-

чим 

( )
kk nF M x 

1
( ) ( )

sk nG x M x


.       (k)* 

Таким образом, 
1
( )

snM x


 — искомый псевдоделитель. Покажем что он 

наибольший.     ■ 

Пример 1.9.1. Разделить справа с остатком оператор 2
2 2cx     

2( ) cx      на оператор 1 cx    . 

Решение. Имеем 
2

1 2
1 2 1 2 2( )c c c

xR x x
x c

          


 

2

( )c c
x x

x c
    


2 2( )

c
c x c
x c

 
 




. Деление еще возможно, так как 

порядок остатка равен порядку делителя. Далее, 2 1
0 1 R R  

1
2 2 

 


( )
( )
c x c

x x c


2 2 2 
( )

x x c
x x c

 . Так как порядок остатка 2
0 R  

2 2 2 


( )
x x c

x x c
  меньше порядка делителя, то дальнейшее деление невоз-

можно. Исключив из полученных соотношений 1
1R , получим 2   

2 2

1
2 2 2 2    

      

( )
( ) ( )c

x c x c x x c
x c x x c x x c

   . 
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1.10. Неевклидов алгоритм в кольце косых многочленов 

Применим результаты исследования ЛАУ к построению алгоритма вы-

числения ПНОД (ЛНОД) косых многочленов альтернативного алгоритму Ев-

клида. Заметим, что предлагаемый алгоритм впервые был применен к ОЛДО 

и опубликован в [63].  

Пусть 
1nA , 

2nA ,…, 
mnA  косые многочлены от одной «переменной» из 

кольца [ ]K x  и dA  ( *d
A ) их ПНОД (ЛНОД); K  — кольцо Оре. Многочлен dA  

( *d
A ) можно вычислить, выполняя следующую последовательность шагов.  

1) Составляем по формулам (1.2.7) и теореме 1.2.3 матрицу mR  (1.4.5) 

системы (1.4.3), которая по определению является правой результантной 

матрицей данного множества многочленов. С данной системой многочленов 

связано уравнение 
1

0
j j

m

s n
j

X A


 .  

2) Приводим полученную матрицу к треугольному виду, применяя ме-

тод исключения Гаусса справа, тем самым вычисляя правый ранг правой ре-

зультантной матрицы. Если ранг 1m mr n n  , то многочлены 
jnA , 1,j m , не 

имеют нетривиального ПНОД, при 1mr n , md n . В противном случае сте-

пень ПНОД равна 1 m md n n r   .  

3) Пусть 1 1m mn r n n   . В этом случае делитель можно найти по лю-

бым двум многочленам данного множества, пусть это будут многочлены 

наименьших степеней 
1mnA


, 
mnA . 

Этой паре многочленов отвечает правая результантная матрица, кото-

рая может быть получена из матрицы, построенной в пункте 2, следующим 

образом: удаляем все столбцы соответствующие коэффициентам неизвест-

ных многочленов 
jsX , 1 2,j m  , удаляем столбцы соответствующие стар-

шим коэффициентам многочленов 
msX , 

1msX


. Полученной матрице соответ-

ствует уравнения 
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1 1
0

m m m mn d n n d nX A X A
    , 

которое согласно теореме 1.3.3 имеет решение — ( 0
mn dX  ,

1

0
mn dX
  ), то есть 

1 1

0 0 0
m m m mn d n d n d n dX A X A

      .  

Найдем далее решение уравнения  

1 1

0 0 0
m m m mn d n d n d n dX Y X Y

       

относительно неизвестных 
1mn dY
  , 

mn dY  . Для упрощения решения перейдем к 

сопряженным: 

11

0 0 0* * * *
n d m n d mm mn d n dY X Y X

  
   . 

Найдем коэффициенты многочленов 
1

*
n dm

Y


, *
n dm

Y


 из соответствующей систе-

мы линейных уравнений. 

4) ПНОД находим, из любого уравнения 
11

* * *
n d mm n dA A Y


 , * * *

n d mm n dA A Y  , 

составляя систему уравнений относительно коэффициентов многочлена *d
A . 

Наконец, находим *
*( ) dd

A A . 

Замечание. Приведенный алгоритм обладает следующими свойствами:  

а) на первом же шаге устанавливается степень ПНОД, 0 *, md d n  ;  

б) таким образом, вычисление ПНОД системы из любого конечного 

числа многочленов сводится аналогичной задаче для двух многочленов из 

данной совокупности; 

в) вычисление ЛНОД(
1
, ,

mn nA A ) сводится к вычислению  сопряженно-

го к нему ПНОД(
1

* *, ,
n nm

A A ). 

Пример 1.9.1. Найдем ПНОД многочленов 2
2 2( ; )F a x x  1x  0  , 

2
2 2( ; )G b x x 1x  0   с коэффициентами в поле K . 

1) Построим правую результантную матрицу 
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2 2

2 1 2 2 1 22

1 0 1 1 0 1

0 0 0 0

0 0( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

R

   
         
         

     

 
       
    

, 

столбцы которой являются коэффициентами при неизвестных 1p , 0p , 1q , 0q  

из уравнения 

1 0 2 1 0 2 0( ) ( ; ) ( ) ( ; )p x p F a x q x q G b x     .    (1.10.1) 

2) Для упрощения вычисления ранга этой матрицы методом Гаусса. 

транспонируем ее 

1 0 02 2 1

02 12

1 0 02 2 1

02 1

0

0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
TR

          
 

          
 

 
 
   
  

.   (1.10.2) 

Добавив к третьему уравнению первое, умноженное на 2

2

( )
( )

 
 

 , полу-

чим 

1 0 02 2 1

02 1

02 1

3 21 2 2 2

0
0

0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

/ ( )/ ( ) / ( )

          
 
 
    

 
 
 
 
   

, 

где 2 1 2
1

2 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

     
     


 


, 2 0 1

2
2 0 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

     
     


 


, 3   

2 0

2 0

( ) ( )
( ) ( )

   
   

  определители с элементами из K . Добавим первую строку, 

умноженную на 2

2




  к третьей и умноженную на 1

2 2( )  


  к четвертой, по-

лучим 
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1 0 02 2 1

02 12
2

54 2 2

2 3 0 12 2 1 1

10
0 0
0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
R

          
 

  
  

 
 
   
        

, 

где 2 1
4

2 1

 
 

  , 2 0
5

2 0

 
 

  , причем либо 4 0  , либо 5 0  . Для опре-

деленности пусть 4 0  . Тогда добавив третью строку, умноженную на  

2 2 1 1

4

   



, к последней, найдем 

1 0 02 2 1

02 12
2

54 2 2 4

6

10
0 0
0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
R

          
 

  

 
 
    
    

,(1.10.3) 

где величина 6 4 2 3 0 1 5 2 2 1 1( ) ( )              , вообще говоря, отлична 

от нуля. 

Положим для упрощения дальнейших вычислений 

2 1 1g a  , 1 0 1 1 0g a g a   , 0 0 0g a  , 2 1 1g b  ,  

1 0 1 1 0g b g b   , 0 0 0g b  ,  (1.10.4) 

где 0g , 1g  0K , а 0a , 1a , 0b , 1b K . 

Подставляя коэффициенты (1.9.5) в (1.10.3), получим 6 0  . Поэтому 

ранг правого результанта равен трем и многочлены в этом случае имеют 

ПНОД многочлен первой степени. 

3) На этом шаге нужно найти минимальное решение уравнения (1.10.1), 

что приводит к необходимости решить следующую систему с учетом сделан-

ного выбора коэффициентов многочленов (1.10.4)  
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1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 0 1 1 1 0

1 1 0 1 1 0 1 1 1 0

0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0

0

0

( ) ( ) ,
[ ( ) ( ) ( )]

[ ( ) ( ) ( )] ,
[ ( ) ( ) ( )] [ ]

[ ( ) ( ) ( )] [ ] ,
( )

g a p g b q
g a g a g a p g a p

g b g b g b q g b q
g a g a g a p g a g a p

g b g b g b q g b g b q
g a p g a p

 
  

  
  

  


 

   

    

    

     

 

 0 0 1 0 0 0 0( ) .g b q g b q












  

 

Ранг матрицы системы равен трем. Из первого уравнения находим 

1 1 1( )p p b  , 1 1 1( )q q a   . Подставляя в остальные, получим 

1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 2 0 1

0 0 0 0 2

,
[ ] [ ] ,

.

a p b q P
g a g a p g b g b q g P g P

a p b q P

  
     
  

, 

где 1 1 0
1

1 1 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
a a a

P
b b b

  
  





, 1 0

2
1 0

( ) ( )
( ) ( )
a a

P
b b

 
 

 . 

Решение системы из первых двух уравнений таково: 0 0p p   

1
0 1 1 2( )b P b P   , 1

0 1 1 2 0 1( )q q a P a P    , где 1 0

1 0

0
a a
b b

   . Проверка по-

казывает, что третье уравнение удовлетворяется этим решением. Таким обра-

зом 1 0 1( )p x p b x    1
0 1 1 2( )b P b P   , 1 0 1( )q x q a x      

1
1 2 0 1( )a P a P    искомое минимальное решение. 

Найдем минимальное решение уравнения 

1 0 1 0( )( )p x p B x B    1 0 1 0 0( )( )q x q F x F      , 

где 1B , 0B , 1F , 0F  неизвестные коэффициенты. Имеем систему 

1 1 1 1

1 1 0 1 1 0 0 1 0 1

1 0 1 0 0 0 0 0

0
0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( )) ,

( ) ( ) ( ) ( ) .

b B a F
b B B a F F q F p B

b B a F q F p B

   
     

   

  
      
    

 
 

 

Применяя к первому уравнению автоморфизм 1  , найдем 1 1B a , 1 1F b . 

Преобразуем систему, подставив известные величины 
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1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0

1 0 1 1
0 1 2 0 1 0 0 1 1 2

1 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( )

b b F b b b
a a B a a a

b F
F a P a P B b P b P

a B

     
     

 
 

 

 
   


       


 (1.10.5) 

Из равенства определителей в первом уравнении и равенства первых столб-

цов следует, что 0( )F 1( )k b 0( )b , 0( )B 1( )k a 0( )a , где k  произ-

вольный элемент поля K . Отсюда, 1
0 1 0( )F k b b   , 1

0 1 0( )B k a a   .  

Подставляя во второе уравнение, получим  
1 1

3 4 1 0( ( )) ( )P k kP k P      ,      (1.10.6) 

где 1 1
3

1 1

( )
( )
b b

P
a a




 , 1 1
4

1 1

( ) ( )
( ) ( )
b b

P
a a

 
 

 . 

Поскольку нас устроит любое нетривиальное решение, то положим 0k  . 

Тогда 0 0F b , 0 0B a . Следовательно, многочлен 2( ; )G b x  делится слева на 

многочлен 1 0b x b  . 

4) Значит 2
2 1 1( ; )G b x g b x 0 1 1 0( )g b g b x   0 0g b  1 0( )b x b   1 0( )h x h  , 

где 1h , 0h  — неизвестные коэффициенты. Из сравнения коэффициентов при 

одинаковых степенях x  находим 1 1h g , 0 0h g . Таким образом 

ПНОД 2 2( ( ; ), ( ; ))F a x G b x 1 0g x g   . 
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Глава 2. Дифференциальные и разностные результантные матри-
цы 

Конструкция результанта двух алгебраических многочленов, восходя-

щая к Дж. Сильвестру, широко применяется в алгебре. Задача о дифференци-

альном результанте поставленная в работе [95], была решена для линейных 

функционально — дифференциальных операторов в [52]. В данной главе для 

конечных множеств обыкновенных линейных дифференциальных операто-

ров и обыкновенных линейных разностных операторов, рассматриваемых как 

частные случаи косых многочленов от одной «переменной», строятся правые 

и левые результантные матрицы. Доказывается теорема о связи рангов ре-

зультантных матриц с  порядком  правого  наибольшего общего делителя 

(ПНОД) и левого наибольшего общего делителя (ЛНОД), порядком правого 

наименьшего общего кратного (ПНОК) и левого наименьшего общего крат-

ного (ЛНОК). Дальнейшее развитие теория дифференциального результанта 

получила в работах [9], [71 – 76], [89 – 92]. Разностный результант впервые 

был построен в работе [50]. 

2.1. Сведения из дифференциальной и разностной алгебры 

Приведем некоторые понятия из дифференциальной и разностной ал-

гебры. Обозначим через Aut K  — кольцо всех автоморфизмов кольца K , че-

рез HomAb K  — кольцо всех гомоморфизмов кольца K , рассматриваемого 

как абелева группа по сложению,   — тождественное отображение. Элемент 

( , ) Aut K HomAb K     ( , )Aut K HomAb K    назовём допустимым, 

если ,a b K   выполняется условие  

(1) ( )ab  ( ) ( )a b   ( )a b , (2) ( )ab  ( ) ( )a b   ( ) ( )a b  ; (2.1.1) 

  — множество всех допустимых элементов. 

Отображение :K K  , удовлетворяющее условию (1), называется 

левым   дифференцированием кольца K , а удовлетворяющее условию (2) 

левым  -симметричным дифференцированием кольца K  

Например, дифференцированиями являются: 
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— тривиальное дифференцирование 0:K   ( 0,    ); 

— обычное дифференцирование :K K   (  , /d dx D   ), если 

K  кольцо дифференцируемых функций одной переменной (это кольцо имеет 

делители нуля); 

— дифференцирование : [ ] [ ]K D K D   по символу D  в кольце обык-

новенных линейных дифференциальных операторов [ ]K D  (  , 

/d dD  ), (см., например, [52]); 

— дифференцирование :K K   в кольце K  дифференцируемых 

функций одной переменной (  , /x d dx   ). 

Кольцо K , в котором отмечено некоторое дифференцирование, называ-

ется дифференциальным кольцом. 

Обозначим через { : ( ) }K a K a a    , K  0{ : ( ) }a K a   под-

кольца кольца K . Кольцо 0K K K   , назовем кольцом констант кольца 

K  относительно автоморфизма   и гомоморфизма  . 

Замечание. В случае некоммутативного кольца K  необходимо при-

нять один из возможных вариантов соотношения (2.1.1). В дальнейшем мы 

следуем указанной в (1) формуле. 

В [24] приведена теорема, справедливая для любого   дифференциро-

вания.  

Теорема 2.1.1. Любое дифференцирование в коммутативной области 

целостности допускает единственное продолжение на соответствующее поле 

частных.  

Согласно этому утверждению дифференцирование в поле частных опре-

деляется формулой ( / )a b  2

( ) ( )a b a b
b

  , 0b  . Эта формула корректна, 

ибо не меняется при замене /a b  на ( ) / ( )с a с b  . Справедливость формул 

дифференцирования суммы и разности проверяются непосредственно, что 

легко проверяется вычислением. 

Заметим, что это утверждение, вообще говоря, неверно для произволь-



 59 

ного   дифференцирования. Для  - симметричного дифференцирования 

формула продолжения на поле частных имеет вид ( / )a b   

2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

a b a b
b

   



 . 

Скажем, что в кольце K  отмечен разностный оператор, если в K  опре-

делено аддитивное отображение :c K K  , удовлетворяющее условиям: 

1 1( )c  , 0 0( )c a a    , ( ) ( ) ( ) c c
c c cab a b a b     ,a b K  , где ca , cb  

— образы элементов a , b , а элемент c  принадлежит подкольцу 0K  кольца 

K , образованному элементами неподвижными относительно отображения 

c . Кольцо K  в таком случае называется разностным кольцом, оператор c  

— разностным оператором, а подкольцо 0K  — подкольцом констант относи-

тельно отображения. Оператор c  продолжается на поле отношений по фор-

муле ( / )c a b 
( )
( )

c

c

a
b




, 0b  . 

Пусть K  — некоторое алгебраически замкнутое поле нулевой характе-

ристики содержащее поле комплексных чисел C K  и [ ]K x  — поле функ-

ций вещественной или комплексной переменной x , в котором отмечен опе-

ратор с , ставящий в соответствие каждой функции ( ) [ ]f x K x  функцию 

( ( )) ( ) [ ]c f x f x c K x    , c C . Подполе 0K  K , образованное элемента-

ми ( ) [ ]f x K x : ( ( )) ( )c f x f x , является подполем констант.  

Оператор с  — разностный, а поле [ ]K x  с отмеченным разностным 

оператором — разностное поле (по аналогии с дифференциальным полем). 

Например, при 1с   оператор с  рассматривался в [13], разностным кольцам 

посвящены монографии [81], [86], [109]. 

Для оператора с  и ( ), ( ) [ ]f x g x K x  , 0с K  , очевидно, выполняет-

ся: 

i) ( )c a a  , 0a K  ; 

ii) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )c c cf x g x f x g x f x c g x c         ; 
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iii) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )c c cf x g x f x g x f x c g x c      ; 

vi) 0 ( ( )) ( )f x f x  , 0   ― тождественное отображение.  

Произведение отображений 
1c

 , 
2c  определяется как отображение 

1 2c c  . Для степени ( )k
c ck  , ( ( )) ( )ck f x f x ck    k N   будем пользо-

ваться обозначениями [ ]( ( )) ( ) kc
ck f x f x kc f    . 

Обозначим [ ]P K x , [ ]cP   — кольцо многочленов от c  вида n   

( )n a  ( ; )n ca  
0

n

i ic
i

a 

  с коэффициентами ( ) [ ]ia x K x . Коэффициент 

0na  , поэтому n  ― порядок оператора (многочлена) n . Умножение в 

кольце [ ]cP   определяется по правилу ( ( ) )c f x   ( ) cf x c   ( )f x P  . 

Ясно, что кольцо [ ]cP   ― ассоциативное, но, вообще говоря, некоммутатив-

ное. 

Отображение, обратное к c , обозначим через c . По определению 

c c c 0c    . Сопоставим кольцу [ ]cP   кольцо [ ]cP   операто-

ров * ( ; )n ca   
0

n

i ic
i

a 

 , ( )ia x P , положив * *( )c c   c . Отображение 

(*) кольца [ ]cP   в кольцо [ ]cP   определяется так: если 
0

( )
n

n i ic
i

a a 


 , то 

*( ( ))n a  *
n 

0

* ( )
n

ic i
i

a 



0

( )
n

ic i
i

a 



0

( )
n

i ic
i

a x ic 


 [ ]cP  . 

Теорема 2.1.2. Отображение *: [ ]cP  → [ ]cP   является изоморфизмом.  

Доказательство. Действительно, указанное отображение взаимно од-

нозначно и сюръктивно. Легко проверяется, что * * *( )n m n m      , 
* * *( )n m m n     и * *( )n n  . Аналогично, отображение *: [ ]cP   → [ ]cP   

также взаимно однозначно и сюръктивно.  ■ 

Операторы n , *
n  называются формально взаимно сопряженными. 
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2.2. Линейное уравнение с коэффициентами в кольце ОЛДО 

Как было показано в первой главе кольцо косых многочленов [ ]K x , 

изоморфно кольцу обыкновенных линейных дифференциальных операто-

ров (ОЛДО) [ ]K   при выборе ( ) ( , )x   , где   — тождественное ото-

бражение, а гомоморфизм   —  - дифференцирование поля K . 

Возьмем множество операторов ( ; )
j jn n jD D a  

0
 ,

jn
k

j k
k

a  , 1,j m , 

порядков jn , из кольца [ ]K  . Будем считать, что 1 2 mn n n   , 

 1 max jn n ,  minm jn n .  

Уравнение (1.3.1) примет вид 

1
0



 j j

m

s n
j

X D ,         (2.2.1) 

где 
0

,

j

j

s
k

s j k
k

X x 


  — операторы порядка js , 10 1j m js n n n     , с бук-

венными коэффициентами, подлежащие определению в кольце [ ]K  .  

Покажем, что уравнение (2.2.1) связано с отысканием ПНОД его ко-

эффициентов. Перемножив операторы в уравнении (2.2.1), запишем его в эк-

вивалентной форме 
1 1

0

0
mn m

l
l

l
f 

 



 ,        (2.2.2) 

где коэффициенты lf  — линейные формы неизвестных ,j kx  с коэффициен-

тами из K . Для определения ,j kx  имеем систему линейных алгебраических 

уравнений 

0,(..., , ...)l j kf x  , 10 1, ml n n   , 1,j m , 0, jk s ,   (2.2.3) 

состоящую из 1 mn n  уравнений и 
1

1( )
m

j
j

s


  неизвестных. 

Допустим, что ранг системы (2.2.3) равен r . Без ограничения общности 

можно считать линейно независимыми формы lf  с номерами 
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1 1 1,...,m ml n n r n n     .  

Для остальных lf , следовательно, имеем 

1

1

1

,

m

m

n n

l k l k
k n n r

f g f
 

  

  , 0l  , 1 1mn n r   ,     (2.2.4) 

где ,k lg  зависят только от коэффициентов операторов 
jnD  и их производных. 

Подставляя (2.2.4) в (2.2.2), получим 
1 1

1

1 1

0
0,( ( ))

m m

m

n n n n r
k l

l k l
l n n r k

f g  
    

   

   .      (2.2.5) 

Обозначив 
1 1

0
,( )

mn n r
k l

k l
k

g  
  



  через lP , запишем соотношение (2.2.5)  

1

1

1

0
m

m

n n

l l
l n n r

f P
 

  

 .         (2.2.6) 

Теорема 2.2.1. Оператор 
1 mn n rP    является правым делителем операто-

ров lP . 

Доказательство. Пусть 1{ }( )i my i n n r    ― некоторый базис про-

странства решений обыкновенного линейного дифференциального уравнения  

1
0( )

mn n rP y   .         (2.2.7) 

Из (2.2.6) следует 
1

1

1

0( )
m

m

n n

l l i
l n n r

f P y
 

  

 .        (2.2.8) 

Если не все 0( )l iP y  , то (2.2.8) указывает на линейную зависимость 

форм lf , но это противоречит предположению, что ранг системы (2.2.3) ра-

вен r . Следовательно, 0( )l iP y   для всех l  и всех i  и операторы lP  делятся 

справа на оператор 
1 mn n rP   .   ■ 

Теорема 2.2.2. Операторы 
jnD  делятся справа на оператор 

1 mn n rP   . 

Доказательство. Из теоремы 2.2.1 и уравнения (2.2.6) следует, что 
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1
0( )

j j

m

s n i
j

X D y


  для каждого решения уравнения (2.2.7). Обозначив 

( )
jn iD y  через ,j ih , последнее равенство запишем в виде 

1

1 0
1

0( ) ( )
, , , , , , ,

j j

j j j

m
s s

s j i j s j i j s j i j j i
j

X h x h x h x h  




        . 

Так как это равенство должно выполняться при произвольных зна-

чениях ,j kx , то 0,j ih  . Отсюда 0( )
jn iD y   для каждого решения уравне-

ния (2.2.7). Поэтому оператор 
1 mn n rP    делит все операторы 

jnD  справа. ■ 

Следствие 2.2.1. При 0r   оператор 
1 mn n rP    является ПНОД опера-

торов 
jnD . 

2.3. Общее решение линейного уравнения в кольце ОЛДО 

Опишем правое над полем K  пространство mP  решений уравнения 

(2.2.1), удовлетворяющих условию 10 1j m js n n n     . Задача состоит в 

отыскании неизвестных ОЛДО 
jsX [ ]K   — порядков, не превосходящих 

10 js n   mn  1jn   и таких, что координаты векторов 
1

( , , )
ьs sX X  удов-

летворяют уравнению и являются линейно независимыми слева над полем 

K , то есть в построении левого базиса пространства mP  над полем K . 

Пусть 
idD ПНОД

1
( , )

i in dD D


, 1 1,i m  , обозначим 
0 md nD D , таким 

образом, 1  ... mn n 0d  1 2 1... md d d d    . 

Записав уравнение (2.2.1) в виде эквивалентной системы 

1 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 0 1

0 2 2 1 1 1 1

1 3

0

,

, , ,

,

m m

k k k k k k k

m m m m m m

s n d s n d s d

s d d d s n d s d

s d d d s n d

X D X D Y

Y D X D Y k m

Y D X D
    

     

  

   

  

  


    


  



   (2.3.1) 

где положено 0 1 1ms n n   , и вычислив, все линейно независимые слева 

решения указанного типа, получим частный случай теоремы 1.3.7. 
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Теорема 2.3.1. 
1

1
2

2dim ( )( )
m

m
m j

j
P n n m n d





     . 

Левый базис пространства mP  имеет вид: 

1 1 1 1 1

1 2 2 1

0( , ,..., , )
m m m

k k k k k
s s d d sV X X X X

  , 1 0 1 2 10, m m mk s n d d      , 

2 2 2 2 2 2

1 2 3 3 2

0 0( , , ..., , , , )
m m m m

k k k k k k
s s s d d sV X X X X X

   , 2 0 2 3 20, m m mk s n d d      , 

3 3 3 3 3 3

1 2 4 4 3

0 0 0( , ,..., , , , , )
m m m m

k k k k k k
s s s d d sV X X X X X

   , 3 0 3 4 30, m m mk s n d d      , 

и т.д., 

2 2 2 2

1 1 2

0 0 0( , , ,..., , )m m m m

m

k k k k
s d d sV X X X   

 , 2 0 2 1 20,mk s n d d     , 

1 1 1

1 1 1

0 00 0( , , ..., , )m m m

m

k k k
n d n dV X X   

  . 1 10 1,mk d   . 

Координаты векторов являются решениями соответствующих уравнений. 

Очевидно, векторы jkV , 1 1,j m   линейно независимы слева над K . 

Если не налагать ограничений на порядки операторов 
jsX  то справед-

ливо 

Следствие 2.3.1. Общее решение уравнения (2.2.1) над кольцом [ ]K   

имеет вид 
1

1 0
,

j
j

j
j

qm
k

j k
j k

Y V


 
 , где jq  — верхние границы пределов изменения пе-

ременных jk , , jj kY  — произвольные операторы из [ ]K  . 

2.4. Результантные матрицы системы ОЛДО 

Элементы правой и левой результантных матриц вычислим исполь-

зуя выражения для коэффициентов [95, 48] оператора n mD    

( ; ) ( ; )n mD a D b  
0

( , )
m n

k
k

k
c a b 





 , которые получим, полагая в формуле 

(1.2.5)   ,   , 

0

min( , )
( )

max( , )
( , )

m n
i s

s i
s n i s

i
c a b b a

s



 





  

 
  

 
  , 0,n m   .     (2.4.1) 

ИЗ (2.4.1) при n r , 1ra  , 0ia   i r   находим выражения для коэф-
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фициентов , ( )r kc b  оператора r
mD  

0

min( , )
( )

,
max( , )

( )
r

r s
r s

s m

r
c b b

s



 





 

 
  

 
 , 0 ,k r m .    (2.4.2) 

Формулу (2.4.2) можно преобразовать к  виду 

0
при или и

при или и

( )

,
( )

;
( )

.

r
r i

k i
i

r k r
r i

k i
i k m

r
b r k r k k m

i
c b

r
b r k r k k m

i









 

  
    

  
       




    (2.4.3) 

Имеет место следствие из теоремы 1.2.3 [48]. 

Теорема 2.4.1.    1) 0, ( )k kc b b , 0,k m ;  

2) , ( )r j r m j mc b b    , 1,j r ;  

3) 1 1 1, , ,( ) ( ) ( )r k r k r kc b c b c b    . 

Перемножив многочлены в уравнении (2.2.1) 

1 1

1 1 1
1 1

1

1
0 0

0

0
,

, ,
max( , )

,
max( , )

( ) ...

( )

m

m

m m m l
m m

n n s

s k k l
l k l n

s
l

s k k m
k l n

f c a

f c a 

 

  

 







 


 


  (2.4.4) 

и приравняв к нулю коэффициенты при степенях   получим 
1

1 1 1
1 1

1
0 0

1 1

0

1 2 1 0

,, , ,
max( , ) max( , )

( ) ... ( ) ,

, , ...., , .

m

m m m l
m m

ss

s k k l s k k m
k l n k l n

m m

f c a f c a

l n n n n
   


   


     

    (2.4.5) 

Матрица этой системы является правой результантной матрицей данно-

го множества операторов. Её можно построить, не выписывая систему (2.4.5), 

а сопоставив каждому оператору 
knD  матрицу ( )k kM a  размерности 

1 1  ( ) ( )m kn n s  
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1

1 1

1 1

1 1

1

2 1 2

3 1 3 1 1

4 1 4 1 0

1 1 1 1 1 0 1

0 0 0

0

,

, ,

, , ,

, , , ,

, , , ,

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )



 

 


    



k m

k m k m

k m k m k

k m k m k k

k k

s n n k

s n n k s n n k

s n n k s n n k n k

k k s n n k s n n k n k n k

s k s k k k

c a

c a c a

c a c a c a

M a c a c a c a c a

c a c a c a c a
c

 

    

     

    





0 1 0 1 0 0 0, , , ,( ) ( ) ( ) ( )k ks k s k k ka c a c a c a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

, (2.4.6) 

элементы которой вычисляются по формулам (2.4.2) или (2.4.3).  

По определению правая результантная матрица mR  операторов 
knD  

имеет вид  

1 1 ( ( ),..., ( ))m
m mR M a M a .      (2.4.7) 

Замечание. Каждая из матриц ( )k kM a  может быть легко построена 

следующим образом: последний столбец матрицы размером 

1 1  ( ) ( )m kn n s  заполняется нулями и в конце — коэффициентами опе-

ратора 
knD . Следующий столбец получается из предыдущего по формуле 

3) теоремы 2.4.1. 

Левая результантная матрица *mR  операторов 
jnD  — это правая ре-

зультантная матрица операторов *
jnD , формально сопряженных к операто-

рам 
jnD . 

Для правых рангов m
mr rang R  ( * *m

mr rang R ) правой (левой) ре-

зультантных матриц и порядков 1md ord  ПНОД ( )
jnD  ( 1

*
md ord   

ЛНОД ( )
jnD ) справедливо следствие из теоремы 1.4.1. 

Теорема 2.4.2. 

1 1  m m mn n r d  (
11 

  * *
m mmn n r d ).     (2.4.8) 

Пусть m  ( *
m ) порядок правого (левого) наименьшего общего кратно-

го операторов ПНОК (ЛНОК) 
jnD , тогда 
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m
m rang R   ( * *m

m rang R  ). 

Приведенные формулы следует из аналогичных для косых многочле-

нов. 

Пример 2.4.1. Построить правую и левую результантные матрицы опе-

раторов 3D 3 2 3   x x    , 1
2D 2 2( )x     1 2( )x  , 2

2D 2 x  
2 1 ( )x  2 x , считая, что коэффициенты принадлежат полю рациональ-

ных функций. Здесь 1 3n , 2 2n , 3 2n , 1 1s , 2 2s , 3 2s .  

Выпишем линейное уравнение  
2 1 2 2

1 0 3 2 1 0 2 2 1 0 2 0       ( ) ( ) ( )f f D g g g D h h h D        . (2.4.9) 

Видим, что правая результантная матрица 3R  имеет размерность 5 8  

и является матрицей системы уравнений на неизвестные коэффициенты 1f , 

0f , 2g , 1g , 0g , 2h , 1h , 0h . Построим её, используя свойство 3) теоремы 2.4.1, 

2

3 2

2

1 0 1 0 0 0 0
1 2 1 0 3 0

4 2 3 2 1 6 2
3 4 2 2 2 6 4 1

1 0 2 2 1 0 2 2

 
    
    
 

    
  

x
x x x x

R x x x x x x
x x x x x

x x x

. 

Чтобы построить левую результантную матрицу, перейдем к сопря-

женным операторам: 3
*D 3 2    x x    , 1

2
*D 2 2   ( )x  2x , 2

2 
*D  

2 21  ( )x x  . Получим  

2

3 2

2

1 0 1 0 0 0 0
1 2 1 0 3 0

0 2 2 2 1 4 2
1 4 2 1 2 2 2 1

1 0 2 2 0 0 0

 
       
       
 

         
  

*

x
x x x x

R x x x x x x
x x x x x

x x

. 

Пример 2.4.2. Вычислить ПНОД и ЛНОД операторов из предыдущего 

примера, применив неевклидов алгоритм. 

1) Правая и левая результантные матрицы построены в предыдущем 

примере.  
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2) Поскольку коэффициенты операторов принадлежат полю, то для 

приведения матрицы к треугольному виду применяем обычный метод Гаусса 

2 2 2

3 2 3 2 3 2
2

1 0 1 0 0 0 0
0 1 2 1 0 3 0
0 0 2 2 1 2
0 0 0 8 8 3 3 5 6 2 4 4 3

5 20 2 2 2
0 0 0 0 17 6 1

5 6 8 12 5

 
     
   
 

          
               

x
x

x x
x x x x x x x x

x x x x x xx x
x x x

, 

видим, что ранг матрицы 3*R  равен пяти и по теореме 2.4.1 совокупность 

операторов не имеет нетривиальных левых делителей.  

Приведя матрицу 3R  к треугольному виду, 

1 0 1 0 0 0 0
0 1 2 1 0 3 0
0 0 1 2 1 2
0 0 0 5 0 2 3 4 2 1

 
 
 
  
     

x
x

x x
x x x

,   (2.4.10) 

её ранг равен четырем. Следовательно, по теореме 2.4.1 операторы имеют 

правый делитель первого порядка. Для его вычисления можно взять любые 

два оператора из предложенных, возмем 1
2D , 2

2D .  

3) Этому выбору соответствует уравнение 
1 2

1 0 2 1 0 2 0   ( ) ( )g g D h h D    .     (2.4.11) 

Матрицу системы уравнений на коэффициенты 1g , 0g , 1h , 0h  получим 

из матрицы (2.4.10) вычеркивая столбцы, отвечающие переменным 1f , 0f , 

2g , 2h  и нулевые строки: 

1 0 0
2 1 2
5 0 4 2 1

 
 
 

   

x
x

x x
. 

Или после приведения к треугольному виду 
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1 0 0
0 1 2 2
0 0 4 4 2 1

 
    

    

x
x x
x x

. 

Отсюда имеем систему уравнений на коэффициенты 1g , 0g , 1h , 0h  

1 1

0 1 0

1 0

0
2 2 0
4 4 2 1 0

  
     
     

,
( ) ,
( ) ( )

g xh
g x h xh

x h x h
, 

из которой находим 2
1 2 g x x , 0 2 2 g x , 1 1 2  h x , 0 4 4  h x . По-

этому 2 1 2
2 22 2 2 1 2 4 4 0         (( ) ( ) ) (( ) ( ) )x x x D x x D    .  

Составляем уравнение 
2 1 2

1 12 2 2 1 2 4 4 0         (( ) ( ) ) (( ) ( ) )x x x Y x x Y     

относительно неизвестных операторов 1
1Y , 2

1Y . Перейдем к сопряженному 

уравнению, сведя задачу отыскания неизвестных коэффициентов к решению 

системы линейных алгебраических уравнений (в противном случае диффе-

ренциальных уравнений) 
1 2 2

1 12 1 2 1 2 4 6 0       * *(( ) ( ) ) (( ) ( ) )Y x x x Y x x    , 

где 1
1 1 0 *Y a a  , 2

1 1 0 *Y b b  . Следовательно, неизвестные 1a , 0a , 1b , 0b  

удовлетворяют следующей системе уравнений 
2

1 1

2
0 01 1

0 01 1

2 1 2 0
2 1 2 06 4 8

2 1 4 6 02 4

   


      
     

( ) ( ) ,
( ) ( ) ,( )

( ) ( ) ,

x x a x b
x x a x bxa x b

x a x ba b
 

из которой получаем 1 1a , 0 2 a , 1 b x , 0 0b . Таким образом 

1
1 2 *Y   , 2

1 *Y x  или 1
1 2  Y   , 2

1   Y x  .  

4) Обозначим 1D =ПНОД( 1 2
2 2,D D ), тогда 

1

1 1
1 2* * *D Y D , 

1

2 2
1 2* * *D Y D . По-

этому 22 2 2      ( )( ) ( )f g x x       . Отсюда, сравнивая коэффи-

циенты при степенях  , находим 1   *D x  . То есть 1  D x   — иско-

мый правый наибольший общий делитель операторов. 



 70 

Заметим, что в отличие от алгоритма Евклида процесс обрывается на 

этапе вычисления ранга результантной матрицы, если установлено, что пра-

вый ранг результантной матрицы равен числу её строк. В противном случае 

процесс продолжается только с двумя операторами наименьшей степени.  

Для сравнения предлагаем вычислить наибольший общий делитель ме-

тодом евклидова деления. 

2.5. Линейное уравнение в кольце ОЛРО 

Пусть теперь ( ; )
j jn n j ca   

0
,

jn

j k kc
k

a 

 , 1,j m , заданные опера-

торы из кольца [ ]cK  , где K  — поле с разностным оператором c . Поло-

жим 1 2 mn n n    и  1 max jn n ,  minm jn n . Рассмотрим уравнение 

1
0



 j j

m

s n
j

X  ,         (2.5.1) 

где 
0

,

j

j

s

s j k kc
k

X x 


  операторы порядка 1 1j m js n n n     с буквенными 

коэффициентами, подлежащие определению в кольце [ ]cK  .  

Перемножив операторы в уравнении (2.5.1), запишем его в эквивалент-

ной форме 
1 1

0

0
m

l c

n m

l
l

f 
 



 ,          (2.5.2) 

где коэффициенты lf  — линейные формы неизвестных ,j kx  с коэффициен-

тами , ( )r k ja . Для определения ,j kx  имеем систему линейных алгебраиче-

ских уравнений, состоящую из 1 mn n  уравнений и 
1

1( )
m

j
j

s


  неизвестных: 

0,(..., , ...)l j kf x  , 10 1, ml n n   , 1,j m , 0, jk s .   (2.5.3) 

Предположим, что ранг матрицы системы (2.5.3) равен p . Без ограни-

чения общности можно считать линейно независимыми формы lf  с номера-

ми 1 1 1,...,m ml n n p n n     .  
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Для остальных lf , следовательно, имеем 

1

1

1

,

m

m

n n

l k l k
k n n p

f g f
 

  

  , 10 1, , ml n n p    ,    (2.5.4) 

где ,k lg  зависят только от коэффициентов операторов 
jn  и их производных. 

Подставляя (2.5.4) в (2.5.3), получим 
1 1

1

1 1

0
0,( ( ))

m m

m

n n n n p

j k l kc l
l n n p k

f g  
    

   

   .     (2.5.5) 

Обозначив 
1 1

0
,( )

mn n p

k l kc l
k

g  
  



  через lQ , соотношение (2.5.5) запи-

шем так: 
1

1

1

0
m

m

n n

l l
l n n p

f Q
 

  

 .        (2.5.6) 

Теорема 2.5.1. Оператор 
1 mn n pQ    является правым делителем операто-

ров lQ . 

Доказательство. Пусть 1{ }( )i my i n n p    ― некоторый базис про-

странства решений обыкновенного линейного разностного уравнения  

1
0( )

mn n pQ y   .        (2.5.7) 

Из (2.5.7) следует 
1

1

1

0( )
m

m

n n

l l i
l n n p

f Q y
 

  

 .        (2.5.8) 

Если не все 0( )l iQ y  , то (2.5.8) указывает на линейную зависимость 

форм lf , но это противоречит предположению, что ранг системы (2.5.3) ра-

вен p . Следовательно, 0( )l iQ y   для всех l  и всех i  и операторы lQ  делятся 

справа на оператор 
1 mn n pQ   .   ■ 

Теорема 2.5.2. Операторы 
jn  делятся справа на оператор 

1 mn n pQ   . 

Доказательство. Из теоремы 2.5.1 и уравнения (2.5.1) следует, что 

1
0( )

j j

m

s n i
j

X y


  для каждого решения уравнения (2.5.7). Обозначив 
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( )
jn iy  через ,j lh , последнее равенство запишем в виде 

1

1 0
1

0( ) ( )
, , , , , , ,... ... ...j j

j j j

m
s s

s j i j s j i j s j i j j i
j

X h x h x h x h




       . 

Так как это равенство должно выполняться при произвольных зна-

чениях ,j kx , то 0,j ih  . Отсюда 0( )
jn iy   для каждого решения уравне-

ния (2.5.7) и, следовательно, оператор 
1 mn n pQ    является правым делителем 

операторов 
jn .    ■ 

Вывод. Если ранг матрицы системы (2.5.3) равен p , то оператор 

1 mn n pQ    порядка 1 0  mn n p  является общим правым делителем опера-

торов 
jn . 

2.6. Общее решение линейного уравнения в кольце ОЛРО  

Опишем левое над K  пространство mP  решений уравнения (2.5.1), в 

котором 1 2 mn n n   , 1 max( )jn n , min( )m jn n , 
0

,

j

j

s

s j k kc
k

X x 


  —

операторы порядка js , 10 1j m js n n n      с буквенными коэффициен-

тами, подлежащие определению в кольце [ ]cK  , коэффициенты 
jn   

( ; )
jn j ca  

0
,

jn

j k kc
k

a 

 ( 1,j m ), 

0 md n  , — заданные операторы из 

[ ]cK  . Пусть 
id ПНОД

1
( , )

i in d 


, 1 1,i m  , таким образом, 

1 0... mn n d     1 2 1... md d d d    . 

Найдем все ОЛРО 
jsX  [ ]cK   такие, что координаты векторов 

1
( , , )

ьs sX X  удовлетворяют уравнению и линейно независимых слева над 

полем K . 

Воспользуемся тем, что кольцо [ ]cK   изоморфно кольцу косых много-

членов. Записав уравнение (2.5.1) в виде следующей эквивалентной системы 
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1 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 0 1

0 2 2 1 1 1 1

1 3

0
    

     

  

   

  

  


    


  



,

, , ,

,

m m

k k k k k k k

m m m m m m

s n d s n d s d

s d d d s n d s d

s d d d s n d

X X Y

Y X Y k m

Y X

 

 

 
   (2.6.1) 

где положено 0 1 1ms n n   , получим, как и ранее 

1

1
2

2




    dim ( )( )
m

m
m j

j
P n n m n d . 

Левый базис пространства mP  имеет вид 
1 1 1 1

1 2 1 2 1

0( , , ..., , )
m m m

k k k k
s s k c d d sV X X X X

  , 1 0 1 2 10 1, , ..., m m mk s n d d      ,  

2 2 2 2 2

1 2 3 2 3 2

0 0( , , ..., , , , )
m m m m

k k k k k
s s s k c d d sV X X X X X

   2 0 2 3 20, m m mk s n d d      , 

3 3 3 3 3

1 2 4 3 4 3

0 0 0( , ,..., , , , , )
m m m m

k k k k k
s s s k c d d sV X X X X X

   , 3 0 3 4 30, m m mk s n d d      . 

………………………………………………………………………… 

2 2 2

1 2 1 2

0 0 0( , , , ..., , )m m m

m m

k k k
s k c d d sV X X X  

  , 2 0 2 1 20,mk s n d d     . 

1

1 1 1 1 1

0 00 0( , ,..., , )m

m m m

k
k c n d k c n dV X X 

   . 

Координаты векторов базиса удовлетворяют соответствующим уравне-

ниям. Векторы jkV , 1 1,j m   линейно независимы слева над K , их всего 

1 1

1
1 2

2( )( )
m m

j m j
j j

k n n m n d
 

 

      . 

Если не требовать ограничений на порядки координатных операторов, 

то общему решению уравнения (2.5.1) над кольцом [ ]cK   можно придать 

вид 
1

1 0



 
 ,

j
j

j
j

qm
k

j k
j k

Y V , где jq  — верхние границы пределов изменения перемен-

ных jk , , jj kY  — произвольные операторы из [ ]cK  . 

2.7. Результантные матрицы системы ОЛРО 

Рассмотрим множество 
0

,

j

j

n

n j k kc
k

a 


 ( 1,j m ) — из [ ]cK  . Коэф-
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фициенты произведения операторов ( ; ) ( ; )n c m ca b   
0




 ( , )
m n

k kc
k

a b   по-

лучим из (1.2.7), положив  c  , 0 . Имеем 

0


  

  
min( , ) min( , )

[ ]

max( , )
( , )

n k n j
ic

k i k j
j k m i j

c a b a b , 0,k n m  .    (2.7.1) 

При n r , 1ra , 0ia  при 0 1 ,i r  из (2.7.1) получим коэффициен-

ты оператора  ( ; )rc m cb 
0




 , ( )
m r

r k kc
k

c b  . 

Отсюда 

  [ ]
, ( ) ( ) rc

r k rc k kc b a a , 0 ,k m       (2.7.2) 

и 

0 , ( )k kc a a , , ( )r kc a 1 , ( )c r kc a , 0 ,k m . 

Перемножив операторы в уравнении (2.5.1) и приравняв нулю 

коэффициенты при степенях c , запишем его в виде системы 

   
1

1 1 1
1 1

1
0 0

1 1

0

1 2 1 0
   


   


     

  ,, , ,
max( , ) max( , )

... ,

, , ...., , .

m

m m m l
m m

ss

s k k l s k k m
k l n k l n

m m

f c a f c a

l n n n n
  (2.7.3) 

Матрица mR  этой системы является по определению правой резуль-

тантной матрицей операторов 
jn . 

Замечание. Эту матрицу можно построить следующим образом: поста-

вим в соответствие каждому оператору 
kn  матрицу kM  размерности 

1 1  ( ) ( )m kn n s  
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1
1

1

0 1

1 2

0 1

0

0 0 0

0 0

0 0

0

0

0 0
0 0
0 0 0





 



 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 

[ ]
,

[ ] [( ) ]
, ,

[ ] [( ) ]
, ,

[ ]
,

[ ] [ ]
, , ,

[ ]
, ,

[ ]
, ,

,

( )





    


  



    




k

k

k k

k k

k k

k k

k

k

k k

s c
k n

s c s c
k n k n

s c s c
k n j k n j

c
k n

k k s c c
k k n k n

c
k k
c

k k

k

a

a a

a a

aM a
a a a

a a
a a

a


















,   (2.7.4) 

Записав в последнем столбце последовательность нулей и в конце коэффици-

енты оператора 
jn , затем применить формулу 3) из теоремы 1.2.3. Таким 

образом, правая результантная матрица совокупности операторов 
kn , 

1,k m  имеет вид 

 1 1 2 2 ( ), ( ), , ( )m
m mR M a M a M a .     (2.7.5) 

Например, правая результантная матрица операторов ( )n a , ( )m b  та-

кова 

1 2

2 1

1 1 2 2

2 2 1 1

1 1 2 2

2 1

1 1

1 2 1 2
1 1

2
1 2 1 2

0 1 0 1

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

[ ( )] [ ( )]

[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]

[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]

 

 

       
 

       
 

c n c n
n n

c n c n c n c n
n n n n

c n c n c n c n
n n

b a

b a a a

R
b a b a a a

b a

 

   
 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

. (2.7.6) 

Аналогично из рассмотрения уравнения 

1 1
0

m mn s n sX X     или (
1 1

0* *
m ms n s nY Y    )   (2.7.7) 

может быть получена левая результантная матрица из первого уравнения или 

как правая результантная матрица из второго уравнения, обозначается *mR . 

В случае двух операторов часто предпочтительнее говорить о правом 
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2| ||R  и левом 2*| ||R  результантах как об определителях соответствующих 

матриц, например, 

1 2

2 1

1 1 2 2

2 2 1 1

1 1 2 2

2 1

1 1

1 2 1 2
1 1

2
1 2 1 2

0 1 0 1

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

[ ( )] [ ( )]

[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]

[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]
| ||

 

 

       
 

       
 

c n c n
n n

c n c n c n c n
n n n n

c n c n c n c n
n n

b a

b a a a

R
b a b a a a

b a

 

   
 

   
 .  (2.7.8) 

Определения ранга результантных матриц, ПНОД, ПНОК, ЛНОД и 

ЛНОК аналогичны тем, которые даны для ОЛДО. Приведём несколько 

свойств правого результанта ОЛРО, обозначив, как и ранее 

1md  ПНОД ( )
jn , 1

*
md  ПНОД *( )

jn , m
mr rangR , *

mr  *mrang R : 

1) 1 1 1 1
* *( )m m m m m mn n r d n n r d       . 

Пусть m  ( *
m ) ― порядок правого (левого) наименьшего общего 

кратного ПНОК (ЛНОК) операторов 
jn .  

2) m
m rang R   * *( )m

m rang R  . 

Преложение 2.7.1. Для того чтобы операторы 
jn  были взаимно про-

сты справа (слева) в совокупности, необходимо и достаточно, чтобы 
mrang R  1 mn n  1

*( )m
mrang R n n  . 

Следствие 2.7.1. Для того чтобы операторы n , m были взаимно про-

сты справа (слева), необходимо и достаточно 2 0| ||R   2 0*(| || )R  . 

Предложение 2.7.2. Правая результантная матрица mR  множества 

ОЛРО 
jn  1( , )j m  обладает следующими свойствами: 

1) 1
mrang R n ; 

2) През
1 1 2 2( ( ; ), ( ; ))n c n ca a    2 2| ||n R , 

През
1 1 2 2( ( ; ), ( ; ))n c n ca a     1 2| ||n R , 0K ; 
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3) если коэффициенты операторов n , m  принадлежат подполю 

0K K , то 2| ||R  совпадает с результантом обычных многочленов; 

4) 
1 2

2
1 1 2 2| || ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )r c n c s c n ca R b a b a        , где 1( ; )r cb   и 

2( ; )s cb   ― некоторые операторы из кольца [ ]cK  , a K . 

Аналогичными свойствами обладают левые результантные матрицы. 

Предложение 2.7.3. Операторы n   , m   , где 0, K   имеют 

общий правый нетривиальный делитель в том и только в том случае, когда 

  0,   . 

В частности, полагая 0  , m c  , получим. 

Следствие 2.7.2. Оператор n  допускает представление в виде n   

1( )n c     в том и только в том случае, если константа   является кор-

нем уравнения 
0

1( )
n

i i i
i

i
 



 . 

Доказательство следует из рассмотрения результанта операторов n  и 

c  .    ■ 

Пример 2.7.1. Найти ПНОД операторов 1
3 3 22( )c cx c     , 

1
2 2 ( )c cx x x c     , 2

2 2 2 2( )c cx c x        , где коэффициенты 

принадлежат полю рациональных функций от x , замкнутому относительно 

оператора c , 0с K . 

Здесь 1 3n  , 2 3 2n n   и 1 1s  , 2 3 2s s  . Применим неевклидов ал-

горитм.  

1) Запишем уравнение 
1 1 2

1 0 3 2 2 1 0 2 2 2 1 0 2 0( ) ( ) ( ) ,c c c c cp p q q q r r r                  (2.7.9) 

и составим правую результантную матрицу 3R  размерности 5 8 , которая 

является матрицей системы уравнений на неизвестные коэффициенты 1p , 0p , 

2q , 1q , 0q , 2r , 1r , 0r . Построим её, используя свойство 3) теоремы 1.2.3 



 78 

2 2

2 2

2

1 0 2 0 0 1 0 0
3 1 5 6 0 3 2 1 0

0 2 0 3 2 2 4 2 2 1
0 0 0 0 0 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 2

x c
x c x cx c x c x c

x c x cx c x x c x c
x cx x c x c

x

 
        
      
 

     
  
2) После приведения к треугольному виду без изменения порядка следования 

столбцов получим 

1 0 2 0 0 1 0 0
0 1 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 0 0 0

x c
x c

x
x

 
   
 
 
 

  

. 

Видим, что её ранг равен четырем. По теореме 1.4.1 операторы имеют пра-

вый наибольший общий делитель первого порядка. Для его вычисления 

удобно взять операторы 1
2 , 2

2 . 

3) Удалим из последней матрицы столбцы, отвечающие коэффициен-

там 1p , 0p , 2q , 2r  и нулевые строки. Получим систему  

1 1

0 1 0

0

0
2 0

0 0 0 2 0

( ) ,
,
,

x c q r
xq r r

xr

   
   
 

 

из которой находим 1 1q   , 0 2 /q c x  , 1r x c  , 0 0r  . 

Составляем уравнение  
1 2

1 12 0( ( / ) ) ( )c cc x Y x c Y        , 

где 1
1 1 0cY a a   , 2

1 1 0cY b b   . Приравнивая коэффициенты при одина-

ковых степенях c  получим систему  

1 1

1 0 0

0

0
2 2 0

0 2 2 0

[ ] [ ]

[ ] [ ]

( ) ,
( / ) ( ) ,

( / ) ,

c c

c c

a x c b
c x a a x b

x a

   
     
  

 

из которой находим 0 0a  , 1 ( )a x x c  , 0 2b x c   , 1b x c  . Заметим, 

что нам пришлось найти решение системы разностных уравнений, чтобы 
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этого избежать можно было перейти к сопряженным.  

Итак 1
1 ( ) cY x x c   , 2

1 2( ) ( )cY x c x c      . 

4) Обозначим 1 ПНОД( 1 2
2 2,  ), тогда 1 1

2 1 1 1( ) cY x x c      , 
2 2
2 1 1 12[( ) ( ) ]cY x c x c         . Положив 1 1 0cd d    , коэффици-

енты правого наибольшего общего делителя найдем из первого или второго 

тождества: 1 c x    . 
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Глава 3. Применение линейных уравнений к дифференциальным 

уравнениям и интегрированию 

Теория интегрирования в конечном виде лежит на стыке дифференци-

альной и компьютерной алгебры [5, 37]. Основы этой теории были заложены 

Дж. Лиувиллем в серии статей, опубликованных в период 1833 — 1841 гг. В 

дальнейшем она развивалась различными математиками, среди которых сле-

дует выделить Мордухай — Болтовского и Островского. Полное представле-

ние о состоянии этой теории на тот момент дает монография Ритта [99], вы-

шедшая в 1948 году, в которой можно найти все существенные результаты 

этой теории, полученные к тому времени и подробную библиографию. Но-

вый всплеск активности в этой области возник в конце 60-х годов, когда вы-

шли две работы Розенлихта, содержащие простое чисто алгебраическое дока-

зательство теоремы Лиувилля о функциях с элементарными интегралами, и 

работы Риша, открывшие дорогу этой тематике в компьютерную алгебру и 

явившиеся краеугольным камнем для дальнейшего развития этой теории. 

3.1. Дифференциальный и разностный аналоги теоремы Кронеке-

ра-Капелли 

Рассмотрим неоднородную систему обыкновенных линейных диффе-

ренциальных уравнений (ОЛДУ), коэффициенты и правые части которой 

принадлежат дифференциальному полю K  характеристики нуль с диффе-

ренцированием   

( )
in iD y f , 1,i m ,        (3.1.1) 

где ОЛДО 
0

, [ ]
i

i

n
k

n i k
k

D a K 


   и 1 2 mn n n   , mr  — правый ранг правой 

результантной матрицы операторов. Получим критерий совместности таких 

систем представленный в [9]. 

Без ограничения общности будем считать, что в системе (3.1.1) только 

одно 0if  . В противном случае приведем ее к такому виду, вычитая одно из 

уравнений с ненулевой правой частью, умноженное на подходящие элементы 
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из K  из остальных. Умножив далее это единственное уравнение на оператор 

i if f   слева, получим однородную систему 

0
inD y  , 1,i m .        (3.1.2) 

Пусть mr  ― ранг правой результантной матрицы операторов 
inD , 

1 max( )in n , min( )m jn n , 1md   ord ПНОД ( )
inD . 

Решим вопрос о совместимости системы (3.1.1). Для этого рассмотрим 

сначала однородную систему 

0
inD y  , 1,i m .        (3.1.3) 

Множеству всех нетривиальных решений системы (3.1.3) соответству-

ет общий правый делитель операторов 
inD  и наоборот, поэтому вопрос об их 

существовании решает следующая теорема. 

Теорема 3.1.1. Система (3.1.3) имеет нетривиальное решение в том и 

только в том случае, когда 1m mr n n  . 

Доказательство. Предположим, что система (3.1.2) имеет нетривиаль-

ное решение, то есть операторы 
inD  имеют ПНОД порядка 1 0md   . Тогда 

согласно теореме 2.3.1 1m mr n n  . 

Обратно, если 1m mr n n  , то опять на основании указанной теоремы 

операторы 
inD  обладают ПНОД порядка 1 0md   .   ■ 

Теорема 3.1.2. Система (3.1.1) совместна в том и только в том случае, 

когда 1 1m m m mn n r n n r     . 

Доказательство. Пусть 1md   ord ПНОД ( )
inD . Предположим, что сис-

тема совместна. Тогда размерность пространства aN  решений системы 

(3.1.2) строго больше размерности пространства aN  решений системы (3.1.2). 

Это приводит к неравенству 1 1m md d  , из которого следует 

1 1m m m mn n r n n r     . 

Обратно, пусть выполняется неравенство из условия теоремы, тогда 
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выполняется и неравенство 1 1m md d  . Последнее означает, что пространство 

aN  имеет большую размерность, чем пространство aN . Поэтому существует 

такое 0g  , ag N , ag N , что 0
inD g  , 1,i m . Поскольку в системе 

(3.1.1) только одно 0if  , то интегрируя это уравнение, получим 
in i iD g c f , 

где ic  некоторая постоянная. Если 1ic  , то системе (3.1.1) удовлетворяет 

функция 1( / )ic g .   ■ 

Теорему 3.1.2 можно рассматривать как дифференциальный аналог ал-

гебраической теоремы Кронекера — Капелли.  

Пример 3.1.1. Пусть, например поле K  — поле функций веществен-

ной переменной x , /d dx  . Исследуем на совместность систему уравне-

ний 

2 2 1 0
4

x y xy x y 
 
 

     , 
3

2 xy y ax e


   .  (3.1.4) 

Умножив второе уравнение системы слева на оператор 2 3 2( )x x   , 

получим однородную систему 

2 2 1 0
4

x y xy x y 
 
 

     ,  2 3 4 2 3 0( )xy x y x y      .  (3.1.5) 

Составим правые результанты 2R  для соответствующей однородной 

системы и 2R  для системы (3.1.5) 

2 2

2

1 4
1 1 0
0 1 1

x x x
R

  
 

  
  

, 

2 2

2 2
2

3 3 4 2
0 1 4

2 5 4 2 7 2
0 2 3 4 2 3

x x x x
x x xR

x x x
x x x

   
 

  
  
 

  

. 

Вычисления показывают, что 2 23rang R rang R  . Следовательно, си-

стема (3.1.4) совместна. Её совместным решением является функция 
1 22* / xy a x e , которую можно найти различными способами. Применяя, на-

пример, неевклидов алгоритм или дифференциальный аналог алгоритма Евк-

лида к операторам 2 2
2L x   2 1 4( / )x x   , 2L  22x   3 4( )x    
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2 3( )x   , находим ПНОД 2 2( , )L L  2 1 2( )x x   .  

Рассмотрим неоднородную систему обыкновенных линейных разност-

ных уравнений (ОЛРУ), коэффициенты и правые части которой принадлежат 

разностному полю K  характеристики нуль с разностным оператором c  

( )
in iy f  , 1,i m ,         (3.1.6) 

где по крайней мере, один элемент 0if  , ЛОРО 
0

, [ ]
i

i

n

n i k kc c
k

a K 


    

Без ограничения общности будем считать, что в системе (3.1.6) только 

одно 0if  . В противном случае приведем ее к такому виду, вычитая одно из 

уравнений с ненулевой правой частью, умноженное на подходящие элементы 

из K  из остальных. Умножив далее это единственное уравнение на оператор 
[ ]c

i c if f   слева, получим однородную систему 

0
in y  , 1,i m .        (3.1.7) 

Пусть mr  ― ранг правого результанта операторов 
in , 1md    

ord ПНОД ( )
in , 1 max( )in n , min( )m jn n . 

Решим вопрос о совместимости системы (3.1.6). Для этого рассмотрим 

сначала однородную систему 

0
in y  , 1,i m .        (3.1.8) 

Множеству всех нетривиальных решений системы (3.1.7) соответству-

ет общий правый делитель операторов 
in  и наоборот, поэтому вопрос об их 

существовании решает следующая теорема [65]. 

Теорема 3.1.3. Система (3.1.7) имеет нетривиальное решение в том и 

только в том случае, когда 1m mr n n  . 

Доказательство. Предположим, что система (3.1.7) имеет нетривиаль-

ное решение, то есть операторы 
in  имеют ПНОД порядка 1 0md   . Тогда 

1m mr n n  . 

Обратно, если 1m mr n n  , то операторы 
in  обладают ПНОД порядка 
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1 0md   .     ■ 

Теорема 3.1.4. Система (3.1.6) совместна в том и только в том случае, 

когда 1 1m m m mn n r n n r     . 

Доказательство. Пусть 1md   ПНОД( )
inord  . Предположим, что си-

стема совместна. Тогда размерность пространства aN  решений системы 

(3.1.7) строго больше размерности пространства aN  решений системы (3.1.8). 

Это приводит к неравенству 1 1m md d  , из которого следует 

1 1m m m mn n r n n r     . 

Обратно, пусть выполняется неравенство из условия теоремы, тогда 

выполняется и неравенство 1 1m md d  . Последнее означает, что пространство 

aN  имеет большую размерность, чем пространство aN . Поэтому существует 

такое 0g  , ag N , ag N , что 0
in g  , 1,i m . Поскольку в системе 

(3.1.6) только одно 0if  , то решая это уравнение, получим 
in i ig c f  , где 

ic  некоторая постоянная (функция периода ic , см. [33]). Если 1ic  , то сис-

теме (3.1.6) удовлетворяет функция 1( / )ic g .    ■ 

Теорему 3.1.4 можно рассматривать как аналог теоремы Кронекера — 

Капелли для систем линейных алгебраических уравнений.  

Пример 3.1.2. Положив 1c  , рассмотрим неоднородную систему 
2

2

2 1 1
2 1 0
2 1 0

)
( )
( )

( ) ( ( ) ( ) ,
( ) ( ) ,
( ) ( ) .

y x
y x

xy x x x y x xy x x
y x y x x
y x xy x x







      
    
    

 

Здесь 1 2 3 2n n n   . Исследуем сначала соответствующую однородную 

систему, сопоставив каждому оператору соответствующую матрицу: 

2

1 2

1 1 1 1 1 0
0 1

( ) ( )x x x xM
x x x x

       
     

,

2

2 2

1 1 1 0
0 1 1

( )xM
x

   
   

, 3

1 1 1 0
0 1

( ) ( )x x
M

x x
    

    
. 
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Правая результантная матрица (2.7.5) имеет вид  3
1 2 3, ,

T
R M M M , её 

ранг равен 3
3 3r rank R  , поэтому операторы однородной системы имеют 

правым делителем оператор порядка 2 2 3 1d     . Вычислить правый де-

литель можно на основании теоремы 1.3.5 из следующего уравнения 
2 2

0 2 1 0 2 1 0 2 1 01( ( ) ) ( ) ( )f x x x x g x h x x a                      , 

найдя его решение 0 0f  , 0 0g  , 0 0h  . Из системы  

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 1,( ) , ,xf g h x x f g xh xf x g xh a             

находим 0a x  . Таким образом, ПНОД таков 1 x  . 

Составим систему 
2

2

2

1 3 2 1 1 2
1 1 1 1 0

2 1 0
2 1 0

)
)

( )
( )

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )
( )( ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,
( ) ( ) ,

y x
y x

x x y x x x x x x y x
x x y x x x y x

y x y x x
y x xy x x









        
      

    
    

 

умножив слева первое уравнение на оператор 1 1( )x x   . 

Составив, как и ранее матрицы: 1M   

2 2 3 2 3 2

2 2 3 2 3 2

02 3 7 13 7 2 4 2 3
0 2 4 1
x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x
            

          , 

2

1 1 2 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 1

x
M x

x

   
      

   

, 3

1 2 2 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1

x x
M x x

x x

    
       

   

. 

Вычислим ранг правой результантной матрицы 3R   1 2 3, ,
T

M M M , 

3
3 5r rank R  . Поскольку 1 3n  , 2 3 2n n  , то по теореме 3.1.4 неоднород-

ная система несовместна. Заметим, что применяя метод исключения, этот 

вывод мы бы сделали только в конце вычислений. 

3.2. Общий метод отыскание частных решений неоднородных ли-

нейных дифференциальных уравнений 

Покажем, что известный метод отыскания частных решений неодно-
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родных обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с постоян-

ными коэффициентами является частным случаем общего метода, примени-

мого к отысканию частных решений ОЛДУ с переменными коэффициентами 

и с правой частью произвольного вида [56, 58, 110], 

( ) ( )nL y f x ,          (3.2.1) 

частным случаем которого является метод неопределенных коэффициентов. 

Пусть 
0

( )
n

i
n i

i
L a x 



   — ОЛДО из кольца [ ]K  , /d dx  , коэффици-

енты которого ( )ia x  и правая часть ( )f x  являются функциями, достаточное 

число раз непрерывно дифференцируемыми в некотором интервале ( , )a b , 

причем 0( )na x   тождественно.  

Лемма 3.2.1. Для любых взаимно простых справа операторов nL  и rY   

найдутся ОЛДО rX и nM , удовлетворяющие тождеству 

r n n rX L M Y .        (3.2.2) 

Доказательство. Действительно, коэффициенты операторов rX  и nM  

принадлежат полю K  и удовлетворяют однородной системе 1n r   линей-

ных алгебраических уравнений c 2n r   неизвестными, ранг матрицы кото-

рой равен n r  согласно теореме о дифференциальном результанте. ■ 

Лемма 3.2.2. Для того чтобы операторы nL  и mL  имели ПНОД опера-

тор kD , 0 min( , )k n m   необходимо и достаточно выполнения тождества 

1 1m k n n k m kX L X L D     ,      (3.2.3) 

где 1m kX    и 1n kX    некоторые ОЛДО порядков 1m k   и 1n k   причем 

эти порядки нельзя уменьшить. 

Достаточность. Если kD  — ПНОД операторов nL  и mL , то операторы 

n kL   и m kL  , полученные делением справа на kD , взаимно просты справа. 

Поэтому выполняется тождество 1m k n kX L    1n k m kX L      для некоторых 

операторов 1m kX   , 1n kX   . Умножая тождество справа на kD , получим 

(3.2.2). Если операторы nL и mL  взаимно просты справа ( 0k  ), то 0D  .  
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Необходимость. Пусть выполняется (3.2.2), где 0 min( , )k n m  , и 

порядки операторов 1m kX   , 1n kX    нельзя уменьшить. Допустим, что 

ПНОД ( , )n mL L  , тогда 1m nX L  1n mX L    для некоторых операторов 

найдутся такие операторы 1mX  , 1nX  . Отсюда kD 1k m nD X L  1k n mD X L . 

Вычитая из (3.2.2), получим 1 1( )m k k m nX D X L    1 1 0( )n k k n mX D X L    . С 

другой стороны должно выполняться тождество 0
m nX L  0 0n mX L  , где 

0 0( , )m nX X  — минимальное решение (см. гл. 2 п. 3; гл. 1, п. 3). Поэтому в силу 

минимальности порядков операторов должны выполняться неверные тожде-

ства 0
1 1 1m m k k mf X X D X     , 0

1ng X   1n kX    1k nD X  , ,f g K .   ■ 

Пусть 
0

( )
n

i
n i

i
M b x 



 , 1 ( ) ( )L f x f x    и 1 ( )L g x  ( )g x  , 

где () означает применение операции дифференцирования. 

Лемма 3.2.3. Операторы nL , 1L , nM  и 1L  удовлетворяют тождеству 

1 1n nL L M L           (3.2.4) 

в том и только в том случае, когда их коэффициенты удовлетворяют сле-

дующей системе уравнений 

 

0 1 0 1

1 0 1

min( , )
( )

max( , ) max( , )
( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ), , ,

i kn
i s

i k s
i k s k

k k k

i
b x g x

k

a x a x f x a x f x k n




   



  
    

   
      

(3.2.5) 

где положено 1 10 0( ) , ( )na x a x   . 

Доказательство. Вычисляем  
1

1 1
0
[( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )]

n k
n k k k

k
L L a x a x f x a x f x 





        (3.2.6) 

и 

1

1
0 0 1

min( , )
( )

max( , )
( ) ( )

n kn n i s k
n i k s

k s k i s

i
M L b x g x

s






   

  
     

  
 .   (3.2.7) 

Поскольку 
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0 1

min( , )
( )

max( , )
( ) ( )

n k n i s
i k s

s k i s

i
b x g x

s



  

 
  

  0 1 0 1

min( , )
( )

max( , ) max( , )
( ) ( )

i kn i s
i k s

i k s k

i
b x g x

s



   

 
   

 
, (3.2.8) 

то приходим к системе соотношений (3.2.5). Обратное утверждение вполне 

очевидно.   ■ 

Теорема 3.2.1. Если:  

1) правая часть уравнения (3.3.1) может быть представлена в виде 

1

( ) ( )
r

i i
i

f x c u x


  , где хотя бы одно из чисел 0ic   и функции ( )iu x  

( 1,i r ) образуют фундаментальную систему решений (ФСР) ОЛДУ 

0( )rX y  ; 

2) оператор r nX L , допускает факторизацию 

r n n r q qX L M Y  ,        (3.2.9) 

в которой операторы nL  и qY  (0 q)  взаимно просты справа, то при q r  ча-

стное решение является линейной комбинацией ФСР уравнения 0( )qY y  . 

Если же q r , то, возможно, имеет указанный вид. 

Доказательство. Представим правую часть уравнения в виде линейной 

комбинации 
1

( ) ( )
r

i i
i

f x c u x


  и построим уравнение 0( )rX y  , для которо-

го функции ( )iu x  образуют ФСР. Пусть имеет место факторизация (3.2.9) с 

нетривиальным оператором qY  и 
1

( ) ( )
q

j j
j

y x d v x


   общее решение уравне-

ния 0( )qY y  . Из тождества (3.2.9) следует, что 0( )r nX L y   и, в силу про-

извольности jd , 0( )r n jX L v   при 1,j q . Поскольку по предположению 

операторы nL  и qY  взаимно просты справа, то функции ( )n jL v  линейно неза-

висимы. Отсюда следует, что 0 q r  .  

Разложим функции ( )n jL v  по ФСР уравнения 0( )rX y   

0
( )

r

i i ij i
k

L v u

 , 1,j q .       (3.2.10) 
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Из (3.3.1) и (3.2.10) следует  

1 1 1 11

q r r r

j ij i i i
j i i i

q
dij i

j
d u u c u

   

 
   

    .    (3.2.11) 

То есть, произвольные постоянные jd  должны удовлетворять системе 

уравнений 
1

q

ij j i
j

d c


  1,i r . При q r  эта система совместна и однозначно 

определяет jd , если же 0 q r  , то система может быть несовместной. ■ 

Определение 3.2.1. Назовем оператор qY  оператором частного реше-

ния для уравнения (3.3.1). 

Сформулируем условия, которым он должен удовлетворять при q r . 

Теорем 3.2.2. Пусть выполняются условия теоремы 3.3.1 и, кроме того, 

частное решение 
1

( ) ( )
q

j j
j

y x d u x


   уравнения (3.3.1) является линейной 

комбинацией ФСР ОЛДУ 0( )qY y  . Тогда операторы nL , rX  и rY  удовле-

творяют системе операторных тождеств 

r n n rX L M Y , 1 1r n n rA L B Y    ,     (3.2.12) 

где 1rA  , 1nB   и 1nM   некоторые ОЛДО. 

Доказательство. Так как 0( )rY y   и 0( )r nX L y  , то оператор r nX L  

делится справа на оператор rY , что и доказывает первое тождество. В силу 

известного принципа для линейных неоднородных уравнений, частное реше-

ние ( )y x  уравнения (3.3.1) может быть представлено в виде линейной ком-

бинации частных решений ( )iv x  уравнений ( ) ( ) ,n i i iL v c u x  1,i r . Если 

допустить, что операторы nL  и rY  имеют нетривиальный правый дели-

тель, то при некоторых i  должно быть 0( )n iL v  . Но это невозможно в си-

лу предположения 0ic   при 1,i r , поэтому второе тождество вытекает из 

леммы 3.2.2 в силу взаимной простоты справа операторов rY  и nL .   ■ 

Следующее утверждение показывает, что при определении вида част-
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ного решения уравнения (3.3.1) операторы rX  и qY  можно выбирать перво-

го порядка. 

Следствие 3.2.1. Для того чтобы функция ( )g x  была частным решени-

ем уравнения (3.3.1) необходимо, а при выполнении условия 0( ))nL g( x   и 

достаточно, чтобы оператор 1 nL L  допускал факторизацию 

1 1n nL L M L  .         (3.2.13) 

Доказательство. Для доказательства достаточно в теореме 3.2.1 заме-

нить оператор qY  на 1L , а оператор rX  на 1L . Коэффициенты операторов в 

(3.2.13) можно определить из системы соотношений (3.2.5).   ■ 

Таким образом, вопрос о виде частного решения неоднородного урав-

нения сводится к факторизации оператора r nX L . Как известно, факторизация 

ОЛДО связана с задачей определения дифференциальной группы Галуа соот-

ветствующего уравнения, которая с применением операторных тождеств рас-

сматривалась, например, в [52, 10]. 

Если оператор частного решения построен, то частное решение может 

быть найдено на основании следующего утверждения. 

Теорема 3.2.3. Если частное решение уравнения (3.3.1) удовлетворяет 

ещё и уравнению 

0( )mL y  ,          (3.2.14) 

то оно является либо решением уравнения меньшего порядка  

1( ) ( ( ))k m kD y X f x  ,       (3.2.15) 

где ОЛДО kD  и 1m kX    определены в лемме 3.2.2, а натуральное число 

0 min( , )k m n  , либо при 0k   находится без квадратур в виде 

1( ) ( ( ))m ry x X f x  .        (3.2.16) 

Либо, если известен оператор rY  из теоремы 3.2.2, то частное решение 

уравнения (3.3.1) находится без квадратур по формуле 

1( ( ))ry A f x .        (3.2.17) 

Доказательство. Действительно, в силу тождества (3.2.2) формулы 
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(3.2.16) и (3.2.17) справедливы. При известном операторе rY  формула 

(3.2.15) имеет место в силу второго тождества (3.2.12).    ■ 

Заметим, что известный метод неопределенных коэффициентов для 

уравнения (3.3.1) с постоянными коэффициентами и правой частью в виде 

многочлена степени m  соответствует выбору оператора частного решения в 

виде 1m k   , где k  ― номер первого отличного от нуля коэффициента опера-

тора nL  такого, что при 0 q k   все остальные коэффициенты равны нулю. 

Другой способ отыскания частного решения, основанный на примене-

нии правого алгоритма Евклида в кольце ОЛДО, содержит следующее ут-

верждение. 

Теорема 3.2.4. Если частное решение уравнения (3.2.1) удовлетворяет 

и однородному уравнению 0( )mL y  , где mL  — оператор наименьшего по-

рядка 0m  , то при условии взаимной простоты справа операторов nL  и mL  

это частное решение может быть найдено из системы линейных алгебраиче-

ских уравнений относительно искомого решения и его производных, полу-

ченных дифференцированием уравнения (3.2.1) и приведением по модулю 

уравнения 0( )mL y  . 

Доказательство. Если n m , то разделив оператор nL  на оператор mL  

справа с остатком, получим  

1n n m m nL P L R  ,        (3.2.18) 

где n mP   и 
1nR  некоторые ОЛДО. Если же n m , то выполним эту операцию 

с оператором m n
nL  , 

10
m n

n m nL P L R     , где 0P K . 

В том случае, когда оператор 
1nR  (

1nR ) является оператором умножения  

1
( )nR h x   (

1
( )nR h x  ), частное решение уравнения (3.2.1) имеет вид y   

( ) / ( )f x h x  ( ( )( ) / ( )m ny f x h x . 

В противном случае 10 n m   ( 10 n m  ) и частное решение удовле-

творяет уравнению 
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1
( ) ( )nR y f x  

1

( )( ( ) ( ))n m
nR y f x .    (3.2.19) 

Рассмотрим, например, случай, когда выполнено соотношение (3.2.18), 

второй рассматривается аналогично. Применив процесс деления к оператору 
1

1

m n
nR  , получим 1

1 2

1
0

m n
n m nR P L R    . 

Если 
2

( )nR h x  , то 1( )( ) / ( )m ny f x h x  ― частное решение. Иначе 

1
( ) ( )nR y f x  и к уравнению (3.2.1) нужно присоединить еще одно уравне-

ние 1

2

( )( ) ( )m n
nR y f x . 

Продолжая этот процесс мы, либо найдем частное решение, либо полу-

чим систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестно-

го частного решения и его производных. Очевидно, что можно ограничиться 

числом уравнений этой системы, не превосходящим m  
( )( ) ( )i

i

m
nR y f x , 0 i m  ,      (3.2.20) 

где положено 
0n nR L , 0 0m   По построению эта система совместна, что по-

зволяем найти частное решение.   ■ 

Заметим, что условию теоремы удовлетворяет оператор частного решения 

rY . Теперь покажем, как из теорем 3.2.1 — 3.2.4 следует известный метод не-

определённых коэффициентов.  

Теорема 3.2.5. Пусть 
n i

n i
i s

L a 


   — оператор с постоянными коэф-

фициентами 0na  , 0sa  , 0 s n  , 
0

( ) ( )
k i

k i
i

f x p x b x


    — многочлен степе-

ни k . Рассмотрим уравнение 

( ) ( )n kL y p x .        (3.2.21)  

При 0s  частное решение уравнения (3.2.21) имеет вид  

( ( ))k ky A p x ,        (3.2.22) 

а при 0s  

... ( ( )) ...k k
s раз

y A p x dx dx   ,     (3.2.23) 
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где kA  некоторый ОЛДО. 

Доказательство. Заметим, что правая часть уравнения (3.2.21) являет-

ся линейной комбинацией ФСР уравнения  1kX y  1 0( )k y   . При 0s  в 

силу очевидного тождества 1k nX L  1n kL X   можно положить 1kY   1kX  . 

Так как операторы nL  и 1kY   взаимно просты справа, то для них выполняется 

тождество (3.2.2) при 0k  . Следовательно, существует такой ОЛДО kA , что 

имеет место формула (3.2.22). 

Если 0 s n  , то, выполнив в уравнении (3.2.21) замену ( )sy z , при-

дем к предыдущему случаю относительно уравнения ( ) ( )n s kL z p x  . Проин-

тегрировав уравнение ( ( ))k kz A p x  s  раз, получим формулу (3.2.23).  ■ 

Из этой теоремы сразу же вытекает метод неопределенных коэффици-

ентов для уравнения (3.2.21). 

Следствие 3.2.2. Частное решение уравнения (3.2.21) имеет вид 

( )s
kx Q x , где ( )kQ x  многочлен степени k  с буквенными коэффициентами, а 

s  — кратность числа 0  , как корня характеристического уравнения соот-

ветствующего однородного уравнения. 

Таким образом, для отыскания частного решения уравнения (3.2.21) 

можно либо найти коэффициенты частного решения, подставив его в диффе-

ренциальное уравнение, либо, найдя оператор kA , воспользоваться форму-

лами (3.2.22), (3.2.23). Еще один способ отыскания частного решения даёт 

следующая теорема.  

Теорема 3.2.6. Частное решение уравнения (3.2.21) ( 0s ) или его про-

изводная порядка 0s  удовлетворяет системе линейных алгебраических 

уравнений относительно неизвестных 1( ) ( ), ,...,s sy y   ( )s ky  . 

Доказательство. Действительно, дифференцируя уравнение (3.2.21) 

последовательно k  раз и учитывая тождество 1 0( )k s y    , получим систему 

(3.2.20) в виде 
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( )( ) ( )
i

i
n kL y p x  , 0 1,i k  ,      (3.2.24) 

где порядки in  операторов 
inL  зависят, вообще говоря, от i . Разрешая её, 

найдем y  или ( )sy .   ■ 

Замечание. Случай, когда правая часть уравнения (3.3.1) имеет специ-

альный вид 
cos( )

( )
sin( )

ax
k

bx
p x e

bx
 
 
 

 сводится к предыдущему следующим обра-

зом. Перейдем к комплексному уравнению 

( ) ( ) x
n kL u p x e ,       (3.2.25) 

где a i b   , ( ) ( ) ( )u x v x i z x  . Сделав в уравнении (3.2.25) замену 

( ) xu t x e , приведем его к виду (3.2.21) 

( ) ( )n kL t p x  ,        (3.2.26) 

где оператор nL , вообще говоря, имеет комплексные коэффициенты. Найдем 

частное решение уравнения (3.2.26), а в качестве частного решения исходного 

уравнения возьмем вещественную или мнимую части функции ( )u x . 

Если правая часть уравнения (3.2.25) является суммой слагаемых вида  

( )cos( )sp x bx  и ( )sin( )tp x bx , то нужно найти частные решения для каждого 

слагаемого или воспользоваться предыдущим замечанием. 

Поясним изложенное на нескольких примерах. 

Пример 3.2.1. Найти частное решение уравнения 2y y   3y  

22 1x x   . 

Имеем 0s  , 2k  . Поэтому по теореме 3.2.1 частное решение удовле-

творяет уравнению 0y . Применяя теорему 3.2.6, получим 

2
2 3 2 1 2 3 4 1 3 4, , ,y y y x x y y x y               

отсюда 22 3 11 9 43 27/ / /y x x    . 

Пример 3.2.2. Найти частное решение уравнения с переменными ко-

эффициентами 2 32 3x y x y y x x     . 
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Здесь оператор 2

2L x 2x    , а правая часть является линейной 

комбинацией ФСР уравнения 4( )X y 4 0( )y  . Легко проверяется, что 
4 2 2 3 2 24( ) ( ( )x x x x           31 8 12( ) )x     . Поэтому 3

3Y   и, 

следовательно, частное решение, возможно, является многочленом второй 

степени. Дифференцируя уравнение трижды с учетом тождества 0y , по-

лучим 

2 3 2 2
2 3 1 1 2 6 3

1 4 2 12 6 12

,( ) ( ) ,

( ) , .

x y x y y x x x y x y x

x y y x y

           

      





 

Отсюда находим 2y x x  . Подстановкой в уравнение убеждаемся, 

что найдено частное решение. 

Пример 3.2.3. Найти частное решение уравнения 4y y   

1 exp( )x   cos x .  

В данном случае оператор 2
2 4L    , а правая часть уравнения яв-

ляется линейной комбинацией ФСР уравнения 4( )X y   2( )   
2( )( )y   4 3 2 0( )( )y       . Тождество (3.2.9) имеет вид 2 4( )    
4 3 2( )       4 3 2( )       2 4( )   в силу коммутативности 

операторов 2L  и 4X . Так как эти операторы взаимно просты справа, то 

можно положить 4 4Y X . Поэтому искомое частное решение должно быть 

линейной комбинацией ФСР уравнения 4 0( )Y y  . Дифференцируя исходное 

уравнение и приводя по модулю уравнения 4 0( )Y y  , получим систему 

4 1
4

3
4

exp( ) cos( ),
exp( ) sin( ),
exp( ) cos( ),
exp( ) sin( ),

y y x x
y y x x
y y y x x

y y x x

     
    
      
    

 

из которой найдем частное решение 1 4 5 3/ / (cos ) /xy e x   . 

Следующий пример показывает, что факторизация оператора r nX L  не 
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всегда очевидна. 

Пример 3.2.4. Найти частное решение уравнения cosy y x  . 

В данном случае 2
2 2L X      и нельзя положить 2 2Y X , так как 

операторы 2L  и 2X  не являются взаимно простыми справа. Но имеет место 

следующее тождество (3.2.9), 2 2( )   2 2 3 22( )x x x       

2 2 2(x x   2 2( ) )x  , в котором операторы 2L  и 2Y 2 2x    
22 2( )x x     взаимно просты справа. Поэтому искомое частное решение 

нужно искать в виде линейной комбинации ФСР однородного уравнения 

2 0( )Y y  . Дифференцируя исходное уравнение и приводя по модулю урав-

нения 2 0( )Y y  , получим 

2

2 2 3

2 2

4 2 2 2

cos ,

cos ,

( ) cos sin ,

y y x

xy y x x

xy x y x x x x

  

  

    







 

откуда 2sin( ) /y x x  — частное решение. 

3.3. Частные решения коммутативно - факторизуемых неоднород-

ных обыкновенных линейных дифференциальных уравнений и систем 

Распространим метод, изложенный в предыдущем параграфе, на один 

класс неоднородных обыкновенных линейных дифференциальных уравнений 

и систем таких уравнений с правой частью специального вида и с перемен-

ными коэффициентами [57].  

1. Частные решения коммутативно факторизуемых уравнений. 

Заметим, что в [47] была доказана эквивалентность свойств коммута-

тивной факторизуемости и приводимости обыкновенных линейных диффе-

ренциальных операторов к операторам с постоянными коэффициентами. Не-

которые свойства коммутативных ОЛДО рассмотрены в [67]. 

Пусть ( )x  ― достаточное число раз дифференцируемая веществен-
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ная функция. Обозначим через 
( )
dx

x
    любую первообразную, а через 

( )qS  
0

q
i

i
i

s 

  ― многочлен от  , вообще говоря, с комплексными коэф-

фициентами. Через ( )x   обозначим оператор дифференцирования с умно-

жением на функцию ( )x  слева, то есть оператор ( ) dx
dx

 , тогда ( )i  ― 

его i -степень. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

0

( ) ( ) ( )
m

i
m i q

i
L y a y S 



  ,     (3.3.1) 

где ia  ― комплексные числа. В частности, при 1( )x   уравнение (3.3.1) с 

постоянными коэффициентами, при ( )x x   ― уравнение Эйлера и т.д. 

Убедимся, что многочлены от   относительно дифференцирования ( )x   

обладают такими же свойствами, как обычные многочлены относительно 

производной. 

Лемма 3.3.1. Если ( )qS   ― многочлен степени q , то 0( ) ( )q
qS    и 

0( ) ( )q j
qS    при 0 j . 

Доказательство. Действительно, 1  , 2 2 2( ) !   . Пусть  
1 1 1( ) ( )!q q q     . Тогда 1( ) ( ) ( )q q q q     1 1( )q qq     !q . ■ 

Многочлены 
0

( )
m

m i i
i

H a 


  назовем характеристическим многочле-

ном однородного уравнения 0( )mL y  . 

Лемма 3.3.2. Справедливо тождество 

0 0
0

0

1 ( )( ) ( )( )
!

m
i i

m m
i

L ue e H u
i

    



  ,    (3.3.2) 

где 
00

( )( ) ( ( )) |i i
m mH H       ― значения производных характеристического 

многочлена при 0  . 
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Применив теорему 3.3.1 в том случае, когда правая часть уравнения 

(3.3.1) является многочленом степени q  от  , а 
0

( )
m

i
m i

i
L a 



 . В этом слу-

чае можно положить 1
1 ( )q

qX  
  , и тождество (3.2.9) превратится в усло-

вие коммутирования операторов. Приведем теорему, дающую новый метод 

отыскания частного решения,  

Теорема 3.3.1. Дифференциальное уравнение (3.3.1), где ia C , 

0,i m , 0 0a   и 0ma  , имеет частным решением многочлен ( )qU   степени 

q , удовлетворяющий треугольной системе уравнений 

( ) ( ) ( ) ( )i i
m qL y S   , 0,i q ,     (3.3.3) 

рассматриваемой как алгебраическая относительно переменных y , y , 

…, ( )q y . 

Доказательство. Проведем индукцию по степени многочлена ( )qS  . 

При 0q   утверждение очевидно. При 1q   искомое частное решение можно 

определить согласно лемме 3.3.1 из алгебраической относительно перемен-

ных y , y  системы 1 0 1( )a y a y S   , 0a y  1( )S  . 

Допустим, что утверждение справедливо при q k , то есть система 

( ) ( ) ( ) ( )i i
m qL y S   , 0,i k ,     (3.3.4) 

как алгебраическая относительно переменных y , y , …, ( )k y  опреде-

ляет многочлен степени k  и его производные до k  порядка включительно. 

Положим 1q k   и рассмотрим уравнение  

1( ) ( )m kL y S  .         (3.3.5) 

Применив к этому уравнению оператор  , получим по лемме 3.3.1 

( ) ( )m kL y S  .        (3.3.6) 

Согласно предположению индукции, уравнение (3.4.5) имеет частным реше-

нием многочлен ky y   степени k , удовлетворяющий вместе с «произ-

водными» системе (3.4.3). Обозначим 2 1( )( ) ky y  , …, 1( )k k
ky y   . Из 
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уравнения (3.4.4) 1 1
0

1 ( )k ky S a y
a

     ( )m
ma y . Если заменить в этом 

выражении производную ( )i y  на 1( )i
ky  , 1,i m , то полученный мно-

гочлен 1 1
0

1 ( )k ky S a y
a

     1( )m
m ka y   степени 1k   должен удовле-

творять уравнению (3.3.5) по построению, при этом многочлен 

1 1 1
0

1 ( )k ky S a y
a

     ( )m
ma y  удовлетворяет алгебраической систе-

ме ( ) ( )i
nL y  1( ) ( )i

kS  , 0 1,i k  .    ■ 

Замечание. Теорема 3.4.1 дает следующий способ отыскания полино-

миального частного решения в рассматриваемом случае: применяя к исход-

ному уравнению, оператор   с учетом тождества 0( ) j y  , j q , соста-

вим и решим систему линейных уравнений (3.4.2) как алгебраическую отно-

сительно переменных y , y , …, ( )q y . Очевидно, что эта неоднород-

ная система всегда является треугольной с отличными от нуля элементами на 

диагонали. 

Следствие 3.3.1. Дифференциальное уравнение ( ) ( )
m

i
m i

i r
L y a y



   

( )sP  , где 0 r m  , 0ra  , а ( )sP   ― многочлен степени s , вообще го-

воря, с комплексными коэффициентами, имеет частным решением многочлен 

( )r
sy Q   степени s r , где ( )sQ   многочлен степени s . 

Доказательство. Данное уравнение заменой ( )r y w   сводится к 

уравнению (3.3.1) с отличным от  нуля младшим коэффициентом.  ■ 

Рассмотрим теперь уравнение с правой частью специального вида 

( ) ( ( )cos( ) ( )sin( ))a
m n kL y e P b Q b      ,    (3.3.7) 

где a  и b  ― вещественные числа, ( )nP  , ( )kQ   ― многочлены с вещест-

венными коэффициентами степени n  и k  соответственно. 

Для отыскания частного решения уравнения (3.3.7) заменим его ком-



 100

плексифицированным уравнением, введя для этого новую неизвестную ком-

плекснозначную функцию вещественного аргумента z y i v  , где y , v  ― 

вещественные функции вещественного аргумента x , 2 1i  . 

Уравнение 

0( ) ( ( ) ( ))m n kL z e P iQ     ,      (3.3.8) 

где 0 a ib    называется комплексификацией уравнения (3.4.6). Отделяя в 

уравнении (3.3.8) вещественную и мнимую части, легко убедиться, что его 

вещественная часть равносильна исходному вещественному уравнению. 

Теорема 3.3.2. Уравнение (3.4.6) имеет частное решение вида 

exp( )(Re( ( )cos( ) Im( ( )sin( ))r
s sy a U b U b       ,  (3.3.9) 

где r  ― кратность числа 0 a ib    как корня характеристического много-

члена оператора mL , ( )sU   ― многочлен степени max( , )s n k  с комплекс-

ными коэффициентами, который при 0r   совпадает с многочленом ( )sQ   

из следствия 3.3.1; Re( ( ))sU  , Im( ( ))sU   — вещественная и мнимая части 

многочлена ( )sU x . 

Доказательство. Выполнив комплексификацию исходного уравнения 

получим ( ) ( ) ( )m n kL z P iQ   . В этом уравнении замену переменной 

0z ue           (3.3.10) 

и воспользовавшись тождеством (3.4.1), приведем его к виду 

0
1 ( )( ) ( )( ) ( )
!

m
i i

m m s
i r

L u H u T
i

  


  , где коэффициенты 0
( )( )i
mH  , вообще го-

воря, комплексные числа, ( )sT   ( ) ( )n kP i Q  . 

Если в последнем уравнении 0r  , то сделав еще одну замену 

( )r u w  , получим 0
0

( ) ( )( ) ( )
m r

i r
m r s

i
L w B w T  






  , где 0
0 0( )B   . По 

теореме 3.3.1 последнее уравнение имеет частным решением многочлен 

( )sw W  . Интегрируя при 0r   дифференциальное уравнение 

( ) ( )r
su W   при нулевых произвольных постоянных, получим 



 101

( )su U  . В силу подстановки (3.3.10) частное комплексное решение ис-

ходного уравнения имеет вид 0( )exp( )r
sz U    . Вещественное частное 

решение исходного уравнения находится по формуле 1
2

( )y z z  . ■ 

Пример 3.4.1. Найти частное решение уравнения 2 4 2x y xy y     
1 2 1 2[(ln ) cos(ln ) (ln ) sin(ln )]x x x x x    .  

Решение. Переписав уравнение в виде 2 3 2( ) ( )x y x y y     
2 1 2exp( ln )[(ln ) cos(ln ) (ln ) sin(ln )]x x x x x     , видим, что ( )x x  , 

ln x  . Комплексифицировав последнее уравнение, получим 

2( )x z  2
03 2 1 2exp( ln )(ln ln )x z z x x i x i      , где 0 1 i    . Вы-

полнив замену переменной 0exp( ln )z u x , найдем 2( )x u   
21 2 1( )( ) ( ) lni x u i u x       1 2lni x i  . Частным решением послед-

него уравнения является многочлен второй степени относительно ln x . По-

этому, действуя на это уравнение слева оператором x  с учетом условия 

0( ) jx u   при 2j  , составим систему 

2 2

2

2

1 2 1 1 2
1 2 1 2

1 2

( ) ( )( ) ( ) ln ln ,
( )( ) ( )( ) ln ,
( )( ) ,

x u i x u i u x i x i
i x u i x u x i
i x u

 
 


        
      
   

 

из которой найдем    2 21 13 1
2 2

ln ln ln lnu x x x x i       . Поэтому по 

формуле (3.3.9) вещественное частное решение исходного уравнения имеет 

вид     1 2 21 3 1
2

ln ln cos(ln ) ln ln sin(ln )y x x x x x x x      . Нетрудно 

убедиться, что применение известных методов к отысканию даже частного 

решения рассмотренного, уравнения, приводит к существенно большему 

объему вычислений. 

2. Отыскание частных решений неоднородных систем 

Покажем, что предложенный в предыдущем пункте метод отыскания 
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частных решений применим к некоторому достаточно часто встречающемуся 

на практике классу неоднородных систем обыкновенных линейных диффе-

ренциальных уравнений. Рассмотрим системы вида 

0

( ) ( ) ( )
m

i i
m q

i
L y A y S 



  ,       (3.3.11) 

где iA  ― n n  матрицы с комплексными элементами, 1( ( ), ..., ( ))ny y x y x  ― 

столбец неизвестных, ( )qS  
1

( ( ), , ( ))
nq qS S   ― столбец правых частей, 

в котором ( )
kqS   ― заданные многочлены степени kq . Число 

1max( ,..., )nq q q  назовем весом вектора ( )qS  . 

Матричный многочлен 
0

( )
m

i i
m

i
H A 



  назовем характеристическим 

многочленом системы (3.3.11). 

Лемма 3.3.3. Если ( )qS   ― столбец веса q , то 0( ) ( )q
qS s    , 

где s  ― постоянный вектор, 0( ) ( )q j
qS s     при j q . 

Доказательство аналогично доказательству леммы 3.3.1. 

Теорема 3.3.3. Если система дифференциальных уравнений (3.3.11) со-

вместна, а матрица 0A  обратима, то система имеет частным решением стол-

бец 

1 0
( ) ( ( ),..., ( ))q p p            (3.3.12) 

веса q , удовлетворяющий треугольной системе матричных уравнений 

( ) ( ) ( ) ( )i i
m qL y S   , 0,i q ,     (3.3.13) 

рассматриваемой как алгебраическая относительно неизвестных y , y , 

... , ( )q y . 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.5.1. 

Пример 3.3.2. Найти частное решение системы 3 2A y A y    

1A y  0
2( )A y S x , где 3 2 3

1 4
A  

 
 

, 2 1 0
2 2

A  
  

, 1 0 1
0 1

A
 

 
 

, 
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0 1 1
2 5

A  
 
 

, 2( )S x  22 1 2( , )Tx x  . 

Согласно теореме 3.4.3 данная система имеет частным решением стол-

бец веса два. Поэтому дифференцируя дважды исходную систему, получим 

следующую алгебраическую систему для отыскания частного решения  

2 1 0 1 0 0 2
2 2 2( ), ( ), ( )A y A y A y S A y A y S A y S             .  

Найденное отсюда решение таково  2 14 13 93 3 // / ,y x x     

2 3 2 10 9/ /
T

x x  . 

Следствие 3.3.2. Если система  

( ) ( ) ( )
m

i i
m q

i r
L y A y S 



  ,      (3.3.14) 

где 0 r m  , ( )qS   ― столбец веса q , а матрица rA  обратима, система 

имеет частное решение вида 

( )r
qy    ,        (3.3.15) 

где ( )q   ― столбец веса q . 

Доказательство утверждения состоит в приведении системы (3.3.14) 

заменой ( )r y v   к виду (3.3.11) с последующим применением теоремы 

3.3.3 и интегрированием системы ( )r y v   при нулевых произвольных по-

стоянных. 

Рассмотрим теперь систему более общего вида  

( ) exp( )[ ( )cos( ) ( )sin( )]m q kL y a S b R b      ,  (3.3.16) 

в которой коэффициенты оператора L  являются вещественными n n  матри-

цами, a  и b  ― вещественные числа, ( )qS   и ( )kR   ― столбцы многочле-

нов с вещественными коэффициентами веса q  и k  соответственно. 

Назовем комплексификацией системы (3.3.16) следующую систему 

0( ) exp( )[ ( ) ( )]m q kL z S i R     ,    (3.3.17) 
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где z y iv   ― новая неизвестная вектор-функция, y  и v  ― веществен-

ные вектор − функции вещественного аргумента x , 0 a ib   . Веществен-

ная часть последней системы совпадает с системой (3.3.16). 

Теорема 3.3.4. Если система (3.3.16) совместна и при 0 a ib    мат-

рицы 0
( )( )i
mH  , 0 1,i r  , ненулевые, а матрица 0

( )( )r
mH   обратима, то сис-

тема имеет частное решение вида 

exp( )[ Re( ( ))cos( ) Im( ( )) sin( )]r
s sy a U b U b       ,  (3.3.18) 

где ( )sU   ― столбец веса max( , )s q k , который при 0r   находится из си-

стемы вида (3.3.13), а при 0r   совпадает со столбцом ( )q  , отыскивае-

мым, как и в следствии; Re( ( ))sU   и Im( ( ))sU   ― вещественная и мнимая 

части столбца ( )sU  . 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.3.2. Именно, 

комплексифицировав систему (3.3.16), выполним в ней замену переменной 

0exp( )z u   , приведя к виду 

0
1 ( )( ) ( )( ) ( )
!

m
i i

m m s
i r

L u H u T
i

  


  ,    (3.3.19) 

где коэффициенты 0
( )( )i
mH  , вообще говоря, комплексные матрицы, ( )sT    

( ) ( )q kS i R   . 

Если в последней системе 0r  , то, сделав еще одну замену 

( )r u w  , приведем ее к виду 0
0

( ) ( )( ) ( )
m r

i i
m r s

i
L u B w T  






  , где мат-

рица 0
0( )B   обратима по предположению, Далее по теореме 3.3.3 или по 

следствию получим требуемое. 
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3.4. Полиномиальные решения неоднородных обыкновенных ли-

нейных дифференциальных уравнений первого порядка 

Получим условия существования полиномиальных решений у неодно-

родных обыкновенных линейных дифференциальных уравнений первого по-

рядка и метод их отыскания [62], который нам понадобится в параграфе 3.5. 

Теорема 3.4.1. Если дифференциальное уравнение  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x z x q x z x r x t x    ,     (3.4.1) 

где ( )p x , ( )q x , ( )r x , ( )t x  ― достаточное число раз дифференцируемые 

функции, имеет при некотором значении числового параметра   частным 

решением многочлен ( )nz z x  степени n , то это решение может быть найде-

но из системы уравнений, полученной из уравнения (4.1.1) дифференцирова-

нием с условием 0( )( )k
nz x   при k n , рассматриваемой как алгебраическая 

относительно неизвестных ( )( )k
nz x , 0 1, ,...,k n . 

Доказательство. Дифференцируя уравнение (4.1.1) при условии 

0( ) ( )( ) ( )k k
nz x z x  , k n , составим систему 

1

2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ),

( ) ( (

( )

) ( )

n

n n n

n n n

n

n n n
n

nq x z p x z r x
q x z q x p x z p x z r x t x
q x z q x p x z q x p x z

p x z r x t x

q x z nq x p x

t x






 
         
         

    

 




( )

( ) ( )

) ( ) ( )

( ) ( ).

n
n n

n n

z p x z x

r x t x









   


  



 (3.4.2) 

Согласно предположению эта система совместна и её решение может быть 

найдено известными методами. 

Если система квадратная и её определитель не равен нулю, то  

( ) z
nz x 


 ,  


 ,         (3.4.3) 

где   ― определитель системы, z ,   ― определители, полученные из оп-

ределителя системы заменой первого и последнего столбцов столбцом сво-
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бодных членов, соответственно.   ■ 

Теорема 3.4.2. Пусть в уравнении  

1 2 3 4
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n np x z x q x z x r x t x    .   (3.4.4) 

коэффициенты 
1
( )np x , 

2
( )nq x , 

3
( )nr x , 

4
( )nt x  ― многочлены степени 1n , 2n , 

3n , 4n , обозначим 3 4max( , )N n n . Для того чтобы уравнение (3.4.4) имело 

полиномиальное решение ( ) ( )nz x z x  степени n  необходимо, выполнение 

одного из условий:  

а) 1 21n n n n N     ; б) 1 21n n n n N     ; 

в) 1 21n n N n n     ; г) 2 1 1n n N n n     . 

При выполнении одного из необходимых условий для существования 

указанного решения достаточно чтобы система уравнений (3.4.2), полученная 

дифференцированием уравнения (3.4.4) с условием 0( )( )k
nz x   для достаточно 

больших k , не содержала противоречивых уравнений. 

Доказательство. Необходимость условий а) ― г) вытекает из сравне-

ния степеней многочленов в правой и левой частях уравнения (3.4.4).  

Если одно из условий а) ― г) выполняется, то указанное частное решение 

может быть найдено из системы уравнений (3.4.2), при условии что в ней нет 

противоречивых уравнений. 

Например, условие а) может иметь место только при n N , 1 1n  , 

2 0n  . В этом случае уравнение (3.4.4) принимает вид  

1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )N N N Na x a z x b z x r x t x    .   ■(3.4.5) 

Теорема 3.4.3. Если 1 0 0| | | |a a  , 0 0b   и 0 1 0b ka   при 

1 2, , ,k N  , то существует полиномиальное частное решение ( )Nz z x  

уравнения (5) при любом значении параметра  .  

Доказательство. Действительно, в этом случае система (3.4.2) приобре-

тает почти треугольный вид  
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0 1 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 1

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),

( )

( )

( ) ( ) ( ),

N N

N N N N

N n N

N N

N

N N N
N N

b z a x a z r x
b a z a x a z r x t x

b a z a x a z r x t x

b N

t x

a z x r x t x







   
           



    


   


 

из которой находим 

 1 0

0 0 0 1 0 1

1 ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

kN
kk

N N N
k

a x az x t x r x
b b a b ka





  

  
.  (3.4.6) 

Если 0 0b  , но 1 0 0| | | |a a  , то полиномиальное решение существует, 

если результант 1 0 0Re ( , ( ) ( ))N Nz a x a t x r x   .   ■ 

3.5. Рациональные решения однородных линейных дифференци-

альных уравнений 

По-видимому, впервые задача об отыскании рациональных решений 

обыкновенных линейных дифференциальных уравнений была рассмотрена 

Ж. Лиувиллем [87]. Впоследствии ею занимались и российские математики 

В.Г. Имшенецкий [22], П.А. Некрасов, К.А. Андреев [2], советские математи-

ки, например, [28]. В конце 20 и начале 21 века в связи с развитием систем 

компьютерной алгебры (СКА) этой задаче посвятили свои работы многие ма-

тематики, например, [4, 69, 104, 105, 107]. Эффективный алгоритм отыскания 

рациональных решений уравнений второго порядка с рациональными коэф-

фициентами предложен в [85]. Мы предлагаем метод отыскания рациональ-

ных решений, названный методом Д-преобразования [59], в некотором смыс-

ле предпочтительный предложенных ранее.  

Задача отыскания рациональных решений НОЛДУ является частной по 

отношению к общей задаче отыскания лиувиллевых решений. В одной из ра-
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бот [70] французского математика Арбогаста предложен метод отыскания 

частных полиномиальных решений ОЛДУ, названный им методом «дерива-

ции». Впоследствии этот метод был применен Н.В. Бугаевым [11] для реше-

ния некоторого круга задач математического анализа. Рассмотрим ОЛДУ 

1
1 1 0 0( ) ( )( ) ( ) ... ( ) ( )m m

m mx x a x y a x yy ya a 
      ,   (3.5.1) 

где 0( ), ,ia x i m  ― рациональные функции над полем комплексных чисел. 

Без ограничения общности можно считать, что ( )ia x  ― многочлены, причём 

взаимно простые в совокупности, 1 0 1( , , , )m ma a a  . 

Известно [23], что корни j  знаменателей рациональных решений 

уравнения (3.5.1) являются корнями уравнения 0( )ma x  , а показатели сте-

пеней jr  двучленов jx   совпадают с модулями отрицательных корней оп-

ределяющего уравнения. Например, если уравнение (3.5.1) можно записать в 

виде 
0

0( )( ) ( )
m

i i
j i

i
x h x y



  , где ( ) ( )( )i
i i ja x h x x   , причем 0( )m jh   , то 

определяющее уравнение будет иметь вид 

0

0( ) ! ( )
m

i
r i j

i
F r C i h 



  .       (3.5.2) 

В более общем случае определяющее уравнение получается приравни-

ванием к нули коэффициента при младшей степени двучлена jx   в выра-

жении ! ( )( )rС h x  




    , где ( ) ( )( )a x h x x 
    . В качестве верхних 

значений jr  можно взять модули наименьших неположительных корней оп-

ределяющего уравнения. Пусть 1 2, , ..., n    те из корней уравнения 

0( )ma x  , для которых соответствующие определяющие уравнения имеют 

натуральные неположительные корни, и пусть 1 2, , ..., nr r r  модули наименьших  

из них, соответственно. 

Выполнив в уравнении (3.5.1) замену 
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1 2
1 2( ) ( ) ( ) nrr r

ny u x x x        ,     (3.5.3) 

получим уравнение 
1

0 1 0 1 0 0 0 0( ) ( )
, , , ,( ) ( ) ... ( ) ( )m m

m mx x b x u b x ub u b u 
      ,  (3.5.4) 

коэффициенты которого можно считать многочленами взаимно простыми в 

совокупности. 

Теорема 3.5.1. Уравнение (3.5.1) имеет рациональные решения в том и 

только в том случае, когда уравнение (3.5.4) имеет полиномиальные реше-

ния. Размерность подпространства рациональных решений уравнения (3.5.1) 

совпадает с размерностью подпространства полиномиальных решений урав-

нения (3.5.4).   ■ 

Подставим полином ( )q x x  (члены меньшей степени) в (3.5.4) и 

обозначим через ( )  коэффициент при старшей степени переменной x . 

Уравнение 0( )   назовём разрешающим уравнением для уравнения 

(3.5.4). Если ( )  не зависит от   (разрешающее уравнение не существует), 

то уравнение (3.5.4) не имеет полиномиальных решений. Если же разрешаю-

щее уравнение существует, то решениями уравнения (3.5.4) могут быть по-

линомы степеней i , где i  ― натуральные корни разрешающего уравнения. 

Обозначим через 1 2, , ..., l    ― различные натуральные  корни раз-

решающего уравнения, через 2R През ( , )k
mD   ― правый дифференциаль-

ный результат операторов 0
0

, ( )
m

i
m i

i
D b x 



  и k , где обозначено d
dx

  . 

Теорема 3.5.2. Для того чтобы уравнение (3.5.4) имело нетривиальное 

полиномиальное решение необходимо и достаточно выполнение условий: 

а) уравнение 0( )   существует и имеет, по крайней мере, один на-

туральный корень; 

б) для 
1
maxl ii l

 
 

  През 1 0( , )l
mD    . 

Доказательство. Предположим, что уравнение (3.5.4) имеет полино-

миальное решение ( )u q x , 0deg ( )q x  . Тогда 0 0( )  , а поскольку 
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0 1 0( )q x   , то равен нулю и През 1 0( , )l
mD    . Из того, что 0l   следу-

ет През 1 0( , )l
mD    . 

Обратно, пусть выполняются условия а), б) теоремы и 0  наименьший 

из натуральных корней разрешающего уравнения, для которого 

През 1 0( , )l
mD    . Тогда по свойству правого дифференциального резуль-

танта уравнения 0mD u   и 0 1 0u    имеют общее нетривиальное решение, 

которое, очевидно, должно быть полиномом.     ■ 

Теорема 3.5.2 даёт критерий существования полиномиальных решений 

уравнения (3.5.4), а, значит, и рациональных решений уравнения (3.5.1), но 

она не позволяет вычислить размерность подпространства таких решений. 

Рассмотрим одно преобразование, которое позволит это сделать. 

Пусть в уравнении (3.5.4) 0 0 1 0 1 0 0, , ,... kb b b     , 0 0,kb  . Обозначим 

( )k
ku Q , разделим (3.5.4) на 0,kb  и продифференцируем, получим 

0 0 1 0 1 0 2 01 1

0 0 0 0 0

, , , , ,( ) ( ) ( )

, , , , ,

m m m m mm k m k m k
k k k

k k k k k

Q Q Q
b b b b b
b b b b b

      

                            

2 0 1 0 1 0

0 0 0

1 0, , ,

, , ,

k k k
k k

k k k

Q Q
b b b
b b b
  

                              

 . (3.5.5) 

Умножим (3.5.5) на 2
0,kb  и, обозначив 1k kQ Q   , получим 

1
0 0 0 0 1 0 00 0 1 1

( ) ( )
, , , , , ,, , ...m k m k

m k m k m kk m k kb b Q Qb b b b b b  
         

    2 0 0 2 0 0 1 0 0 1, , , , , ,k k k k k k kb Qb b b b b          

2
1 0 0 1 0 0 0 1 0, , , , ,k k k k k kQb bb b b  

      . (3.5.6) 

Обозначим коэффициенты уравнения (3.5.6) через 1,ib , где 

1 0 0, , ,m k mb b b , 1 1 0 0 1 0 0 0 0, , , , , , ,i i k i k i kb b b b b b b     , 1,i k m  .  (3.5.7) 

Если в уравнение (3.5.6) 1 1 1 1 1 0, , ,k k k pb b b     , 1 0,k pb   , то, обозначив 

1 1
( )p
k k pQ Q   , получим 
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1
1 1 1 1 1 1 1 0( ) ( )
, , ,...m k p m k p

m k p m k p k p k pb Q b Q b Q    
           .   (3.5.8) 

Определение 3.5.1. Переход от уравнения (3.5.4) к уравнению (3.5.8) 

по формулам (3.5.5) с последующей заменой 1 1
( )p
k k pQ Q    назовём Д—

преобразованием уравнения (3.5.4).  

Таким образом 1
10 0Д : m m k pD u D Q     , где 1

mD  ― преобразованный 

оператор. Обозначим через ( )p i  ― число младших коэффициентов уравне-

ния (3.5.4), обратившихся в нуль на i -ом шаге применения Д—

преобразования, тогда 0( )p k  и, например, для 1i   будет 0 1 0 1( ), ( ), ...p pb b   

0 1 11 0( ) ( ) ,p pb    , 0 1 1 0( ) ( ),p pb   . 

Положим 0 1( ) ( ) ( ) ... ( )i p p p i     . Пусть в уравнении (3.5.4) 

0 0( ) k   . Применим к уравнению 
01

0 1 0 0 0 0( ( ))( ) ( )
, , ( ),...m m

m m b ub u b u 



       (3.5.9) 

Д—преобразование   раз, получим уравнение 
1

1 0( ( )) ( ( ) )
, ,( ) ( ) ( ), ( )...m m

m mQ Q b Qb b   
            

  
      ,  (3.5.10) 

в котором по определению Д—преобразования 0( ),b    . 

Лемма 3.5.1. Для любого натурального   производная порядка 

( )    от любого решения уравнения (3.5.9) является решением уравнения 

(3.5.10). Если решением уравнения (3.5.10) является полином степени r , то в 

числе решений уравнения (3.5.9) имеется полином степени ( ) r    . 

Лемма очевидна, так как ( ( ) )
( )Q u   

  


  .  ■ 

Лемма 3.5.2. Положим 1   и пусть 1 1( )Q   произвольное частное ре-

шение уравнения (3.5.10). Представим неопределённый 1 1( )   ― кратный 

интеграл в виде 
1

1 1
01 1

( )

( )
( )

( ) ( ) i
i

i
f x Q dx F x c x









    , где функция ( )F x  не 

зависит от произвольных постоянных ic . Найдутся такие числа ja  0( )j  , 

0 1( ) ,  …, 1( ) , что функция 0
0

( )
( )( ) ( )x f x c x

     
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1 0
0 0 1 1 1 1 10 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( )!) ( ... )a c a c a x
     

      будет решением уравнения 

(3.5.9) при любых значениях произвольных постоянных 

0 1 0 1( ), , ..., ,c c c  0 1 1( ) ( ),c c   

Доказательство. По определению Д—преобразования дифференци-

альный оператор mD , отвечающий уравнению (3.5.9), преобразуется по фор-

муле 
2 1 1 1

0 0 0 0 1 1
( )

( ), ( ), ( )( )m mb b D D 
    

  ,     (3.5.11) 

где 1 1( )mD    ― оператор, отвечающий уравнению (3.5.10). Подставляя функ-

цию ( )f x  в тождество (3.5.11), получим 2 1
0 0 0 0( ), ( ),( ( ( )))mb b D f x     

1 1
1 1

( )
( ) ( ( ))mD f x

  
   1 1

1 1 1 1 0( )
( ) ( )( )mD Q

  
    . Отсюда следует, что 

1
0 0( ), ( ( ))mb D f x

  не зависит от переменной x . Поэтому 0 0( ),( ( ))mD f x cb , 

где c  ― вообще говоря, зависит от произвольных постоянных 0( ) ,c  

0 1( ) ,c  1( )...,c . Найдём форму этой зависимости. 

Имеем 1 0 1
1 0 1

( ) ( )
( ) ( )( ( )) ( ) ... ( )m m mD F x c D x c D x 

 


    0
0

( )
( ) ( )mc D x

   

0 0( ),c b . Дифференцируя последнее соотношение по 0( )c , находим 

0
0 0

( )
( ),( )mD x c b

  или 0 0 0 00 ( ), ( ),( )!b c b   , 0( )!c   . То есть 

0 00 ( ) ( )( )!c c    , где 0( )  ― произвольная постоянная. Подставив это 

выражение для c  в (*), получим ( ( ))mD F x  1
1

( )
( ) ( )mc D x

   

1 1
1 1

( )
( ) ( )mc D x




  0 1
0 1

( )
( ) ( )mc D x




  0 0 0( ) ( ),b  . (**) Дифференцируя по-

следнее соотношение по 0 1( )c  , найдём 0 1
0 0 0

( )
( ) ( ),( )mD x b

   . То есть 

1 0 1
0 0 0

( )
( ) ( ), ( )mb D x

     . Если 0 0( )   , то 0 1 0( )( )mD x    и постоянную 0 1( )c   

можно выбрать произвольно. Если 0 0( )   , то поскольку 0( )  не зависит от 

x , а 1 0 1
0 0

( )
( ), ( )mb D x


   не зависит от произвольных постоянных ic , получим, 

что 1 0 1
0 0 0 0

( )
( ) ( ), ( )( )mb D x a

        ― числовая константа. Отсюда 
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0 0 1 0 0 1( ) ( ) ( ) ( )c a       . Подставляя выражение для 0( )  в (**), получим 

1
1

( )
( )( ( )) ( ) ...m mD F x c D x

  0 2
0 2

( )
( ) ( )mc D x




  0 1 0 0( ) ( ),b   . Дифференцируя 

последнее соотношение по 0 2( )c   и рассуждая аналогично, найдём 

0 1 0 2 0 1 0 2( ) ( ) ( ) ( )c a         . Продолжая так, установим, что 1 1j j j jc a    , 

0 0 1( ), ( ) , ...j    , 1 1( )  , где 1 1
0 0( ), ( )j

j ma b D x
  . Обозначив 

1
1 1 0 0( ) ( ) ( ), ( ( ))ma b D F x    , получим 00 ( )( )!c c   0 1 0( ) ( ) ...c a    

1 0 1 1( ) ( ) ( )c a    . Подставляя выражение для c  в соотношение 

0 0( ),( ( ))mD f x cb , и учитывая, что 1 0
0 0 0 ( )

( ), ( ( )!) ( )mb D x
   , найдём 

0
0

( )
( )( ( )mD f x c x

 
01

0 1 0 1 1 1 10 0
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( )!) ( ... ) )c a c a a x


     
     . ■ 

Замечание. Положим 1 1 0( )Q    и 0( )F x  , тогда при 1 0 0( ) ( )    

из леммы 3.5.2 следует, что уравнение (3.5.9) имеет полиномиальные реше-

ния степеней 0 1 0 1 0 1 0 2 1, , , ( ) , ( ) , ( ) , , ( )       , при 1 0 0( ) ( )    ― 

степеней 0 1 0 1, , , ( )  , при 1 0 0( ) ( )    ― степеней 1 2 1, , , ( ) . 

Лемма 3.5.3. Если при применении к уравнению (3.5.9) Д—

преобразования   раз 0 1 1 0( ) ( ) ( ), ( ) ( )           , то в числе его 

решений имеются полиномы степеней 1 2( ) , ( ) ,           

0 0 1 1 0( ) , ( ) , , ,     . 

Доказательство. Выпишем уравнения, получающиеся при применении 

к уравнению (3.5.9) Д—преобразования   раз. 
0

0 0 0 0 0 1( ( ))
, ( ) ( ), ( )( ) : , ,m

m j j j jj b Q b Q j
   

      , 

0 0( ( ))
, ( ) ( ), ( )( ) : m

mb Q b Q 
         

    . 

Согласно замечанию к лемме 3.5.2, применённому к уравнению 

1j   , в числе его решений имеются полиномы степеней 

1 1( ), ( ) , ,p p    . Так как по лемме 3.5.1 0 1
0 1

( ( ) )
( )Q u  

 
 

    

1 0( ( ) ( ))    , то уравнение (3.5.9) имеет полиномиальные решения сте-
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пеней 0 1 0 2( ) ( ) , ( ) ( )p p           , 0, ( )  . 

Поскольку 0( ) ( ) ( )p     , то получена часть степеней полиноми-

альных решений. Наличие полиномиальных решений степеней 0 1( )  , 

,1 0,  очевидно, причём, при 0 0( )   это ― тривиальное решение. ■ 

Лемма 3.5.4. При 1   коэффициент 0 1 0( ),b   в том и только в том 

случае, когда уравнение (3.5.9) имеет полиномиальное решение степени 

0 1( )  . 

Доказательство. Предположим, что некоторый полином степени 

0 1( )   является решением уравнения (3.5.9), но 0 1 0( ),b  . Преобразованное 

уравнение имеет вид 0
1 0 1 0 1 0 1 0( ( ))
, ( ) ( ), ( )

m
mb Q b Q

  

    . Согласно лемме 3.5.1 

одним из его решений должна быть ненулевая константа, что противоречит 

предположению. 

Обратно, пусть 0 1 0( ),b  , то есть 1 0( ) ( )  . По лемме 3.5.3 в числе 

решений уравнения (3.5.9) имеется полином степени 0 1( )  .   ■ 

Теорема 3.5.3. Уравнение (3.5.9) для произвольных натуральных   и 

1 0( )m   не имеет полиномиальных решений степеней 0( ),  0 1( ) ,  , 

0 1, ( )   , 1m   и в числе решений этого уравнения имеются полино-

мы степеней 0 0 1( ) , ( ) ,       , 1 1m    в том и только в том случае, 

когда при применении к уравнению (3.5.9)   раз Д—преобразования выпол-

няются условия 

0 1 1( ) ( ) ( )       ,       (3.5.12) 

10( ) ( ) m    .      (3.5.13) 

Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы относительно 

степеней полиномиальных решений. Так как уравнение (3.5.9) не имеет по-

линомиальных решений степени 0( ) , то, очевидно, 0 0 0( ),b  . Применяя к 

(3.5.9) Д—преобразование один раз, получим 
1

1 1 1 1 1 1 1 0( ( ))
, ( ) ( ), ( )

m
mb Q b Q

  

    .     (3.5.14) 
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Так как уравнение (3.5.9) не имеет полиномиальных решений степени 

0 1( )  , то по лемме 3.5.4 0 1 0( ),b   и 1 0( ) ( )  . Пусть уже установлено, 

что 0 1 2( ) ( ) ( )       . Рассмотрим уравнения 
0

2 0 2 0 2 0 2 0( ( ))
, ( ) ( ), ( )

m
mb Q b Q

      


        ,    (3.5.15) 

1
1 1 1 1 1 1 1 0( ( ))

, ( ) ( ), ( )
m

mb Q b Q 
         

 
           .   (3.5.16) 

Уравнение (3.5.15) не имеет полиномиальных решений степени едини-

ца. В противном случае по лемме 3.5.1 уравнение (3.5.9) имело бы полиноми-

альные решения степени 0 1( )   . Поэтому по лемме 3.5.4 1 1 0( ),b     , то 

есть 1 0( ) ( )    . 

Чтобы установить (3.5.13), Рассмотрим ещё уравнения 
0

1 0 1 0 1 0 1 0( ( ))
, ( ) ( ), ( )

m
mb Q b Q

      


        ,    (3.5.17) 

0( ( ))
, ( ) ( ), ( )

m
mb Q b Q 

         

    .     (3.5.18) 

Предположим, что 0( ) ( )   . Поскольку уравнение (3.5.9) имеет по-

линомиальное решение степени 0( )  , то по лемме 3.5.1 при 0( ) ( )    

уравнение (3.5.18) должно иметь решением нулевую константу. Но тождест-

во 0( ),b     противоречит предположению, значит 0( ) ( )   . Остаётся 

показать, что 1( ) m   . Пусть 1( ) m   , например, 11( ) m    . По усло-

вию теоремы уравнение (3.5.9) имеет решением полином степени 

1 1 ( )m        . Тогда по лемме 3.5.1 уравнение (3.5.18) имеет решени-

ем ненулевую константу, следовательно, 0( ),b    , что противоречит опре-

делению ( )  . Пусть 11( ) m    . Так как в числе решений уравнения 

(3.5.9) имеются полиномы степеней 0 0 1( ) , ( ) , ,        1 1m   , то, 

согласно лемме 3.5.1 и допущению, в числе решений уравнения (3.5.18) 

должны быть полиномы степеней 10 1 1, , , ( )m    , но 0( ),b     и ненуле-

вая константа не может быть решением уравнения (3.5.18). 

Допустим 1( ) m   . Уравнению (3.5.9) по условию теоремы удовле-

творяют полиномы степеней 10 0 1 1( ) , ( ) , , m         . Если приме-
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нить лемму 3.5.3 к уравнению (3.5.18), то получим, что ему удовлетворяют 

полиномы степеней 1 2, , , ( )p  . Тогда по лемме 3.5.3 уравнению (3.5.18) 

удовлетворяют полиномы степеней 0 0 1( ) , ( ) , ,        

0 1( ) ( )p      1( )    . Так как по допущению 1( ) m   , то урав-

нению (3.5.9) должны удовлетворять и полиномы степеней 1 ,m   

1 2 1, , ( )m        , что противоречит условию теоремы. 

Обратно, пусть выполняются условия (3.5.12), (3.5.13). Рассмотрим 

уравнения 
0

0 0 0 0( ( ))
, ( ) ( ), ( ) ,m

m j j j jb Q b Q
  


    0 1,j   .   (3.5.19) 

Если бы уравнение (3.5.9) имело полиномиальные решения степеней 

0 0 1 0 1( ), ( ) , , ( )       и 1 ( )m   , то каждое из уравнений (3.5.19) и 

(3.5.18) соответственно, по лемме 3.5.1 имело бы в числе решений ненулевую 

константу. Значит 0 0( ), jb   для 0 1,j   , то есть 0( )  1( )  1( )   , 

что противоречит (3.5.12). Согласно лемме 3.5.3 уравнение (3.5.9) имеет по-

линомиальные решения степеней 0( ) ,  0 1 1( ) , , ( )        .  ■ 

Для доказательства основной теоремы 3.5.4 предположим, что разре-

шающее уравнение уравнения (3.5.9) имеет r  различных целых неотрица-

тельных корней. Расположим их по возрастанию, обозначив наименьший ко-

рень через 0n . Получим   групп корней по ik  корней в каждой 

in , 1in  ,…, 1i in k  , 0 1,i   ,    (3.5.20) 

где 1 1 1i i in n k     , для 0 2,i    и 0 1 1...k k k r     .  

Теорема 3.5.4. Для того чтобы размерность подпространства полино-

миальных решений уравнения (3.5.9) равнялось s  0( )s m   необходимо и 

достаточно, чтобы 

а) разрешающее уравнение имело не менее s различных целых неотри-

цательных корней; 

б) существовало такое целое неотрицательное число N, что 

1( ) , ( ) ( ), ( ) ( ),N s N N N N           . 
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Необходимость. Пусть 1 2( ), ( ), , ( ),sq x q x q x  ― все линейно независи-

мые полиномиальные рушения уравнения (3.5.9). Степени in  этих полино-

мов, очевидно, являются корнями разрешающего уравнения. Расположим их 

в соответствии с (3.5.20). Если среди полиномов ( )iq x  имеется нетривиаль-

ный степени 0 0n   и полиномы степеней 01 2 1, , ,k   и ни один полином 

степени 0k  не принадлежит этому множеству, то 
00 0 1 0 1 0 0, , ,... kb b b     , 

0 0 0,kb  , то есть 00( ) k  . 

Если же 0 0n  , то пусть среди полиномов ( )iq x  имеются полиномы 

степеней 0n , 0 1n  ,…, 0 0 1n k  , и нет полиномов степени 0 0n k . Применим 

к (3.5.9) Д—преобразование 0n  раз. По теореме 3.5.3 при 0n  , 0 0( )  , 

1 0m k  получим, что 00 1 1 0( ) ( ) ( ) ,n        0 0( )n k  . То есть 

0 0 0 00 1 1 0, , ,...n n k nb b b     , 
0 0

0,k nb  . Преобразованное уравнение имеет вид 

0

0 0 0 0 0 0 0
0( )

, ,
m k

m n n k n k n kb Q b Q
    .     (3.5.21) 

Согласно лемме 3.5.1 из (3.5.20) следует, что в числе решений уравне-

ния (3.5.21) имеются полиномы степеней 

1 0 0n n k  , 1 0 0 1n n k   ,…, 1 0 0 1 1n n k k     

и нет полиномов степени 1 0 0 1n n k k   . Применим к уравнению (3.5.21) Д—

преобразование 1 0 0n n k   раз. По теореме 3.5.3 при 1 0 0n n k    , 0 0( )   

(так как 
0 0

0,k nb  ), 1 1m k  получим, что 1 0 0 1( )n n k k     

1 0 00 1 1 0( ) ( ) ( )n n k         , 1 0 0 1( )n n k k    . То есть 1 0 0n n k   

шагов применения к уравнению (3.5.21) Д—преобразования обратились в 

ноль коэффициенты 

0 1 0 0 1 0 0 1 1 01 1 0, , ,...k n k k n k k k n kb b b         , 
0 1 1 0

0,k k n kb    . 

Таким образом, за 0 1 0 0 1 0( )n n n k n k      шагов применения к урав-

нению (3.5.9) Д—преобразования обратились в ноль 1 0 1 0( )n k k k     коэф-

фициентов. Допустим по индукции, что за 
2

1
0

j

j i
i

n k





  шагов, где положено 
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1 2 0k k   , применения Д—преобразования обратились в ноль 
1

0

j

i
i

h k




   

2

1
0

( )
j

j i
i

n k





   коэффициентов уравнения (3.5.9). Имеем уравнение 

1 1 1 1 1 1 1 1
0( )

, ,j j j j j j j j

m h
m n h k n k h n h k n kb Q b Q

       


        .   (3.5.22) 

Согласно лемме 3.5.1 и из (3.5.20) следует, что в числе решений урав-

нения (3.5.22) имеются полиномы степеней 

1 1j j jn n k   , 1 1 1j j jn n k    ,…, 1 1 1j j j jn n k k      

и нет полиномов степеней 1 1j j j jn n k k    . Применяя к уравнению (3.5.22) 

Д—преобразование 1 1j j jn n k    раз, получим по теореме 3.5.3 при 

1 1j j jn n k     , 0 0( )  , 1 jm k , что 1 1 1( )j j jn n k      1( )   

0 0( )  , 1 1( )j j j jn n k k     . То есть за 1 1j j jn n k    шагов применения 

к уравнению (3.5.22) Д—преобразования обратились в ноль коэффициенты 

1 1 0, , ,...
j j j jh n h h n h h k n hb b b         , причём 0,j jh k n hb    . Таким образом, за 

1 1j j jn n k    шагов применения к уравнению (3.5.9) Д—преобразования об-

ратились в ноль ( )jn h   0 1 ... jk k k    коэффициентов. Полагая 1j   , 

получим, что за 
2

1
0

i
i

n k









  шагов обратятся в ноль 
2 1

1
0 0

( )i i
i i

n k k
 


 


 

    ко-

эффициентов. Поскольку 
1

0
i

i
k s

 



  по предположению, то 
2

1
0

i
i

N n k









   и 

( )N s  . Ясно, что 1( )N s    и 1( )N s   . 

Покажем, что для любого ( ) ( )N N     . Рассмотрим уравнение, 

полученное за N шагов Д—преобразования 

1
0( )

, , j

m s
m N N s s N h k N sb Q b Q




      .    (3.5.23) 

Поскольку 1 1N s n k     , то по лемме 3.5.1 с учётом (3.5.20) полу-

чаем, что уравнение (3.5.23) не имеет нетривиальных полиномиальных реше-

ний. Поэтому согласно лемме 3.5.4 последовательное применение к этому 
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уравнению Д—преобразования не приведёт к тождеству 0,sb    для N  , 

что и доказывает равенство ( ) ( )N   . 

Достаточность. Предположим, что выполняются условия а) и б) тео-

ремы. Пусть j  0,j l  наименьшее из различных целых неотрицательных 

чисел такие, что 0 1 ... l N      , для которых выполняются соотношения 

0 0 0 0 00 0 1 1 0 10 0 1, , , ,( ) ... ; , , ;ib b b b i              

0 1 0 1 1 1 11 1 1 1 20 0 1, , , ,( ) ... ; , , ;ib b b b i                 

...............................................................................................  

1 1 1 1 10 0 1, , , ,( ) ... ; , , ;
j j j j j j jj i j jb b b b i        
            

...............................................................................................  

1 1 1 1 0 0, , , ,( ) ... ; , .
l l l l l l ll i lb b b b i n       
           

По условию теоремы 0 1 0 1( ) ( ) ... ( )l lN s               . Если 

в уравнении (3.5.9) 0 0( )  , то, очевидно, что 0 0   и из соотношений 0( )  

следует существование у уравнения (3.5.9) полиномиальных решений степе-

ней 00 1 1, , ...,   . Если же 0 0( )  , то 0 0   и из соотношений 0( )  и тео-

ремы 3.5.3 при 0   и 1 0m   следует существование у уравнения (3.5.9) 

полиномиальных решений степеней 0 0 0 01 1, , ...,      . Далее, из соот-

ношений 1( )  и теоремы 3.5.3 при 1 0    , 0 0( )  , 1 1 0m     следует 

существование у уравнения, полученного на шаге 0  применения Д—

преобразования, полиномиальных решений степеней 1 0  , 

1 0 1 0 1 01 1, ...,           . 

Вообще, из соотношений 1  и теоремы 3.5.3 при 1,j j      

1 10 0( ) , j jm       следует существование у уравнения, полученного на 

шаге 1j   применения Д—преобразования, полиномиальных решений степе-

ней 

1 1 1 11 1, , ...,j j j j j j j j                 . 



 120

Выпишем эти степени 

0 0 0 00 1 1( ) , , ..., ;       

1 0 1 0 1 0 1 01 1 1( ) , ,..., ;               

2 1 2 1 2 1 2 12 1 1( ) , , ..., ;               

……………………………………………………… 

1 1 1 11 1 1( ) , , ..., ;j j j j j j j jj                    

……………………………………………………….. 

1 1 1 11 1( ) , ,...,l l l l l l l ll                  . 

Мы уже установили, что уравнение (3.5.9) имеет полиномиальное ре-

шение степеней 0 0 0 01 1, , ...,      . Рассмотрим уравнения, отвечающие 

наборам коэффициентов 1( ) ,…, ( )l  

0( )
, ,

j

j j j j j j j

m
mb Q b Q

      

    .    (3.5.24) 

Каждое из уравнений (3.5.24) имеет по доказанному в числе решений 

полиномы степеней ( )j . По лемме 3.5.1 для каждого j  решения уравнений 

(3.5.24) связаны с решениями уравнения (3.5.9) по формуле ( )j j

j j
Q u  

 


  . 

Отсюда и из 1( ) ( )l  следует, что уравнение (3.5.9) имеет полиномиальные 

решения степеней 1 1 1, ,...,j j j j        1 1 1 0 1, ,j j j l      . Ясно, что 

их всего 0 1 0( ) ...s       1( )l l l      и их степени являются корня-

ми разрешающего уравнения. 

Покажем, наконец, что полиномами указанных степеней исчерпывают-

ся все полиномиальные решения уравнения (3.5.9). Допустим, имеется ещё 

полиномиальное решение, степень которого t  отлична от перечисленных. 

Если 0 0( )  , то 0 0   и неравенство 0t   невозможно. Если 

0 0( )  , то 0 0   и пусть 1 0t t    наименьшая из степеней нетривиальных 

полиномиальных решений уравнения (3.5.9). Пусть далее 

1 1 1 21, , ...,t t t t    ряд последовательных степеней полиномиальных реше-

ний и 2t  наибольшая из них. Положим 1 2 1m t t  , если 2 01t    и 1 0m  , 
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если 2 01t   , 1t  . По теореме 3.5.3 получим 0 1( ) ( )   

1 1 11 0( ), ( ) ( )t t m      . 

Это значит, что 
1 1 1 1 1 10 1 1 0 0, , ( ), ( ),... ;t t t t t tb b b b      . Так как 1 0t   и 0  

по условию теоремы есть наименьшее из чисел, для которых выполняются 

соотношения 0( ) , то неравенство 1 0t   невозможно. Аналогично доказыва-

ется невозможность неравенств 1 1j j j jt        , 0 1,j l  . 

Предположим, наконец, что l l lt N       и пусть 0t t  наи-

меньшая из степеней полиномиальных решений, удовлетворяющая этому не-

равенству. Тогда в числе решений уравнения 

0( )
, ,

j

j j j

m
m N N N Nb Q b Q

  

    .    (3.5.25) 

имеется полином степени 0 0lt N    . Согласно ( )l  последнее неравенст-

во строгое. Применив к уравнению (3.5.25) Д—преобразование 0 lt N    

раз, получим уравнение, в числе решений которого имеется ненулевая кон-

станта. Поэтому должно быть 
0

0,l ltb   . Но это невозможно, поскольку 

0 lt N   и по условию теоремы ( ) ( )N    для N  .    ■ 

Пример 3.5.1. Вычислить размерность подпространства полиномиаль-

ных решений и найти базис этого подпространства  для уравнения 
3 2 33 2 ( )( )x x x y   4 3 22 4 5 8 4( )x x x x y       

4 3 2 3 22 2 2 4 4 6 8 8 0( ) ( )x x x x y x x x y           . 

Подставив в уравнение y x , найдем разрешающее уравнение 

4 2 0  . Согласно теореме 3.5.4 рассматриваемое уравнение может иметь 

в качестве полиномиального решения только многочлен второго порядка. 

Поэтому при дифференцировании уравнения можно полагать 0( )ky   при 

3k  . Применяя к уравнению Д-преобразование, видим, что в нуль обраща-

ется единственный коэффициент при ( )y x . Следовательно, уравнение имеет 

одномерное пространство полиномиальных решений, состоящее из много-

членов второй степени. С учетом последнего условия для искомого решения 
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2( )y x x bx c    получим систему: 4 3 22 4 5 8 4( )x x x x y       
4 3 22 2 2 4( )x x x x y      3 24 6 8 8 0( )x x x y     , ( )xy x  0( )y x  . Из 

последнего уравнения находим 0b  . Подставляя в первое, получим 1c  , 

таким образом, 2 1( )y x x   искомое решение.  

3.6. Интегрирование рациональных функций 

В классическом методе вычисления неопределенных интегралов от ра-

циональных функций с помощью выделения рациональной части, предло-

женном М.В. Остроградским [36], и в методе интегрирования функций с 

квадратичной иррациональностью с помощью выделения алгебраической ча-

сти, задача интегрирования сводится к отысканию некоторых многочленов 

[45].  

В настоящей статье показывается, что вычисление многих других клас-

сов неопределенных интегралов, например, интегралов от произведения мно-

гочлена на тригонометрическую и экспоненциальную функции, интегралов 

от дифференциального бинома, исследованных П.Л. Чебышевым [66], тоже 

может быть сведено к отысканию многочленов. При этом для отыскания этих 

многочленов применяется частный случай метода [56], исключающий при-

менение метода неопределенных коэффициентов, некоторая модификация 

которого представлена в [58]. Предлагаемый метод, являясь, менее обреме-

нительным в смысле сложности вычислений, позволяет не только вычислять 

единообразно достаточно широкий класс неопределенных интегралов, но для 

некоторых из них вместо рекуррентных формул получить выражения в замк-

нутой форме, отсутствующие, например, в фундаментальных справочниках 

типа [42]. 

Согласно методу М.В. Остроградского значение интеграла mI  сле-

дует искать в виде 1( )m 2 m 2
R(x) dxI = + л

x + px + q x + px + q  . 

Продифференцируем mI  и, сделав очевидные упрощения, получим 

дифференциальное уравнение 
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21 2( )( ) ( ) ( ) ( )m x p R x x px q R x      1( )2 mx + px + q = Mx N    . 

Очевидно, что многочлен ( )R x  имеет степень 2 3m  . Продиффе-

ренцировав уравнение 2 2m   раза с учетом тождества 0( )( )kR x   при 

2 3k m  , получим систему уравнений относительно неизвестного мно-

гочлена ( )R x , его производных ( )( )kR x  ( 1 2 2 3, , , -k m  ) и параметра  , 

рассматриваемую как алгебраическая. Очевидно, эта системы совместна и 

имеет единственное решение, которое можно найти согласно (3.4.3) 

( ) RR x 


 ,  


 . 

Получили выражение интеграла в замкнутой форме 

2 1 2( )
R

m m
dxI

x px q x px q


  
    , 2m  .  (3.6.1) 

Пример 3.6.1. Выделить рациональную часть интеграла 

22 2

2 3
3

 
( )

I x
x x

dx
 

   и найти значение параметра  .  

Соответствующее дифференциальное уравнение имеет вид 

2 1( ) ( )x R x  2 23 3 2 3( ) ( ) ( )x x R x x x x        . Дифференцируя его 

дважды, получим систему (3.4.2), из которой находим 22   , 

8 18R x    , 8   . Поэтому рациональная часть интеграла ― 

2

4 9
11 3( )

x
x x


 

, параметр 4
11

  . 

3.7. Интегрирование квадратичных иррациональностей 

Рассмотрим теперь вычисление интегралов 
2

( ) n
nP x

ax
dx

bx c
J

 
  . Из-

вестно [45], что 

1
2( )n n ax xJ cQ bx   

2

dx
ax bx c


 

 . 

Алгебраическая часть интеграла будет определена, если будет найден 

многочлен 1( )nQ x . Очевидно, этот многочлен удовлетворяет уравнению 
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2
1 12 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nax b Q x ax bx c Q x P x       .  (3.7.1) 

Поступая, как и в предыдущем пункте, получим формулу 

2

2

( ) Q
n

nP x ax bx c
ax bx c

J dx



  
 

  2

dx
ax bx c


  
 , 2n  .(3.7.2) 

Пример 3.7.1. Выделить алгебраическую часть интеграла 
2

2 2

2 3 5
3 2 2

 J
x

dx x
x

x
 

 
  и определить параметр  . 

Дифференциальное уравнение имеет вид 16 2( ) ( )x Q x   

2
16 4 4 2( ) ( )x x Q x      24 6 10x x  . Продифференцировав его два раза с 

условием 1 0( )( )kQ x   при 1k  , получим систему 

2 2
1 1

1 1

1

6 2 6 4 4 2 4 6 10
6 18 6 8 6

24 8

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ,

( ) .

x Q x x x Q x x x
Q x x Q x x

Q x

        
    
  

 

Из системы найдем 

2

5

6 2 6 4 4 2
2 18 6 0 3 2
0 24 0

x x x
x

  
    , 52 4( )Q x   , 

52 51   . Таким образом, 21 4 3 2 2
3

( )x x x    ― алгебраическая часть 

интеграла, а параметр 17
3





  . 

3.8. Интегрирование экспоненциально — тригонометрических 

функций 

Рассмотрим сначала интеграл  ( )( ) exp( )ny x aP x x dx  . Продифферен-

цировав и выполнив замену ( )exp( )y u x a x , получим уравнение (3.4.1) в ви-

де ( ) ( ) ( )nu x au x P x   , в котором 1 0a  , 0 1a  , 0  , 0b a , N n , 

0( )Nr x  , ( ) ( )N nt x P x . Система (3.4.2) в этом случае совместна и по форму-

ле (3.4.6) 1

0

1 ( )( ) ( ) ( )
n

k k k
n

k
u x a P x 



  . 
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Таким образом,  

1

0

1 ( )( ) exp( ) ( ) ( )
n

k k k
n

k
y x ax a P x 



        (3.8.1) 

выражение первообразной при любом 0n  . 

Пример 3.8.1. Вычислить интеграл  
3 24 2 5 9 2 ( )( ) exp( )y xx dxx xx     . Здесь 3n  , 2a   , 3 ( )P x  

3 24 2 5 9  x x x . Поэтому по предыдущей формуле 
3

3 3
0

31 2 9 92 2
2 4

1 2 ( )( ) ( ) ( )k k k

k
xx xz P x 



      . Тогда в силу замены 

3 2 9 92 2 2
2 4

)) exp( (x x x xy x С      
 

 , С  ― произвольная постоянная. 

Заметим, что другие методы вычисления подобных интегралов приво-

дят к более обширным вычислениям. 

Применим теперь наш метод к вычислению интегралов вида  

exp( ( cos( )) )n axx bxg dx , exp( ( sin( )) )m axx bxh dx ,   (3.8.2) 

где ,a b  ― вещественные числа, ( )ng x , ( )mh x  ― многочлены степени n , m  

и найдем для них выражения через элементарные функции. 

Записав первый из интегралов в виде ( ) exp(( ) )cos( )ny x axg x bx  , пе-

рейдем к комплексному уравнению 0( ) exp(( ) )ng xz x x  , где ( ) ( )z x y x   

( )iv x . Cделав в последнем уравнении замену переменной ( )z x   

0exp( ) ( )x u x , где 0 a ib   , получим 0( ) ( ) ( )nu x u x g x   . 

Согласно теореме 3.4.2 последнее уравнение имеет полиномиальное 

решение ( )nu u x , вообще говоря, с комплексными коэффициентами. Таким 

образом 0( ) exp( ) ( )nz x x u x . Выделяя вещественную часть, найдем значе-

ние неопределенного интеграла 

( ) ( ( )) exp( )[ ( ( ))cos( ) ( ( ))sin( )]n ny x z x ax Re u x bx u x bx  Re Im .  (3.8.3) 

Запишем  
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2 2
2 2 2 2 1 2 1 2 1

0
0 0

1 1( ) ( ) ( )

n n

n n j j n j j j j n j j
n n

j j
a ib C a b i C a b

   
      

    

 

       ,  (3.8.4) 

2 2
2 2 2 2 1 2 1 2 1

0
0 0

1 1( ) ( ) ( )

n n

n n j j n j j j j n j j
n n

j j
a ib C a b i C a b

   
      

    

 

       ,  (3.8.5) 

где положено 0k
nC  , при k n . 

Обозначим 

2
2 2 2

0
1( ; , ) ( )

n

j j n j j
n

j
n a b C a b

 
  





  , 
2

2 1 2 1 2 1

0
1( ; , ) ( )

n

j j n j j
n

j
F n a b C a b

 
  

   



  .  (3.8.6) 

Тогда 

0 ( ) ( ; , ) ( ; , )n na ib n a b iF n a b     ,и 0 ( ) ( ; , ) ( ; , )n na ib n a b iF n a b     .  

Вычисляя, получим 

 2 2 1
0

1 1 1 1( ) ( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )
( )

n
l

n n
l

u x n a b n l a b F n a b F n l a b
a b 




          


 

( )( )l
ng x   

0

1 1 1 ( )( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( )
n

l l
n

l
i n a b F n l a b F n a b n l a b g x 




      


 . 

(3.8.7) 

Теперь искомый интеграл запишется по формуле (3.8.3) в виде 

 2 2 1
0

1 1 1exp( )( ) ( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )
( )

n
l

n
l

axy x n a b n l a b F n a b F n l a b
a b

 



        


( )( )cos( )l
ng x bx   

 
0

1 1 1 ( )( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( )sin( )
n

l l
n

l
n a b F n l a b F n a b n l a b g x bx 




       


 . 

(3.8.8) 

Пример 3.8.2. Вычислить интеграл  
3 2 2 34 2 5 9 ( )( ) exp( )cos( )y x x x dxx x x    . 

Здесь 3 2 3, ,n a b    , 3
3

24 2 5 9( ) xg xx x   . Поэтому по форму-
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ле (3.8.7) 
3

1
3

0

1 2 3 ( )( ) ( ) ( )l l l
n

l
u x i g 



    . Имеем далее: 4 2 3( ; , )    

2
2 4 2 2
4

0
1 2 3( ) ( )j j j j

j
C 



   119  , 
2

2 1 4 2 1 2 1
4

0
4 1 2 3 120( ; , ) ( ) ( )j j j j

j
F a b C    



    . 

Аналогично: 3 2 3 46( ; , )   , 2 2 3 5( ; , )    , 1 2 3 2( ; , )    , 0 2 3 1( ; , )   ; 

3 2 3 9( ; , )F   , 2 2 3 12( ; , )F    , 1 2 3 3( ; , )F   , 0 2 3 0( ; , )F   . 

Подставляя найденные значения в формулу (3.8.8), получим 

3 2 28 112 846 44235 3
13 169 2197 28561

( ) cos( )xy x x x x e x       
 

 

3 2 212 66 2127 52527 3
13 169 2197 28561

sin( )xx x x e x     
 

. 

Чтобы найти выражение в элементарных функциях для интеграла 

( ) exp( ) ( )) sin(ngy x ax bx xx d   заметим, что 
2

sin( ) cosbx b x
b
     

  
. По-

этому, заменяя по формуле 
2

x t
b


  , получим 1 12( )y t b     

1 1 1 12 2exp( ( ))c ( ) os( )n t b a t b b dtg t         

1 1 1 12 2exp( ) exp( )c os( )( )na b t b at bt dtg       .  

Применив к последнему интегралу формулу (4.4.8), найдем 
1 1

1 1
2 2 1

0

122 1
1

( ; , ) ( ; , )exp( )( ) ( )
( ) ( ; , ) ( ; , )

n
l

n
l

n a b n l a bat a by t b
a b F n a b F n l a b


 

 




      
         


 

1 12( )( )cos( )l
ng t b bt    

 
0

1 1

1 1 1

2( )

( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )
.

( )sin( )

n
l

l
l

n

n a b F n l a b F n a b n l a b

g t b bt

 


 


        


  

  

Возвращаясь к старой переменной, окончательно получим 

2 2 1
0

1
1

1
( )( ; , ) ( ; , )exp( )( ) ( ) ( )sin( )

( ) ( ; , ) ( ; , )

n
l l

nn
l

n a b n l a baxy x g x bx
a b F n a b F n l a b

 




    
        


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 
0

1 1 1

( )

( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )
.

( )cos( )

n
l

l
l

n

n a b F n l a b F n a b n l a b

g x bx

 



       


 

  (3.8.9) 

Пример 3.8.3. Вычислить 3 2 34 22 5 9 exp( )sin ) (( )x dx x xx x    . 

Используя результаты предыдущего примера и формулу (4.4.9) найдем 

3 2 212 66 2127 52527 3
13 169 2197 28561

( ) cos( )xy x x x x e x       
 

 

3 2 28 112 846 44235 3
13 169 2197 28561

sin( )xx x x e x      
 

. 

3.9. Интегрирование биномиальных дифференциалов 

Применим наш метод к интегралам от биномиального дифференциала, 

случаи интегрируемости которых были известны еще И. Ньютону. Однако 

только в середине 19 века П.Л. Чебышев установил тот факт, что других слу-

чаев интегрируемости в конечном виде для биномиальных дифференциалов 

нет, поэтому соответствующие подстановки называют подстановками Че-

бышева. 

Как было показано П.Л. Чебышевым [66] интегралы вида 

, ,  ( )n p
p

m
m nx a bx dx   , где a  и b  ― постоянные величины, а , ,m n p  ― 

рациональные числа сводятся к интегралу от рациональной функции в сле-

дующих трех случаях: n , либо 1m
n
 , либо 1m p

n


  ― целые числа.  

Рассмотрим интеграл от биномиального дифференциала 
1 1 1

2 2 2
, ,  ( )

m n p
m n

m n p
p dxx a bx   , где 1 2 1 2 1 2, , , , ,m m n n p p  ― целые числа. Продиф-

ференцируем интеграл, обозначив производную через 
1 1 1

2 2 2() )(
m n p
m n px a bxy x   . 

Теперь выполнив подстановку, 
1

2( )
m
my u x x  получим уравнение 
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11

2

mu x u
m

  
1 1

2 2( )
n p
n pa bx . Подстановка 

1
1 2
2( ) ( )

p
n p
nu x v x a bx

 
   

 
 преобразует 

последнее уравнение к виду 
1

2

n
nx a bx v

 
   

 

1 1

2 21 1 1 1

2 2 2 2

n n
n np n m mb x b x a v

p n m m
 

    
 

 

1

2

n
na bxx

 
  

 
  . Наконец с помощью подстановки 2nx t  перейдем к новой 

независимой переменной  

   1 11 1 21 1 1 1

2 2 2 2 2

1 n n n n
t

np n m mat bt v b t b t a v t
n p m

a t
n

b
m

 
      

 
. (3.9.1) 

Таким образом, если известно частное решение уравнения (3.9.1), то интеграл 

выражается через него следующим образом 
1 1 1

2 2 2 2

1

( ) (( ))
m n p
m n p nx ay vx bx x .      (3.9.2) 

Например, если уравнение (3.9.1) имеет полиномиальное решение, то предла-

гаемым методом значение интеграла выражается в элементарных функциях. 

Пример 3.9.1. Вычислить интеграл 
11 1
32 41, ,  ( )m n p x dx x



  . Здесь 

1 1m   , 2 2m  , 1 1n  , 2 4n  , 1 1p  , 2 3p  . Уравнение (3.9.1) в этом случае 

имеет вид  2 5 45 2 4 4
3tt t v t v t t      

 
 и может иметь, очевидно, част-

ным решением многочлен четвертой степени. Для его отыскания продиффе-

ренцируем это уравнение пять раз с условием 0( )kv   при 4k  . Получим си-

стему 
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2 4 3

2 3 2

2 4 2

4

4

5 11 20 16
3 3

4 7 80 48
3 3

13 1 240 96
3
16 19 2 480 96
3 3

35 480
3

( )

( )

( )

( ) ,

( ) ,

( ) ,

,

,

v t v t t v t t

v tv t t v t t

v t v t t v t t

v t v t

v

              
        

         

  
       

  


 


из которой легко находим 4 3 212 3 9
7 7 7

( )v t t t t   . Подставляя в формулу 

(3.9.2), получим значение первообразной 

1
1 1 13

2 4 41( ) ( )y xx x v x
  

 
 

 . 



 131

Глава 4. Уравнение в кольце ОЛДО и теория Пикара — 

Вессио 

Дифференциальная теория Галуа для расширений обыкновенных диф-

ференциальных полей, задаваемых однородными линейными дифференци-

альными уравнениями, была разработана Колчиным [80] в 40-х годах и полу-

чила название теории Пикара–Вессио, поскольку работы этих математиков 

послужили отправными точками для развития этой теории. С современным 

состоянием исследований в этой области можно познакомиться по моногра-

фии [109]. Топологический подход к теории Галуа предложен в [46]. 

Рассматриваемое нами уравнение с некоммутативными коэффициента-

ми [53] порождает дифференциальную группу Галуа данного ОЛДУ и позво-

ляет подойти к задаче определения дифференциальной группы Галуа данного 

уравнения с вычислительной точки зрения, поскольку дифференциальные ав-

томорфизмы группы представляются обыкновенными линейными диффе-

ренциальными операторами ― решениями указанного уравнения. Это позво-

ляет условия на коэффициенты уравнения, при выполнении которых данное 

ОЛДУ имеет дифференциальную группу Галуа определенного типа.  

4.1. Уравнение дифференциальной группы Галуа 

Рассмотрим уравнение  

1 2s n n sX D D Y ,         (4.1.1) 

где 
0

n
i

n i
i

D a 


  ― ОЛДО из кольца [ ]K   с коэффициентами ia  из диффе-

ренциального поля K  нулевой характеристики, 1na  ,   ― дифференциро-

вание в этом поле, nn ord D  — порядок оператора nD , 
1s

X , 
2sY  — неизвест-

ные операторы, подлежащие определению в кольце [ ]K  , где K  — некото-

рое расширение поля K .  

Пусть K P  ― расширение Пикара–Вессио, полученное присоедине-

нием всех решений уравнения 0( )nD y  , 0K  ― алгебраически замкнутое по-
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ле констант поля P , [ ]K   ― кольцо ОЛДО. 

Решением уравнения (4.1.1) назовем любую пару операторов ( , )X Y  из 

[ ] [ ]K K   обращающую уравнение в тождество. Множество решений этого 

уравнения не пусто, поскольку в нем содержатся элементы централизатора 

оператора nD  в [ ]K  . Через DX , DY , соответственно, обозначим множество 

X , Y - компонент решений уравнения (4.1.1). 

Теорема 4.1.1. Множества DX , DY  являются изоморфными 0K  ― ал-

гебрами. 

Доказательство. Пусть 1Y , 2 DY Y  и 1X , 2X  ― соответствующие им 

X - компоненты, 1 2 0,c c K . Очевидно, 1 2
1 2

Dc Y c Y Y  . Покажем, что 1 2Y Y  

― решение уравнения (4.1.1). Имеем 1 2 1 2 1 2
n n nD Y Y X D Y X X D  . Анало-

гично, 2 1Y Y  ― решение уравнения (4.1.1). Каждой Y - компоненте поставим 

в соответствие ее X - компоненту, это соответствие взаимно однозначно и 

является изоморфизмом.    ■ 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только алгебры DY , а ее 

элементы для краткости будем называть решениями уравнения (4.1.1). 

Элементы алгебры DY  обладают следующим свойством: пусть N  ― 

пространство решений уравнения 0( )nD y  , тогда элемент DY Y  является 

гомоморфизмом N N .  

Обозначим через nM  алгебру всех n n  матриц, определенных над по-

лем 0K . Каждому элементу DY Y  поставим в соответствие матрицу 

(( ))ij nc M  по правилу: зафиксируем базис 1{ }n
ku  в пространстве N . Тогда 

матрица (( ))ijc  является матрицей следующей системы: 

1 1 2 2( )k k k kn nY u c u c u c u    , 1,k n .     (4.1.2) 

Матрицу (( ))ijc  назовем матрицей оператора Y . Характеристический 

многочлен ( )  , минимальный многочлен м(л)  матрицы (( ))ijc  назовем ха-

рактеристическим, минимальным многочленом оператора Y .  
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Корни характеристического многочлена назовем характеристическими 

корнями оператора Y  или собственными числами. 

Теорема 4.1.2. Если DY Y , ordY n  и (( ))ijc  — матрица оператора 

Y , то существует элемент 1 DY Y  с той же самой матрицей и 1ord Y n . 

Доказательство. Пусть ord Y p n  . Представим оператор Y  в виде 

1
nY QD Y   разделив его на оператор nD  справа, тогда 1ord Y n . Из этого 

представления оператора Y  следует, что 1Y  ― решение уравнения (4.1.1), а 

матрица оператора 1Y  совпадает с матрицей оператора Y .    ■ 

Теорема 4.1.2 показывает, что можно ограничиться рассмотрением ре-

шений уравнений (4.1.1), порядок которых меньше n . 

Теорема 4.1.3. Для того чтобы оператор DY Y  с матрицей (( ))ijc  не 

имел нетривиальных нулей в пространстве N , необходимо и достаточно, 

чтобы 0det(( ))ijc  . 

Доказательство. Пусть оператор Y  не имеет нетривиальных нулей в 

пространстве N , но 0det(( ))ijc  . Тогда приходим к противоречию: с одной 

стороны элементы ( )kY u  должны быть линейно независимыми, а с другой в 

силу равенства нулю детерминанта найдутся такие 0kb K  не все равные ну-

лю, что 
1,

( ) ( )
n

i k k
k k i

Y u b Y u
 

  . Предположение: 0det(( ))ijc  , а оператор Y  

имеет нетривиальные нули в пространстве N , также приводит к противоре-

чию.   ■ 

Определение 4.1.1. Оператор DY Y  называется обратимым в DY , ес-

ли существует оператор 1 DY Y  такой, что 1 (mod )Y Y D , 1 (mod )YY D  

в смысле правого сравнения. 

Теорема 4.1.4. Оператор DY Y  обратим в DY  в том и только в том 

случае, если он не имеет нетривиальных нулей в пространстве N . 

Доказательство. Пусть оператор Y  обратим в DY  и существует такое 

0u  , u N , что 0( )Y u  . По определению 4.1.1 имеем 1 ( )Y Y u u   
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( )nQD u , где Q  ― некоторый оператор. Следовательно, 0u  . 

Обратно, если оператор Y  не имеет нетривиальных нулей в простран-

стве N , то операторы Y  и nD  взаимно просты справа. Поэтому уравнение 

1 1
nY Y X D    разрешимо относительно 1Y  и 1X  в кольце [ ]K  . Покажем, 

что 1 DY Y . Действительно, из последнего тождества следует 1 ( )Y Y u u  

u N  . Так как Y  ― автоморфизм пространства N , то отображение 
1 :Y N N  ― эпиморфизм. Значит 1 0( )nD Y u   u N   и оператор 1

nD Y  

делится справа на оператор nD , то есть 1 1
n nX D D Y . По определению алгеб-

ры DY  оператор 1 DY Y . Из тождества 1
1YY X D    вытекает сравнение 

1 (mod )Y Y D . Далее, пусть, 1{ }n
ku  ― базис в пространстве N . Тогда 

1{ ( )}n
i iv Y u  также базис в N , причем 1( )i iY v u , поэтому 1( )i iYY v v  

1( , )i n  и 1 (mod )YY D .   ■ 

Обозначим через DI  двусторонний идеал алгебры DY , образованный 

операторами, аннулирующими пространство N . Фактор - алгебру D DY I  

(см. [68] назовем правой инвариантной алгеброй оператора nD  и обозначим 

DJ . Элементами алгебры DJ  являются классы эквивалентности DY Y I  . 

В силу теоремы 5.1.2 представитель Y  класса Y  можно выбрать так, чтобы 

ordY n . Матрицу оператора Y  будем называть матрицей элемента Y . 

Элемент Y  обратим в DJ если его представитель Y  обратим в DY . 

Теорема 4.1.5. D
nJ M . 

Доказательство. Каждому оператору DY Y  в силу (4.1.2) соответст-

вует некоторая матрица из nM , а любой матрице из nM  отвечает вполне оп-

ределенный оператор 
1

0

n
i

i
i

Y y 




 , коэффициенты которого iy  однозначно 

определяются из следующей системы алгебраических уравнений с коэффи-

циентами в поле 0K . 
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1

0 1

( )
,

n n
i

i k k i i
i i

y u c u


 

  , 1,k n .       (4.1.3) 

Система (5.1.3) имеет единственное решение в поле P , так как ее оп-

ределитель является вронскианом линейно независимых элементов ju . 

Сюръективное отображение : D
nY M   является гомоморфизмом, ядро ко-

торого ker DI  .    ■ 

Обозначим через *DJ , *
nM  мультипликативные группы алгебр DJ , nM  

соответственно. Если группа Галуа G  уравнения 0( )nD y   полна (содержит 

все невырожденные матрицы из nM ), то из предыдущей теоремы следует 

изоморфизм *D
nJ M . В общем случае группа G  изоморфна некоторой под-

группе *DJ  группы *DJ . 

Определение 4.1.2. В дальнейшем элементы группы *DJ  и их предста-

вители будут называться регулярными решениями уравнения (4.1.1). 

Пусть 2| ||R  ― правый результант [48] операторов nD  и Y  ,   ― 

параметр такой, что 0( )   ,     ― характеристический многочлен опе-

ратора Y . 

Теорема 5.1.6. Уравнения 2 0| ||R   и   0    имеют одинаковые кор-

ни. 

Доказательство. Пусть 1  ― корень уравнения 2 0| ||R  . Так как урав-

нения 0( )nD y   и 1 0( )Y y    имеют общее нетривиальное решение, то 

 1 0   . 

Обратно, предположим, что  1 0   . Тогда оператор 1Y    имеет 

нетривиальный ноль в пространстве N , поэтому 1  является корнем уравне-

ния 2 0| ||R  .    ■ 
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4.2. Определение типа дифференциальной группы Галуа обыкно-

венных линейных дифференциальных уравнений 

Рассматривается задача определения дифференциальной группы Галуа 

по заданному ОЛДУ Некоторые частные случаи этой задачи рассмотрены, 

например, в [101]. Для её решения используется уравнение с некоммутатив-

ными коэффициентами, рассмотренное в п. 4.1.  

Определение 4.2.1. Скажем, что элемент 0q  , q K  ― многочлен 

степени 1k  , если 0kq  , 1 0k q    для некоторого натурального k . 

Пусть Y  ― регулярное решение уравнения (4.1.1). Через N  обозначим 

подпространство пространства N , порожденное элементами u , обладающи-

ми тем свойством, что 0( )rk Y u   для некоторого натурального rk , и, если 

ri k , то 0( )iY u  . Пусть 1{ }l
ju  ― базис в N  и qN  ― образ пространства 

N  при отображении Y , max( )rk k . 

Лемма 4.2.1. Элементы 1{ }l
ju  пространства N  являются многочленами 

степени, не превосходящей k . 

Доказательство. По определению ( )j jY u q  ― многочлены степени, 

не превосходящей k . В силу регулярности оператора Y  они образуют базис 

пространства qN , следовательно, dim dimqN N  . Пусть 1D  ― правый де-

литель наименьшего порядка оператора 1k Y  , аннулирующий пространство 

qN , тогда 1 1k Y QD   . Поэтому 1 0( )k
iY q    1( , )j l  и qN N  . В силу ра-

венства размерностей заключаем qN N  .   ■ 

Лемма 4.2.2. Если Y  регулярное решение уравнения (4.1.1), то сравне-

ние  

 0 modk k k
nY Y D           (4.2.1) 

разрешимо относительно kY , 0 1,k  . 

Доказательство. При 0k   положим 0Y Y . Построим оператор 1Y . 
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Пусть 1{ }n
iv  ― базис пространства N , тогда на элементах базиса сравнение 

(5.2.1) равносильно тождествам 1( ) ( )i iY v Y v  . Среди элементов iv  долж-

но быть не менее 1l n   линейно независимых над 0K . Действительно в 

противном случае были бы линейно зависимы, например, элементы 1nv  , 

nv , а остальные линейно независимы. Тогда из равенства v   

1 1 2 2... n nc v c v      , где 0ic K   для 1n   , n   следовало бы ра-

венство 1 1 2 2... n nv c v c v p        , где p  ― многочлены нулевой степени. 

Но это противоречит базисности элементов iv . Если имеет место случай 

1l n  , то оператор 1Y  ищем в виде 
2

1

0

n
j

j
j

Y f 




 , в случае l n  оператор 1Y  

ищем в виде 
1

1

0

n
j

j
j

Y f 




 . В обоих случаях относительно коэффициентов jf  

получаем систему 1( ) ( )i iY v Y v  , 1,i l , которая имеет единственное реше-

ние. Действительно, ее определитель ― вронскиан элементов iv  отличен от 

нуля, а среди элементов ( )iY v  не все равны нулю. Значит, при l n  сравне-

ние выполняется на элементах 1{ }n
iv . При 1l n   имеем 

1 1 ...n nv c v  1 1n n n nc v p   , где 0np K . Поэтому ( )nY p  1 0( )nY p  , то 

есть во всех случаях сравнение 1 0(mod )nY Y D    выполняется на всем 

пространстве N .    ■ 

Лемма 4.2.3. При любом натуральном 2k   разрешимо сравнение 

0(mod )k k k
nY Y D   .       (4.2.2) 

Доказательство. Действительно, перепишем сравнение (5.2.2) в виде  

1 0( ) ( )k k k
i iY v Y v     ( 1,i n ). Операторы 1 1

0

l
k k j k

j k
j

Y f   



  для 2k   

при 2l n   или 1l n   определяются однозначно, как и в предыдущем ут-

верждении. Следовательно, на пространстве N  справедливо (5.2.2). ■ 

Обозначим через { }iS a  ― наименьшее подмножество множества ко-
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эффициентов оператора 
0

n
i

n i
i

D a 


  c 1na  . Известно, что элементы ia  яв-

ляются рациональными функциями элементов базиса 1{ }n
jv  пространства N  

и их производных, ( )i i ja f v . Обозначим через ( ( ))i jf Y v  выражение, полу-

ченное в результате применения к jv  оператора Y , а к производным ( )k
jv  — 

оператора kY . Далее под K  понимаем дифференциальное поле, порожденное 

множеством S , K P  — расширение Пикара — Вессио, 0K  — алгебраиче-

ски замкнутое поле констант. Пусть G  дифференциальная группа Галуа это-

го расширения. 

Теорема 4.2.1. Для того чтобы регулярному решению Y  уравнения 

(4.1.1) отвечал дифференциальный автоморфизм G  , необходимо и доста-

точно выполнение условий: 

1) 1 0(mod )nY Y D   ; 

2) если ( )i i ia f v , то ( ( ))i i ja f Y v , ia S . 

Необходимость. Пусть регулярному элементу Y  отвечает автомор-

физм G  . Условия ( ) ( )k k
j jv v    выполняются на элементах базиса 

пространства N . Отсюда по лемме 4.2.3 получаем ( ) ( )k k k
j jY v Y v    и 

1 0(mod )nY Y D   . Если ( )i i ja f v  ia S , то ( ) ( ( ))i i j ia f v a   , поэтому 

( ( ))i i ja f Y v . 

Достаточность. Построим автоморфизм  , соответствующий некото-

рому регулярному элементу Y , удовлетворяющему условиям теоремы. На 

элементах v  пространства N  положим ( ) ( )v Y v  . На производных от эле-

ментов пространства N  отображение   определим так ( ) ( )k k
kv Y v  . На 

поле P  отображение   распространим, положив ( ) ( ) ( )ab a b   , a , 

b P . Построенное отображение : P P   является дифференциальным ав-

томорфизмом поля P . По условию 2) теоремы коэффициенты оператора nD  

остаются неподвижными при отображении  .   ■ 



 139

Рассмотрим теперь связь между решениями уравнения (4.1.1) и некото-

рыми типами алгебраических матричных групп уравнения 0( )nD y  . 

Обозначим через 0
*K  мультипликативную группу поля 0K . 

Теорема 4.2.2. Группа G  изоморфна некоторой подгруппе группы 

0 0 0
* * *( )nK K K    в том и только в том случае, когда уравнение (4.1.1) име-

ет регулярное нетривиальное решение с коэффициентами в поле 0K , харак-

теристические корни которого попарно различны. 

Действительно, существование изоморфизма, указанного в теореме, 

означает существование в пространства N  такого базиса 1{ }n
iv , что каждый 

элемент G   имеет в этом базисе диагональную матрицу. То есть 

( )j j jv c v  , 1,j n , 0jc K , 0jc   — собственные числа матрицы автомор-

физмы  . Коэффициенты оператора 
1

0

n
i

i
i

Y y 




 , отвечающего автоморфизму 

  можно определить из соотношений ( )j j jY v с v , 1,j n , приводящих к си-

стеме (4.1.2) алгебраических уравнений относительно iy . Поэтому 

/i iy   , где 

1
1 1

1

( )

( )

...
... ... ...

...

n

n
n n

v v

v v






 ,

1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

... ...
... ... ... ... ... ... ...

... ...

n i i

i
n i i

n n n n n n

v v c v v v

v v c v v v


  

  

 .  (4.2.3) 

Для любого G  имеем ( ) ( ) / ( ) /i i i iy c c y        , где | |c  , 

| |  ― определитель матрицы автоморфизма  . Следовательно, iy K , 

0 1,i n  . По построению оператор DY Y . 

Обратно, пусть 
0

p
i

i
i

Y y 


  решение уравнения (4.1.1) удовлетворяю-

щее условиям теоремы и j , ( 1,j n ) — его попарно различные собственные 

числа. Операторы jY  ПНОД ( , )j nY D   имеют первым порядок, посколь-

ку решения уравнений ( )jY y  jf y  0jg y  линейно независимы и образу-
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ют базис пространства 
1

n

j
j

N N


  , где jN  ― одномерные пространства реше-

ний уравнений 0( )jY y  . Для любого автоморфизма G  ( )jf y    

0( )jg y  , поэтому в выбранном базисе пространства все матрицы группы 

G  имеют диагональный вид.    ■ 

Обозначим через 0( ; )T n K  алгебраическую матричную группу верхних 

треугольных матриц с равными элементами на главной диагонали. 

Теорема 4.2.3. Для того чтобы в некотором базисе пространства N  

группа G  была изоморфна группе 0( ; )T n K  необходимо и достаточно:  

1) уравнение (4.1.1) имело нетривиальное регулярное решение Y  по-

рядка 1n   с коэффициентами в поле K  и единственным n -кратным собст-

венным числом 0c K ; 

2) ord ПНОД 1( , )nD Y c n   ; 

3) группа Галуа оператора Y c  была изоморфна 01( ; )T n K . 

Необходимость. Пусть 0( ; )G T n K  в некотором базисе 1{ }n
jv  про-

странства N . Возьмем матрицу (( ))i jc , в которой 0i ic c  , 1,i n , 1 1nc  , 

остальные элементы равны нулю. Найдем решение 
1

0

n
i

i
i

Y y 




  уравнения 

(4.1.1), отвечающее матрице (( ))i jc . Коэффициенты iy  оператора Y  опреде-

лим из системы (4.1.2) по формулам /i iy   , где   как в (5.2.3), i  полу-

чается из   заменой i -го столбца столбцом 1( ,..., )n ncv v cv . 

Пусть G   любой автоморфизм с матрицей (( ))i ja , в которой 

0j ja a  , 1,j n . Имеем 

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

...( )

... ... ... ... ... ...
...

n n n n nn j j
i i i i i i n i i i i

i i i i i
n n n n nn j j

i i i i i i i i i ij i i i i i

n j j
n n n n

a v a v c a v av a v a v

a v a v c a v a v a v

a v av ca v a v a

 

  

    

  

    

  

    

    

 




 nv

. 
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Нетрудно убедиться, что )( n
j ja   , )( na   . Поэтому ( )j jy y   

G   и 1,j n . Далее, из вида матрицы (( ))i jc  следует, что 

ord ПНОД 1( , )nD Y c n   . Отсюда и из изоморфизма 0( ; )G T n K  выте-

кает изоморфизм группы Галуа уравнения 0( )Y c y   группе 01( ; )T n K . 

Достаточность. Пусть Y  — решение уравнения (4.1.1), удовлетво-

ряющее условиям теоремы, и c  ― его собственное число кратности n. Так 

как ord ПНОД 1( , )nD Y c n   , то ( )( )nD f g Y c      . Уравнение 

0( )nD z   эквивалентно системе двух уравнений: 0fy gy    и ( )Y c z y  . 

Пусть 2{ }n
ju  ― базис пространства N  решений уравнения 0 0( )Y z   , в 

котором по условию теоремы дифференциальная группа Галуа этого уравне-

ния изоморфна 01( ; )T n K . Выберем базис пространства N , положив 

j jv u  для 2,j n . В качестве 1v  возьмем любое решение уравнения 

0( )Y z y   , где y  ― решение уравнения 0fy gy   . В построенном бази-

се пространства N  любой автоморфизм из группы G  имеет треугольную 

матрицу. Действительно, пусть G   и (( ))i jB b  его матрица. Так как 

( ( ))jY v  ( ( ))jY v , то 

AB BA ,          (4.2.4) 

где ,A B  ― матрицы оператора Y  и автоморфизма   в базисе 1{ }n
jv . В силу 

выбора базиса и условия 3) теоремы 22 ... nnb b b   . Сравнивая в (4.2.4) эле-

менты, стоящие выше главной диагонали, получаем 11b b . Таким образом, 

матрица B  ― верхняя треугольная c равными элементами на главной диаго-

нали.    ■ 

Теорема 4.2.4. Для того чтобы в некотором базисе пространства N  

группа G  была изоморфна группе 0( ; )ST n K , необходимо и достаточно: 

1) уравнение (4.1.1) имело нетривиальное регулярное решение Y  по-

рядка 1n   с коэффициентами в поле K  и n - кратным собственным числом 

равным единице; 
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2) 1ПНОД( , )nord D Y c n   ; 

3) группа Галуа оператора Y   была изоморфна 01( ; )ST n K . 

Доказательство с очевидными изменениями следует из теоремы 5.2.3. ■ 

Обозначим через aG  аддитивную группу поля 0K . Пусть 0( ; )cT n K  ― 

алгебраическая матричная группа, изоморфная прямому произведению 1n   

экземпляра группы 1v . 

Теорема 4.2.5. Для того чтобы в некотором базисе пространства N  

группа G  была изоморфна некоторой подгруппе 01( ; )cT n K , необходимо и 

достаточно, чтобы: 

1) существовало нетривиальное регулярное решение Y  уравнения 

(4.1.1) с коэффициентами в поле K  и n - кратным собственным числом рав-

ным единице такое, что ( )( )D f g Y     ; 

2) решение уравнения 0fy gy    принадлежало полю K , а решение 

уравнения ( )Y v y   не принадлежало полю K ; 

3) группа Галуа уравнения 0( )Y v   была тривиальна. 

Необходимость. По условию в некотором базисе 1{ }n
jv  пространства 

N группа G  изоморфна некоторой подгруппе группы 0( ; )cT n K  матриц вида 

1 2 11
0 1 0 0

0 0 0 1

...

...
... ... ... ... ...

...

n

c

c c c

A

 
 
 
 
 
 

,       (4.2.5) 

то есть G   1 1 1 2 1( ) n nv v c v c v     , ( )j jv v  , 2,j n . Найдем реше-

ние 
1

0

n
i

i
i

Y y 




  уравнения (4.1.1), отвечающее матрице cA , в которой хотя бы 

одно 0ic  , и покажем, что оператор Y  удовлетворяет условиям 1) — 3). Как 

и в теореме 4.2.3 G   находим ( )j j   , ( )   . Поэтому 

/i iy K    для 0 1,j n  . Коэффициент 1 0ny    так как в противном слу-
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чае элементы iv , 2,j n  были бы линейно зависимы над 0K . По построению 

единица является n - кратным собственным числом оператора Y . Из вида 

матрицы cA  следует факторизация ( )( )nD f g Y     . Покажем, что ре-

шения системы уравнений 0fy gy   , ( )Y v y   удовлетворяют условию 

2) теоремы. 

Допустим, что y K . Значит, найдется такое G  , что ( )y y  . Так 

как v N , то 1 1 2 2 n nv a v a v a v    , что дает 1 1( )( )Y a v y  . Из того что 

( )v N  , следует равенство 1 1 2 2( ) n nv a v b v b v     . Поскольку 

( )( ) ( )Y v y    , 1 1( )( ) ( )Y a v y   , то, сравнивая последнее и предыду-

щее соотношения, приходим к противоречию ( )y y  . Если вместе с y  по-

лю K  принадлежит и v , очевидно группа G  тривиальна. Пусть N  ― мно-

жество решений уравнения ( )Y z y  . Так как N N  и любой дифферен-

циальный автоморфизм расширения K N  , продолженный до дифферен-

циального автоморфизма расширения K K N   , должен иметь в базисе 

1{ }n
jv  матрицу (4.2.5), то группа Галуа уравнения 0( )Y z   тривиальна. 

Достаточность. Предположим, что уравнение (4.1.1) имеет решение 

Y , удовлетворяющее условиям теоремы. Пусть 1N  ― 1n  - мерное про-

странство поучаем ( )j jv v  , 2,j n , 1 1 1 2 1( ) n nv v b v b v     .   ■ 

Теорема 4.2.6. Для того чтобы группа G  была тривиальна, необходимо 

и достаточно, чтобы: 

1) существовало нетривиальное регулярное решение Y  уравнения 

(4.1.1) с коэффициентами в поле K  и n - кратным собственным числом рав-

ным единице такое, что ( )( )D f g Y     ; 

2) решения системы уравнений 0fy gy   , ( )Y v y   принадлежало 

полю K ; 

3) группа Галуа уравнения 0( )Y v   была тривиальна. 

Следствие теоремы 4.2.5.    ■ 
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Обозначим через 
ipG  группу корней степени ip  из единицы. 

Теорема 4.2.7. Для того чтобы в некотором базисе пространства N  

группа G  была изоморфна прямому произведению 
1 2 np p pG G G   , необ-

ходимо и достаточно, чтобы: 

1) существовало нетривиальное регулярное решение Y  уравнения 

(4.1.1), с коэффициентами в поле K  и попарно различными собственными 

числами; 

2) группы Галуа уравнений 0( )jY y   были изоморфны 
ipG , где 

jY ПНОД ( , )n jD Y   . 

Группа 
1 2 np p pG G G    является подгруппой группы 0

*( )nK , поэтому 

справедливость утверждения следует из теоремы 4.2.2.   ■ 

4.3. Примеры вычисления дифференциальной группы Галуа 

Применим результаты предыдущих параграфов к определению диффе-

ренциальной группы Галуа. Рассмотрим случай оператор второго порядка.  

Пусть 
2

2
0

i
i

i
D a 



  ― оператор, группу Галуа которого нужно опреде-

лить. Без ограничения общности можно считать 2 1a  . Дифференциальное 

поле K  порождено коэффициентами ia , поле констант 0K , 0K K , предпо-

лагается алгебраически замкнутым. В данном случае уравнение (4.1.1) имеет 

вид 

1 2 2 1X D D Y ,         (4.3.1) 

где 1 1 0X x x   , 1 1 0Y y y   . Коэффициенты ,i ix y , 0 1,i   необходимо 

определить в поле K . Из (4.3.1) получаем систему относительно ,i ix y : 

1 1

1 1 0 1 1 1 0

1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0

2
2

,
,

( ) ,
.

x y
a x x y a y y

a a x a x y a y a y y a y
a x a x y a y a y

 
    
          
      

   (4.3.2) 

Из (4.3.2) последовательно находим 1 1x y , 0 1 02x y y  , 0y   
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1 1
1
2

a y  1 1
1
2

y c   где 1c  ― произвольная постоянная. Подставляя 1 0,x x , 0y   

в последнее уравнение системы (4.3.2), получаем 

1 1 14 2 0y q y q y     ,       (4.3.3) 

где 2
0 1 1

1 1
2 4

q a a a   . 

Собственные числа оператора Y  определяем, составляя правый резуль-

тант 2| |R  операторов 2D , Y  . Находим 
2 2

1 0 1 1

2
1 0 0 0 1 1 1 0 0 1

2

0

| | [ ]

[( ) ]

R y y a y

y y y y y a y y a y

     

      
.   (4.3.4) 

Из приведенных выше выкладок ясно, что уравнение (4.3.1) имеет не-

тривиальное решение с коэффициентами в поле K  в том и только в том слу-

чае, когда уравнение (4.3.4) разрешимо в поле K . Если это так, то для груп-

пы Галуа оператора 2D , в частности, возможны случаи, описанные в теоре-

мах 4.2.2 ― 4.2.7. 

Пример 4.3.1. Определить тип дифференциальной группы Галуа G  

уравнения 2
2 3 2 0( ) ( )L y y      . 

1) Найдем нетривиальные регулярные решения уравнения 

1 0 2 2 1 0( ) ( )x x L L y y      . 

Составляя и решая систему (4.3.2) найдем 0 1 02x y y  , 0y   

1
3
2

y  1 1
1
2

y c   где 1c  ― произвольная постоянная. Подставляя 0x , 0y  в по-

следнее уравнение системы, получаем 1 1 0y y   . Таким образом, 1 1 1( )y C , 

1 2 2( ) exp( )y С x , 1 3 3( ) exp( )b С x  . Поскольку искомое решение должно 

иметь все коэффициенты в поле комплексных чисел, то полагаем 

1 1 1 1( )y y C  . Тогда 0 4y C , где 4 1 1
3
2

C C c  . Имеем общее решение 

1 0 1 4Y y y C C        и можно положить Y с   .  

2) Выясним при каких условиях найденное решение будет регулярным. 
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Вычислив правый результант През 2( , )L Y , найдем, что решение будет регу-

лярным при 1с   и 2с  . Полагаем нетривиальное регулярное решение рав-

ным Y  . Из уравнения През 2 0( , )L Y   , найдем характеристические 

корни этого решения 1 1   и 2 2  . Они различные, поэтому согласно тео-

реме 4.2.2 дифференциальная группа Галуа изоморфна диагональной мат-

ричной группе, а уравнение разрешимо через экспоненты интегралов (см., 

например, [80]). Проверка показывает, что оператор Y c    при 1с  , 

2с   действует на элементах базиса пространства решений дифференциаль-

ного уравнения, так как нужно. 

Рассмотрим аналогичную задачу для оператора 3D . Среди решений 

уравнения 

3 3p pX D D Y          (4.3.5) 

могут быть как операторы первого порядка, так и операторы второго поряд-

ка, то есть 0 2p  . Первый случай приводит к следующей системе: 

1 1

2 1 0 1 2 1 0

2 1 1 2 0 1 2 1 1 1 0 2 0

1 0 1 1 0

1 2 1 1 1 0 1 0 2 0 1 0

0 1 0 0 0 2 0 1 0 0 0

3
3 2 3

3 2

,
,

( ) ,
( )

,
.

x y
a x x y a y y

a a x a x y a y a y y a y
a a x a x

y a y a y a y y a y a y
a x a x y a y a y a y

 
    

           
    
          


        

  (4.3.6) 

Из системы (4.3.6) последовательно находим 1 1x y , 0 1 03x y y  , 

0 2 1 1 13/y a y y c   , где 1c  ― произвольная постоянная. Для определения 1y  

имеем систему дифференциальных уравнений 
2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1
4 2

1 2 1 1 2 2 1 0 2 2 2

1 2 1 0 2 2 2 1 2 1

2

3 3 2 0
2 3 3 3 3
3 3 3 3 0

/ /

( )
/

( ) ( ) / ,
/ ( ) ( /

/ ) ( / / / ) .

y a a a y a a a y
y a y a a a y a a a a
a a y a a a a a a y

           


          
          

  (4.3.7) 

Обозначим через 3D , 4D  операторы правых частей системы (4.3.7) и 

пусть 2| ||R  их правый результант. Ранг правого результанта 2| ||R  может 

принимает только значения 4, 5, 6, 7. Поэтому порядок правого наибольшего 
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общего делителя операторов 3D , 4D  может принимать значения 3, 2, 1, 0 со-

ответственно. В последнем из указанных случаев уравнение (4.3.5) не имеет в 

качестве решений операторов первого порядка с коэффициентами в поле K , 

во втором случае может быть только одно такое решение, в третьем ― два, в 

последнем ― три. 

В зависимости от корней уравнения През 3 0( , )D Y    для группы 

Галуа рассматриваемого оператора возможны случаи, описанные в теоремах 

4.2.2 — 4.2.7. 

Перейдем к определению решений второго порядка уравнения (4.3.5). 

Пусть 
2

2
0

i
i

i
X x 



 , 
2

2
0

i
i

i
Y y 



 , 2 2 0,x y  . Для определения коэффици-

ентов ix , iy  получаем следующую систему 

2 2

2 2 1 2 2 2 1

2 1 2 2 1 0 2 2 2 1 2 2 1 1

2 1 0 2 2 1 1 2 0 2 2 2 1 2

0 2 1 2 1 1 1 0 2 0

1 0 2 1 0 1 1 0 1 2

3
2 3 2 3

2 2
3 2 3

2

,
,

( ) ,
( ) ( )

,
( ) ( )

x y
a x x y a y y

a a x a x x y a y a y a y y
a a a x a a x a x y a y a y
a y y a y a y y a y
a a x a a x a x y a


   

          
             

       
         1 1 1 0 1

0 2 0 1 0

0 2 0 1 0 0 0 2 0 1 0 0 0

3 2 ,
.

y a y a y
y a y a y

a x a x a x y a y a y a y









   


    
          

  (4.3.8) 

Из первых трех уравнений последовательно находим 2 2x y , 

1 2 13x y y  , 0 2 2 2 2 2 03 2x y a y a y y      . Из четвертого получаем 

0 2 2 2
1 2
3

(y y a y     2
1 2 2 2 1 0 12 3( ) )a a a y y y c      , где 1c  ― произвольная 

постоянная. Наконец, оставшиеся два уравнения дают систему для определе-

ния коэффициентов 1y  и 2y  

1 2 1 1 1 0 1 3 2 2 2 1 2 0 2

4 5 4
1 3 1 2 1 1 1 0 1 2 4 2

3 2 2 2 1 2 0 2

1
3

2 0

0

( ) ( ) ( )

,

,

y A y A y A y B y B y B y B y

y D y D y D y D y y y

y y y y



   

             
         


       

  (4.3.9) 
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где коэффициенты iA , jB , kD , lE  рационально выражаются через ia  и про-

изводные от них. 

Несложными преобразованиями из системы (4.3.9) получаем 
7

1 2
0

( )i
i

i
y F y



 , 
7

2
0

( )i
i

i
G y


 ,       (4.3.10) 

где коэффициенты iF , jG  ― рациональные функции от ia  и производных от 

них. 

Из (4.3.10) следует, что среди решений уравнения (4.3.5) встречаются 

операторы второго порядка в том и только в том случае, когда уравнение 

(4.3.5) имеет решение в поле K . Если это так, то могут представиться воз-

можности, описанные в теоремах 4.2.2 ― 4.2.7. 

Пример 4.3.2. Определить тип дифференциальной группы Галуа G  

уравнения 3 2 3
3 0( ) ( )L y x x y       .  

Найдем решение первого порядка уравнения 

3 3X L L Y          (4.3.11) 

в виде 1 1 0X X x x e   , 1 1 0Y Y y y e   . 

Так как 3 1a  , 2 0a  , 2
3a x , 3

3a x  , то система (4.3.6) принимает 

вид  

1 1

0 1 0
2 2

1 1 1 0
3 2 2 3 2

1 0 1 1 1 0 0
4 3 2 3

1 0 0 0 0

3
3 3

3 3
3

,
,

,
,

.

x y
y y y

x x y x y y
x x x x y x y x y y x y

x x x x y x y x y

 

    

   

 
      
         

     

 

Находим 1 2y c x , 0 2 1y c c   , 1 2x c x , 0 2 12x c c  , где 1c , 2c  постоянные 

интегрирования. Оператор 1 2 1 2( )Y c x c c    , его можно взять в виде 

1Y x c   , где обозначено 2 1 2( ) /c c c с  . Собственные числа оператора 1Y  

найдем из уравнении През 2
3 1 1 0( , ) ( )L Y c   . Видим, что оператор имеет 

единственное трехкратное собственное число 1c   и при 1c   является регу-

лярным. Уравнение (4.3.11) по теореме 4.2.1 имеет в числе решений оператор 
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второго порядка 2 2 2
2 ( )Y x x x         , который является регулярным 

решением поскольку През 3 2 0( , )L Y  . Трехкратное собственное число 1    

оператора 2Y  определяется из уравнения През 3 2 0( , )L Y   . Находим 

ПНОД 3 2( , )L Y  2 2x x     . Устанавливаем, что дифференциальная 

группа Галуа треугольная. Следовательно, по теореме 4.2.3 группа уравнения 

3 0( )L y   треугольная. 

Пример 4.3.3. Определить тип дифференциальной группы Галуа G  

уравнения 2 2
2 2 2 0( ) ( )L y x x y      .  

Запишем 2 1 2
2 2 2 0( ) ( )L y x x y        и найдем решение уравнения 

1 0 2 2 1 0( ) ( )x x L L y y      . Так как 0q  , то уравнение (5.3.3) имеет вид 

1 0y . Его общее решение 2
1 2 1 0y c x c x c    и 1

0 2 0 12 3 2/y c x c x c c    , 

где c  произвольная постоянная. Поэтому 2
2 1 0( )Y c x c x c      

1
2 0 12 3 2( / )c x c x c c      . Обозначим Y  2

2 1 0( )c x c x c     
1

2 0 12 3 2( / )c x c x c     1
2 0 12 3 2( / )c x c x c     . Собственные числа 

этого оператора найдем из уравнения През 2( , )L Y      

1 2

2 1 2
2 1 0 0 1 2 0

2 1
2 1 0 2 0 1

1 2 2
2 2 0

0 2 3 2
/

/

x x
c x c x c c x c c c x

c x c x c c x c x c




 

 




        

     
. 

Вычисляя определитель, получим, 2 2
1 2 04 0/с c c    , то есть 

2
1 2 1 2 0

1
2

4, с c c    . Тогда по построению операторы Y   

2
2 1 0( )c x c x c     1 2

2 0 1 1 2 02 3 2 4( / )c x c x c с с с       имеют нетриви-

альные нули совместно с исследуемым. Положив для упрощения вычислений 

0 0с  , убедимся, что эти решения принадлежат полю рациональных функций 

и, следовательно, по теореме 4.2.6 группа уравнения тривиальная.  
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4.4. Построение классов дифференциальных уравнений с заданной 

дифференциальной группой Галуа 

Задача, которую мы здесь рассматриваем, состоит в следующем: по 

данной алгебраической матричной группе G  и алгебраически замкнутому 

полю констант C , C  ― поле комплексных чисел, построить класс всех 

обыкновенных линейных дифференциальных уравнений n -го порядка 
1

1
( ) ( )n n

ny a y 
  0 0a y   таких, что группа G  является дифференциальной 

группой Галуа для уравнений этого класса. 

Сформулированная выше задача является модификацией известной об-

ратной задачи теории Галуа дифференциальных полей, последняя в наиболее 

общей формулировке рассматривалась в [83]. В классической постановке об-

ратная задача рассмотрена в [108]. В случае 2n   классификация дифферен-

циальных расширений поля формальных степенных рядов получена в [16]. 

Укажем также на работы [80], [101], в которых дано решение прямой 

задачи для отдельных обыкновенных дифференциальных уравнений второго 

порядка. 

Мы ограничимся рассмотрением сформулированной выше задачи для 

случая 2n   и следующих групп: E  ― тривиальная, *C , D  — диагональная, 

ST  — специальная треугольная, T  — треугольная, SO  — специальная ор-

тогональная (не алгебраическая) [60].  

Пусть 

0y py qy             (4.4.1) 

заданное уравнение, где ( )p p x , ( )q q x  — дифференцируемые функции. 

Дифференциальное поле 0K , порожденное этими функциями, называется ос-

новным, поле 1 2( , )K u u , полученное из основного присоединением фунда-

ментальной системы решений 1u , 2u  уравнения ― расширением Пикара — 

Вессио. Будем считать, что поле комплексных чисел 0C K . Вместе с диф-

ференциальным уравнением (4.4.1) рассмотрим операторное уравнение 

1 2 2 1X L L Y ,          (4.4.2) 
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где 2
2L p q     , 1 1 0Y y y   , 1 1 0X x x    ― операторы, подлежа-

щие определению, d
dx

  .  

Теорема 4.4.1. Если оператор 1 1 0Y y y    является решением урав-

нения (4.4.2), то функция 1y  является решением дифференциального уравне-

ния 

2 2
1 1 1

1 1 1 14 2 0
2 4 2 4

y q p p y q p p y
               

   
.   (4.4.3) 

Доказательство. Перемножив операторы в (4.4.2), и, сравнив коэффи-

циенты при одинаковых степенях  , получим систему 

1 1

1 0 1 1

1 0 1 1 1 0 0

1 0 0 0 0

2
2

,
,

( ) ,
.

x y
px x y py
p q x px y py qy y py

q x qx y py qy

 
   
          
      

   (4.4.4) 

Отсюда легко находим 1 1x y , 0 1 02x y y  ,  0 1 1 1
1
2

y py y c   , где 1c  

— постоянная интегрирования. Подставляя 1x , 0x , 0y  в последнее уравнение 

системы (4.4.4), получим уравнение (4.4.3).   ■ 

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Действительно, из-

вестно [23], что базис пространства решений уравнения (4.4.3) составляют 

функции 2
11 1y v , 12 1 2y v v , 2

13 2y v , где 1v , 2v  ― фундаментальная система 

решений уравнения  

21 1 0
2 4

v q p p v      
 

.       (4.4.5) 

Пусть 1 1 2 2a u a u    ― общее решение уравнения (4.4.1) и 

2
1 1 2 1 2c v c v v    2

3 2c v  ― общее решение уравнения (4.4.3). Построим 

оператор 1Y   0
1
2

( )p c     
 

. Вычислив, 1 ( )Y     
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0
1
2

( )p c       
 

1
2
  1 1c  2 2 3 3c c  , где 1 , 2 , 3  ― нелинейные 

функции от 1u , 2u , видим, что, элемент 1 ( )Y   для некоторых   не принад-

лежит пространству N , то есть не является гомоморфизмом пространства. 

Построим оператор 1 :Y N N  иначе. Пусть   — линейное преобра-

зование пространства N  с невырожденной матрицей ( )ijA a  в базисе 1u , 

2u . Коэффициенты дифференциального оператора 1 1 0Y y y    удовлетво-

ряют системе 

0 1 1 1 11 1 12 2

0 2 1 2 21 1 22 2

,
.

y u y u a u a u
y u y u a u a u

   
   

      (4.4.6) 

Из (4.4.6) находим 
2 2 1

1 22 11 1 2 21 1 12 2(( ) )y a a u u a u a u W     ,    (4.4.7) 
1

0 11 1 2 22 1 2 21 1 1 12 2 2( )y a u u a u u a u u a u u W        ,   (4.4.8) 

где 1 2 1 2W u u u u   . 

Перепишем систему (4.4.6) так 

1 1 0 11 1 12 2

1 2 0 22 2 21 1

( ) ,
( ) .

y u y a u a u
y u y a u a u

    
    

      (4.4.9) 

Обозначив 1 1 0Y y y    , 1
1 1 11Y Y a   , 2

1 1 22Y Y a   , получим 
1

1 1 12 2( )Y u a u , 2
1 2 21 1( )Y u a u . Отсюда 1 2 2 1

1 1 12 21 1 1 12 21 0( ) ( )Y Y a a y Y Y a a y      и 

функции 1u , 2u  являются решениями последнего уравнения. 

При 21 0a   оператор 1 1 0Y y y     является автоморфизмом про-

странства N  с верхней треугольной матрицей. Операторы 1
1Y , 2

1Y  коммути-

руют и для любого решения уравнения (4.4.1) 
1 2 2 1

1 1 1 1 0( ) ( )Y Y y Y Y y  .       (4.4.10) 

Теорема 4.4.2. Для уравнения (4.4.1) следующие утверждения эквива-

лентны: 

1) дифференциальная группа Галуа уравнения изоморфна подгруппе 
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группы T ;  

2) уравнение факторизуемо над 0K : y py qy    ( ( ) )       

0( ) y    ; 

3) 0, K   : p   , 2q       ; 

4) уравнение Риккати 2 0u u pu q      имеет нетривиальное решение 

в основном поле 0K . 

Доказательство. 1) → 2). Если в базисе 1 2{ , }u u  пространства N  груп-

па Галуа уравнения изоморфна подгруппе группы T , то каждый дифферен-

циальный автоморфизм G   действует на элементах базиса по формулам 

1 11 1 12 2( )u a u a u   , 2 22 2( )u a u  ,      (4.4.11) 

где 11a , 12a , 22a  — некоторые числа. 

Согласно (4.4.10) дифференциальный оператор второго порядка, име-

ющий нулями функции 1u , 2u , имеет вид 

 
 

1 2
22 11 1 2 12 2 11 22 1 2 12 2 2

1 2
22 11 1 2 22 2 11 22 1 2 12 2 2

(( ) ) (( ) )

(( ) ) (( ) ) .

W a a u u a u a a u u a u u

W a a u u a u a a u u a u u

 

 





      

      
 (4.4.12) 

Запишем этот оператор через коэффициенты 1y , 0y :  

2 0 11 0 221
1 0 11 1 0 22 1

1 1 1

( ( ) )( ( ) ) y a y ayy y a y y a y
y y y

       
      

                
. 

Упрощая, получим 

0 111 2

1 1 2

y ay u W
y y u W
  
   , 0 11 2

1 2

y a u
y u


  . 

Функции W
W




 , 2

2

u
u




  остаются неподвижными относительно 

любого дифференциального автоморфизма с верхней треугольной матрицей. 

Поэтому   2 ( )L           над 0K . 

2) → 3). Перемножив операторы, получим 2L  2    
2( )       , то есть p   , q     . 
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3) → 4). Поскольку p  , то 2 0p q       . 

4) → 1). Предположим, что в поле 0K  существует функция   удовле-

творяющая уравнению Риккати 2 0p q       , где p , 0q K . Замена  

y
y




  приводит к уравнению 2 0( )L y y py qy     , интегралом которого 

является функция  2 expu dx  , удовлетворяющая уравнению первого по-

рядка 0y y   . Поэтому имеет место факторизация 2L   

( ( ) )( )         . Вторым интегралом уравнения (5.4.1) линено 

независимым с первым будет  1 expu dx   2exp ( )dx dx   . Пусть   

дифференциальный автоморфизм уравнения и (( ))ija  его матрица в базисе 

1 2{ , }u u , причем 1 11 1 12 2( )u a u a u   , 2 21 1 22 2( )u a u a u   . 

Поскольку 2u  является решением уравнения первого порядка 

2 2 0u u    с коэффициентами в поле 0K , то должно быть 2 22 2( )u a u  . 

Поэтому 21 0a  .   ■ 

В качестве следствия из теоремы 4.4.2 получаем следующую теорему. 

Теорема 4.4.3. Группа Галуа уравнения (4.4.1) изоморфна диагональ-

ной подгруппе группы 11 22( , )D diag a a  ( 11 22a a ) в том и только в том слу-

чае, если в поле 0K  существуют такие функции   и  , что 

12p  
  


   , 
2

2q   
  
      

 
.    (4.4.13) 

Доказательство. Пусть 1 2{ , }u u  базис пространства решений уравнения 

(4.4.1) и группа Галуа этого уравнения в данном базисе изоморфна некоторой 

подгруппе группы D . 

Согласно (4.4.10) имеем 
1 2 2 1

1 1 1 1 0( ) ( )Y Y y Y Y y  ,       (4.4.14) 

где 
1 1 1

1 22 11 1 2 22 11 1 2( ) ( )Y a a u u W a a u u W      ,       
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2 1 1
1 22 11 1 2 22 11 1 2( ) ( )Y a a u u W a a u u W      .   (4.4.15) 

Уравнение (4.4.14) имеет те же решения, что и уравнение (4.4.1). 

Обозначим 1
1 2u u W  , 1

1 2u u W  , тогда 1
1 2 1u u W    . Функции 

  и  , очевидно, неподвижны относительно автоморфизмов диагональной 

группы. Уравнение 
2

2 2
12 0y y y    

     
             

   
 равносиль-

но уравнению (4.4.1), поэтому условия (4.4.13) выполняются. 

Обратно, предположим, что условия (4.4.13) выполняются. В этом слу-

чае уравнение (5.4.1) имеет вид 
2

2 2
12 0y y y    

     
             

   
.   (4.4.16) 

Перепишем его в виде 2 2 22 0( ( ) ( ) ) y                  . Раз-

делив оператор 2 2 22( ) ( )                  справа на опера-

тор g  , где g  ― пока неизвестная функция, получим остаток 

2 22( )g g g g             , который тождественно равен нулю при 

g   . Имеет место коммутативная факторизация 2 2    

2( )       2( )      1( ( ) )( )        . Следова-

тельно, уравнение (4.4.20) равносильно системе независимых дифференци-

альных уравнений 1 1
1 0u u


   , 2 2 0u u


   , решения которых имеют вид 

1
1expu dx


   

  , 2 expu dx


   
  .    (4.4.17) 

Каждый дифференциальный автоморфизм   уравнения (4.4.20) дейст-

вует на элементы 1u  и 2u  по формулам 1 1 1( ) ( )u u   , 2 2 2( ) ( )u u   , где 

1( )   и 2( )   константы.    ■ 

Найдем условия, при выполнении которых, группа Галуа уравнения 

(4.4.1) изоморфна тривиальной группе E . 

Теорема 4.4.4. Группа Галуа уравнения (4.4.1) тривиальна в том и 
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только в том случае, когда в поле 0K  существуют такие функции  ,  , что 

2p  
 
 

  


, 
2

2q    
   
         

, const  .   (4.4.18) 

Доказательство. Предположим, что группа уравнения (4.4.1) триви-

альна. Тогда, согласно теореме 4.4.3, в поле 0K  существуют функции  ,  , 

такие, что выполняются соотношения (4.4.13). В качестве базиса пространст-

ва решений уравнения (4.4.1) возьмем функции (4.4.17). В силу тривиально-

сти группы 0expR dx K


   
   и 0exp dxS K


   
  . Отсюда находим 

S
S

 

, R S

R S






. Подставляя эти выражения для   и   в (4.4.13), получим 

(4.4.18), в которых обозначено: S  , R  . 

Обратно, предположим, что в поле 0K  существуют функции   и   та-

кие, что выполняются условия (4.4.18). Тогда уравнение (4.4.1) принимает 

вид 
2

2 2 0y y y     
     
                      

. Переписав это уравне-

ние в виде 2 2 22 2 0( ) ( )y y y y y y                      находим од-

но очевидное решение 1u  . Второе получим, факторизовав оператор 

2 2 22( ) ( )                 , разделив его справа на оператор 

   : 1
2 2( ( ) )( )L                 . Решив факторизованное 

уравнение 1
2 0( )L y  , найдем второе 2u   , const  , линейно независи-

мое с первым.    ■ 

Условия, при выполнении которых, группа Галуа уравнения (4.4.1) 

изоморфна подгруппе группы *C  даются следующим утверждением. 

Теорема 4.4.5. Группа Галуа уравнения (4.4.1) изоморфна некоторой 

подгруппе группы *C  в том и только в том случае, если в поле 0K  найдутся 

такие функции   и  , что 
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2p  


 
 

  


, 
2

2( )q    
 
       

 
, 1 Q

k Q








,  (4.4.19) 

где const  , 0Q K , k  — рациональное число. 

Доказательство. Если группа уравнения (4.4.1) изоморфна некоторой 

подгруппе группы *C D , то в поле 0K  существуют функции   и  , удов-

летворяющие соотношениям (4.4.13). В качестве базиса пространства реше-

ний уравнения (4.4.1) снова возьмем функции (4.4.17). 

Так как по предположению матрицы группы имеют вид ( , )diag    

( 0  ), то 2( ) exp expdx dxu  
 

         
    
  , 1( ) expu dx 


     

  
  

exp dx


     
  
 exp exp dxdx 

 
    

    
    
  . Отсюда следует, что 

0exp dxS K


   
  , а 0exp dx K


  
   и не является алгебраической функ-

цией. Поэтому S
S

 

, 1 Q

k Q








, где 0Q K , k  — рациональное число. 

Подставляя выражение для   в (4.4.13), и, обозначая после преобразований 

S  через  , получим (4.4.19). 

Обратно, пусть для некоторых функций   и   из поля 0K  выполняют-

ся условия (4.4.19), тогда уравнение имеет вид 2( )L y   

2y y 
 
         

2
2 0( ) y   

 

           
. Перепишем его в ви-

де 2( )L y  2 y     2 22( ) y        2 2 3 0( ( ) ) y          . Факто-

ризовав оператор 2 2
2 ( ( ) )L              ( )   , легко найдем 

линейно независимые решения: 1 expu dx

   

  , 2 expu dx

   

  . Так 

как 0K , а 1 Q
k Q









, то элемент exp dx


 

 
   трансцендентен над по-

лем 0K .    ■ 
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Теорема 4.4.6. Группа Галуа уравнения (4.4.1) изоморфна некоторой 

подгруппе группы ST  в том и только в том случае, если в поле 0K  сущест-

вуют такие функции   и  , что 

p 



  , q   
 
  

   .        (4.4.20) 

Доказательство. Если в базисе 1 2{ , }u u  пространства решений уравне-

ния (4.4.1) группа Галуа изоморфна некоторой подгруппе группы ST , то 

1 1 12 2( )u u a u    12 0( )a  , 2 2( )u u   ST  . Согласно (4.4.10)  

1 2 2 1
1 1 1 1 0( ) ( )Y Y y Y Y y  ,       (4.4.21) 

где положено 
1 2 1 2

1 1 2 2 2( )Y Y W u u u     .      (4.4.22) 

Уравнение (4.4.21) имеет те же решения, что и уравнение (4.4.1). Обо-

значим 2u   и W  , эти функции по предположению принадлежат 0K . 

Тогда из уравнения 
2 2

2 0( )L y y      
   

    
     
  

,    (4.4.23) 

перемножив оператры, и умножив слева результат на функцию 4  , 

получим соотношения (4.4.20). 

Обратно, предположим, что в поле 0K  существуют такие функции  , 

 , что условия (4.4.20) выполняются. В этом случае уравнение (4.4.1) имеет 

вид 

0y y y   
  
               

   
.    (4.4.24) 

Базис пространства решений можно выбрать так 

1 2expu 


   
  , 2u  .       (4.4.25) 

Элемент 1u  является решением уравнения 1 1u u 
 


   , но и уравне-
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нию 1 1( ) ( )u u 
 

 


   , для любого дифференциального автоморфизма  . 

Вычитая из второго уравнения первое, получим 1 1( ( ) )u u    

1 1 0( ( ) )u u





   . Откуда находим 1 1 12( )u u a   , а 2u  . Следователь-

но, каждый автоморфизм G   в указанном базисе имеет верхнюю тре-

угольную матрицу с единицами на диагонали.    ■ 

Замечание. Если к условиям теоремы присоединить еще одно 

02 dx K


 , то группа Галуа уравнения (4.4.1) будет тривиальна. Учитывая, 

что группа ST  не имеет других алгебраических подгрупп, кроме тривиаль-

ной, приходим к выводу, что условия (4.4.20) вместе с условием 02 dx K


  

являются необходимыми и достаточными для изоморфизма G ST . 

В следующей теореме группа Галуа не является алгебраической. 

Теорема 4.4.7. Труппа Галуа уравнения (4.4.1) изоморфна некоторой 

подгруппе группы SO  в том и только в том случае, если в поле 0K  сущест-

вуют такие функции   и  , что 

p 



  , 
221 1

2 4
q   

  

                 
.    (4.4.26) 

Доказательство. Предположим, что группа Галуа уравнения (4.4.1) 

изоморфна в базисе 1 2{ , }u u  некоторой подгруппе группы SO . Каждый авто-

морфизм G   действует на элементы базиса по формулам 1( )u   

1 2cos sinu u   , 2 1 2( ) sin cosu u u    . 

Согласно (4.4.10) имеем 
1 2 2 1

1 1 1 1 1 0( ) ( )Y Y y Y Y y  ,       (4.4.27) 

где 
2 2

1 1 2 1 1 2 2
1

u u u u u uY i
W W

 
       

 
, 

2 2
2 1 2 1 1 2 2

1 ,u u u u u uY i
W W

 
       

 
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2 1i   .                      (4.4.28) 

Уравнение (4.4.27) имеет те же решения, что и уравнение (4.4.1). Обо-

значив 2 2
1 2u u   , W  , убедимся, что функции   и   остаются непод-

вижными относительно всех автоморфизмов группы SO  . Перемножив 

операторы в (4.4.27), и, сравнив коэффициенты полученного уравнения с ко-

эффициентами уравнения (4.4.1), прийдем к соотношениям (4.4.26).  

Обратно, предположим, что в поле 0K  существуют функции   и   та-

кие, что выполняются соотношения (4.4.26). В этом случае уравнению (5.4.1) 

принимает вид 

2 21 1 0
2 4

y y y    
   

                         
. 

Преобразуем его умножив на 2 2    
2

2 2
2

2 2 3 2 3
1 1 1 1 022 2 4

( )L y y       
    


               

    

. 

Факторизуем оператор 2L , разделив его справа на оператор 1 g    , 

где g  пока не определенная функция. Получим 2L g  
 

   
     

  
 

g  


 
 

 
 и остаток 

2
2

2 1
2 4

g g g     
    

              
. Для 

обращения остатка в нуль потребуем 
2

2
2 1 0

4
g g 

 
 
    , что дает 

1 2 2,g i



  . Таким образом имеем факторизованное уравнение 

2 2
( )L y i  

 
   

     
  

 0
2

i y  
 

  
     
  

. Базис пространства 

решений этого уравнения можно выбрать так 
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1 cosu dx


   
  , 2 sinu dx


   
  .    (4.4.29) 

Пусть   дифференциальный автоморфизм из группы Галуа уравнения 

(4.4.1): 1 11 1 12 2( )u a u a u   , 2 21 1 22 2( )u a u a u   . Так как 2 2
1 2u u 0K  , то 

 2 2
11 1 12 2 21 1 22 2( )a u a u a u a u    2 2 2

11 21 1( )a a u  11 12 21 22 1 22( )a a a a u u   

2 2 2
12 22 2( )a a u  2 2

1 2u u  . Учитывая, что функции 2
1u , 1 2u u , 2

2u  линейно незави-

симы, как решения дифференциального уравнения третьего порядка [23, 

пример 3.26], получаем 2 2
11 21 1a a  , 2 2

12 22 1a a  , 11 12 21 22 0a a a a  . Наконец, 

( ) | | ,     где | |  — определитель матрицы автоморфизма  . Так как по, 

условию 0K  , то 1| |  . Из системы 2 2
11 21 1a a  , 2 2

12 22 1a a  , 

11 12 21 22 0a a a a  , 11 22 12 21 1a a a a   находим: 11 22a a , 2
12 221a a   , 

2
21 221a a  . Следовательно, группа Галуа уравнения (5.4.1) является неко-

торой подгруппой группы SO .    ■ 

Соберем условия, сформулированные в теоремах 4.4.2 — 4.4.8, в сле-

дующую таблицу. 

Тип 

группы G 

Коэффициент p 
Коэффициент q 

E  
2 

 
 

 


 
2

2 , const    
   
          

 

*C  

2 ,

const

 
 



 
 




 

2
2

0
1

( ) ,

, ,Q Q K
k Q

   
 




      
 


 



 

k-рациональное число 

D 12 
  

   

2

2

  
  
     

 
 

ST 



    
 
  

   
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T         

SO 



  
2 21 1

2 4
   
   

            
    

 

Пусть   и   произвольные дифференцируемые функции и 1K  ими по-

рожденное дифференциальное расширение поля 0K . То справедлива теоре-

ма. 

Теорема 4.4.8. Группа Галуа уравнения (4.4.1) коэффициенты которого 

построены по формулам p , q  таблицы, изоморфна над полем 1K  некоторой 

подгруппе соответствующей группы G . 
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Глава 5. Факторизация нелинейных дифференциальных уравне-
ний 

Одним из основных математических инструментов исследования явле-

ний мира являются обыкновенные нелинейные дифференциальные уравне-

ния (ОНДУ). В главе 4 такие уравнения появляются, например, при опреде-

лении дифференциальной группы Галуа ОЛДУ. Разработаны методы интег-

рирования таких уравнений, отраженные в обширных справочниках [23], 

[20].  

Один из возможных методов интегрирования уравнений вида 

0( )( , , , ..., )nx y y y    с коэффициентами в дифференциальном поле K  нуле-

вой характеристики является метод факторизации. Можно выделить сле-

дующие виды факторизации: алгебраическую [98], когда дифференциальное 

уравнение рассматривается как многочлен от искомой функции и ее произ-

водных, дифференциально−алгебраическую, когда уравнение представляется 

в виде композиции алгебраических выражений и дифференциальных опера-

торов [10]. В первом случае дифференциальный многочлен ( )( , , ,..., )nx y y y   

представляется в виде произведения многочленов ( )( , , ,..., )nx y y y    

1

( )( , , ..., )k

m
m

k
k

x y y


 , где max( )kk
n m , во втором случае ( )( , , ,..., )nx y y y    

1

( )( ; ) ( , , ,..., )k

k

m
n

m k
k

L х y x y y y


 , 
kmL

0
( , )

km
j

j
j

a x y 


  — линейные дифферен-

циальные операторы, /d dx  ; ( )( , , ,..., )kn
k x y y y   — дифференциальные 

многочлены. Рассмотрим дифференциально−алгебраическую факторизацию 

одного класса уравнений первого порядка. 

5.1. Определение факторизации и некоторые её свойства 

Рассмотрим ОНДУ 0( )( , , , ..., )nx y y y    с коэффициентами в диффе-

ренциальном поле K  функций переменной x  с полем комплексных чисел в 

качестве констант. Это поле в дальнейшем будем называть основным. 

Определение 5.1.1. Скажем, что уравнение 0( )( , , , ..., )nx y y y    фак-
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торизуем над полем K , если его можно представить в виде 

1 1

2 2

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )
( , ,..., ) ( , , ..., )exp
( , ,..., ) ( , ,..., )

m n

m n
F x y y B x y y dx
F x y y B x y y

 
  
 
   

3 1

4 2

1 1

2 2

0
( ) ( )

( ) ( )
( , , ..., ) ( , , ..., )exp ,
( , ,..., ) ( , , ..., )

m ns

m ns
d A x y y B x y y dx
dx A x y y B x y y

  
    

  
  (5.1.1) 

где iF , iA , iB  1 2( , )i   — некоторые дифференциальные выражения с коэф-

фициентами из поля K  или короче, если выполняется тождество 

1 1 1 1

2 2 2 2

( )( , , , ..., ) exp exp
s

n
s

F B d A Bx y y y dx dx
F B dx A B


    

       
    
   (5.1.2) 

по переменным ( ), , , ..., nx y y y  с коэффициентами из поля K .  

Очевидно утверждение. 

Теорема 5.1.1. Функция ( )y x , являющаяся решением уравнения 

3
1 0( )( , , ,..., )mA x y y y   и такая, что выполняются неравенства 

4
2 0( )( , ,..., )mA x    , 2

2 0( )( , ,..., )nB x    , 2
2 0( )( , , ..., )mF x y y  , является реше-

нием уравнения 0( )( , , , ..., )nx y y y   . 

Рассмотрим уравнение  

1 0 0( ) ... ( ) ( )r
ry f x y f x y f x       2( )r     (5.1.3) 

и его факторизацию в указанном виде. 

В соответствии с определением 5.1.1 скажем, что уравнение (5.1.3) до-

пускает факторизацию над полем K , если его можно представить в виде 

 

 

1

0


 
    

   





( , ) exp ( , )

( , )exp ( , ) ,

n m

n m

A x y B x y dx
y

d A x y B x y dx
dx

 (5.1.4) 

где ( , )nA x y , ( , )mB x y  — многочлены по переменной y  степени n  и m  соот-

ветственно с коэффициентами из поля K . 

Кратко факторизацию (5.1.4) будем записывать так:  

  0( , )exp ( , )n m
d A x y B x y dx
dx

    ,     (5.1.5) 
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Число m  полностью определяется числом r . Действительно, если 

уравнение допускает факторизацию (5.1.5), то должно выполняться тождест-

во 
1

0


           

  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ... ( ).

n n n m

r
r

dA x y A x y A x y B x y
y dx

f x y f x

 (5.1.6) 

Отсюда следует для степеней m , r  соотношение 1m r  ; n  — нату-

ральное число. 

Найдем условия, при выполнении которых уравнение (5.1.3) допускает 

факторизацию (5.1.5). 

Теорема 5.1.2. Для того, чтобы уравнение (5.1.3) допускало факториза-

цию (5.1.5), необходимо и достаточно, чтобы существовали многочлены 

0

( , ) ( )
n

i
n i

i
A x y a x y



 , 
1

1
0

( , ) ( )
r

j
r j

j
B x y b x y






  степени 1n   и 1r  , с коэффи-

циентами в поле K , удовлетворяющими системе 

0

0 0 1

( , ; ) ( ), , ,

( , ; ) , , , ( ),
s i j s

t i j

d a b x f x s r

g a b x t p p n

  


    
     (5.1.7) 

где 
0

( , ; )
r

s
s i j

s
d a b x y


  частное, а 

0

( , ; )
p

t
t i j

t
g a b x y


  1( )p n   остаток от деления 

многочлена 1 0( , ) ( , ) ( , )n
n r

A x y A x y B x y
x 


 


 на многочлен ( , )nA x y

y



. 

Необходимость. Пусть имеет место факторизация (5.1.5) уравнения 

(5.1.3), тогда система уравнений (5.1.7), полученная указанным в формули-

ровке теоремы способом совместна. 

Достаточность. Если существуют многочлены 
0

( , ) ( )
n

i
n i

i
A x y a x y



 , 

1

1
0

( , ) ( )
r

j
r j

j
B x y b x y






  такие, что система уравнений, полученная делением с 

остатком многочлена 1
( , ) ( , ) ( , )n

n r
A x y A x y B x y

x 





 на многочлен ( , )nA x y

y



, 
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совместна, для некоторого набора функций ( )rf x , 1... ( )f x , 0( )f x  из поля K , 

то это приводит, очевидно, к факторизации уравнения 

1 0 0( ) ... ( ) ( )r
ry f x y f x y f x      .    ■ 

Установим теперь некоторые свойства факторизации. 

Теорема 5.1.3. Для любого решения ( )x  уравнения (5.1.3) имеет ме-

сто факторизация 

 1 0( ( ))exp ( , )r
d y x B x y dx
dx

 
    .    (5.1.8) 

Доказательство. Продифференцировав получим 1' r
ry b y   

1
2 1( ) r

r rb b y 
    2

1 1 1 0( ) ( )b b y b         . Сравнивая коэффициенты 

этого уравнения с коэффициентами уравнения (5.1.3), найдем 

1r rb f  , 2 1 1r r rb b f    , …, 0 1 1b b f  , 0 0b f     .   (5.1.9) 

Отсюда для коэффициентов kb , получаем 

1

1

r
j k

k j
j k

b f   

 

  , 0 1,k r  .       (5.1.10) 

При этом 1
0 1 2

r
rb f f f       удовлетворяется тождественно.   ■ 

Теорема 5.1.4. Если ( )i x  — n  различных решений уравнения (5.1.3), 

то  

1 2 1
1

0,( )( )...( )exp ( , )
n

n r j
j

d y y y B x y dx
dx

   


  
     

   
 ,  (5.1.11) 

где  1 0,( )exp ( , )j r j
d y B x y dx
dx

 
     ( 1,j n ) — факторизации уравнения 

(5.1.3), является его факторизацией.  

Доказательство. Для 2k   справедливость утверждения устанавлива-

ется вычислением с помощью формул (5.1.10). Пусть утверждение справед-

ливо при 1 2k n   , то есть 
1

1 1
1

0,exp ( , )
n

n r j
j

d B x y dx
dx




 


  
  

   
  ― факто-

ризация уравнения (5.1.3), где 1 1 1( ) ( )n ny y      . Проинтегрировав 
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эту факторизацию и факторизацию  1 0,( )exp ( , )n r n
d y B x y dx
dx

 
    , и 

перемножив результаты, получим 

1

1 1 1
1

, ,( ) exp ( , )
n

n n r n r j
j

y B B x y dx c 


  


  
       

 , 

где c  ― произвольная постоянная. Продифференцировав последнее соотно-

шение, запишем его в виде 

1 1 1

1
1 1

1 1
1

0

, ,

,

( , )[ ( , ) ( , ) ]

( , ) ( , )( ) ( , ) ( , ) .

n r n n r n n

n
n n

n n r j
j

x y y yB x y B x y

x y x yy y x y B x y
y x

 





 


  


 

 


    

         


 

В силу предположения индукции, имеем 1
1

( , )( , ) ( ) n
n n

x yx y y
y




 


 
    

 

0 0( )r
ry f y f     ,что и доказывает утверждение.   ■ 

Следствие 5.1.1. Если ( )x  — решение уравнения (5.1.3) и 0a   чис-

ло, то  1 0( ) expa
r

d y a B dx
dx

 
     факторизация уравнения (5.1.3). 

Доказательство. Из (5.1.8) после интегрирования и возведения в сте-

пень a  следует равенство  1( ) expa
ry a B dx c   , где c  — постоянная ин-

тегрирования. Дифференцируя по x , получим искомую факторизацию. ■ 

Следствие 5.1.2. Если ( )i x  1( , )i q  — q  различных решений уравне-

ния (5.1.3), то имеет место факторизация 

 1 2
1 2 1 0( ) ( ) ...( ) expqnn n

q r
d y y y B dx
dx

   
      ,   (5.1.12) 

где in  — числа,  1 0,( )expi r i
d y B dx
dx

 
     — факторизация уравнения 

(5.1.3), где 1 1 1 1 1, ,...r r q r qB n B n B     . Вытекает из следствия 5.1.1.    ■ 

Как показывают предыдущие рассуждения, уравнение (5.1.3) имеет, 

вообще говоря, бесконечно много факторизаций. 

Предположим теперь, что для уравнения (5.1.3) выполнены условия 
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(5.1.7). Исследуем, какими свойствами обладает факторизация (5.1.5). 

Теорема 5.1.5. Если уравнение (5.1.3) допускает факторизацию (5.1.5), 

то каждое решение ( )x const   уравнения 0( , )nA x y  , удовлетворяющее 

условиям 0
( )

( , )n
y x

A x y
x 





, 0

( )

( , )n
y x

A x y
y 





, является решением этого 

же уравнения (5.1.3). 

Доказательство. Так как по предположению 0( , ( ))nA x x  , то 

( )

( ) ( , ) / ( , )n n
y x

x A x y A x y
x y 




   
 

.    (5.1.13) 

Обозначив 1
1 1 0( , ) ...r r

r r rF x y f y f y f y f
      и вычислив (5.1.5) 

при ( )y x , найдем 

( )

( , ( )) ( , ) / ( , )r n n
y x

F x x A x y A x y
x y 




 
 

 
.    (5.1.14) 

Из (5.1.13) и (5.1.14) следует, что 0
( )

( ( , ))r y x
y F x y


   .   ■ 

Теорема 5.1.6. Если уравнение (5.1.3) допускает факторизацию (5.1.5) 

и для некоторой константы 0   система 

1

0
0

( , ) ,
( , )

n

r

A x y
B x y





  


 
        (5.1.15) 

совместна, то любое ее решение — решение уравнения (5.1.3). 

Доказательство. Следствие теоремы 5.1.5.    ■ 

Теоремы 5.1.5 и 5.1.6 позволяют высказать следующее утверждение. 

Теорема 5.1.7. Все решения ( )x  уравнения (5.1.3) по отношению к 

произвольной факторизации распадаются на следующие три типа: 

а) 0( , ( ))nA x x  ; 

б) 0   такое, что 0( , ( ))nA x x   , 1 0( , ( ))rB x x  ; 

в) ( , ( )) ( )nA x x f x   и  1exp rB dx 1( )f x  . 

Доказательство. Справедливость следует из рассмотрения факториза-
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ции (5.1.4) уравнения (5.1.3) и теорем 5.1.5 и 5.1.6.   ■ 

Теорема 5.1.8. Если уравнение (5.1.3) допускает факторизацию (5.1.5) 

и 1 2( , ) ( , ) ( , )... ( , )n lA x y v x y v x y v x y  — какое-либо разложение на множители, 

то имеют место следующие факторизации уравнения (5.1.3): 

 1 0,( , )exp ( , )i r i
d v x y B x y dx
dx 

    , 1,i l .   (5.1.16) 

Доказательство. Пусть 1
1( , ) ( ) ...( ) snn

i sv x y y y     — разложение на 

множители, где ( )i x , 1,i s , попарно различны. Согласно теореме 5.1.5, 

каждое ( )i x  является решением уравнения (5.1.3), поэтому по следствию 

5.1.2 имеют место факторизации (5.1.16) уравнения (5.1.3).   ■ 

Теорема 5.1.9. Если уравнение (5.1.3) допускает факторизацию (5.1.5) 

над полем K , то можно построить его факторизацию над тем же полем, в ко-

торой полином по y  ( , )nA x y  не будет иметь кратных корней.  

Доказательство. Согласно предположению, уравнение (5.1.3) предста-

вимо в виде  1 0( , )exp ( , )n r
d A x y B x y dx
dx 

    . Обозначим ( , )x y   

( , )nA x y
y





, ( , )P x y НОД ( , )nA   (НОД — наибольший общий делитель 

по переменной y ) и ( , ) ( , ) ( , )nA x y Q x y P x y . Многочлен ( , )Q x y , очевидно, 

имеет попарно различные корни. По теореме 5.1.8 имеют место факториза-

ции уравнения (5.1.3)  1 1 0,( , )exp ( , )r
d Q x y B x y dx
dx 

    , 

 1 2 0,( , )exp ( , )r
d P x y B x y dx
dx 

    .   ■ 

5.2. Свойства решений нелинейных дифференциальных уравнений 

Рассмотрим теперь несколько свойств решений уравнения (5.1.3) ал-

гебраических над полем K  рациональных функций или некоторым его рас-

ширением. 

Напомним, что минимальным многочленом функции ( )x  над полем 
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K  называется неприводимый над K  многочлен ( , ) [ ]x y K y  , такой, что 

0( , ( ))x x  . 

Теорема 5.2.1. Если ( )y x  является решением уравнения (5.1.3) и 

корнем неприводимого над полем K  многочлена ( , )x y , то: 

а) все корни уравнения 0( , )x y   удовлетворяют уравнению (5.1.3); 

б) уравнение (5.1.3) допускает факторизацию с ( , ) ( , )nA x y x y . 

Доказательство. а) Согласно условию теоремы функция ( )x  удовле-

творяет следующей системе 
1

1 1 0 0
0

( ) ( ) ... ( ) ( ) ,
( , ) ,

r r
r ry f x y f x y f x y f x

x y


      


 

   (5.2.1) 

где 
0

( , ) ( )
m

j
j

j
x y p x y



 , ( )jp x K .  

Вычтем из первого уравнения, умноженного на ( , )x y
y





, полную 

производную по x  от ( , )x y . Поскольку 0
( )

( , )
y x

x y
y 








, то полученная 

система уравнений, эквивалентна исходной, : 

1
1 1 0

1
1 1 0

1
2 1

1 0

0

0

2

0

0

( ) ( ) ... ( ) ( ) ,

( ( ) ( ) ... ( ) ( ))

( ( ) ... ( ) ( ))
( ( ) ... ( ) ( )) ,

( ) .

r r
r r

r r
r r

m
m

m
m

m
j

j
j

y f x y f x y f x y f x

f x y f x y f x y f x

m p x y p x y p x
p x y p x y p x

p x y












      

    


     
       


 




   (5.2.2) 

Запишем (5.2.2) кратко 

0

0

0

( ) ,

( , ) ( ) ( , ) ,

( , ) ,

L y

dx y L y x y
y dx
x y

 



 


       
 

   (5.2.3) 
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где 0( ) ( ) ... ( )r
rL y y f x y f x    . 

Разделив левую часть второго уравнения системы (5.2.3) на ( , )x y  

получим 1 ( , )r kQ x y R  . Из неприводимости многочлена ( , )x y  следует, 

что 0kR  . Тогда ( )x  таких, что 0( , ( ))x x  , но 0
( )

( , )
y x

x y
y 








, 

0
( )

( , )
y x

d x y
dx 




 , поэтому 0( ( ))L x  .  

б) Второе утверждение следует из теоремы 5.1.4.   ■ 

Приведем два примера, показывающие полезность результата. 

Пример 5.2.1. Согласно [23, пример 1.163], уравнение 
2 22 2x y y  xy  22 0a x   имеет решение ( )y x a x  . Его минимальный 

многочлен над полем рациональных функций — 2 2( , )x y y a x   . Следова-

тельно, по теореме 5.2.1 функция a x  — также решение этого уравнения. 

Пример 5.2.2. Согласно [23, пример 1.164], уравнение 22x y   

2 22 3 2 0y xy a x     имеет решение 0 5( ) ,y x a x x   . Минимальный 

многочлен этого решения при 0a   над полем рациональных функций ― 
2( , )x y y   xy  2a x  21 4( / )x , поэтому 0 5( ) ,x a x x     — еще одно 

решение данного уравнения. 

Проинтегрируем (5.1.5): 

 1( , )exp ( , )n rA x y B x y dx c  ,      (5.2.4) 

где с  ― постоянная интегрирования. 

Теорема 5.2.2. Если функция ( )y x  удовлетворяет при некотором c  

уравнению (5.2.4), то она является частным решением уравнения (5.1.3). 

Доказательство. Если некоторая функция ( )x  удовлетворяет при не-

котором значении константы c  соотношению (5.2.4), то 

 1 0( , ( ))exp ( , ( ))n r
d A x x B x x dx
dx

 
     и из факторизуемости уравнения 
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(5.1.3) следует, что функция ( )x  является его решением.    ■ 

Получим два соотношения, предварительно представив (5.2.4) с помо-

щью теоремы 5.1.3 в виде ( , )nA x y 
1

1

0 1
exp

r r
i k k

j
k i k

c f y dx


 

  

  
  

  
  и заме-

тив, что для двух различных решений 
1p , 

1q  уравнения (5.1.3), не равных 

тождественно нулю, выполняется 

1 1 1 1

1

1 1
exp

r k
k i i

p q k p q
k i

c f dx    

 

  
    

  
  .    (5.2.5) 

Следствие 5.2.1. Пусть p , q , t , s  ― различные решения уравне-

ния (5.1.3). тогда 
1

1 1

3 2
exp ( )( )

r k
p q k i k i i is t

k p s q t
k ip t s q

c f dx
   

   
   


   

 

   
       

  ,  (5.2.6) 

где сумма по k  в правой части, полагается равной нулю при 2r  . 

Действительно, придавая один раз индексам 1p , 1q  значения p  и q , p  

и t  соответственно, второй раз — s  и q , s  и t  соответственно и выполняя 

очевидные действия, получим (5.2.6).   ■ 

Заметим, что при 2r   из (5.2.6) получается известное свойство посто-

янства ангармонического отношения решений уравнения Риккати [14, 23], а 

при 3r   ― свойство четырех различных ненулевых решений уравнение 

Абеля первого рода  

 3exp ( )( )p q s t
p s q t

p t s q

c f dx
   

   
   

 
   

   .  (5.2.7) 

Еще одно соотношение получим так: пусть 0 , 1 ,…, 1r   — 2r   

различных ненулевых решения уравнения (5.2.1) и 1 , 2 ,…, 1r   — отлич-

ные от нуля числа. Из формулы (5.2.5) и следствия 5.1.2 из теоремы 5.1.4 не-

трудно записать соотношение 

1 1
1

0 0
1 1 11

( ) expj
r r k r

k i i
j k j j

k i jj
c f dx    

 
 

  

   
          

    .   (5.2.8) 
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5.3. Некоторые свойства факторизации и уравнения Риккати 

Уравнение Риккати известно с начала XVIII века, его исследованию 

посвящена обширная литература, например, монографии [19, 97]. Известно 

большое число условий разрешимости в квадратурах уравнения Риккати и их 

количество продолжает увеличиваться [20]. Но условия разрешимости рас-

сматриваемого нами вида, по-видимому, найдены впервые [55]. Рассмотрим 

уравнение Риккати с коэффициентами в дифференциальном поле K  (пусть 

поле рациональных функций). 
2

2 1 0 0( ) ( ) ( )y f x y f x y f x     .      (5.3.1) 

Теорема 5.3.1. Для того чтобы уравнение (5.3.1) допускало над полем 

K  факторизацию 

2
2 1 0 1 0 0( ( ) ( ) ... ( ) )exp( ( ) )n n

n n
d x y x y x y b y b dx
dx

   


         (5.3.2) 

с 2n  , необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

2 1 2 0 31
0n n n

n
n

Y nf Y f Y  
           (5.3.3) 

где 1 0Y  , 1
0 0 2Y f f  , 

1
1 2 2 1 2 0 3

1 1
1j j j j

n j
j j

Y f Y f Y f Y
   

 


    
 

, 2 1, ...,j n  ,  (5.3.4) 

причем 
1

1
1 2 2 1 2 0 3

1 1
1

1
1

( )
( )

j

n j j j j n
n j

j j
n f Y f Y f Y

j
 




    

 


       
,  (5.3.5) 

1 2b nf , 1
0 1 n nb nf     , 2 0

1
2n nnY   .    (5.3.6) 

Необходимость. Пусть уравнение (5.3.1) допускает факторизацию 

(5.3.2). Продифференцировав и сократив на экспоненту, получим  

1

1

n
j

j
j

j y y 



 
  

 
 1 0

0 1
0( )

n n
j j

j j
j j

y y b y b 
 

 
    

 
  , 1 0n   . Проведя упроще-

ния, найдем  



 174

1 1
1 1 1 0

1 0
0( )

n n
j n n j

j n n j n j n j
j j

j y y b y b b y      
   

 

 
      

 
  .  (5.3.7) 

Разделив (5.3.7) на коэффициент при производной, получим в частном 

уравнение Риккати 

2 1 1
1 0 2 12

1 1 2 0( )n n n n nn n n
y b y b y b     

      ,   (5.3.8) 

которое по определению факторизации должно совпадать с данным, и оста-

ток, тождественно равный нулю: 

1
1 1 1 1 2 02

2

1

1 2 1

0

( )

.

n

n j n j n n n j
j

n j
n j n n n j

j n j j
n n n

n j
n

b b b

y

   

   

 
     



 
 

  




  


   



  (5.3.9) 

Поэтому (5.3.8) и (5.3.9) приводят к системе 

2
1 2 0 1 1 02

1 2
1 1 1 2

0

1

1 1 2

2 11

0

2 3 1 0

, ( ) , ,

( )

,

, , ..., , ; .

n
n n

n n

n j n
n j

n

n
n j n j n j

n

b f b f b f
n n n

n jjb b
n n

j n jb
n n

j n n


 

 
 




  






  
 

  



    

 

  

    

   

   (5.3.10) 

Выразив из (5.3.10) 1b , 0b , 2n  , ( )j n  получим соотношения (5.3.6). 

Из последнего соотношения (5.3.10) найдем 

 1 1
1 2 1 0 1

1
1

1
( )

( )n j n j n n n j n j n jj
f j f n j f       

      
       ,      

2 3 1, ,...,j n  .  (5.3.11) 

Соотношение (5.3.3) установим следующим образом. Сначала найдем 

2 0
1
2n nY   , где 1

0 0 2Y f f  . Затем из (5.3.10) получим 3 13n n
nY    , где 

1Y  1
2 0 1 0

1
2

f Y f Y    
 

. Положив по индукции n j   1
21( ) j

j nnj Y 
 , найдем 
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1
1

1 2
1

1
( )
( )

j

n j
n f

j





 




 2 1 2
1

j jj
Y f Y 

   


0 3
1

1 j n
n j

j
f Y 

 






. Или 1n j     

1

11
1( ) j

j n
n

j
Y 






 , где 1jY   2
2

1 1
jY

f j 

  


1 2jf Y   0 3
1

1 j n
n j f Y

j


 
 

. Соотноше-

ние (5.3.4) получим, положив в последнем соотношении (5.3.10) j n  

1
0 0 1 0n n n f        0 1 0f    и подставив сюда выражения для 0  и 1 . 

Достаточность. Пусть для уравнения (5.3.1) при некотором 2n   вы-

полняется условие (5.3.3). Возьмем произвольное дифференцируемое n K  , 

0n   и по формулам (5.3.4), (5.3.5), (5.3.6) вычислим коэффициенты 1b , 0b , 

j , 0 2j n   . Составим уравнение (5.3.2). Выполнив необходимые преоб-

разования, получим уравнение (5.3.8), совпадающее с уравнением (5.3.1), и 

остаток (5.3.9), тождественно равный нулю в силу выбора коэффициентов. ■ 

Обозначим через A  множество всех корней алгебраического уравнения 
2

2 1 0 0n n
n ny y y   

     ,     (5.3.12) 

где j K  , n  и 0  не равны тождественно нулю, 2n  . 

Теорема 5.3.2. Для того чтобы уравнение (5.3.1) имело, по крайней ме-

ре 2n   решений в A , необходимо и достаточно, чтобы при указанном n  

выполнялось условие (5.3.4). 

Необходимость. Если уравнение (5.3.1) имеет 2n   решений в A , то 

все они являются корнями уравнения (5.3.12). Согласно теоремам 5.1.2 и 

5.1.3, уравнение (5.3.1) допускает факторизацию (5.3.2) и, следовательно, ус-

ловие (5.3.4) при данном n  выполняется. 

Достаточность. Пусть при 2n   условие (5.3.4) выполняется, тогда по 

теореме 5.3.1 имеет место факторизация (5.3.2) и все решения уравнения 

(5.3.12) будут решениями уравнения (5.3.2).   ■ 

Теорема 5.3.3. Если для уравнения (5.3.1) условие (5.3.4) не выполня-

ется над полем K  ни при каком натуральном 2n  , то для уравнения воз-

можны только следующие случаи: 

 1) нет алгебраических решений; 
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 2) имеет единственное алгебраическое решение; 

 3) имеет алгебраические решения, удовлетворяющие алгебраическому 

уравнению 1 2
1 2 1 0 0n n n

n n ny y y y     
       , где 1 0n    тождест-

венно.   ■ 

Рассмотрим применение полученных условий на примерах.  

Пример 5.3.1. Уравнение 3 1 2 2 3 11 1( ) ( )y x y x x y        

3 12 1 0( )x x     допускает факторизацию 3 33 1[( )d y xy x
dx

     

 2 3 13 3 1 0exp ( )( ) ]y x x dx    . Следовательно, все решения уравнения 

3 33 1 0y xy x     являются решениями уравнения Риккати. Решения куби-

ческого уравнения следующие: 1 1y x  , 2 3 0 5 1, , ( )y x   0 5 3 1, i x  . 

Пример 5.3.2. В [23, пример 1. 168] сказано, что все решения алгеб-

раического уравнения 4 26 4 3 0y y xy     являются решениями уравнения 

Риккати 2 23 4 3 0( ) 'x y y xy     . Проверим это утверждение, применив 

теорему 5.3.1. В нашем случае 4n   и условие (5.3.4) имеет вид 

2 1 2 0 1
4
3

4 0A f A f A    . Так как 1 2 1
2 3 4( )f x   , 1 2 1

1 3 4( )f x x    , 

2
0 4( )f x   , то 1

0 0 2 3A f f    , 1
1 2 0 1 00 5 3( . )A f A f A x    , 2A   

1
2 1 1 1 0 0

1
3

3( )f A f A f A      . Подставляя в формулу, находим 3( )   

2 14 4( )x x   2 14 4 0( )x x    . 

Используя теорему 5.3.1, можно получить простые достаточные усло-

вия алгебраичности решений уравнения Риккати. 

Теорема 5.3.4. Для того чтобы все решения уравнения (5.3.1) были ал-

гебраическими над полем K  и не принадлежали полю K , достаточно, чтобы 

при 3n   выполнялось условие (5.3.3) и алгебраическое уравнение 

 3 3 2
2 0 2 0 2 0 2 0 1 22 3 2 0f y f f y f f f f f f f         (5.3.13) 

было неприводимо над полем K  (например, по критерию Эйзенштейна [84]). 
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При выполнении этих условий три различных корня уравнения (5.3.13) яв-

ляются решениями уравнения (5.3.1). 

Доказательство. При выполнении условия (5.3.3) уравнение (5.3.1) 

факторизуемо в виде     3
3 1 0 1 0 0expd y y b y b dx

dx
        , где коэф-

фициенты факторизации, вычислены по теореме 5.3.1: 0
1 3

2

3
2

f
f

  , 

0 0
0 1 3

2 2 2

1 2
2

f ff
f f f

 
         

. Так как многочлен 3
3 1 0y y     неприводим 

над полем K , то он не имеет кратных корней и, как следует из теоремы 5.1.5, 

все корни уравнения 3
3 1 0 0y y      являются решениями уравнения 

(5.3.1).   ■ 

Покажем, как, используя метод факторизации, строить уравнения Рик-

кати, разрешимые в квадратурах и, в частности, получить соответствующие 

условия. Рассмотрим снова уравнение (5.3.1). 

1) Для факторизации уравнения (5.3.1) в виде 

 1 0 1 0 0( )exp ( )d y b y b dx
dx

          (5.3.14) 

необходимо и достаточно выполнение условия  
1 1 2 1

0 1 2 0 1 1 0 1 0 0( ) ( )f f f            .    (5.3.15) 

В частности это выполняется, если 1
0 1 const    . При 0 const   и 

1 const   ( 1 2 0   ) приходим к условию 2 2
2 0 1 0 1 0 1 0f a f a a f a    [23, (а) и 

(б), с. 43]. 

2) Уравнение (5.3.1) возможно факторизовать в виде 

 
2

1 02 0exp ( )d b y b dx
dx

    .      (5.3.16) 

Выполнив очевидные выкладки, найдем 1 2b f , 1
0 1 2 2

1
2

( )b f f f    и условие 
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2

2 2
0 1 1

2 2 2

1 1 1 1
2 2 4

f ff f f
f f f

                 

,     (5.3.17) 

при котором возможна такая факторизация. В этом случае уравнение Риккати 

имеет решение  1 1
2 1 1 0 1 2 2

1
2

( )y f c c x c f f f      
 

. 

3) Рассмотрим еще возможность факторизации уравнения 2
2( )y p x y   

1 0 0( ) ( )p x y p x    в виде 

 2
2 1 0 1 0 0( )exp ( )d h y h y h g y g dx

dx
      ,  (5.3.18) 

то есть когда 1h  не равно нулю тождественно. Теорема 5.3.1 здесь неприме-

нима, но задача сводится к известному случаю с помощью замены перемен-

ной 1 22/y z h h  . Уравнение (5.3.1) и его факторизация (5.3.18) принимают 

вид: 

2
2( )z p x z 

2
1 1 1 1

1 2 2 1 02
2 2 2 2

0
4 2 2

h h h hp p z p p p
h h h h

                   

, 

2
2 1 1 1

2 0 1 0
2 2

0
4 2

expd h g hh z h g y g dx
dx h h

     
                

  

Применив теорему 5.3.1, получим выражения для коэффициентов факториза-

ции через коэффициент 2h : 1 22g p , 
2

01 1
0 2 1 2

2 2 2

2
4

hh hg p p
h h h

     , 
2
1

0
22

hh
h

   

0 21 1 1
2

2 2 2 2

1
2 2

p hp h h h
p p p h

 
    

 
 и 

2
1 1 1

0 2 1 02
2 2 2 2

1 1
4 2 2
h h hY p p p

p h h h


           

 при вы-

полнении условия   1
0 1 2 1 2 0 0( )Y p p h h Y     .  

5.4. Уравнение Абеля первого рода 

Наряду с уравнением Риккати большой интерес представляет уравне-

ние Абеля первого рода 
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3 2
3 2 1 0 0'y f y f y f y f            (5.4.1) 

Некоторую библиографическую информацию по этому уравнению 

можно найти в [15, 39, 79]. Рассмотрим его с точки зрения представимости в 

виде факторизации (5.1.5). Покажем сначала, что уравнение не обладает 

свойством постоянства ангармонического отношения решений уравнения 

Риккати.  

Теорема 5.4.1. Если, уравнение (5.4.1) имеет шесть различных не рав-

ных тождественно нулю решений и четыре из них связаны соотношением, 

0p s         ,    (5.4.2) 

то отношение двух двойных отношений, составленное из всех шести реше-

ний, есть величина постоянная 

p q qs t t

p t s q q t

с

 

      
       

  


   
.     (5.4.3) 

Доказательство. Пусть i , 1,i n  — попарно различные решения 

уравнения. Тогда по формуле (5.2.6) для любых четырех ненулевых имеем 

 1 3exp ( )( )p q s t
p s q t

p t s q

c f dx
   

   
   

 
   

   .  (5.4.4) 

Пусть  ,   — еще различные решения уравнения, можно снова за-

писать 

 2 3exp ( )( )q t
q t

t q

c f dx 
 

 

   
   

   
 

   
   .  (5.4.5) 

Поделив (5.4.4) на (5.4.5) почленно, получим 

p q qs t t

p t s q q t



 

      
       

  


   
 

 3exp ( )( )q t p sс f dx            .  (5.4.6) 

Из (5.4.6) следует свойство решений уравнения Абеля, напоминающее 

свойство решений уравнения Риккати.   ■ 

Соотношение (5.4.5) указывает на то, что никакие четыре попарно раз-
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личных решения уравнения (5.4.1) не обладают ранее отмеченным свойством 

решений уравнения Риккати.  

Следствие 5.4.1. Если уравнение (5.4.1) имеет шесть различных реше-

ний пять из которых алгебраические над полем K , а четыре из шести связа-

ны соотношением (5.4.3), то все решения уравнения Абеля — алгебраиче-

ские. 

Следствие 5.4.2. Из теоремы 5.4.1 следует, что при выполнении усло-

вия (5.4.3) всякое решение уравнения (5.4.1), не принадлежащее многообра-

зию (5.4.3) выражается в виде 

( ; , , , )t q sc       ,       (5.4.7) 

где q  — не принадлежит многообразию (5.4.3), а  , s ,   — различные 

решения уравнения (5.4.1) из указанного многообразия, c  — произвольная 

постоянная.  

Рассмотрим возможность факторизации уравнения Абеля в виде 
3 2

0 0
expk k

k k
k k

d y b y dx
dx


 

  
  

  
  , где 3 1  , 2 0   тождественно. По теореме 

5.1.2 получим 2 33b f , 1 23b f , 0 1 3 13 2b f f   . Для определения 1  и 0  

имеем систему 

3 0 2 1 0

2
1 3 1 1 1 2 0

2
0 1 0 3 1 0 2 1

2
3

2
3

2 2 3 0

3 3 0

,

,

.

f f f

f f f

f f f

 

   

    

  


     


    


       (5.4.8) 

Выразив из первого уравнения 0 2
0 1

3 3

2
3

f f
f f

    и подставив в остав-

шиеся, получим  
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2
2 2 02

1 3 1 1 1
3 3

2 2 32 1 2 2
1 2 1 0 12

3 3 3 3

0 1 0 0 3
2

3 3 3

2 2 3 0

22 4 2 23
3 3 3

3 0

,

.

f fff f
f f

f ff f f ff f
f f f f

f f f f f
f f f

  

  

 
      

  
 

        
 
     


(5.4.9) 

Рассмотрим два случая системы (5.4.9): 2 0f   и 2 0f   тождественно. 

I. Случай 2 0f  . Коэффициент 0
0

3

f
f

   и система принимает вид 

2
1 3 1 1 1

0 1 0 0 3
0 1 2

3 3 3

2 2 0
33 0

,

.

f f
f f f f ff
f f f

  



  


      


      (5.4.10) 

a) 0 1 0f f  . Поскольку 0 0  , то система сводится к уравнению 

2
1 3 12 0f    . Факторизация над расширением основного поля, полученным 

присоединением элемента 3f dx  легко выписывается. Полином факториза-

ции ―   13
32y f dx c y

   
   и все решения алгебраического уравнения 

  13
32 0y f dx c y

    
   являются решениями уравнения Абеля 

3
3 0y f y   . 

б) 1 0f  , 0 0f   тождественно. В этом случае 2 33b f , 1 0b  , 

0 3 12b f   , 1
0 0 3f f  . Система (5.4.9) принимает вид: 2

1 3 12 0f    , 0    

3 1 03 0f    . Из первого уравнения находим 1
1 1 32( )c f dx     . Подстав-

ляя в последнее уравнение, получим условие 

0 0

3 1 3

3 0
2

f f
f c f dx

 
  

  
,      (5.4.11) 

при выполнении которого возможна факторизация. Из этого условия нахо-

дим 3 2
0 2 3 1 32 /( )f c f c f dx     ( 2 0c  ). Таким образом, при выполнении усло-
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вия (5.4.11) три корня алгебраического уравнения 3 1
1 32( )y c f dx y    

3 2
2 1 32 0/( )c c f dx     являются решениями уравнения Абеля 3

3y f y    

3 2
2 3 1 32 0/( )c f c f dx    . 

Пусть, например, 3 1f  , тогда из (5.4.11) находим 3 2
0 2 1 2 /( )f c c x   . 

Соответствующее алгебраическое уравнение при 1 2 0с c   имеет вид 

3 1 3 22 2 0/( ) ( )y x y x    . Все его корни являются решениями уравнения 

Абеля 3 3 22 0/( )y y x     . Приведем одно из них: 1( )y x   

 
 

2 3
2 3 1 6

1 2
1 31 6

2 3 6 9 69

6 2 9 69

/
/ /

/
//

x
   


  

. 

в) 0 0f  , 1 0f  . В этом случае 2 33b f , 1 0b  , 0 13b f  3 12 f  , 0 0  . 

Третье уравнение удовлетворяется тождественно, для 1  имеем интегрируе-

мое уравнение Риккати 2
1 3 12 f    1 12 0f   . Его общее решение 

   1

1 1 1 3 12 2 2exp ( ) ( )exp( ( ) )f x dx c f x f x dx dx


      . Все корни алгебраи-

ческого уравнения 3
1 0y y   являются решениями уравнения Абеля 

3
3 1 0y f y f y    . Например, одно из них  1 1( ) exp ( )y x f x dx    

   1 2

1 3 12 2
/

( )exp ( )c f x f x dx dx


    . 

г) 1 0f  , 0 0f  . Здесь 2 33b f , 1 23 0b f  , 0b  1 3 13 2f f  . Из первого 

уравнения 1
0 0 3f f  . Для отыскания 1  получим два уравнения: 

2
1 3 12 f   1 12 0f   , 0 0

1
3 3

3f ff
f f

   
    

   
0 13 0f   . Проинтегрировав первое 

уравнение Риккати, и приравняв результат значению, полученному из второ-

го, получим условие факторизации 

     1
0 1

1 1 3 1
0 3 3

1 2 2 2
3

exp expf f f dx c f f dx dx
f f f

 
     

 
   .  (5.4.12) 
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Для коэффициента 0f  из условия (5.4.12) найдем 

     3 2

0 2 3 1 1 3 13 2 2
/

exp expf c f f dx c f f dx dx


      ,  (5.4.13) 

где 2 0c   ― постоянная интегрирования. Таким образом, все корни уравне-

ния 3 0 01

0 3 3 3

1 0
3

f ffy y
f f f f

          

 являются решениями уравнения Абеля 

3
3 1 0 0y f y f y f     , где коэффициент 0f  имеет вид (5.4.13). 

Например, в случае когда 2
3f x , 1

1f x  коэффициент 5 2
0

/f x  , 

где положено 3 2
2 2 /c i , 1 0c  . Имеем 9 2

0
/x   , 1 3

1 2 x    , поэтому все 

корни алгебраического уравнения 3 1 3 9 22 0/y x y x     , являются решения-

ми уравнения Абеля 2 3 1 5 2 0/y x y x y x      . Вычисления дают одно из 

них  2 3 3 23 3
1 6 18 318 18 318/ /y x     . Таким образом, факторизация 

имеет место над полем, полученным из основного, присоединением квадра-

тичной иррациональности.  

II. Случай 2 0f   тождественно. Коэффициент 0 2
0 1

3 3

2
3

f f
f f

    и сис-

тема (5.4.9) после деления последнего уравнения на 2

3

2 f
f

  принимает вид 

2
2 2 02

1 3 1 1 1
3 3

2 0 3 3 0 3 0 0 12
1 3 1 1 1

2 2 3 2 3 2 2

2 2 3 0

3 3 992 3 0
2 2 2 2

,

.

f fff f
f f

f f f f f f f fff f
f f f f f f f

  

  

 
       

  


                 

(5.4.14) 

а) При 0 1 0f f  , получим 2 33b f , 1 23b f , 0b  3 12 f  , 

2
0 1

3

2
3

f
f

   . Для 1  имеем систему уравнений: 
2

2 2
1 3 1 1

3

2 2 0ff
f

      , 

2
1 3 12 f   32

1
2 3

0ff
f f


 

   
 

. 
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Вычтя из первого уравнения второе и учитывая, что 1 0  , получим 

условие 
2

2
1

3

2 f
f
  32

2 3

0ff
f f


          (5.4.15) 

при выполнении которого оба уравнения совпадают. Из него найдем 

 3 2 1 23f f c f dx   . Уравнение для 1  примет вид 2
1 2 1 2 12 2( )f c f dx      

  1

2 1 2 12 2 0f c f dx 


   . Проинтегрировав, получим  1 1 23 3c f dx      

   
12 3

2
1 1 2 1 2 23 6 12 8c c f dx c f dx f dx


      
    . При таком выборе коэффи-

циента 1  корни алгебраического уравнения 3 2
1 1

1 2

2 0
3 2

fy y
c f dx

   
 

 

являются решениями уравнения Абеля 3 2
2 1 2 22 0( )y f c f dx y f y     .  

б) 2 0f  , 1 0f  , 0 0f  . Здесь 2 33b f , 1 23b f , 0b  1 3 13 2f f  . Имеем 

1
0 2 3 1

2
3

f f    и систему уравнений для 1  

2 2 1
1 3 1 1 2 3 1

2
1 3 1 1 2 2 3 3 1

2 2 0

2 3 0

( ) ,

( ) .

f f f f

f f f f f f

  

  

     


       
 

Вычитая из второго уравнения первое, получим алгебраическое уравнение 
3

1 2 2 3 1 2 3 2 32 0( )f f f f f f f f      . При 1 0   тождественно 0 0   и 3 0y   

― тривиальное алгебраическое уравнение. Итак 1 0   тождественно, тогда  
3

2 2 3 1 2 3 2 32 0f f f f f f f f           (5.4.16) 

 ― условие факторизуемости. Выразив отсюда 
3

2 3 2 2 3
1

2 3

2 f f f f ff
f f

   
 , и 

подставив в первое уравнение, получим уравнение для 1 : 2
1 3 12 f     

3 3
2 3 2 2 3 2

1
2 3

4 2 2 2 0f f f f f f
f f


    

  .  
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Например, при 3 1f  , 2f x  ― 
3

1
2 1xf

x


  , 
2 3

1 3
1

3 2
2 3
exp( )

exp( )
x x

x c
 




. В 

этом случае алгебраическое уравнение имеет вид 
2 3

3
3

1

3 2
2 3
exp( )

exp( )
x xy y

x c





3 3

3
1

22 0
2 3

exp( )
exp( )

x x
x c

 


. Все его корни, которые мы не при-

водим в ввиду громоздкости, удовлетворяют уравнению Абеля 
3

3 2 2 1 0xy y xy y
x
     . Таким образом, факторизация возможна над по-

лем, полученным из основного присоединением экспоненты 32exp( )x . 

в) 2 0f  , 1 0f  , 0 0f  . Здесь 2 33b f , 1 23b f , 0b  3 12 f  . Имеем си-

стему уравнений для 0 , 1 : 3 0 2 1 0
2
3

f f f   , 2
1 3 12 f    2 03 0f   , 

2
0 3 1 0 2 1

2
3

3 0f f       . Из первого находим 1
0 0 3f f   1

2 3 1
2
3

f f  . Под-

ставляя в оставшиеся два, получим 
2 2 1 1

1 3 1 2 3 1 0 2 3

2 0 3 3 0 0 32
1 3 1 1

2 2 3 2 2 3

2 3 0

9 3 0
2 2

,

.

f f f f f f

f f f f f fff
f f f f f f

  

  

     


                  
    

  (5.4.17) 

Вычитая из второго уравнения первое, найдем для 1  алгебраическое урав-

нение  
3 2 2

2 0 3 3 2 0 3 1 0 2 0 3 0 34 9 2 2 3 2 0( ) ( )f f f f f f f f f f f f f          . (5.4.18) 

Обозначим 3 2
2 0 3 3 2 0 34 9 2 2a f f f f f f f     , 2

0 26b f f  0 32 f f 0 32 f f   

и рассмотрим различные случаи: 

при 0b  , 0a   должно быть 1 0   и это приводит к противоречию в 

системе (5.4.17); 

при 0b  , 0a   система (5.4.17) несовместна; 

случай 0b  , 0a  , приводит к системе 3 2
2 0 34 9f f f 3 22 f f    

0 32 0f f   , 2
0 26 f f  0 32 f f 0 32 0f f   , исследование которой приводит к спе-

циальным функциям; 
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при 0b  , 0a   подстановка 
2

0 2 0 3 0 3
1 3 2

2 0 3 3 2 2 3

6 2 2
4 9 2 2

f f f f f f
f f f f f f f


  


   

 в сис-

тему (5.4.17) приводит к сложной системе, совместность которой гарантиру-

ет возможность факторизации уравнения Абеля. 

5.5. Уравнение Абеля второго рода 

Особый интерес в приложениях представляет уравнение Абеля второго 

рода [39] 
2

1 0 2 1 0 0( )f y f y g y g y g     .       (5.5.1) 

Оно приводится к уравнению Абеля первого рода [23]. Рассмотрим кратко 

факторизацию этого уравнения. 

Теорема 5.5.1. Для любого решения ( )x  уравнения (5.5.1) имеет ме-

сто факторизация 

 1
1 0 1 0 0( ( ))exp ( )( )

x
y x b y b c y c dx        ,   (5.5.2) 

где 

1 1 0c f  , 0 0c f , 1 2b g , 0 1 2 1b g g f     .   (5.5.3) 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 5.1.3.   ■ 

Если известно некоторое решение ( )x  уравнения (5.5.1), то это урав-

нение можно представить в виде (5.5.2) или в следующей эквивалентной 

форме: 

 1
1 0 1 0( ) exp ( )( )y c b y b c y c dx      ,     (5.5.4) 

где c  — произвольная постоянная, равная нулю, только в случае y  , 1b , 

0b , 1c , 0c  определяются по формулам (5.5.3). 

Нетрудно убедиться в том, что для уравнения (5.5.1) справедливы с со-

ответствующими изменениями теоремы, аналогичные теоремам 5.1.4 — 

5.1.8. 

Докажем только следующий результат.  

Теорема 5.5.2. Ангармоническое отношение  
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4 31 2

1 3 4 2

c  
   




 
,        (5.5.5) 

составленное из четырех различных ненулевых решений уравнения (5.5.1) 

постоянно, если два из четырех решений связаны соотношением 2 3    

 1
2 1expc g f dx  . 

Доказательство. Пусть 1 , 2 , 3 , 4  ― различные решения уравне-

ния (5.5.1). Поскольку это уравнение равносильно уравнению (5.5.4), то в си-

лу соотношений (5.5.3) можно записать 

12
2 2 3 2 3 1 0

3

1 4

exp( ( ( ) ( ) )( ) )

, .

i
i i

i

c g f f dx

i

      
 

      




   (5.5.6) 

Из (5.5.6) получаем 

 
  

2 2 3 1 2 3 1 4 14 31 2

1 3 4 2 1 1 0 1 4 0

( ) ( ) ( )
exp

g f f
c dx

f f f f
       

     
    

       
 . 

Отсюда при  1
2 3 2 1expc g f dx      следует утверждение теоремы. ■ 

Теорема 5.5.3. Если уравнение (5.5.1) допускает факторизацию (5.5.2) 

и имеет, по крайней мере, два решения таких, что 1 1 2 2 0     , где 1 , 2  

— не равные нулю числа и 1 2 0   , то любое его ненулевое решение удо-

влетворяет алгебраическому уравнению 

   1 2

1 2y y c 
    ,       (5.5.7) 

при некотором значении произвольной постоянной c . 

Действительно, (5.5.7) следует из (5.5.3) и (5.5.4).     ■ 

В заключение приведем условия, при выполнении которых уравнение 

(5.5.1) допускает факторизацию. 

Теорема 5.5.4. Уравнение (5.5.1) ( 0 0f  ) допускает факторизацию  

 2 1 0
0

1 0

0exp b y bd y dx
dx c y c


  

     
 ,     (5.5.8) 
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где 1
0 02c f , 1

1 12c f , 0 1b g , 1 2b g ,  1
0 1 12exp ( )c g f dx    , c  — по-

стоянная интегрирования в том и только в том случае, когда выполняется ус-

ловие 

11 1 1
2

0 0

2expg f gg c dx
f f

  
   

 
 .      (5.5.9) 

Доказательство. Убедиться в справедливости утверждения можно 

раскрыв соотношение (5.5.8) и приравняв коэффициенты полученного урав-

нения к соответствующим коэффициентам уравнения (5.5.1).   ■ 

Пример. 5.5.1. Применим теорему к уравнению из [23, 1.236 ]: 
2

1 4 2 2 0( )xf x y y y x     . Здесь 1f x , 0 4f x , 2 1g   , 1 2g   , 

0 2g x  . 

Условие (5.5.9) выполняется при 1 4/c  , следовательно, при  0 2c x , 

1 2/c x , 0 2b   , 1 2b   , 0 4x  . Факторизация имеет вид 

 2 24 2 0
4

expd yy x dx
dx xy x

  
      

 . 

Следовательно, корни алгебраического уравнения 2 4 0y x   являются 

решениями уравнения Абеля второго рода. 

5.6. Интегрирование нелинейного уравнения 

Закон сохранения в применении к механике означает следующее:  

в замкнутой механической системе сумма механических видов энергии 

(потенциальной и кинетической энергии, включая энергию вращательно-

го движения) остается неизменной: vr k pW W W const    

где vrW  — энергия вращения тела, kW  — кинетическая энергия тела, pW  — 

потенциальная энергия тела [27]. 

Математическую модель закона сохранения можно записать так 
2 2 2( ) ( ) ( )a y b y c y d    ,       (5.6.1) 

в том случае, когда a , b , c , d  — вещественные числа, 0d  . Это уравнение 
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связано с динамикой движения материального тела. Пусть 0/a d  , 0/b d  , 

и 0/c d  . Проинтегрируем это уравнения, поскольку мы не нашли в литера-

туре его решения.  

Обозначив /a d  , /b d   и /c d  , перепишем уравнение так  
2 2 2 1( ) ( ) ( )y y y      .      (5.6.2) 

Разрешив  относительно  старшей  производной, получим уравнение 

y  2 21 1 ( ) ( )y y 


   , относящееся к типу [23, п. 15.3; 6.68] при 0a  . 

Будем искать такие решения уравнения (6.6.1), для которых 
21 ( )y  2 0( )y   . Ищем их в параметрической форме: 

1 cos ( )y t  , 1 sin ( )sin ( )y t t    , 1 sin ( )cos ( )y t t    , (5.6.3) 

где ( )t  , ( )t   ― неизвестные дифференцируемые функции. Любыми 

такими функциями уравнение (5.6.2) очевидно удовлетворяется. Из (5.6.3) 

дифференцируя, получим систему 

sin ( ) ( ) sin ( )sin ( ),
sin ( )cos ( ) ( ) cos ( )sin ( ) ( ) sin ( )cos ( ).

t t t t
t t t t t t t t

     
         

  
   

 (5.6.4) 

Уравнения (5.6.4) удовлетворяются, когда ( )t k  , где k  ― произвольные 

целые числа, а ( )t  ― произвольная дифференцируемая функция. В этом 

случае 1   ( )  ― решение уравнения (6.6.1). Пусть далее k  . В 

дальнейшем, где это не будет вызывать недоразумений, аргументы функций 

будем опускать. Преобразуем последнюю систему 
1

2
1 1

( ) sin ( ),
sin ( )( ) ( ) .
cos ( )

t t
tt ctg t
t

   

     




 

  

   


     (5.6.5) 

Поделим второе уравнение на первое 

sind N ctg tg
d


  

  ,       (5.6.6) 

где 2 1 1 0N      . Сделаем в нем замену cosz  . Тогда  
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arccos z  , 
1

2 21( )d z z
d 





  , 1 21tg z z    и приходим к уравнению 

Абеля второго рода 
2z z ctg z N z ctg        .       (5.6.7) 

Выполнив в (5.6.7) подстановку 1z u  , получим уравнение Абеля первого 

рода 
3 2u ctg u N u ctg u         .       (5.6.8) 

Упростим его, выполнив замену переменных, ( )sin( )u h   , cos( )    
3 2h h N h    .         (5.6.9) 

Выполнив, наконец, замену 1( ) ( )h g    , получим уравнение с разделяю-

щимися переменными 
3 2 1( )g g N g g      .        (5.6.10) 

а) При 2N   имеем разложение, 3 2 2

1 1 1 1
2 1 1( )g g g g g g

  
   

 и ис-

комая функция получается в неявном виде 

1
1 1

( ) exp
( ) ( )

g C
g g
 
 

 
   

,      (5.6.11) 

где C  — постоянная интегрирования. Искомое решение выражается через 

W - функцию Ламберта в виде 

1
( / )( )

( / )
W C eg

W C e








 
,       (5.6.12) 

где e  ― основание натурального логарифма. 

б) При 2N   из уравнения (5.6.10) находим 

24
N

N


 2

2
4
( )g Narctg

N
 

 
 

2

2

4
2 1

( )ln
( ) ( )

g N
C Ng g



  

 
  

   
. (5.6.13) 

Явное выражение для функции ( )g   нам неизвестно. 

в) При 2N   интегрирование уравнения (5.6.10) приводит к уравнению 
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21
( )

( ) ( )
g

Ng g


  
 21 2 4

2

( )
( )

N

Ng g
g g



 
  

С ,    (5.6.14) 

где 
2

1
4

2
N Ng   

 , 
2

2
4

2
N Ng   

  — корни многочлена 2( )g    

1( )Ng   . Общее решение этого уравнения нам неизвестно. При kN N   

2

4 2
2 1 1( )

k
k




 
, где 2 3, ,...k  , уравнение (5.6.14) принимает более  

простой вид 
 

 

1
2

2

2 4

2 4

( ) ( )

( )

k

k

g g N N

g N N

 





  

  
С  или выразив через k : 

 
 

1
1

1

( ) ( ) / ( )

( ) ( ) /

k

k

g g k k

g k k

 




 

 
С .     (5.6.15) 

Последнее уравнение также имеет сложное решение. 

Рассмотрим последний случай, положив 2k   ( 2 3 2/N N  ), тогда 

 
 2

2

1 2

( ) ( )

( ) /

g g

g

 







С  и 2 2 2 1 0( ) ( ) / ( )g g С C       . Имеем корни 

1 2, ( )g  
1 1
2 1

С
С



  


. Возьмем 1
1 1
2 1

( ) Сg
С





  



. В силу цепочки замен 

найдем общее решение уравнения (5.6.6) 

2 1
1 1

cos( ) cos( )
( ) arccos

sin( )( cos( ) )
С

С
 

 
 

 
     

.    (5.6.16) 

Подставляя (5.6.16) в первое уравнение системы (5.6.5) для отыскания функ-

ции ( )t , получим 

 
12

2 2

1 1 1
31 1 2 1

sin( )( cos( ))

sin( ) cos( ) cos( ) ( cos( ))

С d t C
С С

 


   

  
 

   
 . 

Не будем приводить здесь вычисление интеграла, выражающегося че-
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рез эллиптические функции [31, 6]. Упростим вычисления, положив 0С  . 

Тогда 1
2

( ) arccos ( )ctg     
 

, а из предыдущего интеграла ( )t   

1
2 3
3 2

arccos sin t C
        

. Имеем 1
2 3
3 2

( ) arccos sin tt C
        

, 

( )t  1
1 2 3

32 2
arccos arccos sin tctg C

                
 или после упрощения 

  2 3( ) arccos / sint  ,  
 21 2

sin
( ) arccos ,

cos
t






 
  
  

  (5.6.17) 

где 12 3/t C   , дают серию решений системы (5.6.5) при 0С   и 

2 3 2/N N  ; 2  , 3  , 1  . Соответствующая серия решений 

уравнения (5.6.2) такова: 

 2 3( ) / siny t  .        (5.6.18) 

Нетрудно проверить, что соотношения (5.6.3) выполняются. 
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Глава 6. Результантные матрицы функционально-

дифференциальных операторов 

В этой главе отправляясь от результантных матриц систем косых мно-

гочленов от двух коммутирующих «переменных» [52], мы построим резуль-

тантные матрицы систем линейных функционально−дифференциальных опе-

раторов различных типов. Иной подход к построению результантных матриц 

операторов от двух частных производных предложен в [73]. Дальнейшее раз-

витие понятие результанта ЛФДО получило, например, в работах [102, 103].  

Согласимся использовать верхний индекс не элементарного оператор 
k
mA  для обозначения его номера, целые степени операторов обозначать как 

раз
( )k s k k

m m m
s

A A A


   , s  — степень оператора k
mA  порядка m  с номером k . 

6.1. Кольцо линейных операторов в частных производных 

Определим K  как поле функций двух вещественных или комплексных 

переменных ( , )f x y , x , y  ― дифференцирования поля K  по переменным 

x  и y , соответственно. В поле K  определены частные производные 

i j
i j j i
x y y x i j

ff f
x y

   


 
 

, f K   и ,i j N  .  

Кольцо косых многочленов [ , ]K u v  при u  , v  , /u x x     , 

/v y y      изоморфно кольцу [ , ]x yK    обыкновенных линейных опера-

торов в частных производных (ЛОЧП). В кольце [ , ]x yK    определены опе-

рации перехода к формально сопряженным операторам, индуцированные со-

ответствующими операциями в кольце косых многочленов [ , ]K u v : 

— в кольце [ , ]x yK    по формуле 

0 0
1* ( ; , ) ( ) ( )

p q
i j i j

m x y x y ij
i j

A a a    

 

  ;      (6.1.1) 

— в кольце [ ][ ]y xK    сопряженный оператор определяется в соответ-
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ствии с формулой 

0

1* ( ( ); ) ( ) ( ( ( ; ) ))
i

p
x i i

p y x x y t y
i

L A A a     


  ,    (6.1.2) 

где символ *x
pL  означает сопряженный по x  оператор, а y  — операция со-

пряжения в кольце [ ]yK  ; поэтому оператор *x
pL  называется y -

сопряженным; 

— в кольце [ ][ ]x yK    сопряженный оператор определяется в соответ-

ствии с формулой 

0
1* ( ( ); ) ( ) ( ( ( ; ) ))

j

q
y j j

q x y y x r x
j

L A B a     


  ,    (6.1.3) 

где символ * y
qL  означает сопряженный по y  оператор, а x  — операция со-

пряжения в кольце [ ]xK  ; поэтому оператор * y
qL называется x - сопряжен-

ным. 

Пример 6.1.1. Найти сопряженные операторы 2
*A , 2

*xL  к оператору 

2A  11 x ya    2
20 01 00x ya a a    . Проверить тождество 2 2

* *x xL A . 

Оператор, 2
*A  сопряженный по обоим аргументам x , y  к оператору 

2A  согласно (6.1.1) имеет вид 

2
2 11 20 11 20 11 01

11 20 01 00

2* ( ) ( )

( )

x y x y x x x y

xy xx y

A a a a a a a

a a a a

    



        

     
. (6.1.4) 

Вычислим оператор, 2
*xL  сопряженный по переменной x  к оператору 

2A , для этого запишем 2 2A L  2
21 xa   11( )y xa    01 00( )ya a  . Согласно 

(6.1.2) имеем 
2

2 21 11 11 00
* ( ( )) ( ( )) ( ) ( )x

x y x y y y y yL a a a a             . 

Вычисляя, найдем 
2

2 21 11 112* ( ) { ( ( )) ( ( ))}x
y x y x y y xL a a a            

       21 11 01 00{( ( )) ( ( )) ( ) ( )}y xx y y x y y ya a a a            . 
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Легко проверяются тождества 2
**A 2A , 2

* *( )x xL 2L . 

Для коэффициентов произведения 
1
( ( ; ); )p y xL B b  

2
( ( ; ); )p y xL C c     

1 2
( ( ; ); )p p y xL A a   

1 2

0

( ; )
p p

k k
y x

k
A a  




  найдем формулу, аналогичную (1.2.5) 

1 1

20

min( , )

max( , )
( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )

p k p
k i i k s i s

y s y x y
s k p i s

A a B b C c    

  

   ,    (6.1.5) 

где символом ( ; )k s i s
x yC c    обозначен результат применения i s  раз опе-

ратора x  к коэффициентам оператора ( ; )k s
yC c  . 

Отсюда при 1p r , ( ; )r
yB b   , 0( ; )i

yB b    i r   получим коэффи-

циенты оператора 
2

2
0

( ( ; ); ) ( ( ; ))
r p

r k k
x p y x y x

k
L C c A C a    





   

20

min( , )
,

max( , )
( ( ; )) ( ) ( ; )

r k
r k r k s r s

y s x y
s k p

A С с C с   

 

  , 20,k p r  .   (6.1.6) 

Формулу (6.1.6) можно записать в виде 

1

2
0

2

)

,

( ) ( ; ), ( ) ( ) ( ),
( )

( ) ( ; ), ( ) ( ) ( ).

r
r k i r i
i x y

ir k
y r

r k i r i
i x y

i k p

C c r k r k k p
A

C c r k r k k p

 


 

 



 

 


    


     





  (6.1.7) 

Теорема 6.1.1. Коэффициенты , ( )r k
yA   обладают следующими свой-

ствами: 

1) 0, ( ( ; )) ( ; )k k
y yA C c C c  , 20,k p ; 

2) 2 2, ( ( ; )) ( ; )r j r p j p
y yA C c C c     , 1,j r ;  

3) , ( ( ; ))r k
yA C c   1 1, ( ( ; ))r k

yA C c    1, ( ( ; ))r k
x yA C c  . 

Свойства 1, 2 и 3 аналогичны свойствам из теоремы 1.2.3 при    и 

x  .   ■ 

Рассматривая операторы как элементы кольца [ ][ ]x yK   , для коэффи-



 196

циентов ( ; )k
xA a   произведения 

1 2
( ( ; ); )q q x yL A a   

1 2

0

( ; )
q q

k k
x y

k
A a  




  опера-

торов 
1
( ( ); )q x yL B   , 

2
( ( ); )q x yL C    получим 

1 1

20

min( , )

max( , )
( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )

q k q
k i i k s i s

x s x y x
s k q i s

A a B b C c    

  

   ,    (6.1.8) 

Отсюда при 1q r , ( ; )r
yB b   , 0( ; )i

yB b   , i r  , аналогично 

(6.1.6), получим коэффициенты оператора 
2
( ( ; ); )r

y q x yL C c     

20

min( , )
,

max( , )
( ( ; )) ( ) ( ; )

r k
r k r k s r s

x s y x
i k q

A C c C c   

 

  , 20,k q r  .   (6.1.9) 

где символ ( ; )k s r s
y xC c    означает, что к коэффициентам оператора 

( ; )k s
xC c   применена r s  степень оператора y . 

Иначе коэффициенты , ( ( ; ))r k
xA C с   записываются так 

1

2
0

2

)

,

( ) ( ; ), ( ) ( ) ( ),
( )

( ) ( ; ), ( ) ( ) ( ).

r
r k i r i
i y x

ir k
x r

r k i r i
i y x

i k p

C c r k r k k q
A

C c r k r k k q

 


 

 



 

 


    


     





  (6.1.10) 

Коэффициенты , ( ( ; ))r k
xA C c   обладают свойствами, которые получа-

ются из теоремы 6.1.1 заменой y  на x , x  на y  и 2p  на 2q . 

Пример 6.1.2. Найти коэффициенты произведения операторов 
1
1 10 01 00x yL b b b     , 2

1 10 01 00x yL c c c     , рассматривая их как элементы 

кольца [ ][ ]y xK   . Имеем 1 1 0
1 10 01 00( ) ( ) ( ) ( )x y y x yL b b b B B           , 

2 1 0
1 10 01 00( ) ( ) ( ) ( )x y y x yL c c c C C           . Коэффициенты произведения 

2
1 2
1 1

0

k k
x

k
L L A 



  находим по формуле (6.1.5): 0A  1 1( ; )x yB C b    

0 0( ; )yB C c  , 1 0 1 1 1 1 0( ; ) ( ; ) ( ; )y x y yA B C c B C c B C c      , 2 1 1A B C . 

6.2. Линейные операторы в частных производных 

Рассмотрим задачу отыскания ПНОД множества операторов 
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( ; , )
kn k x yA a   [ , ]x yK   , 1,k m . Для определенности считаем, что опера-

торы являются элементами кольца [ ][ ]y xK   , то есть 
knA  ( ( ); )

kp y xA A     

0

( ; )
k

i

p
k i
t y x

i
A a  



 , где ( ; )
i

k
t yA a   операторы некоторых порядков it . Положим 

1
1

max( )k
k m

p p
 

 , mp  0
1

min( )k
k m
p d
 

 , 
jdA ПНОД

1
( , )

j jd pA A


, где jd  порядок опе-

ратора по x , 1 1,j m  , 1p  mp  0d  1 2d d    1md d  . 

Сопоставим множеству операторов уравнение  

1

0( ( ; ); ) ( ( ; ); )
k k

m

s k y x p y x
k

X X f L A a   


 ,    (6.2.1) 

где 1 1k m ks p p p    , ( ; )k yX f   неизвестные коэффициенты подлежащие 

определению в кольце [ ]yK  .  

Исходя из уравнения (6.2.1) и свойства 3) теоремы 6.1.1 построим пра-

вую результатную матрицу ( )m
yR  . Эта матрица, имеет вид (1.7.3) и размер-

ность 1
1

1( ) ( )
m

k m
k

s p p


 
  

 
 . Она составлена из подматриц 

1

1 1

1

2 1 2

1 0

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

0

0 0

0

,

, ,

, , ,

, , ,

, , ,

,

( ; )

( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; )
( )

( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; )
( ;

k m

k m k m

k k k k k

k k k k k

k k

k

s p p
y

s p p s p p
y y

s p s p p
y y y

k y s p s p p
y y y

s s
y y y

s
y

A a

A a A a

A a A a A a
M

A a A a A a

A a A a A a
A a



 

  


  

  






   




   



 

    



   





1 0 0 0, ,) ( ; ) ( ; )ks
y yA a A a 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

, (6.2.2) 

имеющих вид (1.7.2) и размерность 1( )ks  1( )mp p , отвечающих операто-

рам ( ; , )
kn x yA a    ( ( ; ); )

kp y xL A a   
0

( ; )
k

j

p
j

t y x
j

A a  

 , соответственно. 

Расположив операторы по степеням y , ( ; , )
kn x yA a     
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( ( ; ); )
kq x yL B b   

0
( ; )

k

j

q
j

r x y
j

B b  

 , построим правую результатную матрицу 

( )m
xR  . Положим 1

1
max( )k

k m
q q

 
 , mq  0

1
min( )k

k m
q d
 

  , 
jdA  ПНОД

1
( , )

jj qdA A


, 

где jd  порядки операторов по y , 1 1,j m  , 1q   mq  0d   

1 2    d d 1md d   . 

Соответствующее уравнение теперь имеет вид  

1

0( ( ; ); ) ( ( ); )
k k

m

s k x y q x y
k

X X f A A   


 ,     (6.2.3) 

где 1 1k m ks q q q    , 
0

,( ; )
ks

i
k x k i x

i
X f f 





  неизвестные коэффициенты под-

лежащие определению в кольце [ ]xK  , ,k if K . 

Правая результатная матрица ( )m
xR   размерности, 

1
1

1( ) ( )
m

k m
k

s q q


 
  

 
 , где 1 1k m ks q q q     составлена из подматриц  

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

, , ,

, , ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts q q s q q s
x x x

k x
q q

x x x

A A A
M

A A A

  


  

  


 

   



 
 

  
 

 

  (6.2.4) 

размерности 1( )ks   1( )mq q , отвечающих операторам 
knA   

( ( ; ); )
kq x yL C a   .  

Здесь и далее такая запись результантных матриц используется в целях 

экономии места. 

Из рассмотрения уравнения 
0

0* ( ; , )
j j

m

s n x y
j

Y A a  


   определяются левые 

результантные матрицы 1
* * *( ) ( ( ), ..., ( ))m T

y y m yR M M   , * ( )m
xR    

1
* *( ( ),..., ( ))T

x m xM M  , составленные из подматриц 
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1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

* , * , * ,

*

* , * , * ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts p p s p p s
y y y

k y
p p

y y y

A A A
M

A A A

  



  




 

   



 
 

  
   

.  (6.2.5) 

Аналогично 

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

* , * , * ,

*

* , * , * ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts q q s q q s
x x x

k x
q q

x x x

A A A
M

A A A

  


  

  


 

   



 
 

  
 

 

.  (6.2.6) 

Пример 6.2.1. Написать правую результантную матрицу операторов 

относительно x : 2 2 1 0
2( ( ; ); ) ( ; ) ( ; ) ( ; )y x y x y x yL C c C c C c C c          , 

3( ( ; ); )y xM E e    3 3 2 2 1 0( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )y x y x y x yE e E e E e E e          . 

Здесь 1 2p  , 2 3p  , 1 2s  , 2 1s  . Поэтому оператору 2( ( ; ); )y xL C c    

отвечает матрица размерности 5 3   
2

1 2 2

0 1
1 2 2

1 2 2

0 1 2 0 1 1

0 2 0 0

0 0

2 0

2

2

( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; )
( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; )

y

y x y y

y x y
y y x y y

x y

x y x y y x y y

x y x y y

C c

C c C c C c

C c C c
M C c C c C c

C c

C c C c C c C c C c

C c C c C c



   

  
    

 

       

    

 
 

 


     
 








 
 
 
 
 
 
 



, 

а оператору 3( ( ; ); )y xM E e    матрица размерности 5 2  

3

2 3 3

1 2 2
2

0 1 1

0 0

0( ; )
( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; )( )
( ; ) ( ; ) ( ; )
( ; ) ( ; )

y

y x y y

y x y yy

y x y y

x y y

E e
E e E e E e

E e E e E eM
E e E e E e
E e E e



   

   

   

  

 
 

 
   
  

  

, 

элементы которых вычисляются по теореме 6.1.1. Таким образом, правая ре-

зультантная матрица операторов 2( ( ; ); )y xL C c   , 3( ( ; ); )y xM E e    является 

конкатенацией этих матриц 2
1 2( ) ( ( ), ( )))y y yM M M   . 
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Обозначим через *
xd  порядок ЛНОД по x , *

yd  ― порядок ЛНОД по y , 

* * ( )m
x yr rang R  , * * ( )m

y xr rang R   левые ранги левых результантных мат-

риц множества операторов.  

Имеет место теорема, являющаяся следствием теоремы 1.4.1.  

Теорема 6.2.1. Справедливы соотношения: 

1x x mr d p p   , 1y y mr d q q   ; 

1
* *
x x mr d p p   ; 1

* *
y y mr d q q   . 

Приведем несколько следствий. 

Следствие 6.2.1. Справедливы соотношения:  
* *

x x x xr r d d   ; * *
y y y yr r d d   . 

Следствие 6.2.2. Для того чтобы операторы ( ; , )
in i x yA a    были взаим-

но просты в совокупности справа (слева) необходимо и достаточно выполне-

ние условий:  

1x mr p p  , 1y mr q q  , ( 1
*
x mr p p  , 1

*
x mr q q  ). 

Следствие 6.2.3.. Для того чтобы операторы ( ; , )
in i x yA a    имели пра-

вый (левый) наибольший общий делитель порядка: 

1) 0xd   по x , 0yd   по y  ( 0*
xd   по x , 0*

yd   по y ); 

2) 0xd  , 0yd  , ( 0*
xd  , 0*

yd  ); 

3) 0xd  , 0yd  , ( 0*
xd  , 0*

yd  ); 

4) 0xd  , 0yd  , ( 0*
xd  , 0*

yd  ), 

необходимо и достаточно выполнение следующих условий, соответственно: 

1) 1x mr p p  , 1y mr q q  , ( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ); 

2) 1x mr p p  , 1y mr q q  , ( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ); 

3) 1x mr p p  , 1y mr q q  , ( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ); 

4) 1x mr p p  , 1y mr q q  , ( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ). 

Доказательство. Следует из теоремы 1.7.5. 
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В приводимых ниже примерах для отыскания ПНОД будем пользо-

ваться модификацией алгоритма приведенного в пункте 1.10. 

Пример 6.2.2. Вычислить ПНОД операторов 1 2
3 y x y x xL y       , 

2 2
3 y x y xL x     . 

Решение. А) Сначала запишем операторы как элементы кольца 

[ ][ ]y xK   , расположив их по убыванию степеней x : 1
3L  2

y x   ( )y xy   , 

2 2
3 ( )y y xL x    . Найдем минимальное решение уравнения 

1( )a 2( y x   ( ) )y xy   2
1 0 0( )(( ) )x y y xb b x        ,  (6.2.7) 

коэффициенты, которого принадлежат кольцу [ ]yK  . Приравнивая коэффи-

циента при одинаковых степенях x  нулю, получим систему  

2
1 1

2
1 1 0

0

0

( ) ,

( ) ( ) .
y y y

y y y y

a b x

a y b b x

  

    

   


     
    (6.2.8) 

Приведем систему к треугольному виду. Для этого вычислим левое 

наименьшее общее кратное коэффициентов при 1a  ― ЛНОК( ,y yy   )= 

( ) ( )( )y y y yy y y            и вычтем из второго уравнения, умножен-

ного справа на y  , первое, умноженное справа на yy y  , получим  

2
1 1

2 2 2
1 0

0

0

( ) ,

( ( )( )) ( )( ) .
y y y

y y y y y y y y

a b x

b x y y b x

  

         

   


        
 

Видим, что правый ранг правой результантной матрицы равен двум, 

следовательно, операторы имеют ПНОД первого порядка по x . После деле-

ния первого уравнения справа на y , а второго уравнения справа на 

2 1( )y yx x     , получим 

1 1

1 0

0

0

( ) ( ) ,

( ) .
y

y y

a b x

b y b

  

  

   


    
 

Из первого уравнения системы 1 1( )ya b x    . Минимальное реше-
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ние второго 1 yb  , 0 2yb y   . Таким образом, минимальное решение 

уравнения (6.2.7) таково 1 ( )y ya x    , 1 0 2x y x yb b y         .  

Найдем теперь минимальное решение уравнения ( )y y x X      

2 0( )y x yy Y       . Чтобы избежать решения дифференциальных урав-

нений перейдем к сопряженным операторам 2*( )y yX x     

0*( )y x yY y       . Подставив 1 0
*

xX f f   , 1
*Y g , где 

1 0 1, , [ ]yf f g K  , в уравнение, и приравняв нулю коэффициенты при одина-

ковых степенях x , найдем 1 yf  , 0 yf y  , 2
1 y yg x    . Таким обра-

зом, *
x y yX y    , 2*

y yY x     или, переходя к сопряженным, 

x y yX y      , 2
y yY x    . Поэтому из минимальности найденного 

решения 1
3L  ( )( )x y y xy f g       , 2 2

3 ( )( )y y xL x f g     , где 

, [ ]yf g K  . Разрешив любое из этих уравнений относительно f , g , полу-

чим ПНОД 1 2
3 3( , ) xL L  . 

Б) Поступим иначе, расположив операторы по убыванию степеней y  

как элементы кольца [ ][ ]x yK   . Имеем, 1
3L  2( )x x y xy     , 2

3L   

2
x y x yx     . Найдем минимальное решение уравнения 

2
1 0( )(( ) )y x x y xa a y        2

0 0( )x y x yb x      ,    (6.2.9) 

коэффициенты которого теперь элементы кольца [ ]xK  . Приравнивая коэф-

фициента при одинаковых степенях y  нулю, получим систему  

2
1 0

2
1 0 0

0

0

2 0
0

( ) ,

( ) ( ) ) ,
.

x x x

x x x x

x

a y b

a a y b x
a

  

   


  


    
 

 

Очевидно, что ранг правой результантной матрицы операторов в этом 

случае равен трем, поэтому операторы не имеют общих правых делителей, 

зависящих от y . 
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Пример 6.2.3. 1 2
2 x y x x yL y y        , 2

2L  y x xx   2
y yx . Ко-

эффициенты операторов принадлежат кольцу [ ]yK  . Составим уравнение 

2
0( )( ( ) )x y x ya y y        2

1 0 0( )(( ) )x y x y yb b x x            . 

Составим систему 

0 1

2
0 1 0

2
0 1 0

0

0

0

( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

( ) .

y

y y y y

y y y y

a b x

a y b x b x

a y b b x

  

      

   

  
       


    

 

Приводя её к диагональному виду и сокращая, правые делители коэффициен-

тов, получим 

0 1 1 00 0( ) , ( ) .ya b x b y b           

Правый ранг правой результантной матрицы операторов равен двум, 

следовательно, имеется ПНОД первого порядка по x . 

Простейшее решение последней системы таково 0 ya x    , 1b  , 

0b y . Следовательно, минимальное решение уравнения таково 

0 ya x    , 1 0x xb b y      . Из любого уравнения 1
2 ( )xL y     

( )xf g  , 2
2 ( )( )y xL x f g     , где , [ ]yf g K   найдем ПНОД 1 2

2 2( , )L L   

x y   . 

Пример 6.2.4. Вычислить ПНОД операторов 1 3
3 x y xL x     xy   

y , 2 2 2
3 y x y yL x y        .  

Коэффициенты операторов принадлежат кольцу [ ]yK  . Имеем уравне-

ние 

1 0( )xa a   3( ( ) )x y x yx y       2
2 1 0( )x xb b b        

     2 2 0( )y x y yx y         .(6.2.10) 

Записываем систему для коэффициентов 
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1 2

0 1

2 2
1 2 0

2 2
1 0 2 1

2 2
0 1 0

0

0

0

2 2 0

0

,

,

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) .

y

y

y y y y y

y y y y y

y y y y

a b

a b

a x y b x y b x

a a x y b b x y

a b b x y

 

 

      

      

    

 


  


       


       
     

 

Исключим неизвестные, умножая справа уравнения на подходящие 

операторы, и вычитая их из остальных уравнений. Получим  

1 2 0 1 00 0 0, , .y y ya b a b b          

Видим, что ранг правой результантной матрицы равен трем, следова-

тельно, операторы имеют ПНОД первого порядка по x .  

Вычеркивая по одной строке и одному столбцу, в которых стоят стар-

шие коэффициенты искомых операторов, получим 

0 1 00 0, .y ya b b      

Обнулим вычеркнутые коэффициенты 1 2 0a b   и, решив последнюю 

систему, получим 0 ya   , 0 0b  , 1b  . Минимальное решение уравнения 

(6.2.10) имеет вид 0 0 yX a    , 1 1 0x xX b b     . 

Наконец, решим уравнение 1yY 2 0xY  . Из которого находим 

1 xY  , 2 yY  . Поэтому ПНОД 1 2 2
3 3( , ) x yL L x y     . 

Пример 6.2.5. Решим предыдущий пример иначе, расположив операто-

ры по степеням y , 1
3L   3

x y y x xx y       , 2
3L  2 2( )y x yx y      . Ко-

эффициенты операторов принадлежат кольцу [ ]xK  . Имеем уравнение 

1 0( )ya a  3(( ) )x y x xx y       0b 2 2 0( ( ) )y x yx y        . (6.2.11) 

Система для коэффициентов имеет вид 

1 0

3 2
1 0 0

1 0

0

0
0

( ) ,

( ) ( ) ( ) ,
.

x

x x x x

x

a x b x

a y a x b y
a b

  

     
 

   


      
  

 

Исключив неизвестные, получим  
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1 0 00 0, ( ) .x xa b a x        

Ранг правого результанта равен трем, следовательно, операторы имеют 

правый делитель первого порядка по x . Простейшее решение предыдущей 

системы, отвечающее минимальному решению уравнения (6.2.11) таково 

1 0y ya a    , 0 xb   , 0 0a  . Таким образом, имеем уравнение 1yY   

2 0( )x Y   , то есть 1 xY  , 2 yY  . Поэтому ПНОД 1 2
3 3( , )L L   

2
x yx y     . 

6.3. Совместность линейных уравнений и факторизация операто-

ров в частных производных 

Линейные уравнения с некоммутативными коэффициентами применя-

ются не только к отысканию общих делителей ЛОЧП, но и к исследованию 

линейных систем ЛУЧП на совместность и к факторизации ЛОЧП. Заметим, 

что отсутствие общих правых делителей у ЛОЧП не означает отсутствия не-

тривиальных решений у системы ЛУЧП. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений в частных произ-

водных с одной неизвестной функцией ( , )z x y  

0 1 2( ; , ) , , , ...,
jn x yA a z j m    .      (6.3.1) 

Теорема 6.3.1. Для того чтобы система (6.3.1) была только тривиально 

совместна достаточно, чтобы уравнение  

1
( ; , )

j j

m

s n x y
j

X A a   


 ,       (6.3.2) 

где 10 1j m js n n n     , имело решение в кольце [ , ]x yK   . 

Достаточность. Предположение о разрешимости уравнения (6.3.2) и 

нетривиальной совместности системы (6.3.1) приводит к противоречию 

1
0( ; , ) ( , ) ( , )

j j

m

s n x y
j

X A a u x y u x y 


   при 0( , )u x y  .   ■ 

Пример 6.3.1. Рассмотрим систему уравнений в частных производных 

с постоянными коэффициентами 
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22 0

2 0

( ) ,

( ) .
x x y x y

x y

z

z

     

  

     


   
       (6.3.3) 

Умножим второе уравнение слева на 2 3x y     и вычтем из первого, 

получим эквивалентную систему 
2 6 5 0

2 0

( ) ,

( ) .
y y

x y

z

z

  

  

   


   
        (6.3.4) 

Очевидно, что операторы системы (6.3.3) не имеют правых общих де-

лителей. Из (6.3.4) легко получаем общее решение системы 

1 23 5exp( ) exp( )z C x y C x y     , где 1C , 2C  ― произвольные постоянные. 

Поэтому, хотя 2 2 3( )x x xR        , 2 6 5( )y y yR        не равны тож-

дественно нулю, система совместна. 

Установим, что уравнение (6.3.2) не разрешимо. Перепишем операторы 

системы в виде 1 2
1 2( )x y x xL           , 2

1 2y xL      . Здесь 

1 2 1q q  , поэтому 1 2 0s s   и уравнение (6.3.2) приобретает вид 
2

0 2[( ) ]x y x xX           0 2[ ]y xY       . 

Следовательно, должно быть 0 0 0( )xX у Y    , 2
0 2( )x xX       

0 2( )xY      . Подставляя 0Y  из первого уравнения во второе, получим 

противоречивое соотношение 2
0 2 3( )x xX       . 

Получим условия факторизуемости оператора 2( ; , )y xL a   .  

Теорема 6.3.2. Для того чтобы оператор 2( ; , )y xL a    делился справа на 

оператор ( ; , )y xL b    10 01 00x yb b b      необходимо и достаточно при 

10 0b   выполнение условий  

2
20 11 02

20 11 10 01

2
20 11 10 00

0
2 0

0

' ' '

' '

,
[ ] [ ] ,

[ ] ,
x y y

x y

a u a u a
a u uu uv a u v a u a

a v uv v a a a

  


       
      

   (6.3.5) 

где 01 10/u b b , 00 10/v b b ; 
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при 01 0b   выполнения условий 

2
02 1 11 1 20

02 1 1 1 1 11 1 1 01 1 10

2
02 1 1 1 1

0
2 0

0

' ' '

' '

,
[ ] [ ] ,

[ ] .
y x x

y x

a u a u a
a u uu u v a u v a u a

a v u v v

  


       
   

   (6.3.6) 

где 1 10 01/u b b , 1 00 01/v b b . 

Если выполняются условия (6.3.5), а условия (6.3.6) не выполняются, 

то 01 0b  . При выполнении условий (6.3.6) и невыполнении условий (6.3.5) 

10 0b  . 

Доказательство. Расположим операторы 2( ; , )y xL a   
0 2

i j
ij x y

i j
a  

  
 , 

( ; , )x yL b   =
0 1

i j
ij x y

i j
b  

  
  сначала по степеням x  потом по степеням y  и со-

ставим правые результанты ( )xR  , ( )yR  . Получим 

2
20 11 10 02 01 00

10 01 00 10 01 00

10 01 000

' ' '( ) ( )
y y y

y y x x y x

y

a a a a a a

R b b b b b b

b b b

     

     

  

  

   



,   (6.3.7) 

2
02 11 01 20 10 00

01 10 00 01 10 00

01 10 000

' ' '( ) ( )
x x x

x x y y x y

x

a a a a a a
R b b b b b b

b b b

     
     

  

  
   



,   (6.3.8) 

где |*|| знак правого определителя. 

В силу следствия 6.2.3 равенство нулю обоих результантов является 

необходимым и достаточным условием существования у оператора 

2( ; , )y xL a    делителя, содержащего x  и y . Если 0( )yR   , 0( )xR   , то 

делитель содержит только x . Если же 0( )yR   , но 0( )xR   , то делитель 

содержит только y . Получим условия (6.3.5), условия (6.3.6) находятся ана-

логично. Для вычисления определителя (6.3.7) имеем 

( )yR  = 20 1a X +( 11 10ya a  ) 2X +( 2
02 01 00y ya a a    ) 3X ,  (6.3.9) 
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где 1X , 2X , 3X , являются отличным от нуля решением системы 

01 1 01 00 10 2 01 00 3

10 2 01 00 3

0

0

' ' '[ ( ) ] [ ] ,

[ ] .
y x x y x

y

b X b b b X b b X

b X b b X

   

 

      


   
  (6.3.10) 

Систему (6.3.10) решаем так: из второго уравнения находим 
1 1

2 01 10 00 10 3[ ]yX b b b b X     . Подставляя в первое уравнение, получим  

10 1 01 00 01 00 10
' ' '[ ( ( ) )x y x y xb X b b b b b          

       1 1
01 10 00 10 3 0( )]yb b b b X     . 

Отсюда 
2 2 2 1 1 1 2

1 01 10 01 10 01 10 01 10 00 01 10
' '[ { ( )y x yX b b b b b b b b b b b           

2
01 10 00 10

'( )}x yb b b b    1 1 1
00 10 01 10 00 10
' '{ ( )x yb b b b b b      

2
00 10 00 10

'( ) } ]xb b b b   , (6.3.11) 

где положено 3X   . Подставляя теперь 1X , 2X , 3X , в (6.3.9) и приравни-

вая коэффициенты при одинаковых степенях y , приходим к (6.3.5). ■ 

Если оператор 2( ; , )y xL a    приведен к каноническому виду, то условия 

(6.3.5), (6.3.6) принимают особенно простой вид. Оставим для коэффициен-

тов оператора, записанного в канонической форме, старые обозначения. 

1. 2
11 20 024 0a a a  .В канонической форме 20 02 0a a  , 11 1a  . 

Имеем 

0u  , 01v a , 01 10 01 00 0'( ) ya a a a   ,     (6.3.12) 

1 0u  , 1 10v a , 10 10 01 00 0'( )xa a a a   .     (6.3.13) 

2. 2
11 20 024 0a a a  .В канонической форме 20 1a  , 02 11 0a a  . Имеем 

0u  , 01 0a  , 2
10 00 0'

xv a v v a    .     (6.3.14) 

В этом случае условия (5.2.6) не выполняются. 

3. 2
11 20 024 0a a a  . В канонической 02 20 1a a  , 11 0a  . Имеем 
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2

10 01

2
10 00

1 0
2 0

0

' '

' '

,
( ) ,

( ) .
x y

x y

u
u uu uv a u a

v uv v a v a
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

     
     

      (6.3.15) 

2
1

1 1 1 1 1 01 1 10

2
1 1 1 1 01 1 00

1 0
2 0

0

' '

' '

,
( ) ( ) ,

( ) ( ) .
y x

y x

u
u u u u v a u a

v u v v a v a
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

     
     

      (6.3.16) 

Пример 6.3.1. Найти решение задачи Коши  
2 2 2 2 0( )x yx z y   , 1| ( )yz f x  , 

1
( ) ( )y y
z F x


 .   (6.3.17) 

Из (6.3.5) находим 1u yx , 1v x  . Следовательно, имеет место фак-

торизация  
2 1 1 0( )( )x y x yx xy x xy x z           . 

Отсюда получаем систему  

 
 

2

1 1

0,

.

x y

x y

x xy x w

yx x z w

  

   

   


   
       (6.3.18) 

Решая последовательно уравнения первого порядка из системы (6.3.18), 

находим общий вид решения уравнения (6.3.17) 

 1( , ) ( )z x y y xy xy   .      (6.3.19) 

Получили решение задачи Коши 1 12( , ) ( ( , ) ( ))z x y f x y f x y     
1

1 3 24 / ( )
xy

xy

xy f d  


  
1

1 3 22 / ( )
xy

xy

xy F d  


  . 

6.4. Линейные дифференциально−разностные операторы по раз-

ным переменным 

Кольцо косых многочленов [ , ]K u v  при u  , v v   ― некоторый 

автоморфизм поля K , u  ― некоторый гомоморфизм поля K , 0v  , изо-

морфно кольцу [ , ]u vK   . Пусть K  ― поле функций ( , )f x y  вещественных 

или комплексных переменных. Определим гомоморфизм u  как дифферен-
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цирование поля K  по переменной x  ― /u x x     . В качестве автомор-

физма v  возьмем отображение, действующее в K  по правилу ( , )c
y f x y   

( , )f x y c  , c C  . В поле K  определены выражения i kc kc i
x y y xf f    , 

f K   и ,i j N  . Условимся в верхнем индексе элемента f K  обозна-

чать производную i - го порядка по переменной x  через ( )i , а через [ ]k c , 

k Z , — результат применения разностного оператора k  раз, например, 
( )[ ]i jc i jc

x y a a   .  

Рассмотрим кольцо [ , ]c
x yK    операторов (многочленов) от элементар-

ных операторов x , c
y  — кольцо линейных дифференциально-разностных 

по разным переменным операторов (ЛДРО) вида ( ; , )c
m x yA a     

0

i jc
ij x y

i j m
a  

  

  ; наибольшая степень m i j   монома i cj
x y  , входящего в 

оператор mA , называется порядком оператора mA .  

Ясно, что операторы ( ; , )c
m x yA a    могут рассматриваться как элементы 

кольца [ , ]c
x yK   , либо как элементы кольца [ ][ ]c

y xK   , либо как элементы 

кольца [ ][ ]c
x yK   . Соответственно будем писать: 

— ( ; , )c
m x yA a   

0 0

p q
i jc

ij x y
i j

a  
 
 , ija K , где m  порядок оператора, p  

порядок по x , q  порядок по c
y ;  

— ( ( ); )c
m p y xA L A   

0

( ; )
i

p
c i

t j y x
i

A a  

 , ( ; )

i

c
t j yA a   [ ]c

yK   операторы 

некоторых порядков it ;  

— ( ( ); )c
m q x yA L B   

0
( ; )

j

q
jc

r i x y
j

B a  

 , ( ; )

jr i xB a   [ ]xK   операторы 

некоторых порядков jr . 

В кольце ЛДРО определены операции перехода к формально сопря-

женным операторам, индуцированные соответствующими операциями в 
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кольце косых многочленов [ , ]K u v :  

— в кольце [ , ]c
x yK    сопряженный вычисляется по формуле 

0 0
1* ( ; , ) ( ) ( )

p q
c i i jc

m x y x y ij
i j

A a a    

 

  ;      (6.4.1) 

— в кольце [ ][ ]c
y xK    сопряженный оператор определяется в соответ-

ствии с формулой 

0

1* * ( ( ); ) ( ) ( ( ( ; ) ))
i

p
x x c i i c

m p y x x y t j y
i

A L A A a     


   ,   (6.4.2) 

где символ *x
pL  означает сопряженный по x , а y  — операция сопряжения в 

кольце [ ]c
yK  ; 

— в кольце [ ][ ]c
x yK    сопряженный оператор определяется в соответ-

ствии с формулой 

0

* * ( ( ); ) ( ( ( ; ) ))
j

q
y y c jc

m q x y y x r i x
j

A L A B a     



  ,    (6.4.3) 

где * y
qL  означает сопряженный по c

y , а x  — операция сопряжения в кольце 

[ ]xK  . 

Пример 6.4.1. Найти сопряженные операторы 2
*A , 2

* yA  к оператору 2A  

11
c

x ya    10 01 00
c

x ya a a    . Проверить тождество 2 2
* *y yA A . 

Оператор 2
*A , сопряженный по обеим переменным к оператору 2A , со-

гласно (6.4.1) имеет вид 

2 11 10 01 00
* ( ) ( ) ( )c c

x y x yA a a a a                 (6.4.4) 

или 
1 1

2 11 01 11 10 10 00
* [ ] [ ] [ ]( ) ( )( )c c c c c

x y y xA a a a a a a                . Нетрудно проверить 

тождество 2
**A 2A . 

Оператор 2
* yA , сопряженный по переменной y  к оператору 2A , найдем, 

записав его в виде 2A  11 01 01 00( ) c c
x y ya a a a       . Согласно (6.4.3)  
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2 11 01 20 00
* ( ( )) ( ) ( )y c

y x x x x xA a a a a             

11 01 20 00
[ ] [ ]( ( ) ( )c c c

x x x x xa a a a            . 

Далее находим 

2
* *y yA  11 01 01

[ ] [ ](( ( ))c c c
y x x xa a       20( )x x xa    00( )x x a   . Учитывая, что 

2( )y  , получим 2
* *y yA  11

c
x ya    01

c
ya   20 xa   00a  2A . 

Рассмотрим в этом случае задачу отыскания ПНОД множества ЛДРО 

( ; , )
k

c
n x yA a   [ , ]c

x yK   , 1,k m , kn  ― порядок оператора 
knA , считая сна-

чала операторы элементами кольца [ ][ ]c
x yK   , то есть ( ; , )

k

c
n x yA a     

( ( ; ); )
k

c
q x yA A a    ( ( ); )

k

c
q x yA A  

0

( ; )
k

i

q
ic

r x y
i

A a  


 , где коэффициенты 

( ; )
it xA a   операторы некоторых порядков it . Положим 1

1
max( )k

k m
q q

 
 , 

mq  0
1

min( )k
k m

q d
 

  , 
jdA  ПНОД

1
( , )

jj qdA A


, где jd  порядок соответствующего 

оператора по c
y , 1 1,j m  , 1q  mq  0d   1 2d d    1md d   . 

Результантные матрицы операторов строим с помощью уравнения 

1

0( ( ; ); ) ( ( ); )
k k

m
c c

s k x y q x y
k

X X f A A   


 ,    (6.4.5) 

где 1 1k m ks q q q    , ( ; )k xX f   ― неизвестные коэффициенты подлежащие 

определению в кольце [ ]xK  . Выражения для коэффициентов оператора 

1 2
( ( ; ); )c

q q x yL A a   
1
( ( ; ); )c

q x yL B b   
2
( ( ; ); )c

q x yL G g   , где 1q  и 2q  порядки 

операторов относительно c
y  найдем, записав 

1 2
( ( ; ); )c

q q x yL A a     

1 2

0

( ; )
q q

k kc
x y

k
A a  





  . Получим аналог формулы (6.1.5) для 1 20,k q q   

1 1

20

min( , ) min( , )
[ ]

max( , )
( ; ) ( ; ) ( ; )

q k q s
k i k s ic

x x y x
s k q i s

A a B b G g  

  

   .    (6.4.6) 

Отсюда при 1 , ( ; )r
xp r B b    , 0( ; )i

xB b    i r   найдем коэффици-

енты оператора 
2
( ( ; ); )rc c

y q x yL G g    
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, [ ]( ( ; )) ( ; )r k k rc
x y xA G g G g  , 20,k q ,     (6.4.7) 

где символом [ ]( ; )k rc
y xG g   обозначен результат применения r  раз оператора 

c
y  к коэффициентам оператора ( ; )k

xG g  . 

Правая результатная матрица ( )m
xR   имеет размерность 

1
1

1( ) ( )
m

k m
k

s q q


     и составлена из подматриц ( )k xM   размерности 

1( )ks   1( )mq q , составленных из коэффициентов (6.4.7)  

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

, , ,

, , ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts q q s q q s
x x x

k x
q q

x x x

A A A
M

A A A

  


  

  


 

   



 
 

  
 

 

.   (6.4.8) 

Рассмотрим теперь операторы ( ; , )
k

c
n x yA a    как элементы кольца 

[ ][ ]c
y xK   , то есть ( ; , )

k

c
n k x yA a    ( ( ; ); )

k

c
p k y xA A a    ( ( ); )

k

c
p y xA A     

0
( ; )

k

j

p
k c j
t i y x

j
A a  



  с коэффициентами ( ; )
j

c
t yA a  , положим 1

1
max( )k

k m
p p

 
 , mp   

0
1

min( )k
k m
p d
 

 , 
jdA ПНОД

1
( , )

j jd pA A


, где jd  порядки операторов по x , 

1 1,j m  , 1p  mp  0d 1 2d d   1md d  . 

Соответствующее уравнение теперь имеет вид 

1

0( ( ; ); ) ( ( ); )
k k

m
c c

s k y x p y x
k

X X f A A   


 ,    (6.4.9) 

где 1 1k m ks p p p    , ( ; )c
k yX f   неизвестные коэффициенты подлежащие 

определению в кольце [ ]c
yK  . 

Коэффициенты произведения 
1 2

( ( ; ); )c
p p y xL A a   

1 2

0

( ; )
p p

k c k
y x

k
A a  




  

операторов 
1
( ( ; ); )c

p y xL B b   , 
2
( ( ; ); )c

p y xL G g   ) имеют вид 

1 1

20

min( , )

max( , )
( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )

p k p
k c j k s c i i s c

y s y x y
i k p i s

A a B b G g    

  

   , 1 20,k p p  .  (6.4.10) 
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Отсюда при 1q r , ( ; )r c
yB b   , 0( ; )i c

yB b   , i r   получаем коэф-

фициенты оператора 
2
( ( ; ); )r c

x p y xL G g     

20

min( , )
,

max( , )
( ( ; )) ( ) ( ; )

r k
r k c r k s r s c

y s x y
i k p

A G g G g   

 

  , 20,k p r  ,  (6.4.11) 

где через ( ; )k s r s c
x yG g    обозначено применение к коэффициентам операто-

ра ( ; )k s c
yG g   r s - ой степень оператора x . 

Для коэффициентов , ( ( ; ))r k c
yA G g   имеем 

1

2
0

2

)

,

( ) ( ; ), ( ) ( ) ( ),
( )

( ) ( ; ), ( ) ( ) ( ).

r
r k i r i c
i x y

ir k c
y r

r k i r i c
i x y

i k p

G g r k r k k p
A

G g r k r k k p

 


 

 



 

 


    


     





 (6.4.12) 

Коэффициенты , ( )r k c
yA   обладают следующими свойствами. 

Теорема 6.4.1. 1) 0, ( ( ; )) ( ; )k c k c
y yA G g G g  , 20,k p ; 

2) 2 2, ( ( ; )) ( ; )r j r p j pc c
y yA G g G g     , 1,j r ;  

3) , ( ( ; ))r k c
yA G g   1 1, ( ( ; ))r k c

yA G g    1, ( ( ; ))r k c
x yA G g  . 

Правая результантная матрица ( )m c
xR   имеет размерность 

1
1

1( ) ( )
m

k m
k

s p p


   , где 1ks p  1m kp p  , и составлена из подматриц 

( )c
k yM   размерности 1( )ks   1( )mp p , отвечающих, соответственно, опера-

торам ( ; , )
kn x yA a    ( ( ; ); )

k

c
p y xL B a   , имеет вид  

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

, , ,

, , ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts p p s p p sc c c
y y y

c
k y

p pc c c
y y y

A A A
M

A A A

  



  




 

   



 
 

  
   

.  (6.4.13) 

Из рассмотрения уравнения 
0

0* ( ; , )
j j

m

s n x y
j

Y A a  


   определяются левые 

результантные матрицы 1
* * *( ) ( ( ), ..., ( ))m T

x x m xR M M   , * ( )m c
yR    



 215

1
* *( ( ),..., ( ))c c T

y m yM M  , составленные, соответственно, из подматриц 

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

* , * , * ,

*

* , * , * ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts p p s p p sc c c
y y y

c
k y

p pc c c
y y y

A A A
M

A A A

  



  




 

   



 
 

  
   

, (6.4.14) 

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

* , * , * ,

*

* , * , * ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts q q s q q s
x x x

k x
q q

x x x

A A A
M

A A A

  


  

  


 

   



 
 

  
 

 

.  (6.4.15) 

Обозначим через *d  порядок ЛНОД по x , *d  порядок ЛНОД по c
y , 

* * ( )m
xr rang R  , * * ( )m c

yr rang R   левые ранги левых результантных мат-

риц множества операторов.  

Имеет место утверждение 

Теорема 6.4.2. Справедливы соотношения: 

1 mr d p p    , 1 mr d q q    ; 

1
* *

mr d p p    ; 1
* *

mr d q q    . 

Доказательство с соответствующими изменениями аналогично доказа-

тельству теоремы 1.7.5. 

Приведем несколько следствий. 

Следствие 6.4.1. Справедливы соотношения:  
* *r r d d      , * *r r d d      . 

Следствие 6.4.2. Для того чтобы операторы ( ; , )
i

c
n i x yA a    были взаим-

но просты в совокупности справа (слева) необходимо и достаточно выполне-

ние условий:  

1 mr p p   , 1 mr q q   ,  

( 1
*

mr p p   , 1
*

mr q q   ). 

Следствие 6.4.3. Для того чтобы операторы ( ; , )
i

c
n i x yA a    имели пра-

вый (левый) наибольший общий делитель порядка: 
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1) 0d   по x , 0d   по c
y  ( 0*d   по x , 0*d   по c

y ); 

2) 0d  , 0d  , ( 0*d  , 0*d  ); 

3) 0d  , 0d  , ( 0*d  , 0*d  ); 

4) 0d  , 0d  , ( 0*d  , 0*d  ), 

необходимо и достаточно выполнение следующих условий, соответственно: 

1) 1 mr p p   , 1 mr q q   , ( 1
*

mr p p   , 1
*

mr q q   ); 

2) 1 mr p p   , 1 mr q q   ), ( 1
*

mr p p   , 1
*

mr q q   ; 

3) 1 mr p p   , 1 mr q q   ), ( 1
*

mr p p   , 1
*

mr q q   ); 

4) 1 mr p p   , 1 mr q q   , ( 1
*

mr p p   , 1
*

mr q q   ). 

Рассмотрим систему ОЛДРУ с одной неизвестной функцией ( , )z x y  

0( ; , )
j

c
n x yA a z   , 1 2, ,...,j m .    (6.4.16) 

Теорема 6.4.3. Для того чтобы система (6.4.16) была только тривиаль-

но совместна достаточно, чтобы уравнение  

1
( ; , )

j j

m
c

s n x y
j

X A a   


 ,       (6.4.17) 

где 10 1j m js n n n     , имело решение в кольце [ , ]c
x yK   . 

Достаточность. Предположение о разрешимости уравнения (6.4.17) и 

нетривиальной совместности системы (6.4.16) приводит к противоречию: 

1
0( ; , ) ( , ) ( , )

j j

m
c

s n x y
j

X A a u x y u x y 


   при 0( , )u x y  .   ■ 

6.5. Линейные операторы в частных разностях 

Пусть в поле K  функций ( , )f x y  определены операторы взятия разно-

стей 1 ( , )c
x f x y  1( , )f x c y  1с C   и 2 ( , )c

y f x y  2( , )f x y c  2с C  , 

причем 1 2 ( , )c c
x y f x y   2 1 ( , )c c

y x f x y   1 2( , )f x c y c  . Кольцо косых мно-

гочленов [ , ]K u v  над полем K  изоморфно кольцу 1 2[ , ]c c
x yK    линейных 

операторов в частных разностях (ЛОЧР), если выбрать 1c
u x  , 2c

v y   и 
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0u  , 0v  .  

Условимся далее элементы 2 1 ( , )c c
y x f x y   обозначаются через 

1 2[ , ]
, ( , )ic jc

x yf x y , или короче 1 2 2 1[ , ] [ , ]
, ,
ic jc jc ic

x y y xf f , где ,i j Z  степени разностных 

операторов 1c
x , 2c

y . 

Элементы кольца 1 2[ , ]c c
x yK    — многочлены вида 1 2( ; , )c c

m x yA f     

1 2

0

ic jc
ij x y

i j m
a  

  

  , где m i j   наибольшая степень монома 1 2ic jc
x y  , входя-

щего в оператор mA , называется порядком оператора. 

Операторы 1 2( ; , )c c
m x yA a    можно рассматриваться как элементы колец 

1 2[ , ]c c
x yK   , 2 1[ ][ ]c c

y xK   , 1 2[ ][ ]c c
x yK    и в соответствии с этим писать 

1 2( ; , )c c
m x yA a    1 2

0 0

p q
ic jc

ij x y
i j

a  
 
 , где ija K , m  порядок оператора, p  поря-

док по 1c
x , q  порядок по 2c

y ; 2 1( ( ); )c c
m p y xA L B    2 1

0

( ; )
i

p
c c

t y x
i

B b  

 , коэф-

фициенты 2( ; )
i

c
t yB b   2[ ]c

yK   операторы некоторых порядков it ; 

1 2( ( ); )c c
m q x yA L G    1 2

0
( ; )

j

q
ic jc

r x y
j

G g  

 , коэффициенты 1( ; )

j

c
r xG g   1[ ]c

xK   

операторы некоторых порядков jr . 

Формально сопряженные операторы определяются следующим обра-

зом: 

— в кольце 1 2[ , ]c c
x yK    сопряженный оператор определяется по форму-

ле 

1 2 1 2

0 0

* ( ; , ) ( )
p q

c c ic jc
m x y x y ij

i j
A a a     

 

 ;      (6.5.1) 

— в кольце 2 1[ ][ ]c c
y xK    y  -сопряженный оператор 

2 1 1 2

0

* * ( ( ); ) ( ( ( ; ) ))
i

p
x x c c c c

m p y x x y t j y
i

A L B B a     


  ,   (6.5.2) 
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где символ *x
pL  означает сопряженный по 1c

x , а y  — операция сопряжения в 

кольце 2[ ]c
yK  ; 

— в кольце 1 2[ ][ ]c c
x yK    x  -сопряженный оператор 

1 2 2 1

0

* * ( ( ); ) ( ( ( ; ) ))
j

q
y y c c jc c

m q x y y x r x
j

A L G G g e    



  ,   (6.5.3) 

где символ * y
qL  означает сопряженный по 2c

y , а x  — операция сопряжения 

в кольце 1[ ]c
xK  . 

Пример 6.5.1. Найти операторы 2
*A , 1

*xL  сопряженные к оператору 

2A   1 2
11

c c
x ya    1 2

10 01 00
c c
x ya a a    . Проверить тождество 1 2

* *x xL A . 

Оператор 2
*A , сопряженный по обоим элементарным операторам к опе-

ратору 2A , согласно (6.5.1) имеет вид 
1 2 1 2

2 11 10 01 00
* ( ) ( ) ( )c c c c

x y x yA a a a a                 (6.5.4) 

или 
1 2 1 2 1 1 2 2

2 11 10 01 00
* [ , ] [ ] [ ]

,
c c c c c c c c

x y x y x x yA a a a a               . Нетрудно проверить, что 

2
**A 2A . 

Оператор 2 1
* *x xA L , сопряженный по «переменной» x  к оператору 2A , 

найдем, записав 2 1A L  2 1 2
11 10 01 00( )c c c

y x ya a a a       . Согласно (6.5.2) на-

ходим 
1 2 2

1 11 10 01 00
* ( ( )) ( ) ( )x c c c

x y y y y yL a a a a              

1 1 2
11

[ ]( )c c c
y x x ya     1 1 2

01 01 00
[ ]( ) ( ) ( )c c c

y x x y y ya a a         . 

Далее находим: 

1
* *x xL  1 1 2 1

11 01
[ ] [ ][ ( ( )) ( ) ]c c c c

x y y x y y xa a        2
01( ( )) c

y y ya    00( ( ))y y a   . Так 

как 2( )y  , то 2
* *y yA  2A . 

Рассмотрим задачу отыскания ПНОД и ЛНОД множества ЛОЧП 
1 2( ; , )

k

c c
n k x yA a   , 1,k m , считая сначала их элементами кольца 1 2[ ][ ]c c

x yK   , 
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то есть 1 2( ; , )
k

c c
n k x yA a    1 2( ( ; ); )

k

c c
q x yL G g   . Положим 1

1
max( )k

k m
q q

 
 , 

mq  0
1

min( )k
k m

q d
 

  , 
jdA  ПНОД

1
( , )

jj qdA A


, где jd  порядок соответствующего 

оператора по 2c
y , 1 1,j m  , 1q  mq  0d  1 2d d    1md d   . 

Для этого с помощью уравнения 

1 2 1 2

1

0( ( ; ); ) ( ( ); )
k k

m
c c c c

s k x y q x y
k

X X f A A   


 ,    (6.5.5) 

где 1 1k m ks q q q    , 1( ; )c
k xX f   неизвестные коэффициенты подлежащие 

определению в кольце 1[ ]c
xK  , построим результантные матрицы. Найдем 

выражения для коэффициентов оператора 
1 2

1 2( ( ; ); )c c
q q x yL A a     

1

1 2( ( ; ); )c c
q x yL B b  

2

1 2( ( ; ); )c c
q x yL G g   , где 1q  и 2q  порядки операторов отно-

сительно 2c
y . Записав 

1 2

1 2( ( ; ); )c c
q q x yL A a   

1 2
1 2

0

( ; )
q q

k c kc
x y

k
A a  




 , получим по 

аналогии с предыдущим, 
1 1

2

1 1 2 1

0

min( , ) min( , )
[ ]

max( , )
( ; ) ( ; ) ( ; )

q k q s
k c i c k s ic c

x x y x
s k q i s

A a B b G g  

  

   , 1 20,k q q  .  (6.5.6) 

Отсюда при 1q r , 1( ; )r c
xB b   , 1 0( ; )i c

xB b   i r  , найдем коэффи-

циенты оператора 
2

2 1 2( ( ; ); )rc c c
y q x yL G g    

1 2 1, [ ]( ( ; )) ( ; )r k c k rc c
x y xA G g G g  , 20,k q ,     (6.5.7) 

где символом 2 1[ ]( ; )k rc c
y xG g   обозначен результат применения r  раз оператора 

2c
y  к коэффициентам оператора 1( ; )k c

xG g  . 

Теорема 6.5.1. 1) 0 1 1, ( ( ; )) ( ; )k c k c
x xA G g G g  , 20,k q ; 

2) 2 21 1, ( ( ; )) ( ; )r j r q j qc c
x xA G g G g     , 1,j r ;  

3) 1, ( ( ; ))r k c
xA G g   1 1 1, ( ( ; ))r k c

xA G g    1 2 1, [ ]( ( ; ))r k c c
y xA G g  . 

Из (6.5.5) следует, что правая результатная матрица 1( )m c
xR   имеет 
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размерность 1
1

1( ) ( )
m

k m
k

s q q


     и составлена из подматриц 1( )c
xM   размер-

ности 1( )ks   1( )mq q , составленных из коэффициентов (6.5.7)  

1 11 2 01 1 1

1

0 0 11 1 0 0 10 0

, , ,

, , ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts q q s q q sc c c
x x x

c
k x

q qc c c
x x x

A A A
M

A A A

  


  

  


 

   



 
 

  
 

 

.  (6.5.8) 

Теперь рассмотрим операторы 1 2( ; , )
k

c c
n x yA a    как элементы кольца 

2 1[ ][ ]c c
y xK   , то есть 1 2( ; , )

k

c c
n k x yA a     2 1( ( ); )

k

c c
p y xA A    2 1

0
( )

k

j

p
c j c

t y x
j

A  

  с 

коэффициентами 2( )
j

c
t yA  , обозначив 1

1
max( )k

k m
p p

 
 , mp  0

1
min( )k

k m
p d
 

 , 
jdA   

=ПНОД
1

( , )
j jd pA A


, где jd  порядки операторов по 1c
x , 1 1,j m  , 1p   

mp  0d  1 2d d  1md d  . 

Соответствующее уравнение теперь имеет вид 

2 1 2 1

1

0( ( ; ); ) ( ( ); )
k k

m
c c k c c

s k y x p y x
k

X X f A A   


 ,    (6.5.9) 

где 1 1k m ks p p p    , 2( ; )c
k yX f   неизвестные коэффициенты подлежащие 

определению в кольце 2[ ]c
yK  . 

Коэффициенты 2( ; )k с
yA a   произведения 

1 2

2 1( ( ; ); )c c
p p y xL A a     

1 2
2 1

0

( ; )
p p

k c k c
y x

k
A a  





   операторов 
1

2 1( ( ; ); )c c
p y xL B b   , 

2

2 1( ( ; ); )c c
p y xL G g    име-

ют вид  
1 1

2

2 2 1 2

0

min( , ) min( , )
[ ]

max( , )
( ; ) ( ; ) ( ; )

p k p s
k c i c k s ic c

y y y
s k p i s

A a B b G g  

  

   , 1 20,k p p  , (6.5.10) 

Отсюда при 1q r , 2( ; )r c
yB b   , 2 0( ; )i c

yB b    i r   получаем коэф-

фициенты оператора 
2

1 2 1( ( ; ); )rс c с
x p y xL G g     

2 1 2, [ ]( ( ; )) ( ; )r k k r c c
y x yA G g G g  , 20,k p r  .   (6.5.11) 
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где символ 1 2[ ]( ; )k r c c
x yG g   означает, что к коэффициентам оператора 

2( ; )k c
yG g   применена r  степень оператора 1c

x . 

Коэффициенты 2, ( ( ; ))r k
yA G g   обладают свойствами, указанными в 

теореме 10.5.1. 

Аналогично, правая результантная матрица 2( )m c
yR   размерности 

1
1

1( ) ( )
m

k m
k

s p p


 
  

 
 , где 1ks p  1m kp p  , составлена из подматриц 

2( )c
k yM   размерности 1( )ks  1( )mp p , отвечающих, соответственно, опера-

торам 1 2( ; , )
k

c c
n k x yA a    2 1( ( ; ); )

k

c c
p y xL B a   , имеет вид  

1 11 2 02 2 2

2

0 0 12 2 0 0 20 0

, , ,

, , ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts p p s p p sc c c
y y y

c
k y

p pc c c
y y y

A A A
M

A A A

  



  




 

   



 
 

  
   

.  (6.5.12) 

Из рассмотрения уравнения 
0

0* ( ; , )
j j

m

s n x y
j

Y A a  


   определяются левые 

результантные матрицы 1
* * *( ) ( ( ), ..., ( ))m T

x x m xR M M   , * ( )m c
yR    

1
* *( ( ),..., ( ))c c T

y m yM M  , составленные из подматриц 

1 11 2 02 2 2

2

0 0 12 2 0 0 20 0

* , * , * ,

*

* , * , * ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts p p s p p sc c c
y y y

c
k y

p pc c c
y y y

A A A
M

A A A

  



  




 

   



 
 

  
   

. (6.5.13) 

Аналогично 

1 11 2 01 1 1

1

0 0 11 1 0 0 10 0

* , * , * ,

*

* , * , * ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts q q s q q sc c c
x x x

c
k x

q qc c c
x x x

A A A
M

A A A

  


  

  


 

   



 
 

  
 

 

. (6.5.14) 

Обозначим порядок ЛНОД по 1c
x  сопряженных операторов через *

xd , 

порядок ЛНОД по 2c
y  сопряженных операторов через *

yd , 1* * ( )m c
y xr rang R  , 
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2* * ( )m c
x yr rang R   левые ранги левых результантных матриц множества опе-

раторов.  

Имеет место  

Теорема 6.5.2. Справедливы соотношения: 

1x x mr d p p   , 1y y mr d q q   ; 

1
* *
x x mr d p p   ; 1

* *
y y mr d q q   . 

Приведем несколько следствий. 

Следствие 6.5.1. Справедливы соотношения:  
* *

x x x xr r d d   , * *
y y y yr r d d   . 

Следствие 6.5.2. Для того чтобы операторы 1 2( ; , )
i

c c
n i x yA a    были вза-

имно просты в совокупности справа (слева) необходимо и достаточно вы-

полнение условий:  

1x mr p p  , 1y mr q q  , 

( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ). 

Следствие 6.5.3. Для того чтобы операторы 1 2( ; , )
i

c c
n i x yA a    имели пра-

вый (левый) наибольший общий делитель порядка: 

1) 0xd   по 1c
x , 0yd   по 2c

y  ( 0*
xd   по 1c

x , 0*
yd   по 2c

y ); 

2) 0xd  , 0yd  , ( 0*
xd  , 0*

yd  ); 

3) 0xd  , 0yd  , ( 0*
xd  , 0*

yd  ); 

4) 0xd  , 0yd  , ( 0*
xd  , 0*

yd  ), 

необходимо и достаточно выполнение следующих условий, соответственно: 

1) 1x mr p p  , 1y mr q q  , ( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ); 

2) 1x mr p p  , 1y mr q q  , ( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ); 

3) 1x mr p p  , 1y mr q q  ), ( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ); 

4) 1x mr p p  , 1y mr q q  , ( 1
*
x mr p p  , 1

*
y mr q q  ). 

Рассмотрим систему обыкновенных линейных уравнений в частных 
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разностях (ОЛУЧР) с одной неизвестной функцией ( , )z x y  
1 2 0( ; , )

j

c c
n x yA a z   , 1 2, ,...,j m .      (6.5.15) 

Теорема 6.5.3. Для того чтобы система (6.5.15) была только тривиаль-

но совместна достаточно, чтобы уравнение  

1 2

1
( ; , )

j j

m
c c

s n x y
j

X A a   


 ,       (6.5.16) 

имело решение в кольце 1 2[ , ]c c
x yK   . 

Достаточность. Предположение о разрешимости уравнения (6.5.16) и 

нетривиальной совместности системы (6.5.15) приводит к противоречию 

1
0( ; , ) ( , ) ( , )

j j

m
c

s n x y
j

X A a u x y u x y 


   при 0( , )u x y  .     ■ 

В приводимых ниже примерах для отыскания ПНОД будем пользо-

ваться модификацией алгоритма вычисления ПНОД. 

Пример 6.5.2. Построить правые и левые результантные матрицы опе-

раторов 1 2 1 2 1 2
3

c c c c
x y x yA y x         , 2 1 2 2

2 2( )c c c
x y yA x x y        ,  

3 1 2 2
2

c c
x yA x     . Для упрощения будем считать, что 1 1с  , 2 1с   . 

Напишем правую результантную матрицу 3 1( )xR  , расположив опера-

торы по степеням 1
y  : 1 2 1 1

1 ( )x y xL x y        , 2
1L   

1 1( ( ) )x yx x y       2 , 3 2 1
2 y xL x     . Здесь 1 2 1q q  , 3 2q  , по-

этому 1 2 1s s   , 3 0s  . Следовательно, результантная матрица будет состав-

лена из подматриц 
2 1

1
1 2 1

1 0

0

( )
( ) x x

x
x x

x y
M

x y

   


   

   
     

, 

1
1

2 1

1 2 0

0 2

( )
( )

( )
x

x
x

x x y
M

x x y

  


  

   
     

,

 1 1
3 0( )x xM x     , 
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расположенных в произвольном порядке, например, 3 1 1
3( ) ( ( ),x xR M   

1 1
2 1( ), ( ))T

x xM M  .  

Расположив операторы по степеням 1
x , составим правую результант-

ную матрицу 3 1( )yR   . Имеем: 1 1 2 1 1
2 y x x yL y x         , 2

1L   

1 1 1 2( )y x yx x y        , 3 1 2
1 x yL x     . Здесь 1 2p  , 2 1 1p p  , по-

этому 1 0s  , 2 1s  , 3 1s  . Следовательно, результантная матрица будет со-

ставлена из подматриц 

 1 1 1
1( )y y yM y x         

1 1
1

2 1 1

1 1 2 0

0 2

( ) ( )
( )

( )
y y

y
y y

x x y
M

x x y

  


  

 



 

    
 

   
, 

2
1

3 2

1 0

0

( )
( ) y

y
y

x
M

x

  


  







  
 

  
, 

расположенных в произвольном порядке, например, 3 1 1
3( ) ( ( ),y yR M    

1 1
2 1( ), ( ))T

y yM M   .  

Левые результантные матрицы можно построить, например, перейдя к 

сопряженным операторам. Тогда левые делители станут правыми делителями 

и для их выявления нужно исследовать правые результантные матрицы. Име-

ем: 1 2 1 1
3
*

x y xA y      1
yx  , 2 1 1

2
*

x yA x   11 2( ) yx y     , 3
2

*A   

1 2
x yx     . Матрицу 3 1*( )xR    построим, записав, 1

1
*L   

2 1 1    ( )x y xx y     , 2
1
*L  1 11( ( ) )x yx x y       2 , 3

2L   

2 1
y xx     . 

1

1

1 1
3

2 1

2 1

0
2 2 0

0 1 2
1 0

0

*

( )
( ) ( )

( )

x

x

x x

x x

x x

x
x x y

M x x y
x y

x y

  
  

   
   

   





 

 

 

 
 

    
    
 

    
   

. 
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Аналогично можно записать матрицу 3 1*( )yR  .  

Пример 6.5.3. Вычисляя правые ранги матриц 3 1( )xR  , 3 1( )yR   , 

3 1*( )xR   , 3 1*( )yR   убедимся, что операторы из предыдущего примера не 

имеют ПНОД и ЛНОД. Вычислим, например, правый ранг 3 1( )yR   . Имеем 

2

2

1 1 1
3

1 1

1 1

1 0

0

1 1 2 0

0 2

( )

( ) ( ) ( )
( )

y

y

y y y

y y

y y

x
x

M x x y
x x y

y x

  

  

   

  

   





  

 

 

  
 

  
       
    

  

. 

Умножая справа первую строку на 11( ) yx   , 1
y   и вычитая соответст-

венно из третьей и пятой, получим 
2

2

1 2 3 1
3

1 1

3 1 1

1 0

0

0 2 0

0 2

0

( )

( ) ( )
( )

( )

y

y

y y y

y y

y y y

x
x

M x y y
x x y

x y y x

  

  

   

  

    





  

 

  

  
 

  
       
    

      

. 

Выполняя далее очевидные преобразования строк справа, найдем 
2

2

1
3 33

43

53

1 0

0

0 0
0 0
0 0

( )

( )

y

y

y

x
x

M m
m
m

  

  








  
 

  
   
 
  

, 

где обозначено 2 5 2 2 3 2
33 2 2 2( ) ( )y y ym x x y x xy y x x              

1 2yy   , 15 3 2
53 2 2( ) ( ) ( )y y ym x y x y x y            1

y   1( )y  , 

2 2 1
53 2y ym x y       . Видим, что правый ранг равен трем и, следова-

тельно, операторы не имеют делителей содержащих 1
x . Рассматривая анало-

гично остальные случаи, убеждаемся в том, что операторы не имеют общих 
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ПНОД и ЛНОД. 

Пример 6.5.4. Найти ЛНОД операторов 1
3A  2 2

y x xy      

1 2 1
x x yy y    , 2

3A   2 11( ) y xx    2
yxy . 

Запишем уравнение 1 1 2 2
3 3 0A X A X  , где 1X , 2X  неизвестные опера-

торы. Очевидно, что для отыскания коэффициентов этих операторов придет-

ся решать систему уравнений с неизвестными под знаками операторов 1
x , 

y . Чтобы этого не делать перейдем к сопряженным, расположив операторы 

по степеням 1
x  : 1 2

3
*

y xA y     2 1( )y xy y    , 2 2 1 2
3

*
y x yA x xy     2 yx . 

Таким образом, задача сведется к нахождению ПНОД сопряженного к 

ЛНОД, а уравнение примет вид 2 2 1
0{ ( ) }y x y xf y y y          

1 2 1 2
1 0 2 0( ){ }x y x y yg g x xy x            с коэффициентами в кольце [ ]yK  . 

Для их определения имеем систему 
2

0 1
2 2 2

0 1 0

2
0

1 0

1 2 1 0

2 0

( ) (( ) ) ,

( ) (( ) ( ) ) ( ) ,
( ) .

y y

y y y y

y

f y g x

f y y g x y x g x
g xy x

 

    

 

   


        
  

 

Применим для упрощения системы метод Гаусса исключения справа. 

Вычтя из второго уравнения первое умноженное справа на y , получим 

2
0 1

2
0

2
0

1 0

0

2 0

( ) (( ) ) ,

( ) ,
( ) .

y y

y

y

f y g x

g x
g xy x

 



 

   


 
  

 

Видим что правый ранг правой результантной матрицы системы, сов-

падающей с транспонированной правой результантной матрицей сопряжен-

ных операторов, равен единице. Следовательно, сопряженные операторы 

имеют ПНОД второго порядка. Из системы находим 0 0g  , 

0 1( ) yf x y    1( )x  , 2
1g y   . Минимальное решение сопряженного 

уравнения имеет вид 0 1( ) yf x y    1( )x  , 1 2 1
1 0x xg g y      . Теперь 



 227

необходимо найти решение уравнения 1
11 1( ( ) ( ) )yx y x Y       

2 1 2
0 0( )xy Y     относительно операторов 1

1Y , 2
0Y . Снова для упрощения вы-

числений перейдем к сопряженному уравнению 1
1 1 2 1*(( ) ( ) )yY x y x      

2 2 1
0 0*( )xY y   . Решение этого уравнения ищем в виде 1 1

1 1 0
*

xY h h   , 
2

0 0
*Y k . Подставляя в уравнение и сравнивая коэффициенты при одинако-

вых степенях 1
x , получим систему 2

1 02 0( ) ( )yh xy x k y     , 0 0h  . Из 

которой получаем 1h y , 0 yk x . Поэтому 1 1
1

*
xY y , 2

0
*

yY x . Следова-

тельно, 1 1
3 2 1

*A D Y , 2 2
3 2 0

*A D Y . Выполнив деление слева, найдем ЛНОД 
1

2 x y yD y    . 

6.6. Дифференциально–разностные по общей переменной операто-

ры 

Пусть кольцо косых многочленов [ , ]K u v  рассматривается над полем 

K  функций ( )f x  и замкнуто относительно дифференциального /x d dx   и 

разностного ( ) ( )c
x f x f x c    c C  операторов. Выберем автоморфизм и 

гомоморфизм поля K , положив c
u x  , v  , 0u  , v x  . Тогда коль-

цо косых многочленов изоморфно кольцу [ , ]c
x xK    дифференциально-

разностных по общей переменной операторов. 

Построим результантные матрицы множества операторов 

( ; , )
k

c
n x xA a   [ , ]c

x xK   , 1,k m . Сначала считаем, что операторы являются 

элементами кольца [ ][ ]c
x xK   , то есть 

knA  ( ( ); )
k

c
p x xA A     

0

( ; )
k

i

p
c i

t x x
i

A a  


 , где ( ; )
i

c
t xA a   операторы некоторых порядков it . Положим 

1
1

max( )k
k m

p p
 

 , mp  0
1

min( )k
k m
p d
 

 , 
jdA ПНОД

1
( , )

j jd pA A


, где jd  порядок опе-

ратора по x , 1 1,j m  , 1p  mp  0d  1 2d d    1md d  . 

Сопоставим множеству операторов уравнение  
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1

0( ( ; ); ) ( ( ; ); )
k k

m
c c

s k x x p x x
k

X X f L A a   


 ,    (6.6.1) 

где 1 1k m ks p p p    , ( ; )k c
k xX f   неизвестные коэффициенты подлежащие 

определению в кольце [ ]c
xK  .  

Исходя из уравнения (6.6.1) и свойства 3) теоремы 6.1.1 построим пра-

вую результатную матрицу ( )m c
xR  . Эта матрица, имеет вид (1.7.3) и размер-

ность 1
1

1( ) ( )
m

k m
k

s p p


 
  

 
 . Она составлена из подматриц 

1

1 1

1

2 1 2

1 0

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

0 0
0

,

, ,

, , ,

, , ,

, , ,

( ; )
( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; )
( )

( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ;

k m

k m k m

k k k k k

k k k k k

k k

s p p c
x

s p p s p pc c
x x

s p s p pc c c
c x x x

k x s p s p pc c c
x x x

s sc c
x x

A a
A a A a

A a A a A a
M

A a A a A a

A a A a A a


 

  


  

  




   



   


 

    



   





0 1 0 0 0, , ,

)
( ; ) ( ; ) ( ; )k k

c
x

s sc c c
x x xA a A a A a  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 (6.6.2) 

имеющих вид (1.7.2) и размерность 1( )ks  1( )mp p , отвечающих операто-

рам ( ; , )
k

c
n x xA a    ( ( ; ); )

k

c
p x xL A a   

0
( ; )

k

j

p
c j

t x x
j

A a  

 , соответственно. 

Расположив операторы по степеням c
x , ( ; , )

k

c
n x xA a     

( ( ; ); )
k

c
q x xL B b   

0
( ; )

k

j

q
jc

r x x
j

B b  

 , построим правую результатную матри-

цу ( )m
xR  . Пусть 1

1
max( )k

k m
q q

 
 , mq  0

1
min( )k

k m
q d
 

  , 
jdA  ПНОД

1
( , )

jj qdA A


, где 

jd  порядки операторов по c
x , 1 1,j m  , 1q   mq  0d  1 2d d    

1md d   . 

Соответствующее уравнение теперь имеет вид  

1

0( ( ; ); ) ( ( ); )
k k

m
c c

s k x x q x x
k

X X f A A   


 ,     (6.6.3) 
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где 1 1k m ks q q q    , 
0

,( ; )
ks

i
k x k i x

i
X f f 





  неизвестные коэффициенты под-

лежащие определению в кольце [ ]xK  , ,k if K . 

Правая результатная матрица ( )m
xR   размерности, 

1
1

1( ) ( )
m

k m
k

s q q


 
  

 
 , где 1 1k m ks q q q     составлена из подматриц  

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

, , ,

, , ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts q q s q q s
x x x

k x
q q

x x x

A A A
M

A A A

  


  

  


 

   



 
 

  
 

 

  (6.6.4) 

размерности 1( )ks   1( )mq q , отвечающих операторам 
knA   

( ( ; ); )
k

c
q x xL C a   .  

Здесь и далее такая запись результантных матриц используется в целях 

экономии места. 

Из рассмотрения уравнения 
0

0* ( ; , )
j j

m
c

s n x x
j

Y A a  


  определяются левые 

результантные матрицы 1
* * *( ) ( ( ), ..., ( ))m c c c T

x x m xR M M   , * ( )m
xR    

1
* *( ( ),..., ( ))T

x m xM M  , составленные из подматриц 

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

* , * , * ,

*

* , * , * ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts p p s p p sc c c
x x x

c
k x

p pc c c
x x x

A A A
M

A A A

  


  




 

   



 
 

  
 

 

.  (6.6.5) 

Аналогично 

1 11 2 0

0 0 1 0 00 0

* , * , * ,

*

* , * , * ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k m k m k

k k

Ts q q s q q s
x x x

k x
q q

x x x

A A A
M

A A A

  


  

  


 

   



 
 

  
 

 

.  (6.6.6) 

Пример 6.6.1. Написать правую результантную матрицу операторов 

относительно x : 2 2 1 0
2( ( ; ); ) ( ; ) ( ; ) ( ; )c c c c

x x x x x x xL C c C c C c C c          , 

3( ( ; ); )c
x xL E e    3 3 2 2 1 0( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )c c c c

x x x x x x xE e E e E e E e          . 
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Здесь 1 2p  , 2 3p  , 1 2s  , 2 1s  . Поэтому оператору 2( ( ; ); )c
x xL C c    

отвечает матрица размерности 5 3   

2

1 2 2

0 1
1 2 2

1 2 2

0 1 2 0 1 1

0 2 0 0

0 0
2 0
2

2

( ; )
( ; ) ( ; ) ( ; )
( ; ) ( ; )

( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
( ; ) ( ; ) ( ;

c
x
c c c
x x x x
c c
x x xc c c c

x x x x xc
x x

c c c c c
x x x x x x x x

c c
x x x x

C c
C c C c C c
C c C c

M C c C c C c
C c

C c C c C c C c C c
C c C c C c


   

  
    

 
       
   



 
 



 
)c

x

 
 
 
 
 
 
 
 

  

, 

а оператору 3( ( ; ); )c
x xM E e    матрица размерности 5 2  

3

2 3 3

1 2 2
2

0 1 1

0 0

0( ; )
( ; ) ( ; ) ( ; )

( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
( ; ) ( ; ) ( ; )
( ; ) ( ; )

c
x
c c c
x x x x

c c c c
x x x x x

c c c
x x x x

c c
x x x

E e
E e E e E e

M E e E e E e
E e E e E e
E e E e


   

    
   

  

 
 

 
  
 

 
 

 

, 

элементы которых вычисляются по теореме 6.1.1. Таким образом, правая ре-

зультантная матрица операторов 2( ( ; ); )c
x xL C c   , 3( ( ; ); )c

x xL E e    является 

конкатенацией этих матриц: 2
1 2( ) ( ( ), ( )))c c c

x x xR M M   . 

Обозначим через *d  порядок ЛНОД операторов, сопряженных по x , 
*d  ― порядок ЛНОД, операторов, сопряженных по c

x , * * ( )m c
xr rang R  , 

* * ( )m
xr rang R   правые ранги левых результантных матриц множества опе-

раторов.  

Имеет место теорема, являющаяся следствием теоремы 1.4.1.  

Теорема 6.6.1. Справедливы соотношения: 

1   mr d p p  , 1   mr d q q  ; 

1  * *
mr d p p  ; 1  * *

mr d q q  . 

Приведем несколько следствий. 

Следствие 6.6.1. Справедливы соотношения:  

  * *r r d d    ;   * *r r d d    . 
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Следствие 6.6.2. Для того чтобы операторы ( ; , )
in x xA a    были взаим-

но просты в совокупности справа (слева) необходимо и достаточно выполне-

ние условий:  

1  mr p p , 1  mr q q , ( 1 *
mr p p , 1 *

mr q q ). 

Следствие 6.6.3.. Для того чтобы операторы ( ; , )
in x xA a    имели пра-

вый (левый) наибольший общий делитель порядка: 

1) 0d  по x , 0d  по x  ( 0*d  по x , 0*d  по x ); 

2) 0d , 0d , ( 0*d , 0*d ); 

3) 0d , 0d , ( 0*d , 0*d ); 

4) 0d , 0d , ( 0*d , 0*d ), 

необходимо и достаточно выполнение следующих условий, соответственно: 

1) 1  mr p p , 1  mr q q , ( 1 *
mr p p , 1 *

mr q q ); 

2) 1  mr p p , 1  mr q q , ( 1 *
mr p p , 1 *

mr q q ); 

3) 1  mr p p , 1  mr q q , ( 1 *
mr p p , 1 *

mr q q ); 

4) 1  mr p p , 1  mr q q , ( 1 *
mr p p , 1 *

mr q q ). 

Доказательство. Следует из теоремы 1.7.5. 

Пример 6.6.1. Выяснить наличие ПНОД у операторов 1 2
3

c
x xL     

c
x x xx    , 2 2

3  c c
x x x xL x    . 

Решение. Сначала выясним наличие ПНОД, содержащего оператор c
x . 

Расположив операторы по убыванию степеней c
x : 1

3L  2  ( ) c
x x x xx    , 

2
3L  2c c

x x x xx    , составим уравнение 
2

1 0( )(( ) )c c
x x x x xf f x        2 2

0 0( )c c
x x x xg x      ,   (6.6.7) 

где 1 0
c
xX f f   , 0Y g  его минимальное решение, коэффициенты которо-

го 1 0 0, , [ ]xf f g K  . Приравнивая коэффициента при одинаковых степенях 

c
x  нулю, получим систему  
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2
1 0

2
1 0 0

0

0

0
0

( ( ) ) ,

( ) ,
.

x x x

x x x

x

f x c g

f f x g x
f
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   


   


    
 

 

Очевидно, что правый ранг правой результантной матрицы операторов 

равен трем, поэтому по теореме 6.6.1 операторы не имеют общих правых де-

лителей, зависящих от x . 

Запишем теперь операторы, расположив их как элементы кольца 

[ ][ ]c
x xK    по убыванию степеней x : 1

3L  2 c
x x  ( )c

x xx   , 
2 2
3  ( )c c

x x xL x   . Найдем минимальное решение уравнения 

1( )a  2 ( c
x x  ( ) )c

x xx   2
1 0 0   ( )(( ) )c c

x x x xb b x     ,   (6.6.8) 

коэффициенты, которого принадлежат кольцу [ ]c
xK  . Приравнивая коэффи-

циента при одинаковых степенях x  нулю, получим систему  

2
1 1

2
1 1 0

0

0

( ) ,

( ) ( ) .

c c c
x x x

c c c c
x x x x

a b x

a x b b x

  

    

   


     
    (6.6.9) 

Вычислим ранг правой результантной матрицы операторов, приведя 

систему (6.6.9) к треугольному виду. Поскольку коэффициенты при неиз-

вестном 1a  некоммутативны, то найдем ЛНОК( ,c c
x xx   ) ( )c c

x xx      

(( ) )c c
x xx c     . Вычитая из второго уравнения, умноженного справа на 

оператор c
x , первое, умноженное справа на оператор ( ) c

xx c     получим 

2
1 1

3 2 3 2
1 0

0

0

( ) ,

( ( ) ) ( ) .

c c c
x x x

c c c c
x x x x

a b x

b x c x x b x

  

    

   


       
 

Видим, что правый ранг правой результантной матрицы равен двум, 

следовательно, по теореме 6.6.1 операторы имеют ПНОД первого порядка по 

x , который, впрочем, очевиден.  
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Глава 7. Уравнения с почти алгебраическими операторами 

7.1. Почти алгебраические линейные операторы 

Задача отыскания частных решений неоднородных линейных диффе-

ренциально-разностных уравнений имеет не только теоретическое, но и при-

кладное значение. Дифференциально-разностные уравнения рассматривались 

с различных точек  зрения  в  разное время и разными авторами, например, 

[8, 35, 38]. Общая теория линейных уравнений в банаховом пространстве да-

на в [26]. 

Решение этой задачи можно упростить, если удается использовать по-

нятие алгебраического или почти алгебраического элемента (оператора). В 

исследованиях автора [96] рассматривались операторы алгебраические отно-

сительно некоторого двустороннего идеала (почти алгебраические). Алгеб-

раическим оператором является, например, инволюция некоторого порядка. 

Мы распространяем понятие почти алгебраических операторов на ОЛДО и 

ОЛРО с помощью уравнений с коэффициентами из соответствующих колец, 

рассмотренных в [64]. 

Пусть N , M  ( )N M  ― линейные пространства над полем ком-

плексных чисел C , причем пространство N  ― конечномерное. Пусть   ― 

алгебра линейных операторов, действующих из M  в N  и 0  ― её подал-

гебра, порожденная операторами iA , действующими в пространстве N , I  ― 

левый главный идеал алгебры 0 , образованный операторами, аннулирую-

щими пространство N , с образующей 0A . 

Далее через  (mod )a b I  обозначается сравнение по модулю левого 

идеала I . 

Операторы из 0  называются проекторами пространства N . Из всего 

множества проекторов выделим те, которые удовлетворяют следующему оп-

ределению. 

Определение 7.1.1. Пусть 2 dims N  . Множество s  операторов 
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0iP  , называется оптимальным множеством разделенных проекторов 

мощности s  , связанных с пространством N , если выполняются условия: 

1 (mod )sP P I           (7.1.1) 

0( ) ( )i jP N P N  , i j ,        (7.1.2) 

где   ― тождественное отображение. 

Определение 7.1.2. Проекторы, удовлетворяющие дополнительно ус-

ловию  

0

(mod ), ,
(mod ), ,

j
j k

P I k j
P P

I k j









       (7.1.3) 

называются идемпотентными. 

Определение 7.1.3. Оператор A  называется алгебраическим сте-

пени 2m   относительно левого идеала I  (почти алгебраическим), если су-

ществует ненулевой многочлен ( )t  с коэффициентами в поле C  такой, что 

( )A I . Если это так, то многочлен ( )m t  наименьшей степени m  называ-

ется характеристическим многочленом оператора A , а его корни называются 

характеристическими корнями оператора A . 

Сравни с [96], где идеал I  двусторонний. Алгебраическим оператором 

является инволюция некоторого порядка. Почти алгебраические операторы 

возникают, например как решения уравнения XD DY , рассматривавшегося 

в [53, 61], где D  ― заданный оператор, X , Y  ― операторы, подлежащие 

определению, Y  ― компонента решения является почти алгебраическим 

оператором. 

Удобно считать старшие коэффициенты многочленов равными едини-

це. 

Лемма 7.1.1. (Ш. Эрмит) Для произвольного многочлена ( )m t   

1
( ) i

s
r

i
i

t t


  , построенного по множеству пар ( ; )i it r , 1,i s , 2s  , где it  ― 

попарно различные комплексные числа, называемые узлами, ir  ― натураль-

ные числа, называемые кратностями узлов, 1 sr r m   , справедливо тож-
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дество 

0
1 ( ),

s

i
i

p t


          (7.1.4) 

где 

1;
( ) ( ) ( ) ,j

s
r

i i j
j j i

p t q t t t
 

         (7.1.5) 

причем 
1

0

( ) ( )( )
! ( )

ii

i

rr k k
i i

i k
k m t t

t t t tdq t
k dt t



 

  
  

 
 . 

Тождество (7.1.5) называется разбиением единицы.  

Построим по формулам (7.1.5) операторы ( )i iP p A , где A  ― почти 

алгебраический оператор с характеристическим многочленом ( )m t   

1
( ) i

s
r

i
i

t t


  , i jt t  при i j , 1 sr r m   . По построению операторы jP  

являются проекторами пространства N . 

Лемма 7.1.2. Проекторы jP  обладают свойством 

0( ) (mod )jr
j jA t P I  , 1,j s  .      (7.1.6) 

Доказательство. Действительно 

1;
( ) ( ) ( ) ( )j i

s
r r

j j j j i
i i j

A t P A t q A A t  
 

     ( ) ( )j mq A A I  , 1, ,j s   . ■ 

Лемма 7.1.3. Операторы ( )i iP p A  являются разделенными идемпо-

тентными проекторами. 

Доказательство. Свойство (7.1.1) следует из (7.1.5). Обозначим 

( )j jN P N . Согласно (7.1.6) 0( ) jr
j jA t P x   x N  . А поскольку уравне-

ния 0( ) jr
jA t y  , 0( ) ir

iA t y   при i j  не имеют общих нетривиаль-

ных решений, то 0( ) ( )j iP N P N   при i j .  

Идемпотентность. По построению операторы jP  коммутативные, по-

этому при j k  получим: 
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1 1; ;
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i

s s
r r

j k j k j k i i
i i j i i k

P P p A p A q A q A A t A t 
   

       

1; ;
( ) ( ) ( ) ( ) .i

s
r

j k i
i i j i k

mq A q A A t A I 
  

    

При j k  имеем: 

2

1;
,

s

j j j i
i i j

P P P P I
 

    

то есть 2 (mod )j jP P I .   ■ 

Теорема 7.1.1. Следующие утверждения равносильны: 

а) оператор A  является почти алгебраическим относительно левого 

идеала I  с характеристическим многочленом 
0

( ) ( ) ;i

s
r

m i
i

t t t


   

б) существуют разделенные идемпотентные проекторы 0jP  , 1,j s ; 

в) пространство N  является прямой суммой своих подпространств: 

1

s

jj
N N


 ,   ( )j jN P N . 

Доказательство. а)   б). Положим ( )j jP p A , где ( )jp t  определяют-

ся по формуле (7.1.5), поэтому утверждение следует из леммы 7.1.3. 

б)   в). Следует из б). 

в)   а). Пусть N  является прямой суммой подпространств 

( ) jr
j jN ker A t   . Обозначим 

1

( ) ( ) j
s

r
m j

j
A A t 



  . Согласно предположе-

нию x N   имеем 
1

s

j
j

x x


 . Отсюда 

1 1 1
0

;
( ) ( ) ( ) ( ) .jk

s s s
rr

m m j k j j
j j k k j

A x A x A t A t x   
   

 
     

 
    

Следовательно, оператор A  почти алгебраический степени 

1 sr r m   .   ■ 

Теорема 7.1.2. Если характеристический многочлен оператора A  не 
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имеет кратных корней, то 

1
(mod )

s
k k

j j
j

A t P I


 , 1 2, ,k         (7.1.7) 

Доказательство. Так как все собственные числа оператора простые, то 

из (7.1.6) следует   (mod )j j jAP t P I . Складывая эти сравнения, получим в си-

лу (7.1.5)  

1
(mod )

s

j j
j

A t P I


 .         (7.1.8) 

Применяя далее индукцию по k , находим 

1
(mod )

s
k k

j j
j

A t P I


 .   ■     (7.1.9) 

Пусть K  ― некоторое поле, замкнутое относительно операторов 

,A B   и содержащее поле комплексных чисел C . Оператор (многочлен от 

A , B ) 
0 0 


p q

i j
r ij

i j
A a A B , ija K , где  max( , , )r p q p q  ― совокупный по-

рядок оператора, можно рассматривать как многочлен от A  с коэффициен-

тами, зависящими от оператора B , и записывать его как 
0

 ( )
p

i
r i

i
A a B A , ли-

бо как многочлен от оператора B  с коэффициентами, зависящими от опера-

тора A , и записывать его 
0

 ( )
q

j
r j

j
A b A B ; 0 0 A B  ― единица алгебры. 

Рассмотрим уравнение 

( , )L A B u f ,         (7.1.10) 

где элемент f  принадлежит некоторому конечномерному линейному  про-

странству N  над K , 
0

( , ) ( ) i
i

i

q

B BbL A A


 , коэффициенты 0, , ( , )A B L A B  . 

Пусть I  ― левый главный идеал алгебры 0  операторов, аннулирующих 

пространство N , B  ― оператор, алгебраический относительно идеала I , с 

характеристическим многочленом ( )m t  и простыми характеристическими 
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числами jt , 1,j m ; jP  ― проекторы пространства N ,  ( )j jf P f . 

Теорема 7.1.3. Если операторы ( , )jL A t , полученные из оператора 

( , )L A B  подстановкой чисел i
jt , 0,i q , вместо операторов iB , действуют в 

пространстве N , то частное решение уравнения (7.1.10) может быть вычис-

лено как сумма честных решений системы независимых уравнений 

( , )j j jL A t u f , 1 ,i m ,       (7.1.11) 

где i iu P u , i if P f . 

Доказательство. Поскольку операторы A , B , ( , )L A B  действуют в 

пространстве N , то искомое решение существует. Заменив степени iB  в си-

лу теоремы 7.1.2, получим 
0 1

( )
m

i
i j j

i j

q

b A t P u f
 

  . Меняя порядок суммирова-

ния и учитывая, что f N  получим 
1 0 1

( )
q m

i
i j j j

j

m

i j
t Pb A u P f

  

   или 

1
0( ( , ) )j j

m

j
j

L A t P u P f


  . Поскольку частное решение ищется в пространстве 

N , которое является прямой суммой своих подпространств ( )j jN P N , то 

приходим к (7.1.11).    ■ 

7.2. Почти алгебраические дифференциальные операторы 

Пусть K  ― дифференциальное поле нулевой характеристики с диффе-

ренцированием /d dx   (элементами поля K  являются функции ( )f x  ве-

щественной или комплексной переменной x ). Предполагается, что поле K  

содержит подполе комплексных чисел C  или другое алгебраически замкну-

тое поле. 

Обозначим через [ ]K   кольцо обыкновенных линейных дифференци-

альных операторов (ОЛДО), то есть многочленов вида 
0

n
i

n i
i

D a 


 , ia K , 

0na  , n  ― порядок оператора, 0   ― единица кольца. 
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Как отмечалось, ранее почти алгебраические ОЛДО возникают, напри-

мер, при рассмотрении уравнения [53] 

n nXD D Y ,          (7.2.1) 

где [ ]nD K   ― заданный оператор, а ,X Y  ― операторы, подлежащие оп-

ределению. Коэффициентами этих операторов, вообще говоря, принадлежат 

некоторому расширению P K . 

Определение 7.2.1. Решением уравнения (7.2.1) называется любая пара 

операторов ( , )X Y  из [ ] [ ]P P   обращающая уравнение в тождество. 

Множество решений этого уравнения не пусто, поскольку в нем содер-

жатся элементы централизатора оператора nD  в [ ]P  . Множества X  и Y  

компонент решений уравнения (7.2.1) являются изоморфными C -алгебрами, 

поэтому ограничимся рассмотрением алгебры Y , а её элементы будем назы-

вать решениями этого уравнения. 

Обозначим через N  пространство решений уравнения 0( )nD y  . Из 

рассмотрения уравнения (7.2.1) следует, что операторы Y  являются гомо-

морфизмами пространства N . Множество операторов из Y , аннулирующих 

пространство N , является левым идеалом в кольце [ ]K  , обозначается I . 

Этот идеал является главным, с образующей nD , ( )nI D . 

Теорема 7.2.1. Каждая Y  компонента решения уравнения (7.2.1) явля-

ется почти алгебраическим оператором относительно идеала I . 

Доказательство. Оператор Y  действует на пространстве N  посредст-

вом матрицы определенной в некотором базисе. Пусть ( )n t  ― характери-

стический многочлен матрицы. Для каждого его корня it  кратности ir  опера-

тор ( ) ir
iY t   имеет ровно ir  линейно независимых в пространстве N  реше-

ний ( 1 sr r n   ), а произведение этих операторов аннулирует пространст-

во N . Значит ( )n Y I  .   ■ 

Пусть оператор nD  допускает представление 
0

m
i

n i q
i

D c D


 , ic C , 
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n mq . Тогда оператор qD  почти алгебраический с характеристическим 

многочленом 
0

( ) ( ) i

s
r

m i
i

t t t


  , где 1t , 2t ,, st  ― различные характеристи-

ческие числа оператора qD , 1r ,, sr , соответственно, их кратности, 

1 sr r m   , 2m  , n mq . 

Теорема 7.2.2. Следующие условия эквивалентны: 

а) qD  ― почти алгебраический оператор с характеристическим много-

членом ( )m t ; 

б) существует s  линейных операторов [ ]jP C   таких, что: 

1
(mod )

s

j
j

P I


 ,         (7.2.2) 

0

(mod ), ,
(mod ), .

j
j k

P I k j
P P

I k j


 


       (7.2.3) 

0( ) (mod )jr
q j jD t P I  .       (7.2.4) 

в) пространство N  является прямой суммой своих подпространств 

ker( ) jr
j q jN D t   , 

1

s

jj
N N


  , где 1 sr r m   . 

Утверждение является следствием теоремы 7.1.1. 

7.3. Почти алгебраические разностные операторы 

Пусть K  ― поле нулевой характеристики функций ( )f x  веществен-

ной или комплексной переменной x , содержащего поле комплексных чисел 

C , и замкнутое относительно «разностного» оператора c , действующего по 

формуле ( ( )) ( )c f x f x c   , ( )f x K  , c C . 

Обозначим через [ ]cK   кольцо обыкновенных линейных разностных 

операторов (ОЛРО), то есть многочленов вида 
0

n

n i ic
i

a


 , ia K , 0na  , 

n  ― порядок оператора, ( ( )) ( )ic f x f x ic   , 0   ― единица кольца. 

Почти алгебраические ОЛРО возникают при рассмотрении уравнения 
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[61] 

n nX Y  ,          (7.3.1) 

где [ ]c
n K    ― заданный оператор, а ,X Y  ― операторы, подлежащие оп-

ределению. Коэффициентами этих операторов, вообще говоря, принадлежат 

некоторому расширению P K . 

Определение 7.3.1. Решением уравнения (7.3.1) называется любая пара 

операторов ( , )X Y  из [ ] [ ]c cP P   обращающая уравнение в тождество. 

Множество решений этого уравнения не пусто, поскольку в нем содер-

жатся элементы централизатора оператора n  в [ ]cP  . Поскольку множест-

ва X  и Y  компонент решений уравнения (7.3.1) являются изоморфными C -

алгебрами, то ограничимся рассмотрением алгебры Y , а её элементы будем 

называть решениями уравнения (7.3.1). 

Обозначим через N  пространство решений уравнения 0( )n y  . Из 

рассмотрения уравнения (7.3.1) следует, что операторы Y  являются гомо-

морфизмами пространства N . Множество операторов из Y , аннулирующих 

пространство N , является левым идеалом в кольце [ ]cK  , обозначается I . 

Этот идеал является главным, с образующей n , ( )nI  . 

Теорема 7.3.1. Каждая Y  компонента решения уравнения (7.3.1) явля-

ется почти алгебраическим оператором относительно идеала I . 

Доказательство. Оператор Y  действует на пространстве N  посредст-

вом матрицы определенной в некотором базисе. Пусть ( )n t  ― характери-

стический многочлен. Для каждого его корня it  кратности ir  оператор 

( ) ir
iY t   имеет ровно ir  линейно независимых решений в пространстве N  

1, ,i s  , а произведение этих операторов аннулирует пространство N . Зна-

чит ( )n Y I  .    ■ 

Пусть оператор n  допускает представление 
0

m
i

n i q
i

c 


 , ic C , 

n mq . Тогда оператор q  почти алгебраический с характеристическим 
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многочленом 
0

( ) ( ) i

s
r

m i
i

t t t


  , где 1t , 2t ,, st  ― различные характеристи-

ческие числа оператора q , 1r ,, sr , соответственно, их кратности, 

1 sr r m   , 2m  , n mq . 

Теорема 7.3.2. Следующие условия эквивалентны: 

а) q  ― почти алгебраический оператор с характеристическим много-

членом ( )m t ; 

б) существует s  линейных операторов [ ]j cP C   таких, что: 

1
(mod )

s

j
j

P I


 ,         (7.3.2) 

0

(mod ), ,
(mod ), ,

j
j k

P I k j
P P

I k j


 


      (7.3.3) 

0( ) (mod )jr
q j jt P I   .       (7.3.4) 

в) пространство N  является прямой суммой своих подпространств 

ker( ) jr
j q jN t   , 

1

s

jj
N N


  , где 1 sr r m   . 

Утверждение является следствием теоремы 7.1.1. 

7.4. Дифференциально-разностные уравнения 

Применим понятие почти алгебраического элемента (оператора) к 

дифференциально–разностным уравнениям. Пусть поле K  содержит поле 

комплексных чисел C  и замкнуто относительно «разностного»   и диффе-

ренциального   операторов и операторов 
0

  [ ]
p

i
ip

i
b K  , ib K ; 

0

  [ ]
q

i
iq

i
D Ka   , ia K . Операторы 

0 0 

 ( ; , )
r s

i j
m p q ij p q

ji
A a D a D  , ija K , 

 max( , , )m rp sq rp sq  ― совокупный порядок оператора, можно рассматри-

вать как алгебру [ ]p�  многочленов от p  с коэффициентами, зависящими 
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от оператора qD , и записывать её элементы как 
0

 ( )
r

i

i
m i q pDA a  , либо как 

алгебру [ ]qD�  многочленов от оператора qD  с коэффициентами, зависящи-

ми от оператора p , и записывать её элементы как 
0

 ( )
s

j

j
m j p qDA b  ; 

0 0     ― единица алгебры. 

Рассмотрим уравнение 

( , )r p qA D u f           (7.4.1) 

с оператором ( , )r p qA D   и функцией ( )f x  принадлежащей пространст-

ву N  решений некоторого дифференциального уравнения 0( )nD y  , 

 [ ]nD K  , M  ― область определения оператора mA , а областью его значе-

ний будем считать пространство N  и полагать, что N M . 

Пусть  ( )nI I D  ― левый главный идеал алгебры 0  с образующей 

nD  [ ]K  , то есть  nD 
0


n
j

j
j

a  , ja K , где 0[ ]K    ― подалгебра много-

членов от   с коэффициентами в K . 

Если оператор nD  может быть представлен в виде 
0

n
j

k
j

j qD c D , jc C , 

n kq , то оператор qD  является алгебраическим относительно идеала I  с 

характеристическим многочленом ( ) k t 
0

( ) i
s

r
i

i
t t



 , 1    sr r n , i jt t  

при i j . 

Теорема 7.4.1. Если ( , )p jL t , полученные из оператора ( , )p qL D  

подстановкой чисел i
jt , 0,i s , вместо операторов i

qD , действуют в про-

странстве N , то частное решение уравнения (7.4.1) может быть вычислено 

как сумма частных решений системы независимых уравнений 

( , )m p j j jA t u f  , 1,j s ,       (7.4.2) 

где ( )j jf P N , jP  ― проекторы.  
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Доказательство повторяет доказательство теоремы 7.1.3 при замене 

операторов A , B  на операторы p , qD , соответственно.   ■ 

Заметим, что методы решения однородных и неоднородных обыкно-

венных линейных разностных уравнений даны в [32, 33]. 

7.5. Пример дифференциально-разностного уравнения 

Вычислим частное решение уравнения  
(4) (4) (2) (2)( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 4 ( ) 2 ( 1) ( ) = ( )xx xx xx xxu x u x u x u x u x u x f x         (7.5.1) 

для правой части 5( ) =
22

xf x exp cos x
  

        
. 

Перепишем уравнение в операторной форме  
4 2

5( ) = ( 2 )( 2 ) )] = ( ).A u u f x             (7.5.2) 

Здесь   ― оператор дифференцирования по переменной x , оператор 

  действует на функцию ( )f x  по формуле ( ( )) = ( 1)f x f x  . Приведем 

три варианта решения, выбирая образом почти алгебраический элемент. 

Вариант 1. Оператор можно представить в виде 5( )A u   

2 2= ( 2 )( ) )(          . Правая часть уравнения принадлежит 

пространству решений дифференциального уравнения 4( )D u   

2 2 9( ) = 0
4

u      
 

, которое принимаем в качестве пространства N . 

Таким образом, оператор 2   ― алгебраический относительно левого 

главного идеала 4= ( )I D  с характеристическим многочленом 2
2

9( ) =
4

t t   и 

простыми характеристическими числами 1 2
3 3= , =
2 2

t t . 

Построим проекторы по формулам (7.1.5), которые в силу простых 

корней имеют вид  

2 2
1 2

1 1= (2 ), = (2 5 ),
6 6

P P          (7.5.3) 
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тогда 1 1 2 2
5( ( )) = ( ) = , ( ( )) = ( ) =
2 2

xP f x f x cos x P f x f x exp
   
       

. 

Согласно теореме 7.4.1 для вычисления частного решения имеем 

систему независимых уравнений  
1/2 1/2

5 1 1 5 2 2( ) = ((5 / 2) ), ( ) = (2 ).A t u cos x A t u exp x     (7.5.4) 

Найдем частные решения этих уравнений, построив левые 

регуляризаторы операторов в их левых частях по формулам  

1 25 1( ) =j j j
m j mR A t B   , =1,2,j       (7.5.5) 

которые рассматриваются как уравнения относительно неизвестных 

операторов 
1

j
mR  и 

2

j
mB . Операторы 

1

j
mR  называются левыми 

регуляризаторами операторов 5( )jA t , операторы 1
j  аннулируют функции 

( ) = ( ( ))j jf x P f x . В каждом случае ищем минимальное решение уравнения 

(7.5.5). 

Для =1j  имеем 5 1 5 1
13 7( ) = ( ) =
4 2

A t A t   , 1 2
2

5= 2
2

cos  
 

    
 

 

поэтому минимальное решение уравнения (7.5.5) нужно искать в виде 
1
1 1 1=R a b  , 1

0 1=B c  . Составляя и решая систему относительно 1a , 1b , 1c , 

получим 1
52=

365 364 ( 5 / 2)
a

cos
, 1

2 338=
7 7(365 364 ( 5 / 2)

b
cos

 


, 1c   

169
365 364 ( 5 / 2)cos




, следовательно, 1
1 1 1( ) = ( ( )) =u x R f x  

52 ( 5 / 2( 1))
365 364 ( 5 / 2)

cos x
cos


 


 56 ( 5 / 2 )
365 364 ( 5 / 2)

cos x
cos

. 

Для =1j  имеем 2 1/2
1 = (2 )exp   , поэтому решение уравнения 

(7.5.5) ищем в виде 2
0 2=R a  , 2

0 2=B b  . Получаем 2 1/2

4=
14 13 (2 )

a
exp  

, 

следовательно, 
1/2

2 1/2
4 (2 )( ) =

14 13 (2 )
exp xu x

exp



 
. 
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Таким образом, искомое частное решение таково  
1/2

1/2
52 ( 5 / 2( 1)) 56 ( 5 / 2 ) 4 (2 )( ) =

14 13 (2 )365 364 ( 5 / 2 )
cos x cos x exp xu x

expcos





 

 

 

Вариант 2. Строим оператор 1/2
3 = ( 2 )D   2 1( 5 2 )   , ядру N  

которого принадлежит правая часть уравнения. Оператор 

дифференцирования   является алгебраическим относительно левого идеала 

3= ( )I D  с характеристическим многочленом третьей степени и простыми 

характеристическими числами 1/2
1 = 2t  , 1/2

2 = 5 2t i , 1/2
3 = 5 2t i  . В этом 

случае имеются три проектора 2
1

1 5= ( )
3 2

P   , 2
2 =

5 5
iP

i






 

5 5
2(5 5) 2(5 5)

i
i i

 


 
 

, и 2
3 =

5 5
iP

i
 

 
5

2( 5 5)
i

i





 
 

5
2( 5 5)i


 

, применение которых к правой части уравнения приводит к 

следующей системе, 1/2
1

13 7 ( ) = (2 )
4 2

u x exp x   
 

, 2
13 7 ( )
4 2

u x   
 

 

1 5(
2 2

exp i x
 

   
 

, 3
13 7 1 5( ) = (
4 2 2 2

u x exp i x
          

. Вычисляя левые 

регуляризаторы операторов уравнений и применяя их к уравнениям, 

получим, вообще говоря, комплексные решения: 

1/2 1/2 1
1( ) = 4 (2 )( 14 13 (2 ))u x exp x exp    , 2

5( ) = 2
2

u x exp i x
 
   
 

 

1
5( 14 13
2

exp i


  
         

, 3
5( ) = 2
2

u x exp i x
 
  
 

 
1

514 13
2

exp i


  
       

. 

Сложив и выделив вещественную часть, прийдем к решению, полученному 

ранее.  

Вариант 3. Рассмотрим кратко случай, когда почти алгебраическим 

элементом выбирается оператор  . Перепишем оператор уравнения в виде 
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5( )A u  4 2 4 2( 2 2 ) ( 2 )            . В качестве образующей левого 

главного идеала выбираем разностный оператор 3 , аннулирующий 

пространство N , с базисом из функций 
2

exp x 
 
 

, 5
2

cos x
 
  
 

, 5
2

sin x
 
  
 

. 

Теперь оператор   является алгебраическим относительно  идеала 3( )I    c 

простыми характеристическими числами 1
1
2

expk    
 

, 2
5
2

expk i
 

   
 

, 

2
5
2

expk i
 

   
 

. Проекторы iP , 1 3,i  , зависят от оператора  , что приводит 

к трем независимым уравнениям 4 2( 1 2 1 2 1 )( ) ( ) ( ) ( )i i i it t t u x         

( ( ))iP f x . Частные решения этих уравнений вычислим, построив с 

помощью уравнений (7.5.5) левые регуляризаторы операторов в левых 

частях. 
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