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Введение

Как известно, к задачам оптимального быстродействия для мате-

риальной точки применимы методы оптимального управления движе-

нием в виде принципа максимума Л. С. Понтрягина [122], динамиче-

ского программирования [122], [26], l-проблемы моментов [74], а также

прямые вариационные и численные методы [146], [28]. Однако до на-

стоящего времени решённых задач сравнительно мало (см., например,

[108], [67], [25], [97], [18], [208], [81], [43], [68], [98], [209], [44], [19], [63],

[210], [136], [20], [80], [21], [135], [107], [64], [137]). Основная причина та-

кого состояния дел в том, что после применения принципа максимума

часто приходится решать нелинейную краевую задачу вдвое большей

размерности, чем исходная. Поэтому представляют интерес любые мо-

дели, для которых может быть построен синтез, если они отражают

реальность лучше, чем те, для которых он уже построен, без введения

дополнительных переменных или используют минимальное их количе-

ство (см., например, [153], [73], [94], [60]).

Ещё в 1964 году А. М. Лётов справедливо указывал [90], что “инже-

неру мало одних утверждений о существовании или возможности полу-

чения частных решений в численном виде с помощью ЭЦВМ”. Через де-

сять лет [14] отмечалось, что “работ, посвященных решению детермини-

рованной задачи синтеза оптимальной замкнутой системы терминаль-

ного управления, в отечественной и зарубежной литературе опублико-

вано значительно меньше, чем работ, в которых управление ищется в

виде программы u(t). Лишь в некоторых из них решение доведено до ко-

нечной формы или указана эффективно реализуемая вычислительная

процедура решения”. Аналогичное утверждение можно найти и в [22].

Двадцать лет спустя [41] положение оставалось прежним: “в настоящее

время трудно указать хотя бы одну проблему качественной теории, ко-

торая не была бы уже достаточно полно решена для рассматриваемой
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задачи. Вместе с тем не легче указать и хотя бы один эффективный

алгоритм численного решения задачи, позволяющий быстро и устойчи-

во получать достаточно хорошие управления, на которых ограничения

выполняются с любой заданной точностью”. В начале 90-х годов было

замечено [237], что “most real-world problems are becoming too complex

to allow analytical solution1 ”. В начале XXI века оказалось [179], что

“When faced with an optimal control problem, it is tempting to simply

"paste" together packages for optimization and numerical integration2 ”,

т. е. решение проблемы оптимизации кажется естественным начинать с

её численного представления. И в последнее время продвижение вперёд

в данной области в основном было по-прежнему связано с прогрессом

в сфере компьютерной техники. В итоге современные учебники [226]

все примеры построения синтеза в аналитическом виде заимствуют из

одного и того же классического набора (см., скажем, [122]).

Однако для приложений в связи с необходимостью построения опор-

ных управлений и оценок большой интерес представляют полные точ-

ные решения задач управления движением при упрощающих предполо-

жениях относительно структуры объекта, вида и формы наложенных

на него ограничений.

В особенности это относится к случаям, когда на систему влия-

ют различные неопределённые возмущения: воздействие противника

и другие внешние факторы, неконтролируемые вариации параметров,

погрешности в измерении начальных условий. Иногда можно сделать

полезные выводы, используя строго детерминированные построения,

без расширения фазового пространства задачи для включения допол-

нительных переменных, описывающих такие возмущения. Например,

обычно задачи уклонения от преследования рассматривают в рамках
1большинство практических задач становятся слишком сложными для аналити-

ческого решения
2При встрече с задачей оптимального управления заманчиво просто “склеить”

вместе программы для оптимизации и численного интегрирования
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теории дифференциальных игр: [124], [121], [123], [99], [77], [159], [125].

Однако поиск управления, гарантирующего уклонение от неподвижно-

го противника в малой окрестности последнего и отыскание достаточ-

ных условий, при которых для начальной позиции существует решение

задачи уклонения от столкновения с телесным препятствием, фактиче-

ски сводится [92] к решению задач оптимального управления с фазовы-

ми ограничениями. В общем случае для создания удовлетворительной

модели приходится прибегать к более сложным способам [235].

Самым распространённым подходом к исследованию неопределён-

ных величин является вероятностный (стохастический) метод. В нём

каждому неопределённому вектору сопоставляется некоторое распре-

деление вероятностей с заданной плотностью. Соответствующим этому

подходу математическим аппаратом является теория случайных про-

цессов. Отметим, что вероятностный подход требует знания статистиче-

ских характеристик исходных неопределённых факторов, что далеко не

всегда доступно на практике. Вместе с тем при недостаточности апри-

орных сведений о вероятностных характеристиках ошибок исходных

данных возможно возникновение таких явлений, как ухудшение точно-

сти при увеличении количества оцениваемых параметров, а увеличение

числа измерений больше некоторого количества не только становится

бесполезным, но и затрудняет исследование [173].

Гарантированный (минимаксный) подход оперирует с множествами,

в которых лежат неопределённые векторы. При этом предполагается,

что неизвестные помехи локализованы в известных множествах, а в

остальном произвольны. Наиболее адекватным математическим аппа-

ратом для его описания должна служить теория дифференциальных

игр. По существу, именно ей он обязан самим своим появлением. В

работах [74], [75] при формулировке правила экстремального прицели-

вания для дифференциальных игр изучаются общие фундаментальные

свойства множеств достижимости. Это родство объясняет и недостат-
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ки гарантированного способа. Он предполагает гипотезу о наиболее

неудачной возможной реализации помех и его применение приводит к

значительному росту допустимых отклонений переменных, описываю-

щих движение системы. Однако теория дифференциальных игр весьма

сложна (см., например, [220]) и минимаксный способ стал развиваться

в значительной мере самостоятельно, сохраняя, однако, связь с ней [87].

Гарантированный подход обнаруживает связи с вероятностными ме-

тодами [76], [86]. Кроме того, гарантированный способ оценивания уп-

равляемых систем смыкается с теорией дифференциальных включений

[24], [147], в частности понятие инвариантного множества дифферен-

циального включения родственно понятию множества достижимости

управляемой системы.

В ряде работ (см., например, [23], [11], [13], [12]), предложены спо-

собы, соединяющие в себе элементы как стохастического, так и гаран-

тированного методов. Например, в [23] функции распределения вероят-

ностей ошибок исходных данных считаются неизвестными, а задаются

лишь некоторые множества, которым могу принадлежать указанные

функции. В дальнейшем отыскивается способ решения рассматривае-

мых задач, гарантирующий достижение поставленной цели при наихуд-

шем возможном распределении ошибок исходных данных. Такой под-

ход также принято называть гарантирующим или минимаксным, хотя

он имеет дело не с геометрическими ограничениями на неопределённые

величины, а с геометрическими ограничениями на их функции распре-

деления. Однако результат носит вероятностный характер и, естествен-

но, область применимости этого способа ограничена областью приме-

нимости теории вероятностей как таковой.

Таким образом, оба подхода имеют как свои достоинства, так и

недостатки. Один из главных недостатков гарантированного способа

состоит в том, что операции над неопределёнными величинами в общем

случае переходят в операции над множествами сколь угодно сложной
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формы. Даже если исходные множества в начальный момент времени

имеют геометрическую форму, требующую небольшого числа парамет-

ров для обработки и хранения, то в результате аффинных преобра-

зований, сложения и пересечения множеств могут получаться много-

образия сложной, и, самое главное, трудно предсказуемой формы. В

[49], [50], [151], [152], [138], [45], [78], [139], [95], [197], [96], [79], [218],

[144] изучается структура множеств достижимости, а также предель-

ных множеств достижимости, получающихся при стремлении времени

к бесконечности, называемых множествами управляемости и связан-

ных с ними проблем. Выяснилось, что в этом случае могут получаться

множества весьма необычного вида [46], [200]. Например, в простран-

стве форм областей достижимости в случае, когда матрица системы и

множество возможных управлений имеют периодическую зависимость

от времени, существуют аттракторы [101].

Свойства компактности и непрерывной зависимости множеств до-

стижимости от времени исследовались в работах [192], [203], [229].

Изучение множества достижимости управляемой системы тесно свя-

зано с исследованием её множества притяжения, представляющего со-

бой совокупность точек фазового пространства, из которых система

может быть приведена в начало координат в течение заданного проме-

жутка времени с помощью допустимых управлений. Соответствующим

методам посвящено много работ (см., например [58], [198]). В последние

годы в этой области стали использовать теорию линейных матричных

неравенств [18], [119], [85].

К численным методам, применимым в общем случае при сравни-

тельно небольшой размерности задачи, следует отнести аппроксимацию

множеств объединением точек [47], [48], [230], а также, при несколько

большей размерности, способы, которые основываются на теории ли-

нейных неравенств, которая выделяет в пространстве фазовых коорди-

нат многогранники [190], [29], [182], [199], причём вершин может быть
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много. В частности, для невыпуклых множеств можно использовать

невыпуклые многогранники [227] или представлять множества в фор-

ме конечного набора выпуклых сечений [100] и аппроксимировать их

выпуклыми многогранниками [115], [84]. При увеличении размерности

объём вычислений, необходимый для реализации этих методов, быстро

растёт.

Проблема несколько упрощается, если множество достижимости вы-

пукло или может быть удовлетворительно аппроксимировано выпук-

лым [164]. Соответствующие условия были рассмотрены, например, в

[24], [111], [112]. Для линейных систем множества достижимости яв-

ляются выпуклыми даже при невыпуклых ограничениях на неопре-

делённости, в них входящие (см., например, [160]). Тогда можно при-

менять хорошо развитый математический аппарат опорных функций

[129], [126]. В частности, на его основе введено понятие информационно-

го множества, установлены его свойства, предложены способы построе-

ния и аппроксимации, рассмотрены совместные ограничения на ошибки

измерений и начальные данные, включающие как совместное квадра-

тичное ограничение, так и другие возможные ограничения [74], [86].

В [109], [110], [113], [114] получено дифференциальное уравнение в

частных производных для опорной функции множества достижимости,

введено понятие интегральной воронки управляемой системы.

Оценки показывают, что даже в линейном случае без создания прин-

ципиально новых моделирующих устройств ни сейчас, ни в обозри-

мом будущем достаточно полные поточечные описания в пространствах

большой размерности для сколько-нибудь широкого класса реальных

систем практически невозможны. Очевидность этого обстоятельства

вызывает к жизни попытки ввести множества простой (канонической)

формы, приближающие настоящие множества достижимости. Под про-

стой понимается такая форма, которая при соблюдении допустимой

точности аппроксимации требует приемлемых вычислительных ресур-
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сов. При этом все входящие в задачу множества заменяются на множе-

ства канонической формы. Возникает задача построения операций над

каноническими множествами, результат которых был бы максимально

близок в смысле некоторого критерия к результату соответствующих

операций над истинными множествами неопределённости. Несмотря на

то, что универсальная каноническая форма, по-видимому, не существу-

ет, разнообразие форм сравнительно невелико.

Во-первых, это параллелепипеды (см., например, [32], [175], [191],

[189], [223], обзор [224]), причём их грани во многих случаях парал-

лельны координатным плоскостям. В этом случае происходит переход к

покоординатным оценкам [69] в рамках интервального анализа — давно

[225] и хорошо разработанной теории [61], [10]. Дальнейшее развитие в

этом направлении ведёт к использованию геометрических сумм отрез-

ков в количестве, превышающем размерность фазового пространства

— зонотопам [211]. Можно также употреблять семейства параллелото-

пов [57], [70], [71], [72].

Во-вторых, это эллипсоиды, использовать которые в качестве кано-

нических множеств было предложено в [232] и [178]. Метод был раз-

вит в [233], [86], [160], [185], [193], [213], [214], [105] и многих других

работах. Например, его можно применять для систем с импульсным

управлением [36], [37], [150], а также для нелинейных систем [149], [148],

[194]. Эллипсоиды используют и для аппроксимации множеств притя-

жения [155], [120], [120].

Обе эти формы можно употреблять совместно. Например, в [52],

[51] предложено использовать объединения шаров и параллелепипедов,

а также множеств более общего вида.

С точки зрения инженерного применения желательно, чтобы гаран-

тированный способ аппроксимации отвечал следующим требованиям.

1◦. Геометрические фигуры, которыми в конечном итоге прибли-

жают множества достижимости в рамках некоторого метода, должны
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быть понятны специалистам, которые будут им пользоваться.

Реальное применение находит только конкретный результат расчё-

тов, а его можно с удовлетворительной точностью получить многими

способами. Уникальной системы уравнений, имманентных техническо-

му устройству, не существует. Его конструктор может оказать большую

помощь математикам в составлении адекватной модели этого устрой-

ства, если он в состоянии наглядно представить себе те объекты, ко-

торыми оперируют теоретики. Другими словами, желательно, чтобы

система уравнений с самого начала была ориентирована на определён-

ный метод аппроксимации. Например, весьма полезный пакет программ

[215] (см. также [216]) специально приспособлен для аппроксимации

множеств достижимости большим количеством эллипсоидов. Однако

в абсолютном большинстве тех случаев, когда исследование проходило

без непосредственного участия создателей [215], в рамках [215] было ис-

пользовано приближение либо одним эллипсоидом (см. [53], [181], [183],

[196], [201], [231]), либо двумя (см. [202]). Особенно интересна работа

[207]. Сначала в ней с помощью [215] искомое множество было построе-

но как объединение большого количества эллипсов, каждый из которых

лежит внутри этого множества и касается границы последнего в един-

ственной точке. Затем авторы [207] приложили значительные усилия,

чтобы уменьшить количество указанных эллипсов, заменив их други-

ми, касающимися этой границы в двух точках. Вместе с тем, как видно

из рисунка 3 в [207], само искомое множество неотличимо от эллипса.

2◦. Для достижения приемлемой точности аппроксимации должно

быть достаточно сравнительно небольших вычислительных ресурсов.

Этому требованию удовлетворяют, в частности, методы, использу-

ющие параллелепипеды и эллипсоиды в отличие от поточечных спо-

собов. Здесь следует принять во внимание то, что переход от реаль-

ных устройств к моделям часто порождает значительную ошибку, по

сравнению с которой погрешность аппроксимации при использовании
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множеств канонической формы может оказаться несущественной.

3◦. Способ должен допускать сравнение с вероятностным оценива-

нием.

Дело в том, что реальные неопределённости крайне редко носят чи-

сто случайный или чисто игровой характер. Следовательно, приходится

выбирать между гарантированным и вероятностным подходами. Для

этого гарантированный способ должен быть “близок” к вероятностно-

му, а последний, как правило, опирается на гауссовы распределения

неопределённых величин. Понятно, что требованию 3◦ лучше всего от-

вечает метод эллипсоидов.

В частности, для практических нужд важную роль играют задачи,

требующие обработки неточных измерений фазового вектора динами-

ческой системы с неопределённостями. В рамках стохастического под-

хода широкое распространение получили математические модели, поз-

воляющие на основании знаний о свойствах системы уточнять данные

наблюдений. Самыми большими возможностями обладают нелинейные

фильтры, предложенные в [217], [142]. Однако объём вычислений, необ-

ходимый для их применения, весьма велик (см., например, [141]). Это

обстоятельство стало одной из основных причин, по которым чаще все-

го используют фильтры, разработанные на основе [206].

Теория нелинейной непрерывной гарантированной фильтрации с по-

мощью эллипсоидов была предложена ещё в [232]. Один из её вари-

антов можно найти, например, в [103], [228] и [165]. Применение этих

соотношений требует большого объёма вычислений. Более практичные

методы, например, [154], [118], всё равно значительно сложнее [206].

Следовательно, представляет интерес задача построения фильтра, ана-

логичного [206], в рамках гарантированного подхода к аппроксимации

неопределённостей.

Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения, списка

литературы и приложения.
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В главе 1 решён ряд задач построения оптимального управления

в форме программы и синтеза. Результаты исследования могут быть

использованы для создания регуляторов, способных лучше учитывать

особенности неопределённых внешних воздействий и конструктивные

ограничения, существенные для реализации управления.

В §1.1 рассмотрена задача оптимального по быстродействию приве-

дения системы в начало координат с нулевой скоростью посредством

ограниченной по модулю силы. Посредством введения автомодельных

сопряжённых переменных удалось свести решение двухточечной задачи

к отысканию оптимального корня некоторой функции, задаваемой ана-

литически. Методами математического моделирования получено пол-

ное решение задачи управления в форме синтеза. Найдены коэффици-

енты обратной связи по ортам векторов положения и скорости, построен

алгоритм управления и функция Беллмана. Приведён расчёт примеров

с конкретными начальными данными.

В §1.2 исследована задача об оптимальном по быстродействию до-

стижении материальной точкой поверхности сферы с нулевой скоро-

стью посредством ограниченной по модулю управляющей силы. По-

верхность проницаема и “посадка” на сферу может производиться как

снаружи, так и изнутри. Оптимальное управление в форме програм-

мы и синтеза, траектории, время быстродействия и функция Беллмана

строятся на основе принципа максимума Понтрягина. Введением авто-

модельных переменных краевая задача сводится к решению алгебра-

ического уравнения четвёртой степени и трансцендентного уравнения,

которые находятся численно. Установлено свойство вырождения кра-

евой задачи, когда оптимальная траектория близка к прямолинейной;

построено решение задачи синтеза в случае вырождения. Эффектив-

ность предлагаемого подхода иллюстрируется конкретными примера-

ми, содержащими расчёты семейств траекторий, и анализом режимов

управления.
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В §1.3 рассмотрены управляемые движения материальной точки в

однородной вязкой среде. Решена задача о приведении за минимальное

время этой точки посредством ограниченной по модулю силы на фик-

сированную сферу как изнутри, так и снаружи. Для произвольного

начального положения и любой начальной скорости с помощью прин-

ципа максимума Л. С. Понтрягина в явном виде построены оптималь-

ное управление как в форме программы, так и в форме синтеза, время

быстродействия и функция Беллмана, а также оптимальная фазовая

траектория. Проведены аналитическое и численное исследования ре-

шения, обнаружены качественные механические свойства оптимальных

характеристик движения: немонотонная зависимость времени быстро-

действия от величины начального вектора скорости, разрыв функции

Беллмана.

В §1.4 решена задача синтеза управления движением динамического

объекта, уклоняющегося от неподвижного сферического препятствия

под действием ограниченной силы. В фазовом пространстве построены

множество, для точек которого может быть осуществлено уклонение,

а также режимы управления для фиксированного и неограниченного

интервалов времени. Для конкретных начальных условий определены

характеристики оптимального движения, в частности, время и мини-

мальное расстояние. Установлены качественные особенности управляе-

мого движения. Результаты существенны для задачи “мягкой” посадки

без пересечения сферы.

В §1.5 исследована линейная система третьего порядка с инерцион-

ным управлением, которую требуется перевести из произвольного со-

стояния движения в начало координат с нулевой скоростью. С помощью

автомодельных переменных удалось понизить порядок системы и по-

строить в замкнутой форме синтез оптимального управления в задаче

быстродействия.

В главе 2 рассмотрена задача о наискорейшем переводе центра масс

14



манёвренного самолёта из одной заданной точки трёхмерного простран-

ства в другую при фиксированных векторах скоростей в этих точках.

Во всех приведённых примерах вектор скорости в конце движения ра-

вен начальному.

В §2.1 для удобства читателя дан вывод уравнений движения цен-

тра масс самолёта, поскольку в дальнейшем они использованы в мало

распространённой форме.

В §2.2 аналитически исследован трёхмерный случай и приведены

примеры расчёта траекторий, целиком лежащих в вертикальной плос-

кости.

В §2.3 рассмотрена задача с учётом ограничения на знак кривизны

траектории и вычислены оптимальные управления как при фиксиро-

ванной, так и при свободной конечной точке.

Глава 3 посвящена дальнейшему развитию метода эллипсоидов на

основе [160], [185] с целью получения уравнений в форме, удобной для

приложений, решению задач построения аппроксимаций в случае не-

определённости ограничений на управление и оптимального выбора

этих границ, а также проблеме управления ансамблями траекторий с

использованием глобально оптимальных эллипсоидов.

В §3.1 приведены использованные в диссертации результаты теории

эллипсоидального оценивания.

В §3.2 исследована задача, возникающая при оценивании областей

достижимости линейных динамических систем эллипсоидами на малом

промежутке времени в случае, когда начальное положение системы в

фазовом пространстве известно точно хотя бы по некоторым коорди-

натам. Построена внешняя гарантированная эллипсоидальная оценка,

применимая при любом вырождении как начального эллипсоида, так и

эллипсоида, содержащего вектор внешнего возмущения. Показано, что

она обеспечивает высокую точность аппроксимации на малых интерва-

лах времени. Приведён пример использования полученных результатов.
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В §3.3 рассмотрена проблема оптимального выбора границ множе-

ства возможных значений управления в процессе движения с целью

получения требуемой формы множества достижимости линейной ди-

намической системы на заданном интервале времени. Решена задача

выбора параметров эллипсоида, содержащего вектор управления. При

этом функционал, зависящий от матрицы эллипсоида, содержащего фа-

зовый вектор, достигает своего максимума. Приведён пример.

В §3.4 решена задача построения гарантированной внешней аппрок-

симации множества достижимости линейной динамической системы в

случае, когда границы допустимых значений неопределённых факторов

известны неточно. Алгоритм применён к двум простым механическим

системам: при неточно заданных границах начальных условий и при

неточно заданных границах внешних возмущений.

В §3.5 изучена задача управления глобально оптимальными эллип-

соидами для линейной системы в случае, когда матрица системы за-

висит от управления посредством малого параметра. Найдено прибли-

жённое решение. Для него на примере показано, что зависимость функ-

ционала от оценки всей совокупности возможных траекторий может

оказать существенное влияние на выбор оптимального управления.

В §3.6 рассмотрен частный случай задачи управления глобально

оптимальными эллипсоидами для линейной системы. Предполагает-

ся, что ограниченная помеха представляет собой коэффициент при ис-

комом управлении, что с практической точки зрения можно тракто-

вать как реализацию управления при наличии ошибки исполняющего

устройства. Получены некоторые свойства искомого управления. По-

ставленная задача подробно решена для конкретного примера.

Глава 4 посвящена вопросам сравнения стохастического и детерми-

нированного подходов к оцениванию фазового состояния динамических

систем. Сформулированы положения, на базе которых могут быть раз-

работаны соответствующие процедуры. На различных примерах, в том
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числе на опыте построения фильтра, аналогичного фильтру Калмана,

показано, что такие исследования могут привести к полезным для прак-

тики выводам.

В §4.1 выяснены основания, на которых может быть построена ма-

тематически корректная процедура сравнения гарантированного и ве-

роятностного методов.

В §4.2 рассмотрена проблема составления математической модели

линейной динамической системы с аддитивным неопределённым воз-

действием по её инженерному описанию, причём это описание содер-

жит такие свойства, что применение к исследуемой системе вероятност-

ного подхода является традиционным. Указаны условия, при которых

использование стохастической модели может привести к значительно-

му завышению оценки степени неопределённости фазового вектора по

сравнению с ситуацией, когда применяется гарантированный подход.

Даны простые практические рекомендации по улучшению оценки, ос-

нованные на методе эллипсоидов.

В §4.3 с позиций, развитых в §4.1, изложены важные для настоящей

работы результаты, полученные в [65].

В §4.4 разработан метод сопоставления результатов действия на ли-

нейную динамическую систему винеровского процесса, имеющего слу-

чайные неограниченные приращения и процесса с произвольными, в

том числе и детерминированными, но ограниченными приращениями.

В §4.5 разработан фильтр, аналогичный известному фильтру Кал-

мана, для получения внешней гарантированной эллипсоидальной оцен-

ки состояния динамической системы по данным измерений. Приведён

численный пример использования полученных соотношений.

Заключение содержит основные результаты диссертации.

В приложении собраны рисунки и таблицы ко всем главам диссер-

тации, а конце приведён список соглашений и обозначений, использо-

ванных в тексте диссертации.
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Основные результаты диссертации опубликованы в работах [4] – [9],

[106], [162], [163], [166] – [172], [187], [188]. Основные результаты, выно-

симые на защиту и опубликованные в работах [4] – [9], [56], [106], [162],

[163], [187] и [188], получены автором диссертации.

Количество страниц в диссертации — 280, в том числе иллюстра-

ций — 60.

Автор выражает глубокую признательность академику РАН, про-
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Глава 1.

Использование детерминированных моделей
для оптимизации систем

§1.1. Оптимальное по быстродействию достижение
заданной точки с нулевой конечной скоростью

1. Постановка задачи. Решение проблем математической теории

оптимального управления даже в значительно упрощённой постанов-

ке имеет важное практическое значение. Например, в [140], где теория

синтеза систем автоматического регулирования рассмотрена с точки

зрения инженеров, проектирующих эти системы, указано на целесо-

образность применения в ряде реальных устройств вместо линейного

регулятора системы управления с предсказанием. Последняя должна

иметь управляющее звено на основе синтеза оптимального управления

в известной задаче о приведении материальной точки, движущейся по

прямой под действием ограниченной по модулю силы, в начало системы

координат в фазовом пространстве за минимальное время (см., скажем,

[122]). Это предложение основано на следующих аргументах (далее кур-

сив [140]).

“Если ограничиться работой только в линейном диапазоне, то пона-

добится гораздо больше времени для уменьшения ошибки до нуля. Это

означает, что система имеет звенья, мощность которых при нормальной

работе никогда полностью не используется. С точки зрения экономии

веса и стоимости система должна работать в режиме насыщения до тех

пор, пока имеется ошибка, которую необходимо скорректировать. Ли-

нейные системы регулирования дороги в изготовлении, обладают боль-

шим весом и обычно могут быть заменены нелинейными. Их нежела-

тельно применять также из-за больших ошибок, присущих им, так как
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устойчивость и точность работы в таких системах неразрывно свя-

заны между собой. Как правило, увеличение точности или быстродей-

ствия посредством увеличения коэффициента усиления почти всегда

приводит к уменьшению устойчивости. Применение нелинейного вы-

числительного устройства дает возможность беспредельно увеличивать

коэффициент усиления, так как счётно-решающее устройство всегда

подсчитывает соответствующее направление корректирующего воздей-

ствия и момент включения торможения. Таким образом, ошибка и все её

производные уменьшаются до нуля в минимально короткое время. При

заданном типе преобразующего устройства и динамической нагрузки

этот тип регулирования позволяет получить максимальное быстродей-

ствие без перерегулирования. Коэффициент усиления контура может

быть очень большим, и быстродействие от него не зависит, разве что

при очень малых сигналах.”

Предположим, что на динамическую систему действует возмущаю-

щая сила, которая иногда резко и на очень короткое время возрастает,

но, как правило, сравнительно невелика. Требуется удерживать объ-

ект поблизости от заданной точки в фазовом пространстве. С этой це-

лью можно построить управляющее устройство, включающее в себя две

подсистемы. Первая представляет собой обычный линейный регулятор

и предназначена для стабилизации при небольшой величине возмуще-

ния, что значительно облегчает конструирование и эксплуатацию [156].

Сила, прикладываемая к объекту в результате её работы, сравнитель-

но мала. Как сказано в [140], “Для компенсации больших отклонений

от линейного закона требуется большой коэффициент усиления в цепи

обратной связи. Однако большинство сложных динамических систем

с высоким коэффициентом усиления являются условно-устойчивыми,

и возможный диапазон изменений коэффициента усиления нелинейно-

го звена, допустимый по условиям устойчивости, весьма мал.” Вторая

предназначена для компенсации больших импульсных воздействий и
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соответствующая сила велика. Следовательно, влиянием первой под-

системы на объект во время работы второй можно пренебречь, как

и действием возмущения в отсутствии импульсов, поскольку оба эти

фактора одинаковы по порядку величины. С другой стороны, на вто-

рую подсистему должно быть наложено дополнительное ограничение.

Именно, требуется не просто привести объект в заданную точку, но

и обеспечить в этой точке малую (а лучше нулевую) скорость. Ина-

че для выполнения поставленной цели возможностей первой подсисте-

мы может не хватить. Получаем задачу оптимального быстродействия

для детерминированной модели с требованием получить нулевую ско-

рость в заданной точке в конечный момент времени (“мягкая встреча”).

Ближайшим аналогом этой проблемы служит классическая задача для

одномерной системы [122]; также отметим случай “жёсткой” встречи,

когда конечная скорость не задана (см. [122], [75], [2]).

Пусть рассматриваемая управляемая система, терминальные усло-

вия, ограничения и функционал описываются соотношениями вида

ẋ = v , v̇ = u ; x(0) = x0 , v(0) = v0

x(tf ) = 0 , v(tf ) = 0 ; tf → min
u
, |u| ≤ 1

(1.1.1)

Здесь x, v, u — векторы произвольной размерности n, n ≥ 2; x0 и v0

— начальные данные, получаемые в результате измерений. К задаче

вида (1.1.1) элементарными заменами приводится несколько более об-

щий случай произвольных постоянных значений массы m, ограничения

управляющей силы |u| ≤ u0. Случай произвольного конечного значения

переменной xf и начального значения времени t0 рассматривается ана-

логично.

Заметим также, что система (1.1.1) обладает центральной (сфериче-

ской) симметрией и общий случай размерности n ≥ 2 геометрического

пространства эквивалентен плоскости (n = 2, см. далее). При x0 6= 0,

v0 6= 0, |(x0, v0)| < |x0||v0| плоскость задаётся этими векторами. В слу-
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чае равенства, т. е. x0 = 0 или v0 = 0, или |(x0, v0)| = |x0||v0| задача

вырождается и становится одномерной. Далее рассматривается ситуа-

ция общего положения.

Применим сперва к задаче (1.1.1) необходимые условия оптимально-

сти метода динамического программирования [122], [26], [28]. Для функ-

ции Беллмана T = T (x, v) получим функционально-дифференциальное

уравнение вида

(T ′x, v) + min
u

(T ′v, u) = −1 , |u| ≤ 1 (1.1.2)

Здесь штрихами обозначены соответствующие производные, минимум

скалярного произведения берётся по вектору u, принимающему значе-

ния из единичного n-мерного шара. Кроме того, функция T должна

быть строго положительной при x, v 6= 0 и обращаться в нуль при

x = v = 0. Выполняя операцию минимизации в (1.1.2), приходим к за-

даче Коши для нелинейного уравнения в частных производных (урав-

нения Гамильтона-Якоби-Беллмана [122], [26], [28], [1]) вида

(p, v) + |q| = 1 , p = −T ′x , q = −T ′v ; u∗ = q|q|−1

T = T (x, v) > 0 , |x|+ |v| > 0 ; T (0, 0) = 0
(1.1.3)

Решение задачи (1.1.3) ищется в классе кусочно гладких функций.

Отметим, что естественное условие T > 0 необходимо, поскольку при

его игнорировании можно получить абсурдный результат. Действитель-

но, линейная по v функция T = (e, v), где e — постоянный единичный

n-вектор (|e| = 1), удовлетворяет всем соотношениям (1.1.3) (кроме

T > 0), но заведомо не является функцией Беллмана задачи.

Применение динамического программирования к искомому реше-

нию задачи синтеза сопряжено с существенными трудностями, связан-

ными с негладкостью функции Беллмана T [122], [26]. Далее будем при-

менять условия оптимальности в форме принципа максимума [122].

Введём переменные p и q, сопряжённые фазовым переменным x и v
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соответственно. Решение задачи оптимального быстродействия приво-

дится к построению решения двухточечной краевой задачи

ẋ = v , v̇ = u∗ , u∗ = q|q|−1 ; x(0) = x0 , v(0) = v0 , x(tf ) = 0

v(tf ) = 0 , p(t) = p0 = const , q(t) = −p0t+ q0 ; q0 = const
(1.1.4)

причём p, q допускают нормировку. Система (1.1.4) полностью инте-

грируется в элементарных функциях. Требуется определить допусти-

мые значения неизвестных p0, q0 и tf > 0, удовлетворяющие конечным

условиям для x, v.

2. Построение фазовой траектории. Выпишем явное аналити-

ческое выражение для фазовой траектории x(t), v(t). Используя струк-

туру оптимального управления u∗(t) и подставляя его в уравнения дви-

жения согласно (1.1.4), получим после интегрирования представление

для вектора скорости v(t) в элементарных функциях вида

v(t) = v0 +

t∫
0

Q(τ)
R(τ)

dτ = v0 +
1
ρ2

(
−ξR(τ) + (ρη − σξ)V (τ)

)t
0

Q(t) = −ξt+ η , R(t) = |Q(t)| =
(
ρ2t2 − 2σρt+ 1

)1/2
V (t) = arsh κ , κ = (ρt− σ)

(
1− σ2

)−1/2
, ρ = |ξ|, η = q0|q0|−1

ξ = p0|q0|−1, |η| = 1, arsh κ = ln
(
κ +

(
1 + κ2

)1/2)
(ξ, η) = ρσ , −1 ≤ σ ≤ 1 ; u∗ = Q(t)/R(t)

(1.1.5)

где σ — косинус угла между векторами ξ и η.

Функции Q, R в (1.1.5) определены для всех t, ξ, η, причём V нечёт-

на по κ, поскольку −κ + (1 + κ2)1/2 = 1/(κ + (1 + κ2)1/2). Отметим,

что в (1.1.5) упомянутая ранее нормировка проведена на величину |q0|.
В результате функция v(t) зависит явным образом от времени t, из-

вестного n-вектора параметров v0, а также от 2n− 1 неизвестных ξ, η,

подлежащих определению из граничных (при t = tf , где tf также неиз-

вестно) условий (1.1.1). Параметры σ, ρ определяются через n-векторы

ξ, η, причём |η| = 1.

23



На основе найденного в (1.1.5) представления v(t) с использованием

формулы повторного интегрирования получим аналогичное элементар-

ное представление для вектора положения x(t):

x(t) = x0 + v0t+

t∫
0

(t− τ)Q(τ)
R(τ)

dτ = x0 + tv(t)+

+
ξ

2ρ3

(
(ρτ + 3σ)R(τ) + (3σ2 − 1)V (τ)

)t
0

− η

ρ2

(
σV (τ) +R(τ)

)t
0

(1.1.6)

Здесь функции v(t), R(t), V (t) определены согласно (1.1.5). В (1.1.5),

(1.1.6) и далее верхнее τ = t и нижнее τ = 0 значения τ пока не под-

ставлены с целью сокращения записи. Таким образом, получены явные

представления искомых фазовых переменных x(t), v(t) с помощью эле-

ментарных алгебраических и логарифмических функций. Для удобства

дальнейших построений они могут быть представлены в виде “линей-

ных выражений” относительно векторов ξ, η следующим образом

v(t) = v0 + Vξξ + Vηη , Vξ = −ρ−2(σV +R)
∣∣∣∣t
0

, Vη = ρ−1V

∣∣∣∣t
0

x(t) = x0 + v0t+Xξξ +Xηη , Xη = ρ−2

(
−R+ (ρτ − σ)V

)t
0

Xξ =
1

2ρ3

(
(−ρτ + 3σ)R+

(
−2ρστ + 3σ2 − 1

)
V

)t
0

(1.1.7)

Здесь Vξ,η(t), Xξ,η(t) — известные скалярные функции t, зависящие так-

же от неизвестных параметров ρ, σ; они обращаются в нуль при t = 0.

Во избежание недоразумений следует заметить, что зависимость x,

v от ξ, η на самом деле будет существенно нелинейной, поскольку коэф-

фициенты Xξ,η, Vξ,η содержат алгебраические и трансцендентные (ло-

гарифмические) функции от ρ, σ. Эти функции достаточно гладкие для

рассматриваемых значений аргумента t ≥ 0 и параметров ρ ≥ 0, |σ| < 1.

При |σ| = 1 требуется отдельное рассмотрение, которое будет проведено

ниже.
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3. Редукция системы граничных условий. Основную трудность

в решении задачи оптимального быстродействия (1.1.1) представляет

эффективное построение решения краевой задачи (1.1.4), т. е. опреде-

ление неизвестных ξ, η и минимального значения tf для произвольных

значений x0, v0. Имеем систему 2n линейных алгебраических уравне-

ний относительно векторов ξ, η, которая получается из (1.1.7) согласно

(1.1.4): x(tf ) = 0, v(tf ) = 0, т. е.

Xξ(tf )ξ +Xη(tf )η = −x0 − v0tf

Vξ(tf )ξ + Vη(tf )η = −v0
(1.1.8)

Система (1.1.8) однозначно разрешима для произвольных x0, v0, tf , ρ, σ,

поскольку на основе неравенства Буняковского-Коши устанавливается,

что её определитель отличен от нуля: Xξ(tf )Vη(tf )− Vξ(tf )Xη(tf ) 6= 0.

Система (1.1.8) имеет блочно-диагональную матрицу; из неё элемен-

тарно (как для скалярных ξ, η) находятся искомые ξ, η в виде линейных

функций от x0, v0:

ξ = ξ∗(x0, v0, tf , ρ, σ) ≡ ξ∗xx
0 + ξ∗vv

0

η = η∗(x0, v0, tf , ρ, σ) ≡ η∗xx
0 + η∗vv

0
(1.1.9)

Здесь ξ∗x,v(tf , ρ, σ), η∗x,v(tf , ρ, σ) — скалярные функции неизвестных tf ,

ρ, σ. В результате применения элементарных операций скалярного про-

изведения получим систему трёх трансцендентных уравнений относи-

тельно неизвестных tf , ρ, σ:

η∗2 = η∗2x x
02 + 2η∗xη

∗
v |x0||v0|c+ ξ∗2v v

02 = 1

ξ∗2 = ξ∗2x x
02 + 2ξ∗xξ

∗
v |x0||v0|c+ ξ∗2v v

02 = ρ2

(ξ∗, η∗) = ξ∗xη
∗
xx

02 + ((ξ∗x, η
∗
v) + (ξ∗v , η

∗
x)) |x0||v0|c+ ξ∗vη

∗
vv

02= ρσ

(1.1.10)

Здесь c — известный скалярный параметр, определяемый аналогично σ

(см. (1.1.5)) посредством операции скалярного произведения векторов

x0, v0: (x0, v0) = |x0||v0|c. Неизвестные tf , ρ, σ являются аргументами
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элементарных трансцендентных функций ξ∗x,v, η∗x,v, см. (1.1.5)–(1.1.7)

и (1.1.8)–(1.1.9).

Интересно отметить, что система (1.1.10) определяется тремя пара-

метрами |x0|, |v0|, c, характеризующими векторы x0, v0 в плоскости,

задаваемой этими векторами (|c| < 1). Простой вырожденный случай

c = ±1 изучен в [122], [26]. Он отвечает одномерной системе, т. е. дви-

жению объекта (материальной точки) по прямой, соединяющей геомет-

рическую точку x0 и начало координат.

Заметим, что система (1.1.10) линейна по известным измеренным

параметрам x02, v02, (x0, v0) и может быть разрешена относительно

них. Эти параметры определяются как функции неизвестных величин

tf > 0, ρ > 0 и −1 ≤ σ ≤ 1.

Окончательное решение системы (1.1.10) можно получить числен-

ными методами. Однако “прямой” подход представляется трудно реа-

лизуемым, что, в первую очередь, связано с высокой размерностью си-

стемы (1.1.10): она равна трём. Введение автомодельных переменных

и уменьшение размерности исследуемой системы может существенно

уменьшить вычислительные затраты и получить искомое решение в

наглядной форме [2], [1].

Анализ выражений (1.1.5), (1.1.6) показывает, что предпочтительнее

ввести вектор ζ = tfξ вместо ξ; его модуль |ζ| = µ = tfρ. Тогда вектор-

ные уравнения относительно ζ, η, аналогичные уравнениям (1.1.8) для

ξ, η, преобразуются к виду

x0 = t2f (aζζ + aηη) , v0 = tf (bζζ + bηη)

aζ = aζ(µ, σ) = −(1/2µ3)
(
(µ+ 3σ)a+ µ+ (3σ2 − 1)b

)
aη = aη(µ, σ) = µ−2(a+ σb) , bζ = bζ(µ, σ) = µ−2(a+ σb)

bη = bη(µ, σ) = b/µ, a = a(µ, σ) ≡ R
∣∣tf
0

=
(
µ2 − 2µσ + 1

)1/2 − 1

b = b(µ, σ) ≡ V
∣∣tf
0

= arsh(µ− σ)
(
1− σ2

)−1/2+ arshσ
(
1− σ2

)−1/2

(1.1.11)
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Отметим, что a = b = 0 при µ = 0, а коэффициенты aζ,η, bζ,η име-

ют конечные пределы при µ → 0, если σ 6= ±1. Это свойство следует

непосредственно из выражений (1.1.11), либо может быть установлено

из (1.1.5), (1.1.6) при t = tf посредством замены переменной интегри-

рования τ = tfθ и тогда верхний предел для θ будет равен θf = 1.

Перейдём к анализу векторных уравнений (1.1.11), связывающих

известные величины x0, v0 и неизвестные ζ, η, tf . В отличие от вы-

шеизложенного (см. (1.1.9)), не будем их разрешать относительно ζ,

η. Аналогично (1.1.10) посредством операций скалярного произведения

получим систему трёх уравнений для определения неизвестных пара-

метров tf , µ, σ:

x02 = t4f

(
a2
ζµ

2 + 2aζaηµσ + a2
η

)
≡ t4ff

2
x(µ, σ) ≥ 0

v02 = t2f

(
b2ζµ

2 + 2bζbηµσ + b2η

)
≡ t2ff

2
v (µ, σ) ≥ 0

|x0||v0|c = t3f
(
aζbζµ

2 + (aζbη + aηbζ)µσ + aηbη
)
≡ t3ffxv(µ, σ)

(1.1.12)

Существенное отличие системы (1.1.12) от (1.1.11) состоит в том,

что введение параметра µ = ρtf позволяет отделить неизвестную tf и

получить определяющую систему двух уравнений относительно неиз-

вестных µ, σ. Эта система строится неоднозначно в зависимости от зна-

чений l = |x0|, h = |v0|.
4. Решение краевой задачи. Если величина скорости h достаточ-

но велика, то предпочтительнее использовать уравнения

l2h−4 ≡ φ2
v = f2

x(µ, σ)f−4
v (µ, σ)

clh−2 ≡ ψv = fxv(µ, σ)|fv|−3(µ, σ)
(1.1.13)

для определения неизвестных µ, σ. Требуется найти допустимые корни

µi, σi, доставляющие минимум функционалу tf , причём µi ≥ 0, |σi| ≤ 1.

Согласно (1.1.12) получим

t∗f = min
i
tfi , tfi = tf (h, µi, σi), tf = h|fv(µ, σ)|−1

µi = µi(φ2
v, ψ

2
v), σi = σi(φ2

v, ψ
2
v)

(1.1.14)
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Здесь φ2
v, ψ2

v — известные измеряемые величины, определяемые на ос-

нове l, h, c из (1.1.13). Из (1.1.14) следует, что оптимальной будет та

пара µi, σi, которая доставляет максимум функции |fv(µi, σi)|.
Если же расстояние l достаточно велико, то для определения µ, σ

следует использовать соотношения, обратные к (1.1.13)

h4l−2 ≡ φ2
x = f4

v (µ, σ)f−2
x (µ, σ), chl−1/2 ≡ ψx = fxv(µ, σ)|fx(µ, σ)|−3/2

tfi = l1/2|fx(µi, σi)|−1/2 → min
i
, µi = µi(φx, ψx), σ = σi(φx, ψx)

(1.1.15)

Из (1.1.15) находим, что оптимальной будет пара µi, σi, достав-

ляющая максимум |fx|. Отметим, что φ2
v и φ2

x функционально свя-

заны: φ2
v = φ−2

x . В прикладном аспекте соотношения (1.1.13)–(1.1.15)

неудобны, поскольку величины φv,x, ψv,x могут быть довольно больши-

ми (“неограниченными” при l/h2 → ∞ или h2/l → ∞), что потребу-

ет значительных вычислительных затрат. Вычислительные трудности

можно уменьшить введением нормированных величин Φx,v:

Φ2
x ≡

l2

l2 + h4
= f2

x(µ, σ)F−2(µ, σ) ≡ L2(µ, σ)

Φ2
v ≡

h4

l2 + h4
= f4

v (µ, σ)F−2(µ, σ) ≡ H2(µ, σ)

Ψ ≡ clh(l2 + h4)−3/4 = fxv(µ, σ)F−3/2(µ, σ)

F 2(µ, σ) ≡ f2
x(µ, σ) + f4

v (µ, σ), 0 ≤ Φ2
x,v ≤ 1

tf = (l2 + h4)1/4|F (µ, σ)|−1/2, t∗f = min
i
tf (µi, σi)

(1.1.16)

Здесь заданными и вычисляемыми величинами являются Φ2
x,v, Ψ.

Отметим, что Φ2
x и Φ2

v функционально связаны: Φ2
x+Φ2

v = 1 (как ранее

φ2
x, φ2

v). Неизвестные µ и σ определяются парой независимых уравнений

для Φ2
x, Ψ или Φ2

v, Ψ. Поскольку выражение для Ψ неограничено при

l, h→ 0, то более предпочтительно использование уравнения

c = fxv(µ, σ)|fx(µ, σ)|−1|fv(µ, σ)|−1 ≡ C(µ, σ), |c| ≤ 1 (1.1.17)
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В силу интегрального неравенства Буняковского-Коши в (1.1.17)

правая часть выражения для c не превосходит по модулю единицы для

всех допустимых значений µ ≥ 0, |σ| ≤ 1.

Таким образом, далее требуется разрешить какую-либо пару урав-

нений: Φ2
x = L2, c = C или Φ2

v = H2, c = C относительно µ, σ и выбрать

оптимальную пару корней µ∗, σ∗. Из (1.1.16) следует, что эта пара со-

ответствует максимуму функции |F (µ, σ)|:

{µ∗, σ∗} = arg max
i
|F (µi, σi)| (1.1.18)

После определения оптимальных значений µ∗, σ∗ и t∗f можно пере-

ходить к построению управлений и траекторий.

5. Построение оптимального управления. Итак, пусть опти-

мальные значения µ∗, σ∗, t∗f определены. Тогда в соответствии с (1.1.5)

может быть построено оптимальное управление в форме программы и

синтеза. Согласно произведённой выше (см. (1.1.11)) замене ζ = tfξ,

выражение для программного управления преобразуется следующим

образом

u∗p = Q∗(t)/|Q∗(t)| ; Q∗(t) = −ζ∗(t/t∗f ) + η∗, |ζ|∗ = µ∗

|Q∗(t)| =
(
µ∗2(t/t∗f )

2 − 2σ∗µ∗(t/t∗f ) + 1
)1/2

, |η∗| = 1
(1.1.19)

Оптимальные значения n-векторов ζ∗, η∗ в (1.1.19) определяются

уравнениями (1.1.11), решение которых строится аналогично (1.1.9).

Это решение находится элементарно, поскольку матрица системы со-

стоит из четырёх n × n блоков, каждый из которых пропорционален

единичной матрице. В результате получаем выражения

ζ∗ = αxx
0 + αvv

0, αx = b∗η/(t
∗2
f δ

∗), αv = −a∗η/(t∗fδ∗)

η∗ = βxx
0 + βvv

0, βx = −b∗ζ/(t∗2f δ∗), βv = −a∗ζ/(t∗fδ∗)

δ∗ = a∗ζb
∗
η − a∗ηb

∗
ζ , a∗ζ,η = aζ,η(µ∗, σ∗), b∗ζ,η = bζ,η(µ∗, σ∗)

(1.1.20)

функции aζ,η, bζ,η определяются согласно (1.1.11), где µ∗, σ∗ зависят

только от двух параметров, например c и L2 (или H2).
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В полученных выражениях (1.1.20) можно избавиться от величины

t∗f и представить их в виде

ζ∗ = (b∗η/δ
∗)F ∗Φxn0

x − (a∗η/δ
∗) (F ∗Φv)

1/2
n0
v

η∗ = −(b∗ζ/δ
∗)F ∗Φxn0

x + (a∗ζ/δ
∗) (F ∗Φv)

1/2
n0
v

n0
x = x0/l0, |n0

x| = 1, n0
v = v0/h, |n0

v| = 1

(1.1.21)

Подставив выражения ζ∗, η∗ вида (1.1.20) или (1.1.21) в (1.1.19),

получим искомое оптимальное управление в форме программы, зави-

сящей от t, x0, v0 и трёх параметров движения l, h, c:

u∗p = u∗p(t, x
0, v0, l, h, c), l = |x0|, h = |v0|, c = (x0, v0)l−1h−1 (1.1.22)

Время быстродействия t∗f = t∗f (l, h, c) определено согласно (1.1.14)–

(1.1.16), (1.1.18), а оптимальные траектории определены выражениями

(1.1.7), в которых ξ = ξ∗ = ζ∗/t∗f , ρ = ρ∗ = µ∗/t∗f , σ = σ∗. В результа-

те задача программного оптимального управления при фиксированных

x0, v0 полностью решена.

Рассмотрим проблему построения синтеза оптимального быстродей-

ствия. Предположим, что определены корни µ∗, σ∗ и значение t∗f как

функции переменных l = |x|, h = |v|, c = (x, v)/(lh) из достаточно

широкой области значений l, h ∈ D ⊂ R2 и −1 ≤ |c| ≤ 1. Тогда на

основе (1.1.19) получаем управление по обратной связи u∗s и функцию

Беллмана T задачи:

u∗s = u∗s(l, h, c, x, v) = η∗(l, h, c, x, v)

η∗ = −
(
b∗ζ/(T

2δ∗)
)
x+

(
a∗ζ/(Tδ

∗)
)
v ≡ kxx+ kvv =

= −(b∗ζ/δ
∗)F ∗Φxnx + (a∗ζ/δ

∗)(F ∗Φv)1/2nv ≡ Kxnx +Kvnv

µ∗ = µ∗(|x|, |v|, (x, v)|x|−1|v|−1) , σ∗ = σ∗(|x|, |v|, (x, v)|x|−1|v|−1)

nx = x|x|−1, nv = v|v|−1,

T (x, v) = t∗f (|x|, |v|, (x, v)|x|−1|v|−1)= (l2 + h4)1/4|F ∗(µ, σ)|−1/2

(1.1.23)
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Здесь kx,v — коэффициенты обратных связей по x, v; выражения

Kx = kx|x|, Kv = kv|v| имеют смысл коэффициентов обратных связей

по ортам nx, nv соответственно. Отметим, что Kx,v зависят от двух ар-

гументов: c и Φ2
x, которые находятся на основе измерений и вычислений

по элементарным формулам: c = (x, v)|x|−1|v|−1, Φ2
x = x2(x2 + v4)−1.

Выражения (1.1.23) получаются из (1.1.22) заменами l = |x|, h = |v|,
c = (x, v)|x|−1|v|−1, т. е. переходом x0 → x, v0 → v и t → t − t0, t0 → t,

т. е. t→ 0. Функция Беллмана T в (1.1.23) имеет смысл времени быст-

родействия из текущей фазовой точки x(t) = x, v(t) = v. Построение

и анализ функций µ∗, σ∗, T представляет основную вычислительную и

аналитическую трудность излагаемого подхода.

Для отыскания неизвестных величин σ и µ необходимо решить си-

стему трансцендентных уравнений, представленную в следующем за-

мкнутом виде:

f2
x/F

2 = Φ2
x, fxv/(|fx||fv|) = c

F 2 = f2
x + f4

v , f
2
x = a2

ζµ
2 + 2aζaηµσ + a2

η , f
2
v = b2ζµ

2 + 2bζbηµσ+b2η

fxv = aζbζµ
2 + (aζbη + aηbζ)µσ + aηbη

aζ = −µ−3((µ+ 3σ)a+ µ+ (3σ2 − 1)b)

aη = bζ = (a+ σb)/µ2 , bη = −b/µ , a = (µ2 − 2µσ + 1)1/2 − 1

b = ln((µ− σ + (µ2 − 2µσ + 1)1/2)/(1− σ))

(1.1.24)

Пусть ω = (µ − σ + (µ2 − 2µσ + 1)1/2)/(1 − σ), где ω — новый неиз-

вестный параметр, причём ω ≥ 1, и, кроме того, при 0 ≤ µ < 1 должно

выполняться дополнительное условие ω ≤ 1/(1− µ). Тогда

σ = (ω2 − 2µω − 1)(ω − 1)−2. (1.1.25)

Подставим (1.1.25) в первое из уравнений системы (1.1.24) и получим

уравнение четвёртой степени относительно µ, что позволяет выразить µ

через ω и тем самым свести проблему к решению одного трансцендент-
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ного уравнения относительно ω. Соответствующие выражения очень

громоздки и не могут быть приведены здесь.

В результате применения компьютерной алгебры и численных мето-

дов построено полное решение задачи синтеза: оптимальное управление

по принципу обратной связи и выражение для функции Беллмана.

На рис. 1, 2 приведены семейства графиков (кривые 1 − 4) для ко-

эффициентов обратных связей Kx(c,Φ2
x), Kv(c,Φ2

x) по ортам векторов

положения x и скорости v соответственно. Переменная c, |c| ≤ 1 прини-

мается за аргумент, а Φ2
x — за параметр семейства, который принимает

соответственно значения Φ2
x = 0.1, 0.2, 0.4 и 0.9. Врезки на рис. 1, 2

показывают поведение функций вблизи значения c = −1 и практиче-

ски соответствуют движению по прямой к началу координат в режиме

торможения.

На рис. 3 приведено семейство кривых 1/
√
F (c,Φ2

x) для указанных

значений c и Φ2
x. На его основе может быть получена функция Белл-

мана T = (l2 + h4)1/4/
√
F . Как показано ниже, построенный алгоритм

вычислений позволяет получать графики для произвольных достаточ-

но частых значений параметра семейства Φ2
x.

6. Примеры. Численное интегрирование производилось с помощью

стандартного метода Рунге-Кутты четвёртого порядка точности с пере-

менным шагом и контрольным членом в форме Ингленда [15]. На рис. 4

под номерами 1−4 показаны траектории, а на рис. 5 под теми же номе-

рами — соответствующие соотношения между компонентами скорости,

получившиеся в результате применения развитого выше подхода к ре-

шению задачи о “мягкой встрече” для системы

ẍ = u, x ∈ R2, |u| ≤ 1 (1.1.26)

при различных начальных значениях скорости и одном и том же векто-

ре x(0). Абсцисса и ордината соответствующей начальной точки A на

рис. 4 равны 1.
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Следует заметить, что уравнения, описывающие движение, сильно

вырождаются в случае, когда оптимальное управление направлено точ-

но в начало координат. В связи с этим расчёт производился до того

момента, когда величина c отличалась от −1 не более чем на 10−5.

Дальнейшее движение для всех рассмотренных случаев сводится к тор-

можению, причём Φ2
x → 0.2 а c → −1. На рис. 4, 5 соответствующие

участки траекторий в фазовом пространстве не закрашены. Указанные

предельные значения достигаются лишь в конечной точке. Дальнейшее

повышение точности не имеет смысла, поскольку, как было сказано в

начале этого параграфа, на реальную систему действует возмущение,

которое мы до сих пор считали малым и явно не учитывали. Для его

гашения может быть использован стандартный регулятор. В рамках

же данной теории можно добиться повышения точности уменьшением

максимального шага интегрирования, применением более сложной тех-

ники интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений, а

также использованием различных асимптотик.

§1.2. Оптимальное по быстродействию достижение
сферы с нулевой конечной скоростью

1. Постановка задачи. До сих пор, согласно сказанному в начале

§1.1, действовало допущение, что регулятор, сконструированный для

компенсации малых отклонений, и подсистема, предназначенная для

реакции на резкие скачки возмущающей силы, работают одновремен-

но. Однако может оказаться целесообразным разделить области дей-

ствия этих устройств. Введём сферу в фазовом пространстве задачи с

центром в начале координат так, чтобы внутри неё действовал только

линейный регулятор, а вне — устройство, использующее алгоритм опти-

мального управления. Тогда этот алгоритм должен приводить систему

с нулевой скоростью не в начало координат, как в §1.1, а на поверх-

ность указанной сферы. Аналогичным образом может быть поставлена
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задача о выходе точки за пределы сферы, т. е. о выводе системы из

некоторой “запрещённой” области. Исследуем оба случая.

Рассмотрим движение материальной точки постоянной массы m в

пространстве произвольной размерности n ≥ 1, под действием ограни-

ченной по модулю силы F

ẋ = v, mv̇ = F, x(0) = x0, v(0) = v0, |F | ≤ F0 (1.2.1)

Ставится задача оптимального по быстродействию приведения на

сферу Snr произвольного радиуса r ≥ 0 с нулевой скоростью (“мягкая

посадка”)

|x(tf )− x0| = r, v(tf ) = 0, tf → min
F

(1.2.2)

Ограничения на возможные положения точки x не наложены: она

может находиться как внутри сферы, так и вне её, а траектория мо-

жет пересекать поверхность Snr . Ситуация, когда сфера “непроницаема”,

также представляет значительный интерес и требует отдельного рас-

смотрения. В этом случае решение задачи попадания на сферу требует

предварительного решения задачи уклонения (см. §1.4). Отметим, что

для некоторого множества начальных данных решение задачи (1.2.1),

(1.2.2) даёт также решение задачи с указанными фазовыми ограниче-

ниями (“мягкая посадка” снаружи или изнутри). Случай r = 0 вырож-

денный и отвечает приведению в геометрическую точку x(tf ) = x0 с ну-

левой скоростью; полный синтез задачи оптимального быстродействия

построен в [4]. Поэтому далее считаем, что r > 0.

Отметим, что задача наискорейшего приведения точки на цилин-

дрическую поверхность Smr ×Rn−m, m < n, сводится к задаче (1.2.1),

(1.2.2) при n = m.

Задача оптимального быстродействия содержит 3n+ 3 параметров:

n-векторы x0, x0, v0 и скаляры m, F0, r. Посредством переноса систе-

мы координат x, v в точку x = x0, v = 0, введения единицы длины r и
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времени (mr/F0)1/2 получим соотношения типа (1.2.1), (1.2.2), в кото-

рых x0 = 0, r = 1, F0 = 1, m = 1. В безразмерных переменных задача

управления содержит 2n параметров: n-векторы x0 и v0, изменяющиеся

в неограниченных пределах.

Необходимые условия оптимальности управления u = F/F0 в фор-

ме задачи Коши для уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана имеют

вид [122]

(T ′x, v)− |T ′v| = −1 , u∗ = −T ′v|T ′v|−1

T = T (x, v) > 0, x∈Sn, v 6= 0; T = 0, x ∈ Snr , v = 0
(1.2.3)

Здесь T — функция Беллмана, u∗ — оптимальное управление в фор-

ме синтеза. Неизвестная T (x, v) строится методом характеристик, что в

алгоритмическом аспекте эквивалентно решению краевой задачи прин-

ципа максимума Понтрягина [122]. Из свойства центральной симметрии

следует, что при n ≥ 2 (случай n = 1 особый и требует отдельного рас-

смотрения) искомая функция T определяется тремя автомодельными

переменными l, h и c, а задача Коши (1.2.3) принимает вид

T ′l c/l + T ′ch
2 − |T ′h| − |T ′c|l = −1 , T = T (l, h, c)

l = |x|, h = |v|, c = (x, v)

T > 0, l 6= 1, h 6= 0; T = 0, l = 1, h = 0

(1.2.4)

Это означает, что задача оптимального быстродействия для n ≥ 2 экви-

валентна случаю n = 2, т. е. плоской задаче. Плоскость, в которой про-

исходит процесс оптимального управляемого движения, определяется

двумя ненулевыми векторами x, v. Очевидно, случай c = ±lh, включа-

ющий также случаи x = 0 или (и) v = 0, приводит к вырожденному

одномерному движению. Свойство (1.2.4) эквивалентности плоской за-

даче полезно для построения решения исходной многомерной (n > 2)

задачи оптимальной по быстродействию “мягкой посадки” на сферу.

Оно также проявляется при применении необходимых условий опти-

мальности в форме принципа максимума Понтрягина [4].
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Отметим, что задача управления имеет решение при произвольных

значениях векторов x0 и v0. В качестве допустимого можно взять по-

стоянное управление u(1) = −v0/h0, h0 = |v0| на первом участке, при-

водящем к полному торможению в момент времени t(1) = h0, в точке

x(t(1)) = x(1), где x(1) = x0 + 1/2v0h0. Из точки покоя затем мож-

но двигаться по прямой, проходящей через выбранную точку сферы,

в частности, через ближайшую x(2) = x(1)/l(1); расстояние между точ-

ками ∆l2 =
∣∣l(1) − 1

∣∣. При движении по указанной прямой потребуется

t2 = 2∆l1/22 времени для достижения сферы в точке x(2) с гашением

скорости, т. е. имеем оценку сверху t∗ для tf :

tf ≤ t∗ = h0 + 2

∣∣∣∣∣
(
l02 + c0h0 +

1
4
h04

)1/2

− 1

∣∣∣∣∣
1/2

Как показано ниже, для начальных данных, приводящих к траекто-

риям с возвращением, приближённо реализуется описанный выше ре-

жим управления.

2. Краевая задача принципа максимума. Применим к исход-

ной задаче необходимые условия оптимальности управления u в форме

принципа максимума [4]. Вводя n-векторы переменных p и q, сопряжён-

ных x и v соответственно, обычным способом получим выражения для

оптимального управления u∗ и краевой задачи [4]

u∗ = q|q|−1, q = η − µνt/tf , |q| =
(
1− 2σµt/tf + µ2(t/tf )2

)1/2
ẋ = v, v̇ = u∗, x(0) = x0, v(0) = v0, x2(tf ) = 1, v(tf ) = 0

µ = tf |p| ≥ 0, ν = p|p|−1, p = const, η = const, σ = (η, ν), |σ| ≤ 1

(1.2.5)

Здесь η, ν — единичные n-векторы, σ — скалярное произведение этих

векторов.

Отметим, что функция Гамильтона постоянна и равна |η − µν| ≥ 0.

Неизвестные скалярные параметры µ, σ, tf и векторы η, ν подлежат

определению из граничных (конечных) условий и условий трансвер-
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сальности [122]. С этой целью проинтегрируем уравнения для v, x со-

гласно (1.2.5)

v(t) = v0 + Vη(t)η + µVν(t)ν

x(t) = x0 + v0t+Xη(t)η + µXν(t)ν
(1.2.6)

Скалярные функции Vη,ν(t), Xη,ν(t) зависят также от искомых па-

раметров µ, σ, tf . Учитывая ограничения на tf , µ и σ, представим эти

функции в виде [4]

Vη(t) =
tf
µ
V (τ)

∣∣∣∣τ=t
τ=0

, Vν(t) = − tf
µ2

(
|q(τ)|+ σV (τ)

)τ=t
τ=0

Xη(t) = Vη(t)t−
t2f
µ2

(
|q(τ)|+ σV (τ)

)τ=t
τ=0

, V (t) = arsh
µt/tf − σ√

1− σ2

Xν(t) = Vν(t)t+

(
t2f

2µ3
(µτ/tf + 3σ) |q(τ)|+

t2f
2µ3

(
3σ2 − 1

)
V (τ)

)τ=t
τ=0

(1.2.7)

Подставляя выражения (1.2.7) в (1.2.6), получим искомые зависимо-

сти от t и от векторов η и ν, куда в качестве неизвестных войдут tf , µ

и σ. Воспользуемся соответствующими конечными условиями для v(t)

и условиями трансверсальности для x(t) при t = tf . Получим систему

2n уравнений, содержащую неизвестный вектор x(tf )

Vη(tf )η + µVν(tf )ν = −v0

Xη(tf )η + µXν(tf )ν = −x0 − v0tf + x(tf )

βx(tf ) = ν, β2 = 1, β = ±1, x(tf ) = βν

(1.2.8)

Здесь параметр β, имеющий смысл приведённого множителя Лагран-

жа, принимает дискретные значения. Исключая x(tf ) и σ, получим

замкнутую систему уравнений относительно η, ν и tf , µ; параметр β

также подлежит определению. Вычисление корней и их исследование

при произвольных значениях векторов v0 и x0 представляет основную

трудность решения исходной задачи оптимального управления. Для её

преодоления воспользуемся структурными свойствами коэффициентов
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Vη,ν(tf ), Xη,ν(tf ) как функций параметров tf , µ, σ и приведём систему

(1.2.8) к виду

x0 = βν + t2f (aηη + µaνν), v0 = tf (bηη + µbνν)

aη = bν = µ−2(a+ σb), bη = −b/µ

aν = −1/2µ−3
(
(µ+ 3σ)a+ µ+

(
3σ2 − 1

)
b
)

a = q(t)|t=tft=0 =
(
1− 2µσ + µ2

)1/2 − 1, µ ≥ 0, |σ| ≤ 1

b = V (t)|t=tft=0 = ln
((

µ− σ +
(
1− 2µσ + µ2

)1/2)/
(1− σ)

)
(1.2.9)

Дальнейший ход решения системы (1.2.9) аналогичен применённо-

му в [4] для задачи попадания в начало координат x(tf ) = 0 с нулевой

скоростью v(tf ) = 0. Существенное отличие от рассмотренного случая

заключается в наличии слагаемого βν в соотношении (1.2.9) для x. Сле-

дует также отметить важное для дальнейшего анализа свойство неза-

висимости коэффициентов aν,η и bν,η от неизвестной tf . Кроме того, в

ситуации общего положения имеют место строгие неравенства µ > 0,

|σ| < 1; случаи равенства являются критическими. Они требуют специ-

ального исследования и аккуратного предельного перехода (см. ниже).

3. Численно-аналитическое решение краевой задачи. Для ре-

шения системы трансцендентных уравнений (1.2.9) применим элемен-

тарные алгебраические преобразования и сведём её к трём уравнениям

относительно tf , µ и σ. Такое приведение может быть реализовано раз-

личными способами [4]. Один из них заключается в разрешении отно-

сительно η, ν линейной системы с блочно-диагональной матрицей. Эта

операция довольно проста, хотя и громоздка. Итак, пусть векторы η∗,

ν∗ определены как линейные функции векторов x0, v0 посредством мат-

рицы с блочно-диагональной структурой. Тогда могут быть получены

три соотношения относительно неизвестных tf , µ, σ: η∗2 = 1, ν∗2 = 1,

(η∗, ν∗) = σ. После определения (с учётом двух возможностей β = ±1)
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корней этой системы tfi, µi, σi выбирается оптимальный

tfi → min
i
, tfi > 0, µi ≥ 0, |σi| < 1

и подставляется в найденные выражения для η∗, ν∗, которые использу-

ются при построении управления и траекторий, см. (1.2.5), (1.2.6).

Однако такой подход представляется громоздким. Поэтому на пер-

вом этапе решения системы (1.2.9) с помощью элементарных преобра-

зований выписываются также три уравнения относительно tf , µ, σ в

другом виде

l2 − 1 = 2t2fβ(σaη + µaν) + t4f
(
a2
η + 2µσaηaν + µ2a2

ν

)
h2 = t2f

(
b2η + 2µσbηbν + µ2b2ν

)
≡ t2fH

2

c = βtf (σbη + µbν) + t3f
(
aηbη + µσaηbν + µσaνbη + µ2aνbν

)
l = |x0|, h = |v0|, c = (x0, v0)

(1.2.10)

По аналогии с (1.2.4) в (1.2.10) для удобства введены скалярные па-

раметры l, h, c, имеющие наглядный механический смысл. Напомним,

что n-мерная система (n ≥ 2) оказалась вновь эквивалентной двумер-

ной системе (n = 2), допускающей удобное представление на плоскости.

Во избежание недоразумений отметим, что при этом фазовое простран-

ство x, v будет четырёхмерным. Без ограничения общности можно счи-

тать одно из значений x0
1 или x0

2 равным нулю.

Далее основное внимание уделяется определению корней системы

(1.2.10) трансцендентных уравнений относительно tf , µ, σ и их анализу

как функций известных параметров l, h, c, изменяющихся в неогра-

ниченных пределах l, h ≥ 0, |c| < ∞. Трансцендентность обусловлена

наличием степенных и логарифмических функций, см. (1.2.9). Это об-

стоятельство приводит к значительным вычислительным трудностям,

так как при расчётах возникают степенные и логарифмические масшта-

бы изменения искомых величин. Кроме того, эти трудности усугубля-

ются в случае вырождения исходной многомерной задачи, т. е. когда
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оптимальное движение близко к прямолинейному, см. ниже и [4].

Итак, рассмотрим систему уравнений (1.2.10) и уменьшим её поря-

док, исключив неизвестную tf > 0. Это удобно осуществить с помощью

второго соотношения, которое позволяет однозначно определить tf че-

рез µ, σ

tf = h/H(µ, σ), h,H > 0 (1.2.11)

Функция H определена согласно (1.2.10). После подстановки выраже-

ния (1.2.11) в первое и третье уравнения (1.2.10), получается система

относительно двух неизвестных µ, σ: µ > 0, |σ| < 1.

Введём новую переменную ω посредством соотношения

σ =
ω2 − 2µω − 1

(ω − 1)2
(1.2.12)

Тогда выражение под знаком корня, с помощью которого определяется

величина a в (1.2.9), примет вид

1− 2µσ + µ2 =
(
µ(ω + 1) + 1− ω

ω − 1

)2

(1.2.13)

Далее, поскольку σ ≤ 1, то из (1.2.12) получаем µω ≥ ω − 1. Так как

µ > 0, то µ(ω + 1) > ω − 1. Следовательно, числитель дроби в (1.2.13)

принимает положительные значения. С другой стороны, σ ≥ −1 и из

(1.2.12) имеем ω(ω − (µ + 1)) ≥ 0. В случае, когда ω > 0, получаем

ω ≥ µ + 1, что в силу условия µ > 0 даёт ω > 1. Итак, при ω > 0

знаменатель дроби в (1.2.13) положителен. Тогда с учётом (1.2.13) и

последней строки в (1.2.9) получим выражения

a = µ(ω + 1)/(ω − 1)− 2, b = lnω (1.2.14)

Соотношение (1.2.12) позволило превратить радикал, определяю-

щий значение a, в линейное по µ и дробно-линейное по ω выражение.

Одновременно, что представляется весьма неожиданным, удалось за-

менить выражение под знаком натурального логарифма, зависящее от
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неизвестных σ и µ, на ω. К сожалению, простой связи между поведе-

нием параметра ω и фазовыми переменными выявить не удалось.

Первое из уравнений (1.2.10) после подстановки (1.2.11) и замены

(1.2.12) переходит в уравнение четвёртой степени относительно неиз-

вестной µ. Коэффициенты этого полинома, зависящие только от ω, l,

c, h и β, из-за своей громоздкости были построены с помощью компью-

терной алгебры в форме фрагментов программы на языке C++. При

проведении численного моделирования выяснилось, что при некоторых

значениях этих четырёх величин поиск корней указанного полинома не

может быть проведён с удовлетворительной точностью из-за ошибок

округления. Соответствующий анализ и преобразование коэффициен-

тов были крайне затруднены из-за их громоздкости. Оказалось, однако,

что существует сравнительно простая замена переменных, позволяю-

щая не только значительно упростить все выражения, но и снизить

влияние погрешностей счёта.

Рассмотрим значения вспомогательной переменной ω < 0. Тогда

знаменатель дроби в (1.2.13) отрицателен и последняя строка в (1.2.9)

даёт вместо представления для параметра в (1.2.14) выражение

b = ln
(
µ− ω + 1
µω − ω + 1

)
Введём новую переменную s через µ, ω следующим образом:

s =
µ− ω + 1
µω − ω + 1

(1.2.15)

Введение неизвестной s позволяет установить интересный факт. Если

исключить ω с помощью соотношения (1.2.15) и подставить в правую

часть (1.2.12), то получается выражение

σ =
s2 − 2sµ− 1

(s− 1)2

совпадающее с (1.2.12) с точностью до замены s на ω. Следовательно,

все соотношения, полученные ранее, также справедливы с точностью до
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замены s на ω. В частности, в этом случае b = ln s, где s > 1. Отсюда

следует, что можно ограничиться значениями ω > 1.

С помощью (1.2.15) можно выразить µ через s и ω и использовать в

дальнейшем вне всякой связи со знаком ω. Имеем

µ =
sω + 1− ω − s

sω − 1
(1.2.16)

Подстановка (1.2.16) в уравнения (1.2.10) приводит к полиному четвёр-

той степени относительно s. К сожалению, его коэффициенты также

весьма громоздки, но они всё же существенно компактнее, чем в слу-

чае полинома по µ, а, главное, ни разу не приводили к указанным выше

затруднениям при расчётах (кроме случаев, когда ω ≈ 1, см. ниже).

Вычисления выполнялись по следующей схеме. В качестве исходных

данных использовались значения l, c и h. На первом этапе третье урав-

нение из (1.2.10) рассматривалось как определение некоторой функ-

ции c∗(l, h, ω, β, s(l, h, ω, β)). Поскольку l и h — заданы, а β = ±1, то

практически строились только зависимости c∗(ω) при β = 1 и β = −1.

Значения s вычислялись как нули упомянутого полинома, в который

превращается первое уравнение (1.2.10). Для каждого β в результате

получалось до четырёх ветвей на графике c∗(ω). Далее по виду гра-

фика определялись ветви, а также необходимые интервалы значений

ω, содержавшие искомые корни уравнения c∗(ω) = c. Это уравнение

решалось численно совместно с первым уравнением в (1.2.10) методом

бисекций. В рамках этого метода задавалось значение ω, что позволя-

ло найти коэффициенты полинома четвёртой степени по s. По фор-

мулам для его корней вычислялось значение s и подставлялось в по-

следнее уравнение (1.2.10), что давало величину невязки, необходимую

для работы алгоритма. Если рассматривать расчёт значений s как эле-

ментарную операцию, то фактически приходилось решать только одно

трансцендентное алгебраическое уравнение относительно одного неиз-

вестного ω. Такая процедура проводилась для каждого корня каждой
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из ветвей, существование которого было установлено на предыдущем

этапе. В конце выбиралось решение, соответствовавшее наименьшему

времени движения tf .

Для всех рассмотренных примеров большему значению ω соответ-

ствует большее значение времени движения, но доказать это анали-

тически затруднительно. Кроме того, каждая из ветвей при ω � 1

всегда представляла собой монотонную функцию. Эти обстоятельства

облегчали применение алгоритма. С другой стороны, когда оптималь-

ная траектория является приближённо прямолинейной, оказывается,

что соответствующие значения ω близки к единице; задача управления

становится вырожденной. Возникающие при этом погрешности округ-

ления препятствуют нормальной работе программы. Можно исполь-

зовать несколько способов преодоления этих трудностей. Во-первых,

можно применять линейную интерполяцию графиков c∗(ω), так как

искомое ω конечно. Во-вторых, можно применять точное решение для

случая движения по прямой, описанное ниже.

4. Определение решения задачи оптимального управления.

После нахождения оптимального значения ω = ω(l, h, c) и соответству-

ющего ему значения β = ±1 (β = β(l, h, c)) для каждого фиксирован-

ного набора величин l, h, c по явным аналитическим формулам вычис-

ляются параметры:

tf = tf (l, h, c), µ = µ(l, h, c), σ = σ(l, h, c) (1.2.17)

Здесь tf — минимальный корень (время быстродействия), µ, σ — со-

ответствующие вспомогательные параметры. Тем самым будут опре-

делены значения скалярных коэффициентов aη,ν(l, h, c), bη,ν(l, h, c) в

блочно-диагональной системе уравнений (1.2.9) относительно ортов η,

ν, которая невырождена в силу неравенства Буняковского-Коши. Раз-

решая её, получим искомые блочно-диагональные выражения для этих
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ортов через векторы x0, v0 в виде

η =
(
−x0tfbνµ+ v0

(
t2faνµ+ β

))
∆−1

ν =
(
x0tfbη − v0t2faη

)
∆−1

∆ = tfbη
(
t2faνµ+ β

)
− t3faηbνµ 6= 0

(1.2.18)

Коэффициенты при известных n-векторах x0, v0 есть нелинейные

функции этих векторов, определяемые численно на основе значений

l = |x0|, h = |v0|, c = (x0, v0). После подстановки ортов η, ν из (1.2.18)

в выражение u∗ из (1.2.5) получается n-вектор оптимального по быст-

родействию управления в форме программы up

up(t, x0, v0) = −kx(t, l, h, c)x0 − kv(t, l, h, c)v0

kx = (|q|∆)−1 (bνtf + bηt), |q| ≡ Q(t, l, h, c)

kv = − (|q|∆)−1 (tf (aνtf + aηt)µ+ β) , ∆ = ∆(l, h, c)

(1.2.19)

Время оптимального быстродействия tf и параметр β определяются

тремя величинами l, h, c согласно (1.2.17) и проведённым выше исследо-

ванием. Отметим, что значения β = ±1 отвечают ситуациям, когда оп-

тимальной оказывается “посадка” изнутри или снаружи соответственно

[3]. При этом могут осуществляться движения без пересечения сферы,

а также с одним или двумя пересечениями (см. ниже). Функция Q в

(1.2.19) определяется формулой (1.2.5) и величинами tf , µ, σ, найден-

ными выше. Подстановка вектор-функции uρ из (1.2.19) в уравнения

(1.2.5) и интегрирование по t приводит к траектории, которая может

быть найдена аналитически в виде (1.2.6), (1.2.7), где все постоянные

tf , µ, σ, η, ν определены через известные векторы x0, v0. На основе

этих параметров вычисляются различные характеристики оптималь-

ной траектории; в частности, при t = tf угол γ между касательной к

траектории и нормалью к поверхности определяется выражением

cos γ = −(u, x)tf = −β(σ − µ)
(
1− 2σµ+ µ2

)−1/2

44



Таким образом, полностью построено решение задачи оптимального

программного управления о наискорейшем приведении материальной

точки на сферу с нулевой скоростью из произвольного начального со-

стояния посредством ограниченной силы в n-мерном (n ≥ 2) простран-

стве. Вырожденный случай n = 1 (или случай движения по прямой)

исследуется ниже.

Изложенный алгоритм можно применить для построения синтеза

оптимального по быстродействию управления us(x, v) и функции Белл-

мана T (x, v) (см. (1.2.3)). Для этой цели предположим, что измере-

ния фазовых переменных и указанные выше при описании численно-

аналитического решения краевой задачи расчёты могут проводиться

достаточно быстро, практически в каждый момент времени или имеет-

ся возможность запоминания и аппроксимации функций трёх перемен-

ных в достаточно широкой области их изменения. Тогда управление по

обратной связи us и функция T определяются выражениями

us(x, v) = −kxs(l, h, c)x− kvs(l, h, c)v

T (x, v) = tf (l, h, c), l = |x|, h = |v|, c = (x, v)

kxs(l, h, c) = kx(0, l, h, c), kvs(l, h, c) = kv(0, l, h, c)

(1.2.20)

Скалярные множители kxs, kvs в (1.2.20) имеют смысл коэффициен-

тов обратной связи по положению x и скорости v соответственно. Инте-

ресно отметить, что матрицы коэффициентов обратных связей диаго-

нальны (пропорциональны единичным матрицам). В отличие от случая

приведения точки в начало координат [4], эти коэффициенты, а также

коэффициенты обратных связей по ортам x/l, v/h, зависят от трёх пе-

ременных l, h, c. Это обстоятельство затрудняет численно-графическое

их представление и построение полной картины синтеза. Синтез управ-

ления и соответствующие траектории могут быть представлены в виде

эффективной вычислительной процедуры, см. ниже результаты рас-

чётов и комментарии к ним. Отметим также, что функция Беллма-
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на T (x, v), определяемая как решение задачи Коши (1.2.3) или (1.2.4),

и соответствующее оптимальное управление в форме синтеза us(x, v)

вычисляются в результате нахождения оптимального корня системы

трансцендентных алгебраических уравнений и ортов (1.2.18).

5. Оптимальное по быстродействию управление при движе-

нии по прямой. В критическом случае, когда оптимальное управление

и все основные соотношения вырождаются, требуется отдельное иссле-

дование. Как отмечалось, одномерное движение при n ≥ 2 имеет место,

если в некоторый момент времени t0, в частности, t0 = 0, выполняется

хотя бы одно из равенств

x0 = 0, v0 = 0, (x0, v0) = ±l0v0 (1.2.21)

Очевидно, что при n = 1 справедливо одно из двух последних ра-

венств (1.2.21). Итак, рассмотрим соответствующую задачу оптималь-

ного быстродействия для одномерной системы

ẋ = v, v̇ = u, |u| ≤ 1, x(0) = x0, v(0) = v0

|x(tf )| = 1, v(tf ) = 0, tf → min
u

(1.2.22)

Здесь x, v, u — скалярные переменные. Согласно (1.2.22) требуется при-

вести систему из произвольной фазовой точки с абсциссой x0 и ордина-

той v0 в точку с абсциссой ±1 и ординатой 0 за минимальное время tf .

С помощью принципа максимума решение задачи строится достаточно

просто.

Сепаратриса, представляющая собой антисимметричную кривую,

разделяет фазовую плоскость (x, v) на две части P±1, см. рис. 6

x = −v
(
1 + (v/2)2

)1/2 ≡ d(v), P±1 = {x, v : x ≷ d(v)} (1.2.23)

В неограниченных областях P±1 оптимальное управление u±1 при-

водит систему из фазовой точки с абсциссой x и ординатой v в точку с
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абсциссой ±1 и ординатой 0. Кривые переключений управлений имеют

стандартный вид, см. рис. 6

L±1 = {x, v : x± 1 = 1/2|v|v; x, v ∈ P±1} (1.2.24)

Простыми оценками устанавливается, что в (1.2.23) разделяющая

кривая x = d(v) расположена целиком между кривыми переключений

L±1 из (1.2.24) и асимптотически приближается к L+1 при v → −∞ и к

L−1 при v →∞. Каждая кривая L±1 состоит из двух полуветвей L±+1,

L±−1, входящих в точки с абсциссами ±1 и ординатами, равными нулю

при u+1 = ±1, u−1 = ±1 соответственно. Оптимальное управление в

каждой области P±1 один раз изменяет знак при достижении системой

фазовой кривой L±1. Оптимальная фазовая траектория остаётся в об-

ласти P±1, т. е. не пересекает кривой x = d(v). Время быстродействия

tf = T±1 определяется выражениями

T+1(x, v) = ±v + 2
(
±(x− 1) +

1
2
v2

)1/2

, x, v ∈ P+1, x− 1 ≷ −1
2
|v|v

(1.2.25)

T−1(x, v) = ±v + 2
(
±(x+ 1) +

1
2
v2

)1/2

, x, v ∈ P−1, x+ 1 ≷ −1
2
|v|v

На разделяющей кривой x = d(v) величины T+1 и T−1 из (1.2.25)

совпадают и равны

T±1(d(v), v) = Td(v) = −v + 2
(
−d(v) + 1 +

1
2
v2

)1/2

=

= v + 2
(
d(v) + 1 +

1
2
v2

)1/2

, x = d(v) = −v
(

1 +
(v

2

)2
)1/2

(1.2.26)

Таким образом, если фазовая точка D лежит на разделяющей кри-

вой, то решение задачи оптимального быстродействия неединственно

(двузначно), см. рис. 6. Происходит движение либо в точку с абсциссой

+1 и ординатой 0 либо в точку с абсциссой −1 и ординатой 0; время

определяется согласно (1.2.26).
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Итак, картина синтеза, оптимальное управление и время быстро-

действия для одномерной задачи полностью определены, см. рис. 6.

По аналогии со стандартным подходом можно построить программное

управление и траектории оптимального движения.

6. Результаты математического моделирования и выводы.

Эффективность расчётов оптимального управления и движений соглас-

но изложенной выше методике определения решения задачи оптималь-

ного управления подтверждается решением ряда задач для широкой

области начальных значений двумерных векторов x0, v0. Естествен-

ный интерес в теоретическом аспекте представляют ситуации, когда

начальная точка x0 с абсциссой x0
1 и ординатой x0

2 находится вблизи

окружности (l ≈ 1) или на окружности (l = 1). С прикладной точ-

ки зрения важны случаи, когда начальная точка находится далеко от

круга (l � 1) или близко к началу координат (l � 1). Конечно, вид

оптимальных траекторий и законы управления движением будут су-

щественно зависеть от параметров h = |v0| и c = (x0, v0) = lh cosα.

Как отмечалось, без ограничения общности можно положить x0
2 = 0,

т. е. l = |x0
1|.

Поскольку описать множество режимов управления с исчерпываю-

щей полнотой затруднительно, прокомментируем типичные ситуации,

которые представлены на рис. 7, 11 (траектории) и рис. 12, 15 (управ-

ления и скорости).

На рис. 7 приведены два семейства траекторий 1− 3 и 4− 6, разли-

чающиеся, в основном, тем, что луч начального вектора скорости пе-

ресекает круг для первого семейства (α = 160◦) и не пересекает — для

второго (α = −150◦). Для разнообразия разнесены также стартовые

точки x0
1 = 2 и x0

1 = 3 при одинаковой начальной координате x0
2 = 0;

при этом

h = 2.5; 2.2; 1.5; 1; 2; 3
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В зависимости от величины скорости h может происходить как одно-

кратное (кривая 2) или двукратное (кривая 1) пересечение окружно-

сти, так и не происходить пересечения (остальные кривые). Кроме то-

го, осуществляются либо относительно простые движения “в режиме

торможения” (кривые 2, 3, 4, 5 на рис. 7, см. также рис. 12, на кото-

рой представлены управления u1,2 и скорости v1,2), либо траектории

“с возвратом” (кривые 1, 6). На рис. 13 представлены управления и

скорости, соответствующие кривой 6 на рис. 7, для которой x0
1 = 3,

h = 3, α = −150◦. “Возвратные” траектории сопровождаются резко вы-

раженными промежуточными участками движения с малой скоростью

(“поворот” на кривой 6 и связанная с ним область малых скоростей

на рис. 13), а также “переключением управления” (см. рис. 13). Время

быстродействия tf для траекторий 1− 6 составляет величины

tf ≈ 3.58; 2.21; 1.50; 2.25; 2.20; 5.06

Для траекторий с возвращением tf изменяется быстрее с ростом h,

чем в случаях движения “в режиме торможения”.

Аналогично можно прокомментировать траектории и режимы уп-

равления, представленные на рис. 8, содержащей два семейства кривых

1− 3 и 4− 9. Отметим, что все траектории “возвратные”. Кривым 1− 3

отвечает x0
1 = 2, h = 2.5, α = 135◦; 90◦; 45◦. Траектории 4− 9 начина-

ются на границе круга со скоростью h = 2.5 и различными углами

α = 10◦; 40◦; 70◦; 110◦; 140◦; 170◦

Очевидно, траектории 1−6 не пересекают круг, а 7−9 — пересекают,

что обусловлено направлением и величиной скорости. Все “посадки”

на окружность происходят снаружи. Величины tf , соответствующие

кривым 1− 9, равны

tf = 4.36; 5.56; 6.31; 4.82; 4.68; 4.38; 3.73; 3.07; 2.29
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Примерами наиболее резко выраженных траекторий возвратного

типа служат кривые 3 − 5. Наряду с “предельными” режимами управ-

ления, представленными на рис. 12, 13, могут реализовываться “проме-

жуточные” режимы, (см. рис. 14).

На рис. 9 приведено семейство кривых 1−6 траекторий для меньшей

величины скорости h = 1, чем для кривых 4− 9 на рис. 8. Траектории

4 − 6, не пересекающие окружность, качественно сходны с кривыми

“возвратного” типа 1−8 на рис. 8. Траектории 1−3, попадающие внутрь

круга, могут быть отнесены к движениям “в режиме торможения”, см.

кривые 2−5 на рис. 7 (см. также траектории 2−4 на рис. 10 и кривые на

рис. 11). Время оптимального быстродействия tf для траекторий 1− 6

равно

tf ≈ 1.91; 1.37; 1.01; 1.67; 2.19; 2.40

Следует отметить, что зависимость времени быстродействия от началь-

ного угла наклона вектора скорости немонотонна.

Было также замечено, что свойство невырожденности при t = 0

сохраняется для 0 < t < tf .

На рис. 10 представлены два семейства кривых, для которых вектор

скорости в начальный момент времени t = 0 направлен ортогонально

оси x1, т. е. α = 90◦. Для первого семейства (кривые 1−5) x0
1 = 0.8, для

второго (кривые 6, 7) x0
1 = 1. В обоих случаях параметром семейства

является величина скорости h. Для первого семейства эти величины

соответственно равны h = 1.3; 1.001; 1.0910; 0.7; 0.1, а для второго —

h = 1.5; 1. Интересно отметить, что для первого семейства существу-

ет критическое значение h∗ ≈ 1.1, для которого режим торможения

(см. кривую 3) переходит в режим с возвращением (см. кривую 2) и

“посадка” происходит снаружи. Все кривые остаются внутри круга при

0 < h < h∗, а при h > h∗ траектории пересекают границу. Значения

времени оптимального быстродействия для кривых 1 − 7 равны соот-
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ветственно

tf ≈ 1.67; 1.10; 1.09; 0.91; 0.89; 2.60; 1.13

Также отметим, что изменение времени оптимального быстродей-

ствия для кривых первого семейства немонотонно с возрастанием ско-

рости. Сперва оно несколько убывает с ростом h, например, при h = 0.1

время tf ≈ 0.89, а при h = 0.4 время tf ≈ 0.88. Для h & 0.5 начинает

возрастать, например, tf ≈ 0.91 для h = 0.7 и tf ≈ 1.09 для h = 1.09.

На рис. 11 представлено семейство траекторий (кривые 1 − 7) для

которых h = 1, α = 90◦, v0
1 = 0, v0

2 = 1, а значение x0
1 изменяется в пре-

делах 0 < x0
1 < 1. Кривой 1 отвечает x0

1 = 0.001, а кривой 7 — x0
1 = 0.99;

траектории 2 − 6 начинаются при x0
1 = 0.1; 0.3; 0.5; 0.7; 0.9. Все ре-

жимы управления на рис. 11 соответствуют “торможению”. В строгом

смысле движение в режиме торможения имеет место при x0
1 = 0. Од-

нако уже при x0
1 = 0.001 заметен вначале короткий (∆t ≈ 0.25) участок

разгона (u2 ≈ 1, u1 ≈ 0) вдоль оси x2, а затем участок торможения

(u2 ≈ −1, u1 ≈ 0). При x0
1 = 0.1 (кривая 2) на коротком начальном

участке ∆t ≈ 0.25 управление u2 изменяется почти так же, как и для

x0
1 = 0 (модуль u2 несколько меньше); управление u1 отлично от нуля

и приводит к заметному смещению конца траектории вправо. Интерес-

но отметить поведение кривой 7 вблизи границы круга: оптимальная

траектория пересекает окружность и “посадка” происходит снаружи.

Соответствующие кривым 1− 7 значения времени оптимального быст-

родействия равны

tf ≈ 1.45; 1.44; 1.37; 1.24; 1.09; 1.01; 1.11

Следует обратить внимание на интересный факт: при приближении

точки x0
1 к границе время оптимального быстродействия сравнительно

быстро убывает (что представляется естественным), а затем возраста-

ет, что не совсем очевидно. Это свойство аналогично рассмотренному
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выше для траекторий на рис. 10. Довольно распространённое свойство

немонотонной зависимости времени быстродействия от параметров усу-

губляется, естественно, тем, что терминальное множество представляет

из себя не точку, а окружность.

§1.3. Влияние вязкой среды

1. Постановка задачи. Исследуем задачу, поставленную в §1.2,

исходя из предположения, что сила вязкого трения значительна и пре-

небречь ею нельзя.

Рассмотрим движение материальной точки постоянной массы m в

однородной вязкой среде с коэффициентом линейного по скорости со-

противления k. На динамический объект действует ограниченная по

модулю управляющая сила F . Требуется найти закон управления в

виде программы и синтеза по обратной связи, приводящий точку на

терминальное множество — поверхность n-мерного шара — сферу SnR

снаружи или изнутри за минимальное время tf ; скорость в конечный

момент времени не фиксируется. Сформулируем соответствующую за-

дачу оптимального быстродействия для n-мерного динамического объ-

екта

mẍ+ kẋ = F, x(0) = x0 6∈ SnR, ẋ(0) = v0, n ≥ 2

x(tf ) ∈ SnR(x0) = {x : |x− x0| = R} , tf → minF , |F | ≤ F0

(1.3.1)

Параметры системы k, F0, x0, R предполагаются фиксированны-

ми. Ранее были рассмотрены частные постановки задачи (1.3.1): случай

R = 0 исследован численно в [39], а случаи k = 0 и k = R = 0 — соответ-

ственно в [3] и [2]. Следует отметить, что решение задачи, аналогичной

(1.3.1), но для n = 1 при R 6= 0 в случае попадания на окружность фа-

зовой плоскости снаружи, приведено в [122]. Кроме того, одномерная

задача наискорейшего попадания на окружность изнутри рассмотрена

как частный случай в [131].
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Для дальнейшего существенно предположение R > 0, что позволяет

в качестве единицы длины взять величину R. Таким образом, требует-

ся привести динамический объект на единичную n-мерную сферу. За

единицу времени удобно принять (mR/F0)1/2, что даёт возможность с

помощью стандартной процедуры обезразмеривания и переноса нача-

ла системы координат в точку x = x0 уменьшить число параметров и

представить задачу (1.3.1) в виде

ẋ = v, v̇ = −kv + u, x(0) = x0, |x0| 6= 1, v(0) = v0

|x(tf )| = 1, tf → minu, |u| ≤ 1, 0 ≤ k <∞
(1.3.2)

Исследуемая задача оптимального быстродействия (1.3.2) содержит

один безразмерный параметр k и n-векторы начальных значений x0,

v0. Для неё требуется найти законы управления в виде программы up и

синтеза us, время оптимального быстродействия Tp и функцию Беллма-

на Ts, а также оптимальные фазовые траектории x∗(t), v∗(t) движения,

т. е. построить функции

u∗ = up(t, x0, v0, k), u∗ = us(x, v, k)

t∗f = Tp(x0, v0, k), t∗f = Ts(x, v, k)

x∗ = x(t, x0, v0, k), v∗ = v(t, x0, v0, k)

(1.3.3)

Замечания.

1◦. Задача (1.3.2) эквивалентна двумерной, т. е. случаю n = 2. Оп-

тимальное движение в силу симметрии происходит в плоскости, опре-

деляемой векторами x0, v0 (т. е. x0−x0, v0 для исходной задачи (1.3.1))

и требуется попасть на окружность x2
1 + x2

2 = 1 при |x0| ≷ 1.

2◦. К данной двумерной задаче сводится более общий случай, ко-

гда терминальное множество есть n∗-мерный цилиндр, 2 ≤ n∗ ≤ n.

Управление движением осуществляется в n∗-мерном пространстве, со-

держащем указанную сферу; задача вновь сводится к случаю n∗ = 2.

3◦. Построение программного управления up из (1.3.3) для фикси-

рованного значения k и произвольных векторов x0, v0 может быть осу-
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ществлено с помощью необходимых условий оптимальности в форме

принципа максимума. Тогда управление по обратной связи (синтез) us
строится посредством функции up в виде us(x, v, k) = up(0, x, v, k).

4◦. Если найдено время оптимального быстродействия Tp, то функ-

ция Беллмана Ts получается заменой начальной фазовой точки на теку-

щую: Ts(x, v, k) = Tp(x, v, k). Более того, вследствие связи между прин-

ципом максимума и методом динамического программирования [122]

имеем

u∗ = us(x, v, k) = − (∂Ts/∂v) |∂Ts/∂v|−1 (1.3.4)

Как следует из дальнейшего анализа, после подстановки us из (1.3.4)

или (1.3.3) в уравнения движения (1.3.2) и интегрирования задачи Ко-

ши на интервале времени 0 ≤ t ≤ Ts(x0, v0) для программного управ-

ления up из (1.3.3) следует свойство

u∗ = up(t, x0, v0, k) = us
(
x
(
t, x0, v0, k

)
, v
(
t, x0, v0, k

)
, k
)

=

= us(x0, v0, k) = const
(1.3.5)

5◦. Постановку задачи можно обобщить на случай неоднородной сре-

ды с кусочно-постоянным коэффициентом вязкости: k = k± для значе-

ний x0 в области |x0| ≷ 1 соответственно.

2. Применение принципа максимума. Допустимое управление,

приводящее динамический объект на сферу, существует для произволь-

ных k ≥ 0, x0, v0 и может быть построено весьма просто. В частности,

оно может содержать два этапа: сначала торможение c управлением

u = −v0/|v0| до полной остановки в некоторый момент времени t∗ в

промежуточной точке x∗

v(t∗) = 0, x(t∗) = x∗ = x0 +
v0

k |v0|
(∣∣v0

∣∣− t∗
)
, t∗ =

1
k

ln
(
1 + k

∣∣v0
∣∣)

и затем управляемое движение по прямой, соединяющей точку x∗ и

некоторую точку на сфере (например, ближайшую). Отсюда следу-

ет существование искомого оптимального по быстродействию неособо-
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го управления в классе кусочно-непрерывных функций времени. Оно

строится ниже с помощью принципа максимума [122].

Для задачи (1.3.2) выпишем функцию Гамильтона H и условие мак-

симума по u

H = (p, v)− k(q, v) + (q, u), H → maxu, |u| ≤ 1 (1.3.6)

Здесь p и q — векторы, сопряжённые соответственно x и v. Из условия

(1.3.6) максимума функции H по u получим выражения

u∗ = q|q|−1 = η, H∗ = H(u∗) = (p− kq, v) + |q| (1.3.7)

Согласно принципу максимума необходимо решить краевую задачу для

гамильтоновой системы 4n нелинейных дифференциальных уравнений

с учётом условий трансверсальности вида

ẋ =
∂H∗

∂p
= v, x(0) = x0, |x(tf )| = 1

v̇ =
∂H∗

∂q
= −kv + η, v(0) = v0

ṗ = −∂H
∗

∂x
= 0, p = const, p = λx(tf ) |x(tf )|−1

q̇ = −∂H
∗

∂v
= −p+ kq, q(tf ) = 0

(1.3.8)

Здесь λ — скалярный множитель Лагранжа, отвечающий конечному

условию (1.3.2) для x. Функция H∗ (гамильтониан) и выражение для

оптимального управления определены согласно (1.3.7). Привлекатель-

ным свойством системы уравнений (1.3.8) является возможность её пол-

ного интегрирования в элементарных функциях. В частности, имеем

выражения для q и u∗ = η

q = pk−1 (1− exp k(t− tf )) , u∗ = η = xf signλ = const (1.3.9)

Через xf в (1.3.9) обозначен неизвестный единичный вектор, харак-

теризующий конечное положение точки на сфере: x(tf ) = xf , |xf | = 1.
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Поскольку оптимальное управление u∗ из (1.3.9) постоянно, то из (1.3.8)

получим

u∗ = γxf , γ = sign
(
1−

∣∣x0
∣∣) (1.3.10)

Этот вектор управления коллинеарен или антиколлинеарен орту xf .

В результате для x, v из (1.3.8), (1.3.10) следует замкнутая краевая

задача. Интегрирование уравнений (1.3.8), (1.3.10) даёт выражения для

оптимальной фазовой траектории

x(t) = x0 + v0V (t) + γxfU(t), v(t) = v0 +
(
γxf − kv0

)
V (t)

V (t) =
1
k

(
1− e−kt

)
> 0, U(t) =

1
k

(t− V (t)) > 0, t > 0
(1.3.11)

Формулы (1.3.11) содержат неизвестный постоянный орт xf , который

должен по определению удовлетворять соотношению x(tf ) = xf , т. е.

xf (1− γU(tf )) = x0 + v0V (tf ), |xf | = 1 (1.3.12)

Требуется найти решение трансцендентного уравнения (1.3.12) от-

носительно неизвестных xf , tf в зависимости от начальных векторов

x0, v0 и параметра k. Среди допустимых корней t
(i)
f > 0, xf(i) следует

выбрать корень, доставляющий минимальное значение t∗f = min t(i)f по

i. Он полностью определяет время оптимального быстродействия t∗f ,

программное оптимальное управление up из (1.3.10) и фазовую траек-

торию x∗, v∗ согласно (1.3.11). Таким образом, нахождение и анализ

оптимального корня xf∗ , t∗f уравнения (1.3.12) в зависимости от извест-

ных векторов x0, v0 и коэффициента k представляют основной интерес

и содержание дальнейших исследований.

3. Построение и анализ оптимального решения краевой за-

дачи принципа максимума. Если минимальное значение t∗f извест-

но, то оптимальный вектор xf∗ может быть легко найден из соотношения

(1.3.12) делением на скаляр 1 − γU(t∗f ) 6= 0. Он автоматически удовле-

творяет условию |xf∗ | = 1. Искомое значение t∗f заведомо удовлетворя-

ет скалярному уравнению, которое получается из (1.3.12) возведением
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обеих частей в квадрат, т. е. трансцендентному уравнению вида

(1− γU(tf ))
2 = l2 + 2clhV (tf ) + h2V 2(tf )

l = |x0|, h = |v0|, c =
(
x0, v0

)
l−1h−1, γ = sign(1− l)

(1.3.13)

Из (1.3.13) следует, что время быстродействия tf определяется тре-

мя наглядными геометрическими величинами l, h, c, характеризующи-

ми произвольные векторы x = x0, v = v0 на плоскости. Оно также

зависит от фиксированного коэффициента диссипации k, который вхо-

дит явно в функции U(tf ), V (tf ) согласно (1.3.11). Уравнение (1.3.13)

является трансцендентным и содержит степенные и экспоненциальные

функции tf . Это затрудняет аналитическое и численное исследование

решения, т. е. функции Беллмана (1.3.3), для произвольных допусти-

мых значений параметров:

t∗f = t
(i)
f (l, h, c, k) → mini, l, h, k ≥ 0, |c| ≤ 1 (1.3.14)

Достаточно эффективный анализ зависимости tf от какого-либо из

параметров при фиксированных значениях остальных проводится яв-

ным построением обратной зависимости. Например, зависимость tf от

расстояния до центра сферы l определяется из квадратного уравнения

(1.3.13) относительно l ≥ 0; разрешая его, получим выражения

l = −chV (tf )±
√
Dl, Dl = (1− γU(tf ))

2 − s2h2V 2(tf ), tf > 0

s2 = 1− c2, γ = sign(1− l), l 6= 1
(1.3.15)

Выражения (1.3.15) исследуются раздельно в двух областях значе-

ний x0: во-первых, при l > 1 (вне сферы), тогда γ = −1, и, во-вторых,

при l < 1 (внутри сферы), тогда γ = 1. Ограничения (1.3.14) следует

дополнить неравенством Dl ≥ 0.

К аналогичным, но несколько более простым, чем (1.3.15), выраже-

ниям приводит исследование зависимости tf от h ≥ 0 — модуля вектора

скорости:

h =
(
−cl ±

√
Dh

)/
V (tf ), Dh = (1− γU(tf ))

2 − s2l2 ≥ 0 (1.3.16)
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При фиксированных l, h, (и k) представляет интерес влияние вели-

чины косинуса угла между векторами x0 и v0 — существенного пара-

метра c — на время быстродействия tf . В ситуации общего положения

l, h > 0 искомая зависимость определяется из линейного относительно

c уравнения (1.3.13) с учётом области допустимых значений (1.3.14).

Влияние коэффициента диссипации k также весьма существенно.

Численно-аналитическое исследование неявной зависимости tf от k тре-

бует применения более сложной схемы. А именно, вместо tf введём па-

раметр κ = ktf > 0 и преобразуем соотношение (1.3.13) к уравнению

четвёртой степени относительно k > 0(
l4 − 1

)
k4 + 2clhz(κ)k3 +

(
h2z2(κ) + γ (κ − z(κ))

)
k2 − (κ − z(κ))2 = 0

z(κ) = 1− e−κ, 0 ≤ z < 1, 0 < κ <∞; κ = ktf > 0
(1.3.17)

Требуется найти корни ki(κ) при фиксированных значениях пара-

метров c, l и h.

Случай k = 0 приводит к уравнению четвёртой степени относитель-

но tf (см. [3]). В предельной ситуации l = 1 из (1.3.17) с очевидностью

следует, что κ = tf = 0. Если для некоторого θ найдено значение ki(κ),

1 ≤ i ≤ 4, то искомая величина t(i)f = κ/ki(κ) определяется условием

t
(i)
f → min по i.

Приведём краткий анализ решения t∗f для различных значений ко-

эффициента k. Как отмечалось, предельный случай нулевой диссипа-

ции подробно исследован аналитическими методами возмущений и чис-

ленно в широком диапазоне изменения известных величин [3]. Рассмот-

рены случаи асимптотически малых значений l, h, |c|, |l − 1|, |1 ± c|,
асимптотически больших l, h и др. Построены численно семейства кри-

вых, определяющие зависимость t∗f = θ(c, l, h). Установлен ряд каче-

ственных свойств функции Беллмана θ. В частности, обнаружена не-

единственность корня tf и негладкость функции θ(c, l, h).

Если влияние сопротивления незначительно, то можно ограничить-
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ся решением для k = 0 (см. [3]). Для учёта влияния диссипации при

k � 1 можно применять процедуру малого параметра, которая, од-

нако, при расчётах оказывается громоздкой и неэффективной. Более

продуктивно численное решение уравнения (1.3.17).

Определённый интерес представляет другой предельный случай, ко-

гда коэффициент диссипации “велик”, т. е. в процессе управления прак-

тически устанавливается движение по прямой к центру или от цен-

тра круга с постоянной скоростью h∗ ≈ k−1, а слагаемыми, содер-

жащими сомножитель exp(−κ), можно пренебречь (κ � 1; например,

κ = 5 ÷ 10). В результате можно получить квадратное уравнение для

tf , из которого найдём

t
(1,2)
f =

k

γ
+

1
k
∓ k

γ
L, L2 = l2 + 2k−1clh+ k−2h2 =

(
x+ k−1v

)2∣∣l − k−1h
∣∣ ≤ L ≤ l + k−1h, γ = sign(1− l)

(1.3.18)

Из (1.3.18) следует, что t∗f = t
(1)
f при |l − 1| > k−1h.

На основе формулы (1.3.4) и найденного приближённого выраже-

ния (1.3.18) для функции Беллмана дифференцированием по v второго

представления функции L2 получим синтез оптимального по быстро-

действию управления движением динамического объекта в сильно вяз-

кой среде

u∗s(x, v, k) = γ
(
x+ k−1v

)
L−1 (1.3.19)

Управление u∗s из (1.3.19) есть единичный вектор, направленный при-

ближённо (при k−1h � l) к центру или от центра сферы при l ≷ 1

соответственно. В процессе квазиоптимального движения имеют место

установившееся значение скорости v ≈ v∗ = const и x ' x∗ — равномер-

ное и прямолинейное перемещение объекта в точку xf на сфере

v∗ =
γ

k
xf , x∗ = x0 +

v0

k
+ v∗

(
t− 1

k

)
u∗p = γxf , xf =

(
x0 +

v0

k

)(
1− γ

k

(
t∗f −

1
k

))−1

, t∗f = t
(1)
f

(1.3.20)
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Уточнение квазиоптимального решения (1.3.18)–(1.3.20) связано с

учётом величин порядка exp(−ktf ), которые экспоненциально малы,

причём tf ∼ k. Это обстоятельство позволяет использовать квазиопти-

мальные управления u∗s из (1.3.19) и u∗p из (1.3.20) в широкой области

значений фазовых переменных. Основное требование его применимости

заключается в достаточно большой длительности процесса, которая мо-

жет быть оценена априори.

4. Геометрический подход к решению задачи оптимально-

го управления. Воспользуемся симметрией системы и свойством эк-

вивалентности двумерной задаче, отмеченными в начале §1.3. Введём

соответствующие двумерные векторы x, v и представим их в тригоно-

метрической форме, в частности

xf1 = cosϕ, xf2 = sinϕ; x0
1 = l cosα, x0

2 = l sinα

v0
1 = h cosβ, v0

2 = h sinβ; l =
√
x02

1 + x02
2 , h =

√
v02
1 + v02

2

(1.3.21)

Здесь ϕ — неизвестный угол, подлежащий определению из конечного

условия (1.3.12) для x(tf ) совместно с искомым временем быстродей-

ствия tf . Подставим (1.3.21) в (1.3.12); посредством простых преобра-

зований получим два соотношения

V (tf ) =
l sin(ϕ− α)
h sin(β − ϕ)

, 1− γU(tf ) = l
sin(β − α)
sin(β − ϕ)

(1.3.22)

Функции V (t) и U(t) определены в (1.3.11); напомним, что V ≥ 0 и

U ≥ 0 при t ≥ 0.

Рассмотрим отдельно два случая: когда начальная точка x0 лежит

вне окружности (l > 1) и внутри её (l < 1).

Пусть γ = −1, т. е. l > 1; тогда из второго выражения (1.3.22)

следует условие

l
sin(β − α)
sin(β − ϕ)

≥ 1 (1.3.23)

Из первого равенства (1.3.22) можно найти двустороннее неравенство
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вида

− 1
k
≤ l sin(ϕ− α)
h sin(ϕ− β)

≤ 0 (1.3.24)

Без ограничения общности можно положить β = 0, т. е. повернуть си-

стему координат так, чтобы вектор начальной скорости и ось абсцисс

были параллельны. В этом случае из (1.3.23), (1.3.24) получим систему

неравенств

sinα
sinϕ

≥ 1
l
,

sin(ϕ− α)
sinϕ

≤ 0 ,
sin(ϕ− α)

sinϕ
≥ − h

lk
(1.3.25)

Согласно первому из неравенств (1.3.25) одновременно либо 0 ≤ α,

ϕ ≤ π, либо π ≤ α, ϕ ≤ 2π. Тогда из второго неравенства (1.3.25)

следует, что в первом случае должно выполняться неравенство α ≥ ϕ,

а во втором — α ≤ ϕ. Для последовательности координатных четвертей

от I до IV имеют место неравенства для неизвестного угла ϕ

sinϕ ≤ sinα (I), sinα ≤ sinϕ ≤ l sinα (II)

l sinα ≤ sinϕ ≤ sinα (III), sinϕ ≥ sinα (IV)
(1.3.26)

В силу симметрии ограничимся верхней полуплоскостью (x0
2 ≥ 0, т. е. I

и II четвертями). Из (1.3.26) следует интуитивно понятный вывод, что

ордината конечной точки неотрицательна и не превосходит ординаты

начальной точки. Аналогичное утверждение имеет место для нижней

полуплоскости.

Пусть теперь γ = 1, т. е. l < 1 (начальная точка внутри круга). Как

и в предыдущем случае, получим неравенства

sinα
sinϕ

≤ 1
l
,

sin(ϕ− α)
sinϕ

≤ 0 (1.3.27)

Отсюда следует, что для верхней полуплоскости α ≥ ϕ.

Теперь используем выражения (1.3.22) для нахождения неизвестных

ϕ, tf . Простыми преобразованиями приведём (1.3.22) к следующему
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виду, позволяющему исключить tf

tf =
k

γ
− l sin(ϕ− α)
h sin(ϕ− β)

+
kl sin(β − α)
γ sin(ϕ− β)

l sin(ϕ− α)
h sin(ϕ− β)

=
1
k

(exp(−ktf )− 1)
(1.3.28)

Подстановка tf из первого во второе уравнение (1.3.28) приводит к

трансцендентному уравнению относительно ϕ, которое может быть ре-

шено численно. При ktf � 1, пренебрегая экспоненциальным слагае-

мым, получим тригонометрическое уравнение для определения угла ϕ,

корни ϕi которого вычисляются аналитически. При этом следует вы-

бирать величину ϕi, доставляющую времени t(i)f минимальное положи-

тельное значение t∗f согласно первому выражению (1.3.28).

5. Результаты математического моделирования. Все расчёты

были проведены при β = 0, т. е. начальная скорость была сонаправлена

с осью абсцисс. Это позволило не только несколько упростить формулы,

но и, что более существенно, уменьшить число параметров. Во всех

случаях, если иное не оговорено особо, было взято k = 1.

На рис. 16 изображены типичные оптимальные траектории. Набор

кривых, имеющих некоторую общую начальную точку Z, будем на-

зывать семейством Z. Траектории, принадлежащие одному семейству,

имеют различные значения модуля начальной скорости h. Каждая кри-

вая внутри семейства имеет свой номер j, поэтому будем обозначать

её Zj .

Наибольший интерес представляет семейство A. Точке A соответ-

ствуют значения lA = 2 и αA = 145◦. При изменении h от нуля до

hc ≈ 3.936 угол ϕ монотонно убывает и конечная точка траектории

непрерывно перемещается по окружности. Время быстродействия так-

же изменяется непрерывно. В частности, величинам h, равным 2, 3 и

3.93, соответствуют кривые A1, A2 и A3. При h = hc происходит скачок

в изменении значений как ϕ, так и времени быстродействия. Напри-
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мер, траектория A4, построенная при h = 3.94, значительно отличается

от A3, хотя различие в величине начальной скорости составляет всего

0.01. При дальнейшем увеличении h от hc до бесконечности никаких

скачков не наблюдается, угол ϕ убывает монотонно, стремясь к нулю.

Иллюстрацией к этому могут служить траектории A5 и A6, рассчитан-

ные при h = 5 и 6. Ни одно из остальных семейств таким свойством

не обладает. В частности, скачков функции Беллмана не наблюдается

для точки C с параметрами lC = 2 и αC = −120◦. В этом семействе

траектории C1, C2 и C3 начинаются при значениях h, равных 1, 2 и 3

соответственно.

Поясним описанное явление. Возьмём β = 0 и приведём (1.3.28) к

виду

1− γ

k
tf +

γ

k2
(1− exp(−ktf )) =

l sinα
sinϕ

(1.3.29)

h =
lk sin(α− ϕ)

(1− exp(−ktf )) sinϕ
(1.3.30)

Поскольку точка A находится вне круга, то γ = −1. Тогда левая

часть (1.3.29) является монотонной гладкой функцией tf , растущей от

единицы до бесконечности при значениях tf , изменяющихся от нуля

до бесконечности. Так как A находится в верхней полуплоскости, то

l sinα > 0. Тогда из (1.3.29) следует, что при монотонном росте значе-

ний tf значения sinϕ монотонно уменьшаются, причём для каждого ϕ

всегда можно найти единственное значение tf из (1.3.29) при условии

sinϕ ≤ l sinα, что, в свою очередь, следует из (1.3.26). Точка A нахо-

дится во второй координатной четверти, причём lA sinαA > 1. Тогда ϕ

может быть как больше, так и меньше π/2. Величина tf уменьшается

при уменьшении ϕ от α до π/2 и увеличивается при уменьшении ϕ от

π/2 до нуля. Следовательно, минимально возможное время достиже-

ния сферы из заданной начальной точки может быть найдено реше-

нием (1.3.29) относительно tf при условии ϕ = π/2. Соответствующее
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значение hp получится согласно (1.3.30).

Соотношение (1.3.30) после подстановки ϕ из (1.3.29) можно рас-

сматривать как зависимость h = h(tf ), которая не столь проста, как

ϕ = ϕ(tf ). На рис. 17 представлены кривые 1 и 2 для точек A и C

соответственно. При h = 0 оба графика начинаются в одной точке

τ0 ≈ 1.841, поскольку lA = lC . По мере роста h соответствующие зна-

чения tf сначала уменьшаются до τ1 ≈ 0.596 и τ2 ≈ 1.511. При этом

h1 ≈ 3.647 и h2 ≈ 1.283 и графика имеют вертикальные касательные.

Соответствующие траектории оканчиваются на “северном полюсе” для

точки A и на “южном полюсе” для точки C. Первый график при даль-

нейшем росте h от h1 до hc показывает непрерывное увеличение tf

от τ1 до tc ≈ 0.672, после чего, из-за локального минимума функции

h = h(tf ), происходит скачок времени оптимального быстродействия

до величины Tc ≈ 1.924. Второй график локального минимума не име-

ет, что означает отсутствие скачка. При больших h обе зависимости

показывают непрерывный рост tf .

Таким образом, для некоторых l и α существует такое значение h,

при котором происходит скачок ∆T времени быстродействия, а для

некоторых — нет. Линии уровня функции ∆T = ∆T (l, α) изображе-

ны на рис. 18; соответствующие значения показаны числами у кривых.

В области, лежащей ниже линии уровня 0, скачка нет. Далее показаны

уровни 2 и 4. Самый верхний график удовлетворяет условию l sinα = 1.

Здесь скачок бесконечно велик. Поясним это обстоятельство с помощью

семейства B на рис. 16. Точка B соответствует параметрам lB = 2 и

αB = 170◦. Траектории B1, B2 и B3 построены для значений h, рав-

ных 0.01, 1 и 4. Время быстродействия при этом приближённо равно

1.832, 1.014 и 0.285. Заметим, что если l sinα ≤ 1, как у точки B, то

α ≤ ϕ < π/2 для любой точки, лежащей вне круга во второй или

третьей координатных четвертях. Нетрудно показать, что тогда при

h→∞ время tf → 0. Если же l sinα > 1, то при h→∞ время tf →∞,
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как для семейств A и C. Следовательно, при l sinα = 1 происходит раз-

рыв функции Беллмана. Поскольку на рис. 18 показана максимально

возможная величина скачка, то для l sinα = 1 она равна бесконечно-

сти. По мере приближения к ней в плоскости параметров l и α величина

∆T резко возрастает. По изложенным ранее причинам выше этой гра-

ницы ∆T ≡ 0.

Итак, для любого l существует такое значение α, при котором возни-

кает скачок времени быстродействия. На рис. 19 показана зависимость

этого значения от l и коэффициента вязкости среды k. Из графика сле-

дует, что с ростом k значения α постепенно увеличиваются. Другими

словами, при бо́льших величинах k нулевая линия уровня на рис. 18

располагалась бы выше, тем самым приближаясь к кривой l sinα = 1.

Разрыв функции Беллмана T = T (h, l) хорошо виден на рис. 20.

График построен при k = 1 и α = 145◦, что соответствует направлению

на точку A (см. рис. 16).

Для точек с положительными абсциссами, лежащих вне круга, а

также для всех точек внутри круга, функция Беллмана непрерывна.

На рис. 16 точка D имеет параметры lD = 2 и αD = −30◦. Для траек-

торий D1, D2 и D3 значения h равны 0.01, 1 и 2, а время оптимально-

го быстродействия (приближённо) 1.850, 2.790 и 3.798 соответственно.

Основное отличие от точек вне круга с отрицательной абсциссой и пре-

вышающей единицу (по модулю) ординатой состоит в том, что здесь tf
монотонно растёт как функция h.

Точка E внутри круга имеет параметры lE = 0.25 и αE = 45◦. Для

траекторий E1, E2 и E3 значения h равны 0.01, 0.25 и 5, а время оп-

тимального быстродействия (приближённо) 1.527, 1.335 и 0.173 соот-

ветственно. Убывание tf с ростом h делает это семейство похожим на

семейство B.

Точка F имеет параметры lF = 0.25 и αF = −145◦. Для траекторий

F1, F2, F3 и F4 значения h равны 0.01, 0.25, 0.5 и 1, а время оптималь-
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ного быстродействия (приближённо) 1.543, 1.668, 1.551 и 1.184 соответ-

ственно. То, что tf зависит от h хотя и непрерывно, но не монотонно,

придаёт некоторое сходство этому семейству с семейством C. Однако

если в семействе C траектория C1, как имеющая конечную точку ближе

к “южному полюсу”, даёт минимальное значение функции Беллмана, то

в семействе F всё обстоит наоборот. Кроме того, здесь при h→∞ время

tf → 0, тогда как в семействе C при h→∞ время tf →∞.

§1.4. Уклонение от неподвижной сферы с помощью
ограниченной силы

1. Постановка задачи. В §1.2 и §1.3 наряду с поиском управле-

ния, обеспечивающего возможно быстрый возврат системы в окрест-

ность заданной точки, также были построены алгоритмы, позволяю-

щие покинуть “нежелательную” сферу в фазовом пространстве за крат-

чайшее время. Как оказалось, при определённых начальных условиях

оптимальные траектории могут один или два раза пересекать поверх-

ность последней. Возникает вопрос об определении множества началь-

ных данных, для которых возможно уклонение без пересечения сферы.

Исследуем задачу об оптимальном уклонении динамического объекта

малых линейных размеров под действием ограниченной силы от такой

области сферической формы. Задача уклонения сферического объекта

от сферы или точки эквивалентна рассматриваемой.

Рассмотрим некоторую допустимую траекторию движения матери-

альной точки при условиях, описанных ниже. Найдём на траектории

такую точку или множество точек, расстояние от которой до начала

координат минимально. Для краткости назовём эту точку и соответ-

ствующее расстояние критическими. Для каждого набора начальных

условий исследуем всё множество возможных траекторий, образующе-

еся перебором допустимых управлений, и среди них найдём имеющую
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максимальное критическое расстояние. Затем определим такое подмно-

жество начальных условий, для которого это расстояние не меньше

радиуса препятствия. Следовательно, невозможно избежать встречи

с препятствием, если начальные условия не принадлежат найденному

подмножеству. Если уклонение возможно, то не существует траектории,

имеющей большее критическое расстояние, чем та, которая может быть

найдена по соответствующим формулам. С точки зрения предотвраще-

ния попадания на сферу представляется естественным назвать такую

траекторию оптимальной, поскольку она проходит на максимально воз-

можном расстоянии от препятствия.

Как и в §1.2, исследуем движение материальной точки массы m в n-

мерном евклидовом пространстве (n ≥ 1) под действием ограниченной

по модулю управляющей силы F при наличии непроницаемой сферы

(препятствия) с произвольными фиксированными центром ζ и радиу-

сом R > 0

mẍ = F, |F | ≤ F0, x(0) = x0, ẋ(0) = v0

SnR = {x : |x− ζ| = R} , |x0 − ζ| > R
(1.4.1)

Для управляемой системы (1.4.1) рассмотрим задачу уклонения гео-

метрической точки x от препятствия SnR в любой момент времени t > 0,

т. е. |x(t)− ζ| > R, без ограничений на скорость ẋ = v. Естественно, не

при всяких начальных данных x0, v0 задача имеет решение. Кроме то-

го, она оказывается содержательной, если вектор скорости v0 лежит

внутри конуса с вершиной в точке x = x0 и образующими, которые

касаются сферы.

Отметим, что система (1.4.1) определяется совокупностью 3(n + 1)

параметров: скалярами m, F0, R и векторами x0, v0, ζ. Введём безраз-

мерные переменные u = F/F0, (x − ζ)/R → x, t/τ → t, vτ/R → v,
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τ = (mR/F0)1/2. Тогда вместо системы (1.4.1) получим (см. §1.2)

ẋ = v, v̇ = u, x(0) = x0, v(0) = v0; |u| ≤ 1

Sn1 = {x : |x| = 1} , |x0| > 1
(1.4.2)

Из центральной симметрии следует, что общая задача при n ≥ 2

эквивалентна задаче на плоскости (n = 2). Если векторы x0 и v0 некол-

линеарны, то эта плоскость определяется однозначно, иначе — с точно-

стью до произвольного поворота. Случай n = 1 (движение по прямой,

S1
1 — отрезок) достаточно прост и особого интереса не представляет.

Рассмотрим множество достижимости D(t, x0, v0) согласно §3.1 для

(1.4.2). Поскольку на скорость точки никаких ограничений не наложе-

но, то будем изучать это множество только в пространстве координат.

Задача уклонения имеет решение, если в D существует хотя бы од-

на траектория, каждая точка которой находится на единичном (или

большем) расстоянии от начала координат. Известно [160], что в рас-

сматриваемом случае множество достижимости будет компактным и

выпуклым. Тогда можно исследовать только его граничные точки. Для

нахождения этих точек нужно решить задачу оптимального управле-

ния с функционалом

(cx, x(T )) → minu, |u| ≤ 1 (1.4.3)

и системой (1.4.2). Здесь T — произвольный фиксированный момент

времени, а cx — произвольный единичный вектор. Перебрав все воз-

можные cx в соотношении (1.4.3), можно построить искомую границу

множества достижимости в момент T . Для этого момента времени сре-

ди всех точек границы следует найти самую далёкую от начала коор-

динат:

J = |x(T )| → maxcx
, |cx| ≤ 1 (1.4.4)

Решив задачу (1.4.4) для всех T > 0, получим семейство траекторий

x∗(T ), наиболее отклоняющихся от начала координат среди всех воз-
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можных траекторий движения системы. Найдём среди них ту, конечная

точка которой ближе всех к началу координат:

Φ = |x∗(T )| → infT , 0 < T <∞ (1.4.5)

Если эта точка не лежит внутри сферы, то, как будет показано ниже,

исходная задача имеет решение, и оно найдено.

Далее можно решить задачу для любых начальных условий и опре-

делить границу G области M допустимых начальных условий. Здесь

M = {x, v : Φ(x, v) > 1}, G = {x, y : Φ(x, v) = 1} (1.4.6)

Таким образом, для оптимального уклонения необходимо решить

последовательно четыре задачи: 1) определить граничные точки мно-

жества достижимости; 2) найти наиболее удалённую от начала коорди-

нат точку этого множества для каждого момента времени t = T < ∞;

3) отыскать ближайшую к началу координат точку на соответствую-

щей траектории; 4) определить границы области допустимых началь-

ных условий.

Решение первых двух задач находится аналитически сравнительно

просто. Нахождение минимизирующей траектории x∗(T ) сопряжено с

некоторыми вычислительными затратами. Определение границы допу-

стимой области G, т. е. решение четвёртой задачи, оказывается возмож-

ным аналитически.

2. Построение траектории, максимально уклоняющейся от

начала координат. Искомое решение задачи (1.4.2), (1.4.3) строится

с помощью необходимых условий оптимальности принципа максимума

[122]; имеют место соотношения

ẋ = v, v̇ = u∗, x(0) = x0, v(0) = v0, u∗ = q|q|−1

ṗ = 0, q̇ = −p, p(T ) = −cx, q(T ) = 0
(1.4.7)

Здесь p, q — сопряженные x, v переменные.
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Из соотношений (1.4.7) следует, что p — единичный постоянный век-

тор. Определение q(t) и подстановка в выражение для u∗ приводит к

выражениям

u∗ = −cx, v = v0 − cxt, x = x0 + v0t− cxt
2
/

2, |cx| = 1 (1.4.8)

Для решения задачи (1.4.4) с учетом выражений (1.4.8) нужно найти

максимум

J [cx]=
∣∣∣∣x0 + v0T − cx

T 2

2

∣∣∣∣=(xT2
0 −

(
xT0 , cx

)
T 2 +

T 4

4

)1/2

→ max
cx

, |cx| ≤ 1

J [c∗x] =
∣∣xT0 ∣∣+ T 2

2
, |xT0 | =

(
l2 + 2clhT + h2T 2

)1/2
, c∗x = − xT0∣∣xT0 ∣∣

x0 + v0T ≡ xT0 6= 0, l = |x0| , h = |v0| , c = (x0, v0) l−1h−1= cos(α)

(1.4.9)

Таким образом, при |xT0 | 6= 0 решение задач (1.4.2), (1.4.3) и (1.4.2),

(1.4.4) строится однозначно согласно соотношениям (1.4.8), (1.4.9). Оче-

видно, при c 6= −1 неравенство |xT0 | 6= 0 имеет место. Рассмотрим спер-

ва эту общую ситуацию; случай c = −1 исследуется далее особо. Опти-

мальное управление u∗ из (1.4.8), (1.4.9) имеет простую геометрическую

интерпретацию: оно должно быть коллинеарным ненулевому вектору x

при t = T для u = 0, который получается в результате движения точки

по инерции.

3. Поиск ближайшей к началу координат точки на траек-

тории, максимально уклоняющейся от начала координат. Для

решения задачи (1.4.2), (1.4.5) функционал J∗ = J(c∗x) в (1.4.9) рас-

смотрим как функцию аргумента T > 0 и параметров l > 1, h > 0,

−1 < c < 0. Ставится задача определения минимального значения

Φ = infT J∗ и соответствующей величины T ∗. В силу структурных

свойств J∗ искомые величины Φ, T ∗ будут функциями указанных трёх

параметров l, h, c. Количество параметров можно уменьшить, если про-

извести нормировку функционала J∗ на величину l, а аргументов h и
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T на
√
l, т. е. вместо задачи (1.4.5) рассмотреть задачу минимизации

J∗/l = J∗l (θ, γ, c) ≡ L+ θ2/2 → infθ

L ≡
(
1 + 2cγθ + γ2θ2

)1/2
= |xT0 |l−1

−1 < c < 0, γ = h/
√
l > 0, θ = T/

√
l, 0 < θ <∞

(1.4.10)

Первая производная функции J∗l (θ, γ, c) по θ

dJ∗l /dθ = γ(c+ γθ)/L(θ, γ, c) + θ (1.4.11)

для любых фиксированных значений γ > 0 и −1 < c < 0 отрицательна

при θ = 0 и положительна при θ →∞. Найдём вторую производную

d2J∗l /dθ
2 = γ2(1− c2)/L3 + 1 (1.4.12)

Функция (1.4.12) положительна при любых θ > 0, γ > 0 и |c| < 1. Сле-

довательно, J∗l (θ, γ, c) всегда имеет единственный минимум по θ при

представляющих здесь интерес значениях параметров. Его можно най-

ти, приравняв выражение (1.4.11) нулю. Имеем

γ(c+ γθ) + θL(θ, γ, c) = 0, −1 < c < 0, γ > 0 (1.4.13)

Соотношение (1.4.13) можно свести к уравнению четвёртой степени от-

носительно θ, если перенести θL направо и возвести обе части уравне-

ния в квадрат. Получим

γ2θ4 + 2cγθ3 + (1− γ4)θ2 − 2cγ3θ − c2γ2 = 0 (1.4.14)

Можно сначала найти все корни θ по известным формулам, а затем

единственный подходящий θ∗ > 0 определить непосредственной под-

становкой в уравнение (1.4.13). Соответствующие управления и траек-

тории согласно соотношениям (1.4.8), (1.4.9) имеют вид

u∗ = (x0 + v0T
∗) |x0 + v0T

∗|−1
, T ∗ = θ∗|x0|1/2

x∗(t) = x0 + v0t+ u∗t2/2, v∗(t) = v0 + u∗t, t > 0
(1.4.15)

71



Теперь необходимо убедиться в том, что найденная траектория x∗(t)

не имеет более близких к началу координат точек, чем x∗∗ = x∗(T ∗).

Введём новую независимую переменную δ = t− T ∗. Тогда

x∗2(δ) =
(
x∗∗ + v∗∗δ + u∗δ2/2

)2
= x∗2∗ + 2 (x∗∗, v

∗
∗) δ +

+(x∗∗, u
∗) δ2 + v∗2∗ δ

2 + (v∗∗ , u
∗) δ3 + u∗2δ4/4, v∗∗ = v∗(T ∗) (1.4.16)

Производная dx∗2(δ)/dδ при δ = 0 обращается в нуль при тех же значе-

ниях параметров, что и выражение (1.4.11). Тогда скалярное произведе-

ние (x∗∗, v
∗
∗) равно нулю. Из соотношений (1.4.3), (1.4.4) и (1.4.9) можно

получить, что u∗ = x∗∗/|x∗∗|. Тогда скалярное произведение (v∗∗ , u
∗) тоже

равно нулю. Имеем

x∗2(δ) = x∗2∗ + (x∗∗, u
∗) δ2 + v∗2∗ δ

2 + u∗2δ4/4

d2x∗2/dδ2 = 2 (x∗∗, u
∗) + 2v∗2∗ + 3u∗2δ2

(1.4.17)

Вторая производная, определяемая вторым равенством (1.4.17), всегда

положительна. Следовательно, при t < T ∗ объект приближается к на-

чалу координат с убывающей скоростью, а затем удаляется с возрас-

тающей радиальной составляющей скорости. Поскольку x∗2(δ) — сим-

метричная относительно нуля функция δ, то изменение расстояния при

приближении к началу координат происходит по тому же закону, что и

при удалении.

Исследуем оптимальное значение θ, определяемое согласно уравне-

нию (1.4.13), как функцию γ и c. Найдём неявную производную этой

функции по γ при постоянном c и приравняем нулю. Получим

c+ 2γθ + θ(cθ + γθ2)/L = 0 (1.4.18)

Уравнения (1.4.13), (1.4.18) определяют кривую γ(c) (или c(γ)), для ко-

торой функция θ∗(γ, c) достигает экстремума по γ > 0 при заданном

значении c < 0. Преобразуем эти соотношения для построения указан-

ной кривой, исключив неизвестную θ. Выразим L из уравнения (1.4.13)
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и подставим в равенство (1.4.18). Тогда получим вспомогательное ра-

венство вида
γ(c+ γθ)

θ
= θ

cθ + γθ2

c+ 2γθ
(1.4.19)

Перепишем соотношение (1.4.19) в виде равенства нулю полинома по

степеням θ, умножим это равенство на γ и сложим с равенством (1.4.14).

Находим

θ
(
cγθ2 + (1 + γ4)θ + cγ

)
= 0 (1.4.20)

Поскольку θ 6= 0, имеем квадратное уравнение относительно θ.

С другой стороны, обе части равенства (1.4.19) можно разделить

на c + γθ, поскольку уравнение (1.4.13) на множестве c = −γθ имеет

решение лишь при L = 0, что, согласно соотношениям (1.4.9), (1.4.10),

возможно только при c = −1. С учётом этого обстоятельства приведём

равенство (1.4.19) к виду

θ3 = 2γ2θ + cγ (1.4.21)

Подстановка θ3 из (1.4.21) в уравнение (1.4.14) даёт соотношение, поз-

воляющее исключить члены нулевой и первой степени по θ. Действи-

тельно, имеем

γ2θ4 + (1− γ4)θ2 + 2cγ3θ + c2γ2 = 0 (1.4.22)

Теперь сложим (1.4.22) и (1.4.14); получим аналогичное (1.4.20) вспо-

могательное равенство вида

γ2θ2 + cγθ + 1− γ4 = 0 (1.4.23)

Выразим величину θ2 из (1.4.23) и подставим в выражение (1.4.20),

разделённое на θ. Получим линейное уравнение относительно θ, из ко-

торого найдём

θ =
c

γ

1− 2γ4

1 + γ4 − c2
, γ = γ(c) (c = c(γ)) (1.4.24)
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Поскольку, как следует из (1.4.13), функция θ = θ(γ, c) при постоянном

c обращается в нуль при γ = 0 и θ → 0 при γ → +∞, то её единственный

экстремум по γ (1.4.24) есть максимум.

Выведем соотношение между c и γ, которое выполняется для этого

максимума. После подстановки (1.4.24) в (1.4.23) следует искомая связь

между γ и c

c2γ4(4γ4 + c2 − 5)− (γ4 − 1)(γ4 + 1)2

(γ4 + 1− c2)2
= 0 (1.4.25)

Числитель дроби (1.4.25) — полином второй степени относительно c2.

Его корни имеют вид

c21,2 =
(
2γ2
)−1

(
γ2(5− 4γ4)± |2γ4 − 1|

(
5γ4 − 4

)1/2) (1.4.26)

и определяют искомую зависимость c(γ). Поскольку оба корня суще-

ствуют, если γ4 ≥ 4/5, то 2γ4 − 1 > 0. Итак,

c1,2 = −2−1/2γ−1
(
γ2(5− 4γ4)± (2γ4 − 1)

(
5γ4 − 4

)1/2)1/2

(1.4.27)

Из (1.4.25) следует, что при c → 0 и при c → −1 значение γ → 1.

Обе зависимости (1.4.27) представлены на врезке рис. 21. Для абсциссы

крайней левой точки кривой, т. е. при γ = (4/5)1/4 ≈ 0.946, график для

c1 переходит в график для c2. Интересно отметить, что при варьирова-

нии c от −0 до −1+0 величина γ изменяется незначительно (примерно

на 6%).

4. Случай c = −1 и особый случай. Найдём минимум в (1.4.10)

при c = −1. Имеем

J∗l (θ, γ,−1) ≡ |1− γθ|+ θ2/2 → infθ (1.4.28)

Тогда искомое значение θ будет равно

θ∗ = γ, 0 < γ < 1 (1.4.29)
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Данный случай отвечает движению по прямой с управлением, равным

по модулю единице и направленным против скорости. Представляется

естественным назвать такое управление “торможением”. Указанный ре-

жим является предельным при c → −1 и 0 < γ < γ∗, где γ∗ — корень

уравнения (1.4.25). Следовательно, эту ситуацию и при c 6= −1 можно

условно назвать “режимом торможения”.

При остальных значениях γ получим

θ∗ = 1/γ, γ ≥ 1 (1.4.30)

Этот случай, как следует из (1.4.9) и (1.4.10), соответствует особой си-

туации L = 0 (т. е. |xT0 | = 0). Она имеет место лишь когда c = −1 и

l = hT . При этом множество достижимости в момент T — сфера с цен-

тром в начале координат и радиусом T 2/2. Следовательно, экстремум в

(1.4.4) достигается на любом векторе cx. Тем не менее решение (1.4.30)

задачи (1.4.5) имеет физический смысл — это время достижения точки,

ближайшей к началу координат. Поскольку указанная точка должна

лежать на границе множества достижимости, то искомое управление

u− не зависит от времени.

Для определения u− выберем любую из плоскостей в пространстве,

где движется точка, так, чтобы она содержала вектор начальной ско-

рости. Без ограничения общности можно считать, что в начальный мо-

мент времени скорость направлена по оси абсцисс в начало координат.

Запишем формулу для радиус-вектора точки

x(t) = x0 + v0t+ u−t2/2, u− = const, |u−| = 1 (1.4.31)

Здесь u−1 , u−2 — компоненты вектора u−. Точка x0 имеет абсциссу l,

а точка v0 — абсциссу −h. Ординаты у обеих точек равны нулю. В

соответствии с (1.4.31) квадрат радиус-вектора будет иметь вид

x2(t) = (l − ht)2 + t2u−1 l − t3u−1 h+ t4/4 (1.4.32)
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Ближайшую к началу координат точку на траектории можно опре-

делить, приравняв к нулю производную dx2(t)/dt. Получим

−2h(l − hT ) + Tu−1 (2l − 3Th) + T 3 = 0 (1.4.33)

Здесь T = T (u−1 ) — время достижения точки, ближайшей к началу ко-

ординат. Искомое управление u−1 должно обеспечивать максимум рас-

стояния от этой точки до начала координат. Следовательно, необходимо

приравнять к нулю производную dx2(T (u−1 ))/du−1 . Снова воспользуемся

(1.4.32) и получим

d x2
(
T
(
u−1
))

d u−1
=
∂x2

∂T

∂T

∂u−1
+
∂x2

∂u−1
≡ ∂x2

∂u−1
= T 2l − T 3h = 0 (1.4.34)

Здесь было использовано то, что производная ∂x2/∂T равна нулю в

силу (1.4.33). Из последнего равенства (1.4.34) получим, что T = l/h,

как и следовало ожидать. Подстановка T в (1.4.33) даёт

u−1 = l/h2, u−2 =
(
1− l2/h4

)1/2 (1.4.35)

Поскольку рассматривается случай γ ≡ h/l1/2 > 1, то формулы

(1.4.35) всегда имеют смысл и определяют оптимальное управление в

особом случае (1.4.30).

В процессе движения направление вектора скорости будет всё боль-

ше отклоняться от начального. Следовательно, при γ > γ∗ можно гово-

рить об “уклонении”. Если же γ = γ∗, то “уклонение” плавно переходит

в “торможение” и наоборот. В частности, при γ∗ = 1 формулы (1.4.35)

дают управление, направленное против скорости, так что и при c = −1

резкое изменение режима отсутствует.

Теперь, когда исследованы все случаи, представляющие практиче-

ский интерес, можно построить зависимость θ = θ(γ) при различных

c. Она представлена на рис. 21. Все максимумы почти соответствуют

единице по оси абсцисс, но лежат левее ее, как показано на врезке.
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Исключение составляет зависимость для c = −1, максимум которой

достигается точно в единице, где кривая имеет излом. Части графиков,

лежащие левее максимума, соответствуют режиму “торможения”, в то

время как лежащие правее отвечают режиму “уклонения”.

Для каждого значения θ существуют два значения γ, причём мень-

шее отвечает первому режиму, а большее — второму. С точки зрения

механики такая картина вполне объяснима. Пусть в начале движения

вектор скорости направлен почти в начало координат. Тогда время до-

стижения точки, ближайшей к этому началу, будет одинаково как при

небольшой стартовой скорости, позволяющей быстро затормозить, так

и при значительной, когда точка быстро приблизится к началу коорди-

нат, осуществляя уклонение. При промежуточных значениях скорости

потребуется большее время либо на торможение, либо на сокращение

расстояния до начала координат при уклонении. Заметим, что чем бли-

же значение c к предельному c = −1, тем сильнее указанная разница

во времени.

5. Нахождение множества начальных точек фазового про-

странства, позволяющих осуществить уклонение. Построим ис-

комую границу множества векторов x0, v0, при которых можно укло-

ниться от сферического препятствия в начале координат. Как установ-

лено выше, решение задачи может быть выражено посредством трёх пе-

ременных l, γ, c, что свидетельствует об эквивалентности случая n ≥ 2

случаю n = 2 в ситуации общего положения.

Допустимое множество M и его граница G, в соответствии с (1.4.6)

и (1.4.10) представимы выражениями

J∗l (θ∗, γ, c) > l−1, (x, v ∈M)

J∗l (θ∗, γ, c) = l−1, (x, v ∈ G)

x0 = x 6∈ Sn1 , v0 = v, γ > 0, −1 ≤ c < 0, l > 1

(1.4.36)

Следовательно, предельное расстояние, которое позволяет осуществить
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уклонение, можно неявно задать формулами

l(γ, c) =
(
L+ θ2/2

)−1
, γ(c+ γθ) + θL = 0 (1.4.37)

Поскольку нормированное время наибольшего сближения θ∗ опре-

деляется единственным образом как функция параметров γ, c согласно

полученным выше соотношениям, то функция l(γ, c) строится однознач-

но. В результате формулы (1.4.37) определяют границу G (1.4.36) мно-

жества фазовых точек (x, v), для которых управление (1.4.15), (1.4.35)

приводит к уклонению. Граница G может быть построена в трёхмерном

пространстве автомодельных переменных l, γ, c.

Найдём явное соотношение, связывающее l, γ и c. Для этого выразим

L из второго уравнения в (1.4.37) и подставим в первое. Получим

θ3/2− (ξ + γ2)θ − γc = 0, ξ = l−1 (1.4.38)

Введение параметра ξ удобно тем, что 0 < ξ < 1 при 1 < l < ∞.

Далее возведём обе части первого соотношения из (1.4.37) в квадрат и

подставим в получившуюся формулу θ3 из (1.4.38). После громоздких

преобразований получим квадратичное по θ соотношение

(ξ + γ2)θ2 + 3cγθ + 2(1− ξ2) = 0 (1.4.39)

Другое квадратичное соотношение для θ получается, если выразить

θ2 из (1.4.39) и подставить в (1.4.38), умноженное на θ. В результате

имеем выражение

(
(3/2)cγθ2 +

(
1− ξ2

)
θ
)
/
(
ξ + γ2

)
+
(
ξ + γ2

)
θ + γc = 0 (1.4.40)

Вспомогательные соотношения (1.4.39), (1.4.40) позволяют исклю-

чить θ2 и получить однозначное выражение для θ как функции зада-

ваемых параметров ξ, γ, c. Действительно, подставим значение θ2 из
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(1.4.39) в (1.4.40) и выразим θ из получившегося линейного по θ урав-

нения. Получим удобное представление для θ

θ =
−2γc

((
ξ + γ2

)2 − 3
(
1− ξ2

))
2 (ξ + γ2)

(
(ξ + γ2)2 + 1− ξ2

)
− 9γ2c2

(1.4.41)

Искомое соотношение, определяющее границу G (1.4.36), получится

после подстановки выражения (1.4.41) в (1.4.39). В результате имеем

уравнение границы в пространстве автомодельных переменных ξ, γ, c

в виде

27γ4c4 − 4γ2c2(ξ + γ2)
(
9(1− ξ2) + (ξ + γ2)2

)
+

+4(1− ξ2)
(
(ξ + γ2)2 + 1− ξ2

)2
= 0

0 < ξ ≤ 1, γ ≥ 0, −1 ≤ c ≤ 0

(1.4.42)

Соотношение (1.4.42) является уравнением шестой степени относи-

тельно неизвестной ξ = ξ(γ2, c2), или уравнением четвёртой степени

относительно γ2 = γ2(ξ, c2) или биквадратным уравнением относитель-

но c: c2 = c2(ξ, γ2). Оно представляется удобным для аналитического и

численного исследования, поскольку автомодельные переменные ξ и c

изменяются в ограниченных пределах.

Однако эти переменные не являются наглядными с точки зрения

геометрических представлений для описания динамики и траекторий

управляемого движения. Предпочтительнее привести уравнение грани-

цы G (1.4.36) к механическим переменным l = |x|, h = |v|, c = cos(x, v).

Итак, представим равенство (1.4.42) в исходных переменных l, h и c.

После элементарных преобразований получим уравнение границы G

(1.4.36) в виде

27h4l4c4 − 4h2l2(h2 + 1)
(
(h2 + 1)2 + 9(l2 − 1)

)
c2+

+4(l2 − 1)
(
(h2 + 1)2 + l2 − 1

)2
= 0

1 ≤ l <∞, h ≥ 0, −1 ≤ c ≤ 0

(1.4.43)
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Соотношение (1.4.43) можно рассматривать как биквадратное урав-

нение относительно c, либо как кубическое относительно l2, либо как

уравнение четвёртой степени относительно h2. Нужные корни проще

всего определять подстановкой в (1.4.37).

Естественно, наиболее привлекательным представляется разрешить

уравнение (1.4.43) относительно неизвестной c; в результате имеем вы-

ражения

c1,2 = −21/2
(
3lh31/2

)−1 (
(h2 + 1)

(
(h2 + 1)2 + 9(l2 − 1)

)
±

±
(
(h2 + 1)2 − 3(l2 − 1)

)3/2)1/2

h ≥ h∗, h∗ =
(
3(l2 − 1)

)1/2 − 1

(1.4.44)

Теперь необходимо выделить искомую функцию c = c(h, l) из со-

отношения (1.4.44). Заметим, что обе ветви (1.4.44) при постоянном l

начинаются в одной и той же точке при h = h∗ и никаких других об-

щих точек не имеют, причём c1 всегда лежит ниже c2. Кроме того,

lim c1 = −∞, а lim c2 = −(l2−1)1/2/l при h→ +∞. Из общих соображе-

ний ясно, что график функции c = c(h) при фиксированном значении l

должен начинаться в точке с ординатой−1. Соответствующая абсцисса,

как следует из (1.4.29), (1.4.30), определяется по-разному для разных

γ (и, следовательно, для разных l). Для c = −1 из второго уравнения

(1.4.37) при 0 < γ < 1 имеем h′ = (2(l − 1))1/2, а при γ > 1 получаем

h′′ = l/21/2, причём в обоих случаях соответствующие точки принадле-

жат ветви c2. Поскольку γ = h/l1/2, то в первом случае 1 < l < 2, а во

втором l > 2. Заметим, что h∗ < h′ < h′′ при всех l > 1, кроме l = 2,

когда все три значения совпадают.

Таким образом, если 1 < l < 2, то ветвь c1 имеет единственную точку

с ординатой c = −1, а именно при h = h′′. Эта точка не удовлетворяет

описанным выше условиям. При всех остальных h ≥ h∗ имеем c1 < −1.

В случае l > 2 при h > h′′ также получаем c1 < −1. Окончательные
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выражения, определяющие явно границу G (1.4.36) в виде c = c(l, h),

имеют вид

c = −21/2
(
3lh31/2

)−1 (
(h2 + 1)

(
(h2 + 1)2 + 9(l2 − 1)

)
−

−
(
(h2 + 1)2 − 3(l2 − 1)

)3/2)1/2

h ≥ (2(l − 1))1/2, 1 < l < 2

h ≥ l/21/2, l ≥ 2

(1.4.45)

Семейство зависимостей c = c(h) при различных постоянных l по-

казано на рис. 22. Для каждого l область M , определённая согласно

(1.4.36), лежит левее и выше соответствующей кривой. Отметим, что

при l > 2 все графики касаются оси абсцисс, а при l < 2 — нет. С точки

зрения механики это означает, что если в начале движения вектор ско-

рости направлен почти точно в начало координат, то при значительном

начальном расстоянии даже небольшая разница в значениях угла ока-

зывается решающей при определении возможности уклонения от пре-

пятствия. При малом стартовом расстоянии от сферы величина угла

практически не играет никакой роли. Если h → ∞, то каждая из кри-

вых выходит на свою горизонтальную асимптоту, равную −(l2−1)1/2/l.

Это соответствует косинусу угла, образуемого касательной к единичной

сфере с центром в начале координат с осью абсцисс, причём касатель-

ная проведена из начальной точки траектории. Очевидно, что в случае

меньших углов уклонение возможно при любой начальной скорости и

поставленная в данной работе задача содержательна только тогда, ко-

гда в начальный момент времени вектор скорости направлен внутрь

соответствующего конуса. Как видно из рис. 22, переход от l < 2 к

l > 2 осуществляется непрерывно, без скачков. Точка пересечения кри-

вой для l = 2 с осью абсцисс отвечает h = 21/2.

Рассмотрим также семейство зависимостей l = l(h) при различных

постоянных c. Оно изображено на рис. 23. Для всех значений c об-
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ласть M из (1.4.36) лежит левее и выше соответствующей кривой. При

h � 1 для зависимости l(h, c) имеет место приближенное представле-

ние l ≈ 1+h2(1− c2/2). Каждый из графиков, кроме соответствующего

c = −1, выходит на свою асимптоту l = (1−c2)−1/2 по причинам, указан-

ным выше. Кривая для c = −1 при 0 < h < 21/2 описывается формулой

l = 1 + h2/2, а при h > 21/2 является прямой линией l = 21/2h.

В заключение приведём примеры траекторий для различных на-

чальных условий. На рис. 24 показана плоскость, задаваемая перемен-

ными x1 и x2, которой в начальный момент времени принадлежат век-

тор скорости и радиус-вектор материальной точки. Штриховкой вы-

делена половина единичной сферы, встречи с которой требуется избе-

жать. Все траектории начинаются на оси абсцисс x1. Кривая 1 соот-

ветствует α = 179.99◦, x01 = 3, |v0| = 2 (точка A на рис. 24). Опти-

мальное управление движением с этими значениями параметров поз-

воляет точке в “режиме уклонения” пролететь сравнительно далеко от

препятствия. Заметим, что если бы было применено управление, на-

правленное против скорости (“режим торможения”), то точку удалось

бы остановить лишь на самой поверхности сферы, а сколь угодно малое

увеличение начальной скорости привело бы к “столкновению”. Траек-

тория 2 начинается при α = 179.99◦, x01 = 2, |v0| = 21/2 (точка B на

рис. 24). В этом случае управление происходит в “режиме торможения”,

что хорошо видно по форме кривой, которая почти касается сферы (это

было бы видно на рис. 24, если бы линии на нём были очень тонкими).

При скорости, направленной точно в начало координат, и тех же x01 и

|v0| точка двигалась бы точно по оси абсцисс до полной остановки на по-

верхности сферы, после чего началось бы обратное движение. Для тра-

ектории 3 были выбраны параметры α = −175◦, x01 = 1.5, |v0| ≈ 1.0114,

которые приводят к касанию сферы. Она тоже может служить приме-

ром применения “режима уклонения”. Траектория 4 начинается в точке

x01 = 2, причём скорость велика |v0| = 10, а α = −150◦. Как видно из
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графика, управление лишь немного отклонило эту кривую от прямой

линии, касающейся препятствия. Очевидно, что для таких значений

x01 и α уклонение осуществимо при сколь угодно большой начальной

скорости.

6. Сопоставление результатов с решением задачи о мини-

мизации промаха. Решённая задача тесно связана с другими задача-

ми оптимального управления. Можно, например, рассмотреть задачу

отыскания зависимости минимального расстояния, на которое матери-

альная точка приблизится к началу координат, от начальных данных.

Несмотря на то, что с точки зрения теории оптимального управления

новая задача построения программного управления заметно отлича-

ется от рассмотренной проблемы построения синтеза, математически

её решение получается простой заменой безразмерных переменных в

(1.4.45) таким образом, чтобы длина начального радиус-вектора точки

(а не величина радиуса сферы) была равна единице, а именно l→ 1/r,

h→ h/
√
r, где r — минимальное расстояние.

Интересно сравнить это “максимизирующее промах” решение с ре-

шением задачи о минимизации промаха [82]. На рис. 25 кривые, по-

лученные по формулам из [82], показаны сплошными линиями, а по

(1.4.45) — пунктиром. Очевидно, что сопоставление можно произвести

лишь для тех значений c и h, при которых происходит пролёт матери-

альной точки мимо начала координат, т. е. когда траектория, приводя-

щая точку точно в начало координат, сначала проходит мимо, а потом

“возвращается”. В связи с этим все зависимости начинаются при раз-

ных значениях h. Параметром в обоих семействах служит минимальное

расстояние r. Область выше сплошной кривой отвечает случаю, когда

минимально возможный промах больше, чем соответствующее значе-

ние r, а область ниже пунктирной кривой — случаю, когда максимально

возможное отклонение меньше r. Нетрудно заметить (особенно при до-

статочно больших значениях h, например, близких к 10), что каждая
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пара кривых из разных семейств, соответствующая одному значению

параметра r, образует “воронку”, обращенную широким концом в сто-

рону малых h. Ширина “воронки” характеризует возможности нашего

управления. Они естественным образом сужаются при больших началь-

ных скоростях, когда не хватает времени для манёвра, а также при r,

приближающихся к единице, когда пространственные возможности для

манёвра ограничены (напомним, что начальное расстояние всюду равно

единице). Таким образом, обе задачи дополняют друг друга, позволяя

лучше понять особенности управляемого движения в рассматриваемой

системе.

§1.5. Инерционность при реализации управления

1. Постановка задачи. Выше были рассмотрены случаи, когда

движение происходит в некоторой плоскости трёхмерного простран-

ства. Однако, как указано в начале §1.1, для практики представляют

интерес и те задачи, которые можно свести к одномерным. Как известно

[122], решение такого рода задач часто приводит к тому, что управляю-

щая сила должна принимать крайние значения и мгновенно переклю-

чаться с одного них на другое. Это не всегда осуществимо на практике,

поскольку применяемым в технике управляющим устройствам часто

присуща значительная степень инерционности [140].

Примем более реалистическое ограничение на скорость изменения

управляющего воздействия (силы или момента силы) F , ограниченного

по абсолютной величине постоянной F0, а именно

|Ḟ | ≤ v0 (1.5.1)

где v0 > 0 — заданная постоянная. Будем также полагать, что ограниче-

ние на абсолютную величину силы не достигается и всегда |F (t)| < F0.
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Рассмотрим систему с одной степенью свободы, описываемую урав-

нениями

ẋ1 = x2, mẋ2 = F (1.5.2)

где x1 — обобщённая координата, x2 — обобщённая скорость, m — по-

стоянная инерционная характеристика (масса или момент инерции).

При помощи замены переменных

x1 = (v0/m)x, x2 = (v0/m)y, F = v0z

приведём уравнения (1.5.2) и ограничение (1.5.1) к виду

ẋ = y, ẏ = z, ż = u, |u| ≤ 1 (1.5.3)

Отметим, что к форме (1.5.3) может быть также приведена зада-

ча управления течением электрического заряда в цепи в случае, когда

ёмкость очень велика, сопротивление — пренебрежимо мало, а управ-

ляют скоростью изменения внешней электродвижущей силы (см., на-

пример, [134]).

Теперь переменные x, y, z являются фазовыми координатами, а u

играет роль ограниченного управления.

Зададим начальные условия для системы (1.5.3) в виде

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0 (1.5.4)

где начальный момент времени без ограничения общности принят рав-

ным нулю.

Поставим задачу о построении управления u(t), удовлетворяющего

ограничению |u(t)| ≤ 1 при t ≥ 0 и переводящего систему (1.5.3) из

произвольного начального состояния (1.5.4) на заданное конечное мно-

гообразие

x(T ) = 0, y(T ) = 0 (1.5.5)

при произвольном z(T ) за кратчайшее время T .
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Рассмотрим задачу построения синтеза управления, оптимального

по быстродействию для системы (1.5.3). Это управление u(x, y, z), вы-

раженное как функция текущих (или начальных) фазовых координат

x, y, z, обеспечивает приведение системы (1.5.3) на заданное конечное

многообразие (1.5.5) за кратчайшее время.

2. Принцип максимума. Применим принцип максимума [122] к

поставленной задаче оптимального быстродействия (1.5.3) – (1.5.5). Со-

ставим функцию Гамильтона

H = pxy + pyz + pzu (1.5.6)

и запишем сопряжённые уравнения

ṗx = 0, ṗy = −px, ṗz = −py (1.5.7)

Здесь px, py, pz — сопряжённые переменные. Проинтегрируем систему

(1.5.7) при условии трансверсальности pz(T ) = 0, отвечающем условию

нефиксированности z(T ). Получим

px = cx, py = cy + cxτ, pz = cyτ + cxτ
2/2 (1.5.8)

Здесь τ = T − t — время, отсчитанное от конца процесса (“обратное”

время), cx и cy — произвольные постоянные. Условие максимальности

гамильтониана (1.5.6) по u при ограничении |u| ≤ 1 из (1.5.3) дает

u(t) = sign pz(t). Из формулы (1.5.8) для pz следует, что функция pz(t)

меняет знак при t ≤ T , τ ≥ 0 не более одного раза. Следовательно,

оптимальное управление u(t) = ±1 имеет при t ≤ T не более одного

переключения.

Обозначим через θ1, θ2 длительности двух возможных участков по-

стоянства управления u(t), а через σ = ±1 значение u(t) на первом

из этих участков. Тогда оптимальное управление можно представить в

виде
u(t) = σ при t ∈ (0, θ1)

u(t) = −σ при t ∈ (θ1, T ), θ1 + θ2 = T
(1.5.9)
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Подставим управление (1.5.9) в систему (1.5.3) и проинтегрируем её при

начальных условиях (1.5.4).

При t ∈ (0, θ1) получим

x(t) = x0 + y0t+ z0t
2/2 + σt3/6

y(t) = y0 + z0t+ σt2/2

z(t) = z0 + σt

(1.5.10)

а при t ∈ (θ1, T ) получим

x(t) = x0 + y0θ1 + z0θ
2
1/2 + σθ31/6 + (y0 + z0θ1 + σθ21/2)(t− θ1)+

+ (z0 + σθ1)(t− θ1)2/2− σ(t− θ1)3/6

y(t) = y0 + z0θ1 + σθ21/2 + (z0 + σθ1)(t− θ1)− σ(t− θ1)2/2

z(t) = z0 + σθ1 − σ(t− θ1)
(1.5.11)

Подставляя решение (1.5.10), (1.5.11) в условия (1.5.5), будем иметь

два соотношения, разрешая которые относительно x0, y0, получим

x0 = z0T
2/2 + σ(θ31 + 3θ21θ2 − θ32)/3

y0 = −z0T − σ(θ21 + 2θ1θ2 − θ22)/2
(1.5.12)

Введём обозначения

ξ = z−3
0 x0, η = z−1

0 |z0|−1y0, ζ = sign z0

s = |z0|−1T, λ = θ2T
−1 (z0 6= 0)

X(λ) = (1− 3λ2 + λ3)/3, Y (λ) = λ2 − 1/2

(1.5.13)

Тогда соотношения (1.5.12) примут вид

ζ(ξs−3 − s−1/2) = σX(λ), ζ(ηs−2 + s−1) = σY (λ) (1.5.14)

При z0 = 0 соотношения (1.5.12) дают

x0T
−3 = σX(λ), y0T

−2 = σY (λ) (1.5.15)
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3. Предварительные замечания. Для построения синтеза опти-

мального управления достаточно найти в фазовом пространстве xyz по-

верхности переключения, на которых управление u = ±1 меняет знак.

На этих поверхностях обращается в нуль длительность одного из участ-

ков постоянства управления, т. е. θ1 = 0 либо θ2 = 0. В соответствии

с (1.5.13) имеем здесь λ = 0 или λ = 1. Этим значениям λ отвечают,

согласно (1.5.14), значения X и Y , равные ±1/3 и ∓1/2, соответственно.

Из (1.5.14) получим условия

ζ(ξs−3 − s−1/2) = ±σ/3, ζ(ηs−2 + s−1) = ∓σ/2 (1.5.16)

выполняемые в плоскости ξη на кривых переключения при z0 6= 0. Од-

нако соотношений (1.5.16) недостаточно для определения кривых пере-

ключения; для этого потребуется непосредственный анализ соотноше-

ний (1.5.14), что будет проведено ниже.

Отметим, что при построении синтеза начальные данные x0, y0, z0
можно рассматривать так же, как текущие значения фазовых коорди-

нат x, y, z. Соотношения (1.5.13) будем рассматривать как формулы

замены переменных

ξ = z−3x, η = z−1|z|−1y, ζ = sign z (1.5.17)

в фазовом пространстве. Эта замена, вводящая автомодельные пере-

менные ξ, η, позволяет при z 6= 0 понизить на одну единицу размер-

ность фазового пространства и вести построение синтеза оптимального

управления в плоскости ξη.

Рассмотрим сначала отдельно случай z = 0. Аналогично (1.5.16)

получим из (1.5.15) условия

xT−3 = ±σ/3, yT−2 = ∓σ/2 (1.5.18)

которые выполняются на пересечении поверхностей переключения с

плоскостью z = 0. Условия (1.5.18) определяют при z = 0 две полови-
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ны полукубических парабол, которые образуют кривую переключений

в плоскости z = 0, описываемую уравнением [161]

γ(x, y) ≡ 3x+ 2y|y|1/2 = 0 (1.5.19)

Анализ знаков σ на ветвях кривой переключений (1.5.19) позволяет

определить знаки управления с разных её сторон. В результате полу-

чаем синтез оптимального управления при z = 0 в виде

u(x, y, 0) = − sign γ(x, y) при γ 6= 0

u(x, y, 0) = signx = − sign y при γ = 0
(1.5.20)

При z 6= 0 замена переменных (1.5.17) преобразует первые два урав-

нения (1.5.3) к виду

ξ̇ = |z|−1(η − 3uζξ), η̇ = |z|−1(1− 2uζη) (1.5.21)

Разделив первое уравнение (1.5.21) на второе, получим линейное отно-

сительно ξ уравнение

dξ

dη
=
η − 3αξ
1− 2αη

, α = uζ = ±1 (1.5.22)

Вдоль оптимальных траекторий, не пересекающих плоскость z = 0, па-

раметр α сохраняет постоянное значение. Найдём общее решение урав-

нения (1.5.22), интегрируя его при постоянном α

ξ = Φ(η, α,A) ≡ αη − 1/3 +A|1− 2αη|3/2 (1.5.23)

где A — произвольная постоянная. Отметим, что второе уравнение в

системе (1.5.21) позволяет определить направление движения вдоль оп-

тимальных траекторий. Если α = 1, то движение происходит в сторону

роста η при η < 1/2 и в сторону убывания η при η > 1/2. Если же

α = −1, то движение происходит в сторону убывания η при η < −1/2 и

в сторону роста η при η > −1/2.
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4. Синтез оптимального управления. Перейдём к непосредст-

венному построению синтеза оптимального управления. Для этого, как

указано выше, достаточно установить знак управления u = σ в на-

чальный момент времени t = 0 в зависимости от начальных данных

x0, y0, z0. Переходя к автомодельным переменным и обращаясь к соот-

ношениям (1.5.14), задачу синтеза можно сформулировать так: найти

значение σ = ±1, которое соответствует решению соотношений (1.5.14)

(при фиксированных ξ, η, ζ, где ζ = ±1) с наименьшим s, причём s > 0

и λ ∈ [0, 1].

Изложим алгоритм решения в краткой форме, а затем поясним его

наиболее существенные элементы.

Прежде всего отметим, что при одновременной замене знаков у ζ и

σ соотношения (1.5.14) сохраняют свой вид. Следовательно, при замене

ζ на −ζ искомая величина σ также меняет знак. Поэтому достаточно

построить решение в случае ζ = 1 при произвольных ξ, η, а затем для

ζ = −1 просто поменять знак в полученной зависимости σ(ξ, η).

Поэтому положим без ограничения общности ζ = 1 и исключим λ

при помощи второго из уравнений (1.5.14). Получим

λ =
(
1/2 + σ

(
ηs−2 + s−1

))1/2
, σ = ±1 (1.5.24)

Так как λ ∈ [0, 1], то из (1.5.24) при фиксированных σ = ±1 и η опре-

деляются интервалы изменения s, в которых λ вещественно и λ ≤ 1.

Подставим λ из (1.5.24) в первое уравнение (1.5.14) и найдём зависимо-

сти ξ от s, η и σ = ±1. Эти зависимости при фиксированном η будем

обозначать через ξ+(s) и ξ−(s) для σ = ±1, соответственно. При усло-

вии λ ∈ [0, 1] они определяют в плоскости s, ξ две кривые, каждая

из которых состоит, вообще говоря, из конечного числа дуг. Исследуем

эти кривые, а именно найдём их области определения и экстремумы

во всем диапазоне изменения аргумента s и параметра η, после чего

проанализируем их взаимное расположение. Затем проведём мыслен-
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но в плоскости s, ξ прямую ξ = const и найдём минимальное значение

абсциссы s > 0, при котором эта прямая пересекает одну из указанных

кривых. Значение σ = ±1, отвечающее той кривой, с которой имеет ме-

сто это пересечение, определяем искомое управление u = σ при данных

ξ, η и ζ = 1, а значение s, отвечающее этой точке пересечения, равно

нормированному времени быстродействия: s = T |z|−1 (нормированной

функции Беллмана).

Теперь опишем указанные операции подробнее, причём все последу-

ющие построения верны только при s > 0. Из (1.5.14) имеем

ξ±(s) = ∓s3/6− s2/2− sη ±
(
s2/2± η ± s

)3/2/
3 (1.5.25)

Если s→ +∞, то ξ±(s) ≈ ±(−1 + 1/
√

2)s3/6 → ∓∞.

Рассмотрим функцию ξ+(s). В случае σ = 1 условие λ ≤ 1 выделяет

множество s ∈ (0, s2]∪ [s1,+∞), где s1,2 = 1±
√

1 + 2η. Выражение для

ξ+(s) определено, если s ∈ [s5,+∞), где s5 = −1+
√

1− 2η. Производная

dξ+/ds обращается в нуль в точках s5 и s7 = −1 +
√

2(1− 2η), если s5

и s7 существуют, причем s5 ≤ s7. Кроме того, d2ξ+/ds2 < 0 при s = s7,

т. е. s7 — точка максимума. Можно показать, что, если s1, s2, s5 и s7

существуют, то s2 ≤ s7 ≤ s1, а s2 ≥ s5.

Если η ≥ 0, то s2 ≤ 0 и dξ+/ds < 0 при s ≥ s1, т. е. функция ξ+(s)

задана при s ∈ [s1,+∞) и убывает от ξ+(s1) до −∞. Если −1/2 ≤ η < 0,

то s5 > 0, т. е. функция ξ+(s) определена при s ∈ [s5, s2] ∪ [s1,+∞).

Она имеет нулевую производную при s = s5, возрастает на отрезке

[s5, s2] и убывает от ξ+(s1) до −∞ при s ∈ [s1,+∞). Если η < −1/2, то

s5 > 0, а значение s2 не определено. Тогда функция ξ+(s) задана при

s ∈ [s5,+∞), dξ+/ds = 0 при s = s5, ξ+(s) возрастает до максимума в

точке s = s7, после чего убывает от ξ+(s7) до −∞.

Теперь перейдём к функции ξ−(s). Потребуем, чтобы в (1.5.24) вы-

полнялось неравенство λ ≤ 1. Получим, что s ∈ [s5,+∞), где величина

s5 = −1 +
√

1− 2η. Если s ∈ (0, s2] ∪ [s1,+∞), то функция ξ−(s) из
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(1.5.25) определена. Её производная обращается в нуль в точках s1, s2
и s3 = 1 −

√
2(1 + 2η), если они существуют, причём s3 ≥ s1. Кроме

того, d2ξ−/ds2 > 0 при s = s3, т. е. s = s3 — точка минимума.

Если η ≥ 0, то s2 ≤ 0 и функция ξ−(s) задана при s ∈ [s1,+∞),

причём dξ−/ds = 0 при s = s1. Функция ξ−(s) убывает от ξ−(s1) до

точки минимума s = s3, после чего возрастает от ξ−(s3) до +∞. Ес-

ли −1/2 ≤ η < 0, то s5 > 0, т. е. зависимость ξ−(s) определена при

s ∈ [s5, s2] ∪ [s1,+∞). Функция ξ−(s) возрастает при изменении s от

s = s5 до s = s2, причём dξ−/ds = 0 при s = s2, и убывает при

s ∈ [s1, s3], причём dξ−/ds = 0 при s = s1 и s = s3. Далее ξ−(s) возрас-

тает от ξ−(s3) до +∞. Если η < −1/2, то s5 > 0, значения s1, s2 и s3 не

определены, а dξ−/ds > 0 при s ≥ s5, т. е. функция ξ−(s) задана при

s ∈ [s5,+∞) и возрастает на всем этом интервале до +∞.

Сделаем два замечания о взаимном расположении пары кривых (по

одной из обоих исследованных семейств) для одного и того же значения

параметра η.

Во-первых, найдём точки пересечения кривых ξ+(s) и ξ−(s), что

требует решения уравнения

1−
(
1/2− η/s2 − 1/s

)3/2
=
(
1/2 + η/s2 + 1/s

)3/2 (1.5.26)

Возведём обе части уравнения (1.5.26) в квадрат и приведем по-

добные члены, затем снова возведём обе части уравнения в квадрат и

получим уравнение относительно s((
η/s2 + 1/s

)2
+ 2
)((

η/s2 + 1/s
)2 − 1/4

)2

= 0 (1.5.27)

Анализ корней уравнения (1.5.27) показывает, что только s1, s2 и s5
являются корнями уравнения (1.5.26), причём положительными хотя

бы при одном значении η. Совпадающие значения ξ+ = ξ− в указанных

точках будем обозначать через ξ±.
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Во-вторых, устанавливаем, что ξ±(s5) > ξ±(s1) тогда и только тогда,

когда −
√

3/4 < η ≤ 0.

В результате, оказывается удобным выделить четыре диапазона зна-

чений параметра η, соответствующих различным взаимным расположе-

ниям кривых ξ+(s) и ξ−(s), которые и определяют искомое управление

для всех ξ и η, за исключением ξ±(s1), ξ±(s2) и ξ±(s5).

При η ≥ 0 для любого ξ < ξ±(s1) минимальная допустимая абсцисса

s достигается на кривой ξ+(s). При ξ > ξ±(s1) тот же результат имеет

место для ξ−(s).

При −
√

3/4 < η < 0 к кривым ξ+(s) и ξ−(s), имеющим те же харак-

терные особенности, что и в предыдущем случае, добавляется замкну-

тая изолированная кривая для s5 ≤ s ≤ s2, причём кривая ξ−(s) лежит

выше кривой ξ+(s), а ξ±(s5) < ξ±(s2). Кроме того, ξ±(s1) < ξ±(s5),

т. е. ξ±(s1) лежит ниже самой нижней точки замкнутой изолированной

кривой. Следовательно, искомое управление задается так же, как и в

предыдущем случае.

При −1/2 ≤ η ≤ −
√

3/4 выполняется неравенство ξ(s1) > ξ(s5), и

для любого ξ < ξ±(s5) минимальная допустимая абсцисса s достигается

на кривой ξ+(s). При ξ > ξ±(s5) то же самое утверждение справедливо

для ξ−(s).

Замкнутая изолированная кривая исчезает при η < −1/2, и искомое

управление задается так же, как и в предыдущем случае.

Определим управление на кривых ξ±(s1(η)), ξ±(s2(η)) и ξ±(s5(η)) в

плоскости ξη. Напомним, что зависимости s1, s2 и s5 от η приведены

выше. В соответствии с (1.5.24) на кривой ξ±(s1(η)) имеем λ = 0 при

σ = −1, т. е. временной интервал, в котором надо применять u = 1, ра-

вен нулю. Следовательно, на кривой ξ±(s1(η)) надо применять u = −1,

и она является кривой переключений при η > −
√

3/4. Аналогично, на

кривой ξ±(s2(η)) следует использовать u = −1 при −1/2 ≤ η < 0, но

кривой переключений она не будет. Тем же способом нетрудно показать,
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что на кривой ξ±(s5(η)) имеем u = 1 при η < 0. Она служит кривой

переключений.

5. Графическое представление результатов. Приведём полно-

стью результаты построения синтеза оптимального управления. При-

мем для определённости z > 0, ζ = 1. Кривая переключений в плоско-

сти ξη определена равенствами

ξ = f(η) =
{

Φ(η, 1, 1/3), η ≤ η∗

Φ(η,−1,−1/3), η > η∗; η∗ = −
√

3/4 (1.5.28)

где использовано обозначение (1.5.23). Кривая переключений в точке K

с координатами ξ∗ = 1/12, η∗ = −
√

3/4 непрерывна и имеет излом. Эта

кривая изображена жирной линией на рис. 26, 27. В связи с тем, что

масштаб на рис. 27 меньше, чем на рис. 26, точки K и R, показанные на

рис. 26, практически неразличимы на рис. 27 и потому не обозначены.

С другой стороны, масштаб рис. 27 позволяет изобразить все характер-

ные фазовые траектории, существенная часть которых отсутствует на

рис. 26. В остальном обозначения на рис. 26 и рис. 27 идентичны. Для

определённости в дальнейшем будем ссылаться в основном на рис. 26.

Ветви кривой переключений, отвечающие η < η∗ и η > η∗, обозначены

буквами M и N , соответственно. В плоскости ξη имеем

u = 1 при ξ < f(η)

u = 1 при ξ = Φ(η, 1, 1/3), η ≤ 0

u = −1 в остальных точках плоскости ξη

(1.5.29)

Таким образом, u = 1 слева и снизу от кривой переключений (1.5.28),

на её участке KM справа и снизу от точки K, а также на дуге кривой

ξ = Φ(η, 1, 1/3), соединяющей начало координат и точку K, см. рис. 26,

причём эта дуга является частью кривой переключений. В остальной

части плоскости ξη имеем u = −1.

При z < 0, ζ = −1 кривая переключений остаётся той же, а в соот-

ношениях (1.5.29) множества точек ξη, где u = 1 и u = −1, следует про-

сто поменять местами. Итак, синтез оптимального управления u(x, y, z)
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полностью определён соотношениями (1.5.17), (1.5.19), (1.5.20), (1.5.23),

(1.5.28), (1.5.29) при всех x, y, z.

Опишем теперь множество оптимальных траекторий, которые в пе-

ременных ξ, η состоят из дуг кривых (1.5.23). Пусть задана начальная

точка x, y, z, причём для определённости примем z > 0. Согласно фор-

мулам (1.5.13) найдём ξ, η и ζ = 1.

Если точка ξη лежит на кривой ξ = Φ(η, 1, 1/3), причём η ≤ 0, то

движение происходит вдоль этой кривой MK0 с управлением u = 1 до

попадания в начало координат.

Все остальные оптимальные траектории приходят в начало коорди-

нат также по этой кривой. Исключение составляет отрезок R0 кривой

ξ = Φ(η,−1, 1/3) при η ∈ [−1/2, 0] : этот отрезок сам является фазо-

вой траекторией для u = −1, начинающейся в точке R с координатами

ξR = 1/6 и ηR = −1/2 и входящей в начало координат. Заметим, что

других фазовых траекторий, содержащих точку R, не существует. На

рис. 26 и рис. 27 фазовые траектории изображены тонкими линиями,

стрелки указывают направление движения.

Если начальная точка лежит в криволинейном угле

η ≤ 0, Φ(η, 1, 1/3) < ξ < Φ(η,−1, 1/3) (1.5.30)

то оптимальная траектория состоит из участка с u = −1 до попадания

на кривую ξ = Φ(η, 1, 1/3) и из последующего движения по ней с u = 1.

Если начальная точка лежит в области ξ < f(η), то сначала дви-

жение происходит с u = 1 до пересечения с кривой Φ = ξ(η,−1,−1/3),

являющейся частью KN кривой переключений (1.5.28) (см. рис. 26), а

затем с u = −1 по этой кривой, уходящей на бесконечность. Согласно

(1.5.13), в бесконечно удалённой точке плоскости ξη имеем z = 0. На

бесконечности z меняет знак, и затем z < 0, ζ = −1. Фазовая траек-

тория продолжается, приходя при u = −1 из бесконечности по кривой

ξ = Φ(η, 1, 1/3), и входит по этой кривой в начало координат. Отметим,
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что движение через бесконечно удалённую точку происходит без смены

управления и занимает конечное время.

Осталось рассмотреть начальные точки в области ξ > f(η), но вне

криволинейного угла (1.5.30). Здесь имеем сначала u = −1, и траекто-

рия ξ = Φ(η,−1, A) уходит на бесконечность, причём A > −1/3. Затем

движение происходит при ζ = −1, u = −1 по кривым ξ = Φ(η, 1,−A)

со сменой знака A. Эти кривые лежат в области ξ < f(η) и упираются

в ветвь KN кривой переключений ξ = Φ(η,−1,−1/3). По этой кри-

вой траектория с u = 1 уходит на бесконечность, где снова меняется

знак z. Далее при ζ = 1 движение происходит при u = 1 по кривой

ξ = Φ(η, 1, 1/3) вплоть до попадания в начало координат.

Отметим, что некоторые фазовые траектории включают в себя от-

резки прямых ξ = ±η−1/3 и η = ±(2α)−1, которые отвечают значениям

A = 0 и A = ∞ в (1.5.23), соответственно. При уходе на бесконечность

по этим прямым одновременно с z обращается в нуль также переменная

x (для прямых с A = 0) или y (для прямых с A = ∞), в чём легко убе-

диться при помощи (1.5.13). В остальном эти прямые рассматриваются

так же, как остальные траектории (1.5.23).

Таким образом, для любой начальной точки x, y, z движение полно-

стью описывается траекториями рис. 26, 27 и содержит не более двух

участков постоянства управления. При этом знак z может меняться не

более двух раз.

Приведём результаты исследования нормированного времени опти-

мального быстродействия s как функции ξ, η. Изучается зависимость s

от ξ при различных фиксированных η, причём s1, s2, s5 снова рассмат-

риваются как введенные выше функции от η. При η ≥ 0 функция s(ξ, η)

убывает с ростом ξ, если ξ < ξ±(s1) и имеет разрыв, если ξ = ξ±(s1).

При переходе от ξ < ξ±(s1) к ξ > ξ±(s1) и при росте ξ от ξ = ξ±(s1) до

+∞ она растёт.

При −
√

3/4 < η < 0 функция s(ξ, η) убывает с ростом ξ, если
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ξ < ξ±(s1), и имеет разрыв, если ξ = ξ±(s1). При переходе от ξ < ξ±(s1)

к ξ > ξ±(s1) она растёт. Ещё один разрыв имеет место при ξ = ξ±(s5).

При переходе от ξ < ξ±(s5) к ξ > ξ±(s5) функция s(ξ, η) убывает, а при

ξ±(s5) ≤ ξ ≤ ξ±(s2) растёт. При ξ = ξ±(s2) опять происходит разрыв.

При переходе от ξ < ξ±(s2) к ξ > ξ±(s2) и при росте ξ от ξ = ξ±(s2) до

+∞ функция s(ξ, η) также растёт.

При −1/2 ≤ η ≤ −
√

3/4 функция s(ξ, η) убывает с ростом ξ, если

ξ < ξ±(s5) и имеет разрыв, если ξ = ξ±(s5). При переходе от ξ < ξ±(s5)

к ξ > ξ±(s5) она убывает, а при ξ±(s5) ≤ ξ ≤ ξ±(s2) растёт. При

ξ = ξ±(s2) происходит следующий разрыв. При переходе от ξ < ξ±(s2)

к ξ > ξ±(s2) и при росте ξ от ξ = ξ±(s2) до +∞ функция s(ξ, η) растёт.

При η < −1/2 функция s(ξ, η) убывает с ростом ξ при ξ < ξ±(s5) и

имеет разрыв, если ξ = ξ±(s5). При переходе от ξ < ξ±(s5) к ξ > ξ±(s5)

она убывает, а при росте ξ от ξ = ξ±(s5) до +∞ растёт.

На рис. 28 тонкие кривые — линии уровня функции s(ξ, η), а жирные

— линии разрыва этой функции. Остальные обозначения те же, что и

на рис. 27. Трёхмерный график функции s(ξ, η) показан на рис. 29,

причём чем темнее фон, тем меньше соответствующее значение.
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Глава 2.

Оптимальный по быстродействию
манёвр “петля” без потери скорости

§2.1. Постановка задачи

Исследованию управления полётом самолётов посвящено большое

количество отечественных и зарубежных работ. Наиболее подробно изу-

чены вопросы, связанные со стабилизацией заданных лётчиком пара-

метров движения методами автоматического регулирования (см., на-

пример, [180], [40]). Исследованные задачи выбора оптимальной траек-

тории полёта с помощью классических методов вариационного исчисле-

ния, принципа максимума и прямых численных методов оптимизации

в большинстве случаев [222], [177] связаны с поиском наилучших пара-

метров крейсерских режимов полёта, увеличением дальности полёта,

уменьшением расхода топлива, определением оптимальных профилей

полёта, четырёхмерной (4-D) навигации и др. Все эти вопросы важны,

в первую очередь, для оптимизации лётно-технических характеристик

неманёвренных самолётов [145].

Гораздо меньше публикаций посвящено оптимизации характеристик

манёвренного самолёта. В этих работах в основном была исследована

достаточно узкая проблема оптимизации угловой скорости виража в

горизонтальной плоскости без ограничений на координаты самолёта в

конце манёвра (задача со свободным правым концом). Достаточно пол-

ное решение этой задачи получено в [83], [204], [205]. Траектории, лежа-

щие в вертикальной плоскости и не сводящиеся к обычным для граж-

данской авиации (смена высоты полёта, заход на посадку и т. п.), изу-

чались в основном для нужд космической отрасли (см., например, [88]).
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Современные потребности развития и совершенствования самолётов

приводят к необходимости решения задач с целью улучшения характе-

ристик летательных аппаратов для более широкого класса траекторий

как плоских, так и пространственных. Последнее относится к классу

манёвренных самолётов, которые в соответствии с их специализацией,

должны выполнять разнообразные манёвры [234]. Оптимальность по-

следних имеет существенное значение, например, в условиях воздушно-

го боя [219], [54], [55], [241]. Это, в свою очередь, значительно усложня-

ет постановку задачи оптимального управления. Она становится про-

странственной, причём значения координат самолёта и направление по-

лёта в конце манёвра должны удовлетворять определённым заданным

условиям (задача с фиксированным правым концом). Результаты со-

ответствующих исследований представляют несомненный интерес, по-

скольку позволят определить эффективность оптимального решения

для типовых манёвров, таких, как “петля”, “косая петля”, “переворот”,

“полупереворот”, “горка” и др., по сравнению с традиционными спосо-

бами их выполнения и оценить возможность реализации оптимального

управления на практике.

Одной из основных целей исследований в этом направлении явля-

ется формирование алгоритмов управления самолётом при маневри-

ровании на основе решений задачи оптимизации, которые могут быть

использованы в бортовой системе интеллектуальной поддержки лёт-

чика. Последняя должна обеспечивать ему возможность оптимального

управления самолётом при выполнении им того или иного манёвра. Та-

кие системы в настоящее время всё более широко применяются в авиа-

ции, поскольку бортовые вычислительные средства и информационное

обеспечение современного самолёта позволяют реализовать достаточно

сложные алгоритмы управления. Опыт последних конфликтов пока-

зывает [17], что во время воздушных поединков “противники сходились

почти с двойной скоростью звука. При возросшем темпе боя остава-
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лось требование, без выполнения которого закрывался путь к успеху:

упреждение противника в атаке. Лётчику и думать, и действовать сле-

довало намного быстрее. Скоротечность боя вошла в противоречие с

резко возросшим объёмом работы, выполнявшейся лётчиком в боевом

полёте.” Приходилось совмещать пилотирование самолёта, оценку воз-

душной обстановки, а также слежение за противником с операциями в

кабине. В результате лётчик вышел на пределы своих психофизиоло-

гических возможностей. Конфликт мышления с черновой работой [17]

определил необходимость “разработки экспертных бортовых систем, ко-

торые должны оказывать помощь лётчику в планировании боя и при-

нятии решений в сложной воздушной обстановке”. В частности [17],

внезапное нападение противника “заставляет инстинктивно, не заду-

мываясь”, предпринимать освоенные на тренировках оборонительные

манёвры. Согласно [17], здесь наиболее выгодны “мёртвая петля” или

наклонный вираж (“косая петля”), “и только после энергичного укло-

нения от атаки противника” можно предпринять следующие шаги в

завязавшейся борьбе.

Данная глава посвящена расчёту оптимального по времени манёв-

ра “петля” на основе принципа максимума Л. С. Понтрягина [122]. Эта

задача была исследована в [238] (см. также [240] и список литературы

в [239]). Главным отличием настоящей работы от [238] следует считать

то, что все расчёты в [238] были проведены на основе предположения,

что скорость в момент окончания манёвра может быть любой. В ре-

зультате почти всегда эта величина оказывалась значительно меньше

начальной, поскольку запас кинетической энергии использовался для

скорейшего завершения движения. Однако как при уклонении от про-

тивника, так и при преследовании цели очень важно не терять скорость

[16]. Поэтому далее во всех рассмотренных случаях это требование было

удовлетворено, что привело к траекториям, существенно отличающим-

ся от полученных в [238].
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Поскольку уравнения движения самолёта будут использованы в ма-

ло распространённой форме, то изложим кратко их вывод, следуя [221],

[27] и [31]. Попутно введём значения констант, необходимые для вычис-

лений.

Пренебрежём влиянием ветра, вращением Земли, а также кривиз-

ной её поверхности и рассмотрим движение центра масс самолёта в

трёхмерном пространстве относительно некоторой наземной неподвиж-

ной правой декартовой прямоугольной инерциальной системы коорди-

нат OXY Z, оси OX и OZ которой лежат в горизонтальной плоскости

(см. рис. 30). Имеем

mr̈ = G+R+ P, m = const, ṙ = v(t) ∈ R3, |v| = V ≥ const > 0 (2.1.1)

Здесь m — масса летательного аппарата, которую будем считать по-

стоянной, r — радиус-вектор центра масс самолёта в системе OXY Z

с компонентами x, y и z, v — вектор скорости, G — сила тяжести, R

— главный вектор аэродинамических сил, P — сила тяги двигателей. В

силу сказанного выше будем считать, что значение V всегда достаточно

велико и ограничение на него можно не учитывать.

Гравитационное поле будем полагать однородным, так что

G = col(0,−mg, 0), |G| = mg, g = 9.81 м/с2 (2.1.2)

где g — величина ускорения свободного падения, а через col обозначен

вектор-столбец.

Будем считать атмосферу изотермической со следующей аппрокси-

мационной зависимостью массовой плотности воздуха ρ от высоты y

ρ = ρ0 exp(−y/h)

ρ0 = 9.81 · 0.125 кг/м3 = 1.22625 кг/м3
, h = 104 м

(2.1.3)

Вектор R в (2.1.1) принято рассматривать в виде суммы трёх векторов

R = Rx +Ry +Rz (2.1.4)
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где Rx — сила лобового сопротивления, Ry — подъёмная сила, Rz —

боковая сила. Вектор Rx направлен против вектора скорости v, вектор

Ry лежит в вертикальной плоскости симметрии самолёта и ортогонален

Rx, вектор Rz ортогонален Rx и Ry. Будем считать, что самолёт дви-

жется без скольжения, то есть что v всегда лежит в той же плоскости,

что и Ry. Тогда можно положить Rz ≡ 0.

Будем считать, что подъёмную силу Ry можно мгновенно менять

как по величине, так и по направлению, причём |Ry| может быть выра-

жен через безразмерный скалярный коэффициент подъёмной силы Cy:

|Ry| = CyqS, 0 ≤ Cy ≤ Cmax
y = 1.5, q = ρv2/2 (2.1.5)

где q — скоростной напор, S — площадь крыла самолёта. Поясним фи-

зический смысл величины Cmax
y . Во время полёта лётчик может ме-

нять величину Ry посредством изменения угла атаки α, то есть уг-

ла между продольной осью самолёта и проекцией вектора скорости на

вертикальную плоскость его симметрии. Известно, что при дозвуковых

скоростях и |α| . 15◦ коэффициент Cy линеен по α. При |α| & 15◦ дан-

ная зависимость становится существенно нелинейной, что происходит

из-за возникновения на крыле явления срыва потока, развитие кото-

рого приводит к ухудшению устойчивости и управляемости самолёта

с последующим переходом к сваливанию. Поэтому при эксплуатации

самолёта значение Cy не должно превышать некоторой максимальной

величины Cmax
y .

Модуль силы аэродинамического сопротивления может быть запи-

сан с помощью безразмерного скалярного коэффициента лобового со-

противления Cx в форме

|Rx| = CxqS, Cx = Cx0 + Cxi (2.1.6)

Скаляр Cx0 — коэффициент лобового аэродинамического сопротивле-

ния при нулевой подъёмной силе. Его величина обусловлена свойствами
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вязкости и сжимаемости воздуха и соответствует пассивному сопротив-

лению, то есть сопротивлению, которое не зависит от подъёмной силы.

Соответственно ту часть силы аэродинамического сопротивления, кото-

рая зависит от подъёмной силы, описывают с помощью Cxi — коэффи-

циента индуктивного сопротивления. В случае дозвуковых скоростей

при симметричной конфигурации самолёта и линейной зависимости Cy
от α функция Cx(Cy), называемая полярой, является параболой. Поло-

жим

Cx = Cx0 +AC2
y , Cx0 = 0.025, A = 0.14 (2.1.7)

где A — коэффициент “отвала” поляры. Иначе говоря, согласно (2.1.6),

полагаем Cxi = AC2
y . Отметим, что в инженерной практике квадра-

тичную зависимость применяют и для несимметричных конфигураций

самолёта при околозвуковых скоростях полета.

Будем полагать, что вектор тяги P всегда направлен вдоль векто-

ра скорости v. Величина |P | ограничена минимальной и максимальной

допустимыми мощностями двигателей:

Pmin ≤ |P | ≤ Pmax,
Pmin

|G|
=

1
2
,

Pmax

|G|
= −B1y +B2V +B3

B1 = 10−4 м−1, B2 = 0.002 с/м, B3 = 1
(2.1.8)

Здесь использована приближённая линейная аппроксимация зависимо-

сти Pmax от высоты полёта y и величины скорости V . Отметим, что

Pmin выбрано равным примерно половине от Pmax.

Введём скаляр u согласно следующим формулам:

Up =
g

2|G|
(Pmax + Pmin) , Um =

g

2|G|
(Pmax − Pmin)

|P |
m

= Up + uUm, |u| ≤ 1
(2.1.9)

Это преобразование позволяет перейти от величины |P | с ограничени-

ями, зависящими от фазовых переменных, к величине u, ограничения

на которую от фазовых переменных не зависят.
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Отношение |G|/S называют удельной нагрузкой на крыло. Его бу-

дем считать постоянным: |G|/S = 9.81 · 300 Н/м2. Разделим обе части

дифференциального уравнения для r̈ в (2.1.1) на m. Использовав вы-

ражения (2.1.2), (2.1.4), (2.1.5), (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8) и (2.1.9), получим

ṙ = v, v̇ =
G

m
+
(
Up + uUm −

(
Cx0 +AC2

y

)
qk
)
τ + Cyqkν

τ, ν ∈ R3, τ =
v

V
, ν =

Ry
|Ry|

, (ν, τ) = 0, k =
S

m
=

1
300

м2/кг
(2.1.10)

Введём коэффициент нормальной перегрузки

ny =
|Ry|
|G|

=
CyqS

gm
=
Cyqk

g
, 0 ≤ ny ≤ nmax

y = 8 (2.1.11)

Она ограничена конструктивными особенностями летательного аппара-

та, а также физиологическими возможностями лётчика. Заметим, что

последние весьма значительны (см., например, [236]), поэтому условие

nmax
y = 8 фактически отражает предельные возможности самолёта.

Аналогично введём тангенциальную перегрузку

nx =
|P | − |Rx|

|G|
(2.1.12)

Используя (2.1.11) и (2.1.12), можно записать дифференциальные урав-

нения (2.1.10) в виде

ṙ = v, v̇ = fg + gnxτ + gnyν, fg =
G

m
, |fg| = g (2.1.13)

Уравнения (2.1.13) могут быть записаны и в более традиционной

форме. Ориентацию самолёта относительно осей системы координат

OXY Z можно определить с помощью трёх углов θ, ψ и γ, как пока-

зано на рис. 30. Угол θ между вектором скорости и плоскостью OXZ

называется углом тангажа, угол ψ между проекцией вектора скорости

на плоскость OXZ и осью OX — углом курса и, наконец, γ — угол кре-

на, который можно найти как угол между вертикальной плоскостью,

содержащей вектор скорости самолёта, находящегося в точке Υ, и век-

тором подъёмной силы.
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Выберем движущуюся вместе с самолётом правую декартову прямо-

угольную систему координат так, чтобы её начало находилось в центре

масс самолёта, первая ось всегда была направлена по вектору τ , а вто-

рая — по вектору ν. Введём вектор ω абсолютной угловой скорости

подвижной системы координат, имеющий проекции ω1, ω2 и ω3 на оси

этой системы. Производная по времени от вектора v, заданного своими

компонентами относительно подвижной системы координат, равна

v̇ = col(V̇ , 0, 0) + col(ω1, ω2, ω3)× col(V, 0, 0) (2.1.14)

где × означает векторное произведение. С учётом (2.1.14) уравнение

для v̇ в (2.1.13) приобретает вид

gnx + fg1 = V̇ , gny + fg2 = V ω3, fg3 = −V ω2

fg1 = −g sin θ, fg2 = −g cos θ cos γ, fg3 = g cos θ sin γ
(2.1.15)

где fg1, fg2 и fg3 — проекции вектора fg на оси подвижной системы

координат. С другой стороны,

ω1 = ψ̇ sin θ + γ̇

ω2 = ψ̇ cos θ cos γ + θ̇ sin γ

ω3 = −ψ̇ cos θ sin γ + θ̇ cos γ

(2.1.16)

Из (2.1.16) имеем

ψ̇ = ω2
cos γ
cos θ

− ω3
sin γ
cos θ

, θ̇ = ω2 sin γ + ω3 cos γ (2.1.17)

Тогда из (2.1.15) и (2.1.17) получаем уравнения движения центра масс

самолёта в традиционной форме

V̇ = gnx − g sin θ, ψ̇ = − gny
V

sin γ
cos θ

, θ̇ =
gny
V

cos γ − g

V
cos θ (2.1.18)

При cos θ = 0 правая часть уравнения для ψ̇ обращается в бесконеч-

ность, что осложняет рассмотрение пространственных движений при

использовании (2.1.18). Поэтому будем применять уравнения в формах

(2.1.10) и (2.1.13).
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§2.2. Оптимальное управление в трёхмерном случае

Приняв во внимание (2.1.5), (2.1.8), (2.1.11) и (2.1.13), уравнения

(2.1.10) можно переписать в виде

ṙ = v

v̇ =
(
Up + uUm − qkCx0 − qk|cl|2A

)
τ + qkcl + fg, |u| ≤ 1

cl = Cyν, |cl| = Cy ≤ Cmax
y , |cl|qk ≤ gnmax

y

(2.2.1)

Требуется, выбирая вектор cl и скаляр u, за минимальное время T при-

вести центр масс самолёта из начального состояния

r(0) = col(x0, y0, z0), v(0) = col(v0x, v0y, v0z) (2.2.2)

в конечное состояние

r(T ) = col(xT , yT , zT ), v(T ) = col(vTx, vTy, vTz) (2.2.3)

Без ограничения общности всегда можно считать, что x0 = z0 = 0.

Введём векторы ψv и ψr, сопряжённые с векторами v и r соответ-

ственно. Разложим ψv на составляющие, коллинеарные τ и ν. Получим

ψvτ = (ψv, τ) , ψvν = ψv − ψvττ (2.2.4)

Составим гамильтониан

H =
(
Up + uUm − qkCx0 − qk|cl|2A

)
ψvτ + qk (ψvν , cl) +

+ (ψv, fg) + (ψr, v) + λ
(
|cl|qk − gnmax

y

) (2.2.5)

где λ — дополнительный скалярный неопределённый множитель Лаг-

ранжа, введённый в силу наличия в (2.2.1) фазового ограничения на

управление. Согласно принципу максимума Л. С. Понтрягина [122],

найдём максимум (2.2.5) по u и cl. Поскольку далее в этом разделе будут

использованы только те функции, которые удовлетворяют необходи-

мым условиям оптимальности, то можно сохранить для этих функций
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те же обозначения, которые применялись выше. В частности, управ-

ления, найденные в результате поиска экстремума, будут по-прежнему

обозначены через u и cl. Подстановка соответствующих выражений в

фазовое ограничение |cl|qk ≤ gnmax
y даёт

λ =
2Agnmax

y

qk
ψvτ − |ψvν | (2.2.6)

Оптимальные значения cl следует вычислять по такому алгоритму:

если λ < 0 и
gnmax

y

qk
≤ Cmax

y , то |cl| =
gnmax

y

qk

иначе

χ =
|ψvν |

2Aψvτ
если χ < 0 или χ > Cmax

y , то |cl| = Cmax
y

иначе |cl| = χ

cl = |cl|
ψvν
|ψvν |

(2.2.7)

Для оптимального u получаем

u = sign(ψv, v) (2.2.8)

Дифференциальные уравнения для ψv и ψr слишком громоздки и

не могут быть приведены здесь. Соответствующий алгоритм на языке

программирования C++ был получен с помощью системы символьных

вычислений MAPLE согласно известным формулам [122]. Исключение

составляют уравнения

ψ̇rx = 0, ψ̇rz = 0 (2.2.9)

поскольку, согласно (2.2.5), координаты центра масс x и z в функцию

H явно не входят.

Для численных примеров, рассмотренных ниже, было принято, что

векторы v(0), r(T ) и v(T ), введённые в (2.2.2) и (2.2.3), параллельны
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некоторой вертикальной плоскости. Тогда можно выбрать систему ко-

ординатOXY Z так, чтобы компоненты v0z, zT и vTz обращались в нуль.

Из пространственной симметрии задачи следует, что в этом случае оп-

тимальная траектория будет целиком лежать в вертикальной плоскости

OXY . Тогда ψvz ≡ 0 и с учётом (2.2.9) оказывается, что для решения

поставленной двухточечной задачи оптимального управления необхо-

димо найти значения ψry(0), ψvx(0), ψvy(0), а также ψrx ≡ const.

Как известно [122], на оптимальном решении H ≡ const. Следова-

тельно, можно нормировать H так, чтобы ψ2
ry(0) +ψ2

vx(0) +ψ2
vy(0) = 1.

Заметим также, что константа ψrx входит в правую часть дифференци-

ального уравнения для ψ̇v аддитивно и учесть её влияние сравнительно

нетрудно. Эти два соображения позволили найти все численные реше-

ния, приведённые ниже, путём прямого перебора возможных значений

ψry(0), ψvx(0), ψvy(0) и ψrx. Интегрирование прекращалось, когда тра-

ектория первый раз попадала в требуемую окрестность конечной точки

в фазовом пространстве.

Численное интегрирование дифференциальных уравнений для фа-

зовых и сопряжённых переменных в окрестности регулярных точек про-

изводилось с помощью стандартного метода Рунге-Кутты четвёртого

порядка точности с переменным шагом и контрольным членом в форме

Ингленда [15]. На интервалах времени длительностью около 10−13 с, в

течение которых первая производная вычисляемых функций менялась

скачком, был применён метод Эйлера первого порядка с шагом 10−13 с.

Для дополнительного контроля точности были использованы значения

гамильтониана H, который, согласно [122], должен сохранять свою на-

чальную величину. В итоге удалось обеспечить выполнение условий

(2.2.3) с точностью около 0.1 м по пространственным переменным и око-

ло 0.1 м/с по проекциям вектора скорости при относительной точности

интегрирования около 10−8 и абсолютных точностях по времени, а так-

же по компонентам векторов r и v около 10−13 с, 10−13 м и 10−13 м/с
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соответственно.

В качестве примера рассмотрим случай, когда начальная и конечная

фазовые точки (2.2.2) и (2.2.3) совпадают, а именно

r(0) = r(T ) = col(0, 5000 м, 0), v(0) = v(T ) = col(250 м/с, 0, 0) (2.2.10)

Так как в (2.2.10) начальная фазовая точка совпадает с конечной,

то при вычислениях необходимо начинать проверку степени близости

между текущим и терминальным фазовыми векторами не сразу, а спу-

стя некоторое время tmin. Для оценки величины последнего заметим,

что в процессе движения проекция вектора v(t) на ось абсцисс долж-

на сначала уменьшиться до нуля, а потом снова принять начальное

значение. При торможении максимум amax модуля проекции вектора

ускорения точки на τ можно оценить, согласно (2.2.1), как

amax <
∣∣∣gPmin − qmaxk

(
Cx0 −A

(
Cmax
y

)2)− g
∣∣∣ , qmax =

ρ0v
2(0)
2

(2.2.11)

Поскольку промежуток времени, необходимый для того, чтобы проек-

ция вектора v(t) на ось абсцисс стала нулевой, не меньше |v(0)|/amax,

то на основании (2.2.10) и (2.2.11) можно взять tmin = 5 с.

На рис. 31 начальная и конечная точка обозначена буквой Υ; стрел-

ками показано направление движения по кривым. Оптимальная траек-

тория отмечена на рис. 31 цифрой 1. Время движения по ней составляет

T1 ≈ 24.94 с. Кроме того, было найдено локально оптимальное решение,

помеченное на рис. 31 цифрой 2, причём время движения в этом слу-

чае T2 ≈ 27.25 с. На рис. 32 кривые 1x и 2x — абсциссы центра масс как

функции времени для траекторий 1 и 2 на рис. 31; 1y и 2y — соответ-

ствующие ординаты. Особый интерес представляет окрестность точки

Υ, приведённая на рис. 33 в крупном масштабе. Обозначения на рис. 33

те же, что и на рис. 31. Видно, что траектория 1, в отличие от 2, имеет

переменную кривизну. Заметим, что длина оптимальной кривой боль-

ше, чем локально оптимальной, а меньшее время достигается за счёт
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более высокой средней скорости, как показано на рис. 34, где кривые 1

и 2 — зависимости модуля скорости центра масс от времени для траек-

торий 1 и 2 на рис. 31 и рис. 33; 1x и 2x — проекции вектора скорости

на ось абсцисс для тех же траекторий; 1y и 2y — соответствующие про-

екции на ось ординат.

На рис. 35 показана зависимость скалярного управления u от вре-

мени для траектории 1 на рис. 31 и рис. 33. В локально оптимальном

случае 2 оно тождественно равно единице. Поведение модуля вектора

оптимального управления cl на рис. 36 для траекторий 1 и 2 на рис. 31

и рис. 33, за исключением конечного участка, в основном зависит от

ограничения на ny, как показано на рис. 37, где кривые 1x и 2x пред-

ставляют nx для траекторий 1 и 2 на рис. 31 и рис. 33, а 1y и 2y —

соответствующие значения ny. В случае 2 это ограничение влияет лишь

на очень коротком интервале времени в окрестности t ≈ 25 с. Однако

в результате траектория 2 не является окружностью. Следовательно,

помимо 1 и 2, существуют ещё одно оптимальное и одно локально оп-

тимальное решения, которые можно получить, если взять кривые, зер-

кально симметричные приведённым относительно вертикальной пря-

мой, проходящей через точку Υ. Этот факт непосредственно следует из

пространственно-временной симметрии задачи. Отметим, что “провал”

на графике 1x в окрестности t ≈ 5 с, показанный на рис. 37, является

следствием переключения u(t) (см. рис. 35). В противоположность ре-

зультатам, полученным в [238], ограничение на Cy нигде не достигается

(см. рис. 36).
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§2.3. Учёт ограничения на знак кривизны
траектории

Поскольку понятие знака кривизны можно ввести только для плос-

ких кривых, то в рамках описываемой постановки проблемы всюду в

полученных ранее формулах следует полагать проекции векторов на

горизонтальную координатную ось OZ равными нулю и тем самым счи-

тать задачу не трёхмерной, а двухмерной.

Как было показано выше, кривизна оптимальной траектории, лежа-

щей в вертикальной плоскости, в различные моменты времени может

быть как отрицательной, так и положительной. Исключим такие реше-

ния, введя дополнительное ограничение. Именно, рассмотрим постав-

ленную ранее задачу оптимального быстродействия в классе траекто-

рий, имеющих либо неотрицательную, либо неположительную кривиз-

ну. В дальнейшем для определённости будем говорить только о неотри-

цательной кривизне. Все формулы для случая неположительной кри-

визны могут быть получены с помощью соответствующей замены зна-

ков в неравенствах, которые будут выведены ниже.

Введём вектор ζ так, чтобы τ и ζ задали правую декартову прямо-

угольную систему координат в плоскости движения. Именно пусть

ζ = col(−vy, vx), (ζ, v) = 0 (2.3.1)

Заметим, что ζ и ν коллинеарны. Условие неотрицательности кривизны

траектории означает, что проекция сил, действующих на центр масс

самолёта, на вектор ζ должна быть неотрицательна. Согласно (2.1.13),

имеем

(fg + gnxτ + gnyν, ζ) ≥ 0 (2.3.2)

Из (2.1.2) и (2.1.13) следует, что (fg, ζ) = −gvx. Тогда на основании

(2.1.13), (2.3.1) и (2.3.2) получаем

(fg + gnxτ + gnyν, ζ) = −gvx + gny(ν, ζ) ≥ 0 (2.3.3)
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Из (2.3.1) и (2.3.3) следует, что

nyνyvx − nyνxvy ≥ vx (2.3.4)

С другой стороны, поскольку (ν, v) = 0, то

(ν, v) = νxvx + νyvy = 0, νx = − vy
vx
νy (2.3.5)

Подставим νx из (2.3.5) в (2.3.4). Получим

nyνyvx + nyνyv
2
y/vx ≥ vx (2.3.6)

Из (2.3.6) имеем {
nyνy ≤ v2

x/|v|2, если vx ≤ 0

nyνy > v2
x/|v|2, если vx > 0

(2.3.7)

Введём скалярную величину

nζ = nyνy

√
1 + v2

y/v
2
x (2.3.8)

На основании (2.3.5) и (2.3.8) получаем

vy = − νxvx
νy

, nζ = nyνy

√
1 + ν2

x/ν
2
y = ny

νy
|νy|

= ny sign νy (2.3.9)

Из (2.3.9) следует, что |nζ | = ny. Тогда из (2.3.7) и (2.3.8) имеем{
nζ ≤ |vx|/V, если vx ≤ 0

nζ > |vx|/V, если vx > 0
(2.3.10)

Соотношения (2.3.5) и (2.3.8) дают

nyνy =
nζ√

1 + v2
y/v

2
x

, nyνx = − vy
vx

nζ√
1 + v2

y/v
2
x

(2.3.11)

Можно выразить через nζ проекции clx и cly вектора cl, который

был использован в качестве управления в трёхмерном случае:

clx = − 2gnζ exp(y/h)vz sign vx
V 3kρ0

, cly =
2gnζ exp(y/h)|vx|

V 3kρ0
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Перейдём в (2.2.1) от управления cl к nζ . С этой целью из (2.1.11) и

(2.3.11) получим

Cy =
gny
qk

, cl =
g

qk
nyν, qk|cl|2A =

Ag2n2
y

qk
=
Ag2n2

ζ

qk
(2.3.12)

Опираясь на (2.3.12), можно преобразовать (2.2.1) к виду

ṙ = v

v̇ =
(
Up + uUm − qkCx0 −Ag2n2

ζq
−1k−1

)
τ + gnyν + fg

|u| ≤ 1, |nζ | ≤ nmax
y , |nζ | ≤ Cmax

y qk/g

(2.3.13)

Будем действовать так же, как и в случае отсутствия ограничения на

знак кривизны траектории, рассмотренном выше. В частности, сохра-

ним те же соглашения об обозначениях. Рассмотрим гамильтониан, ана-

логичный (2.2.5). С учётом (2.3.10), (2.3.11) и (2.3.13) получим

H` =
(
Up + uUm − qkCx0 −Ag2n2

ζq
−1k−1

)
ψ`vτ −

−gnζvyv−1
x

(
1 + v2

y/v
2
x

)−1/2
ψ`vx + gnζ

(
1 + v2

y/v
2
x

)−1/2
ψ`vy +

+(ψ`v, fg) + (ψ`r, v) + µn
(
nζ − Cmax

y qk/g
)

+ µ` (nζ − |vx|/V )

(2.3.14)

Здесь вектор ψ`v с компонентами ψ`vx и ψ`vy и вектор ψ`r сопряжены

с v и r соответственно, а переменная ψ`vτ введена аналогично ψvτ в

(2.2.4). Функции µn и µ` имеют тот же смысл, что и λ в (2.2.5). Для

них согласно принципу максимума Л. С. Понтрягина [122], имеем

µn ∈ {µ+
n , µ

−
n }, µ+

n = χ1nc + χ0, µ−n = χ1nc − χ0

χ1 =
4Ag2(ψ`v, v)V −5/2 exp(y/h)

ρ0k
, χ0 = g

ψ`vxvy/vx − ψ`vy√
1 + v2

y/v
2
x

nc =
1
2g
Cmax
y kρ0V

2 exp(−y/h), µ` = χ1n` + χ0

(2.3.15)

Введём обозначения

nd = −χ0/χ1, n` = |vx|/V (2.3.16)
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Используя (2.3.15) и (2.3.16), запишем формулы для вычисления опти-

мального управления nζ . Имеем

nζ = arg max{H`(n−),H`(n0),H`(n+)}, H` = H`(nζ) (2.3.17)

Алгоритм поиска n− можно представить в виде

если vx > 0, то

если n+ определено и n` > n+, то решение не существует

иначе если µ` > 0, то n− = n`

иначе

если − nmax
y ≥ −nc, то n− = −nmax

y

иначе если µ−n < 0, то n− = −nc
(2.3.18)

Далее запишем алгоритм поиска n0 в следующей форме

если n− и n+ определены и nd > n− и nd < n+, то n0 = nd

иначе

если n− определено и nd > n−, то n0 = nd

иначе если n+ определено и nd < n+, то n0 = nd

(2.3.19)

И наконец, алгоритм поиска n+ имеет вид

если vx < 0, то

если nmax
y ≤ nc и nmax

y ≤ n`, то n+ = nmax
y

иначе

если nc ≤ nmax
y и nc ≤ n` и µ+

n < 0, то n+ = nc

иначе если µ` < 0, то n+ = n`

иначе

если nmax
y ≤ nc, то n+ = nmax

y

иначе если µ+
n < 0, то n+ = nc

(2.3.20)

Заметим, что значения H` в (2.3.17) следует вычислять лишь тогда,

когда определено соответствующее управление, являющееся значением

аргумента функции H` = H`(nζ). Кроме того, (2.3.18), (2.3.19) и (2.3.20)

представлены в форме отдельных блоков лишь для удобства читателя.
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В программе для компьютера n−, n0 и n+ были вычислены в рамках

единого алгоритма.

Оптимальное управление u можно получать аналогично (2.2.8)

u = sign(ψ`v, v) (2.3.21)

Оптимальная траектория с неотрицательной кривизной представле-

на на рис. 31 цифрой 2 и была описана выше. Оптимальная траектория

с неположительной кривизной обозначена на рис. 31 цифрой 3. Она

изображена пунктиром. Время движения по ней T3 ≈ 24.96 с больше

T1 примерно на 0.02 с вследствие того, что, начиная с t ≈ 23.82 с, как

видно из рис. 33, она выходит на ограничение по кривизне и около че-

тырёхсот её последних метров лежат на горизонтальной прямой. В рас-

сматриваемом случае отклонения от траектории 1, как видно из рис. 31

и рис. 32, где 3x и 3y — соответствующие абсцисса и ордината центра

масс как функции времени, незначительны. Однако Cy, как показано

посредством кривой 3 на рис. 36, при t ≈ 2 с и на конечном участке

времени имеет существенно иной вид. В последнем случае причиной

расхождения служит выход на ограничение. Заметим, что управление

u при этом, как показано на рис. 35, в случае 3 практически то же, что

и в случае 1.

Требование вернуться в начальную точку приводит, вообще говоря,

к большему времени движения по сравнению со случаем, когда пра-

вый конец траектории свободен. Следовательно, представляют интерес

решения, для которых конечная точка не задана. Были вычислены тра-

ектории, удовлетворяющие не граничным условиям (2.2.10), а условиям

r(0) = col(0, 5000 м), v(0) = v(T ) = col(250 м/с, 0) (2.3.22)

причём вектор r(T ) — любой. Полученные кривые показаны на рис. 38,

где Υ — начальная точка; I — оптимальное решение с неположительной

кривизной; II — оптимальное решение с неотрицательной кривизной.
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Стрелками показано направление движения по траекториям. На рис. 39

кривые Ix и IIx — абсциссы центра масс как функции времени для тра-

екторий I и II на рис. 38, а Iy и IIy — соответствующие ординаты. Как

и для аналогичных траекторий на рис. 31, время движения по кривой

I заметно меньше такового для кривой II: имеем TI ≈ 22.74 с против

TII ≈ 23.58 с. На рис. 40 кривые I и II — зависимости модуля скорости

центра масс от времени для траекторий I и II на рис. 38; Ix и IIx —

проекции вектора скорости на ось абсцисс для тех же траекторий; Iy
и IIy — соответствующие проекции на ось ординат. Видно,что среднее

значение |v| на траектории I значительно выше, чем на траектории II.

Управление u для случая I на рис. 41 до момента t ≈ 0.61 с минимально,

что имеет некоторое сходство с поведением u, показанным на рис. 35.

Для случая II, как и для 2 на рис. 31, оказалось, что u(t) ≡ 1. Рис. 42)

содержит зависимость коэффициента подъёмной силы Cy от времени

для траекторий I и II на рис. 38. Ограничение Cy ≤ Cmax
y активно для

II в течение значительного времени, что было отмечено для аналогич-

ных случаев в [238], однако все траектории, показанные в [238], имеют в

отличие от II самопересечение. Излом недалеко от начала кривой для

I на рис. 42 объясняется соответствующим поведением u, а изломы на

обоих графиках, близкие к конечной точке, — выходом ny на ограни-

чение nmax
y , что видно из рис. 43, на котором показаны зависимости

тангенциальной nx и нормальной ny перегрузок от времени, причём

кривые Ix и IIx представляют nx для траекторий I и II на рис. 38, а

Iy и IIy — соответствующие значения ny. В свою очередь определён-

ные угловые точки на рис. 43 — следствие выхода на ограничение по

Cy. Из рис. 43 можно понять, почему время движения по траектории I

— самое маленькое из всех вычисленных в рамках настоящей работы:

почти на всей траектории I, за исключением сравнительно небольшого

конечного участка, имеем ny = nmax
y . Отметим также поведение зависи-

мости угла тангажа θ от времени, показанное на рис. 44, где кривые 1 и
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2 представляют траектории 1 и 2 на рис. 31 и рис. 33, а кривые I и II —

траектории I и II на рис. 38. Оно похоже в случаях I и 1. Для кривой

1 на рис. 31 и рис. 33 угол θ на небольшом интервале в конце движения

становится меньше −360◦ и соответствующий график имеет минимум.

Это связано с переменной кривизной траектории 1, что хорошо видно

на рис. 33.
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Глава 3.

Развитие и применение метода
эллипсоидов

§3.1. Общие положения

1. Множества достижимости. Как было показано в главе 1, при

некоторых условиях к системам с неопределённостью можно приме-

нять детерминированные модели. Однако такой подход имеет очевид-

ные ограничения. В общем случае требуется управлять всем ансамблем

траекторий, возникающим из-за наличия неопределённых факторов.

Для описания этого ансамбля будем использовать множества дости-

жимости. Введём соответствующие определения.

Рассмотрим управляемую систему общего вида, описываемую диф-

ференциальным уравнением

ẋ = φ(x, u, w, t) , t ≥ t0 (3.1.1)

Здесь x — n-мерный фазовый вектор состояния системы (3.1.1), φ —

соответствующая вектор-функция, u — k-мерный вектор управления,

w(t) — m-мерный вектор помехи (или вектор управления противника),

t — время (независимая переменная), t0 — начальный момент. Вектор

u пока можно считать заданной функцией времени. Пусть w(t) в лю-

бой момент времени принадлежит некоторому известному множеству в

m-мерном пространстве. Предположим, что объединение всех возмож-

ных начальных состояний x(t0) задано n-мерным множеством X0, то

есть x(t0) ∈ X0.

Множеством достижимости D(t, u) = D(t, u, t0, X0) системы (3.1.1)

называется совокупность концов x(t, u) всех траекторий x(· , u) этой си-

стемы, начинающихся в момент t0 в точках начального множества X0

и удовлетворяющих ограничениям на вектор w(t).
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Семейство множеств достижимостиD(t, u) = D(t, u, t0, X0) обладает

эволюционным свойством D(t, u, t0, X0)=D(t, u, τ,D(τ)), где t0 ≤ τ ≤ t.

Семейство множеств Λ(t, u) называется семейством множеств супер-

достижимости для управляемой системы (3.1.1) с описанными выше

ограничениями, если для всех моментов времени t0 ≤ τ ≤ t выпол-

нено включение Λ(t, u) ⊃ D(t, u, τ,Λ(τ, u)). Таким образом, множества

супердостижимости обеспечивают внешние эволюционные оценки для

множеств достижимости, так как из того, что Λ(t, u) ⊃ D(t, u), следует,

что Λ(τ, u) ⊃ D(τ, u) для любого τ ≥ t.

2. Некоторые сведения о методе эллипсоидов. Пусть

E(χ,Θ) (3.1.2)

обозначает эллипсоид, заданный l-мерным вектором своего центра χ и

симметрической неотрицательно определённой l × l-матрицей Θ. Если

Θ положительно определена, то

E(χ,Θ) =
{
` ∈ Rl :

(
Θ−1(`− χ), `− χ

)
≤ 1
}

(3.1.3)

где χ — центр, Θ — матрица. Если какие-либо собственные числа Θ

обращаются в нуль, то под (3.1.2) будем понимать геометрическую фи-

гуру, представляющую собой предел, к которому стремится последова-

тельность эллипсоидов (3.1.3) с невырожденными матрицами, соответ-

ствующие собственные числа которых стремятся к нулю. В частности,

E(χ,Θ) может быть точкой. Метод эллипсоидов позволяет употреблять

такие множества для аппроксимации, поскольку во многих практиче-

ски важных случаях использует Θ, а не Θ−1, что является одним из его

достоинств.

Рассмотрим динамическую систему вида

ẋ = A(t)x+B(t)w(t) +$(t), x(t) ∈ Rn, w(t) ∈ Rm (3.1.4)

причём

w(t) ∈ E
(
g(t),W (t)

)
, x(t0) ∈ E(a0, Q0) (3.1.5)
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где векторы g(t) и a0, а также матрицы W (t) и Q0 известны. Тогда

можно найти множество супердостижимости в виде эллипсоида супер-

достижимости x(t) ∈ E
(
a(t), Q(t)

)
согласно уравнениям

Q̇ = AQ+QA> +
Q

q(t)
+ q(t)G(t), G(t) = BWB>, Q(t0) = Q0 (3.1.6)

ȧ = Aa+Bg +$, a(t0) = a0 (3.1.7)

Скалярная функция q(t) подчинена двум условиям. Во-первых, за-

дача Коши (3.1.6) должна иметь решение, а во-вторых, q = q(t) ≥ 0 при

t ≥ t0. Существующие методы выбора функции q(t) можно разделить

на две группы [102]. В обоих случаях вводится функционал L = L(S),

гладко зависящий от произвольной симметрической матрицы S. Требу-

ется, чтобы градиент grads L(S) на множестве симметрических матриц

существовал и был неотрицательно определённой матрицей. Тогда

q =

√
Tr(PQ)
Tr(PG)

(3.1.8)

причём для получения локально оптимальных эллипсоидов супердо-

стижимости следует использовать соотношение

P (t) = grads L(S)|S=Q(t) (3.1.9)

а для получения глобально оптимальных эллипсоидов супердостижи-

мости необходимо решать задачу Коши

Ṗ = −PA−A>P, P (T ) = grads L(S)|S=Q(T ) (3.1.10)

Вариант (3.1.9) означает минимизацию скорости роста функционала

в каждый момент времени между t0 и моментом окончания процесса

T . Вариант (3.1.10) обеспечивает минимальное значение функционала

в момент T . Оба варианта совпадают при t0 = T .

Например, можно требовать минимизации скорости роста объёма

эллипсоида [160]

VolE(Q) =

√
πn detQ

Γ
(
n
2 + 1

)
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где Γ(z) — гамма-функция Эйлера. Тогда (3.1.8) в случае (3.1.9) при-

обретает вид

q =
√

n

Tr (Q−1G)
(3.1.11)

Заметим, что если L(S) зависит от S линейно, то в (3.1.9) и (3.1.10)

элементы матрицы grads L(S) равны
∂L(S)
∂Sij

.

3. Выбор функционала. Рассмотрим функционал

L(a,Q) = Tr
(
CQ(T )

)
+
(
Ca(T ), a(T )

)
(3.1.12)

Здесь C — фиксированная положительно определённая матрица. Сна-

чала выясним его точный геометрический смысл. С этой целью вспом-

ним, что опорной функцией к некоторому множеству Ξ называется ска-

лярная функция h(z,Ξ) векторного аргумента z, равная

h(z,Ξ) = sup
`∈Ξ

(`, z) (3.1.13)

причем символ sup обозначает верхнюю грань. Если множество Ξ огра-

ничено и замкнуто, то по теореме Вейерштрасса его верхняя грань до-

стигается. Тогда (3.1.13) можно переписать в виде

h(z,Ξ) = max
`∈Ξ

(`, z) (3.1.14)

Следовательно, скаляр h(z,Ξ) для вектора z единичной длины есть

верхняя грань проекций на него векторов ` из Ξ. Опорная функция

эллипсоида (см., например, [160]) имеет вид

h(z,E) = max
x∈E(a,Q)

(x, z) =
√

(Qz, z) + (a, z)

откуда следует, что проекция E(a,Q) на i-ую ось ортонормированной

системы координат представляет собой отрезок[
−
√
Qii + ai;

√
Qii + ai

]
(3.1.15)

Теперь рассмотрим отрезок, один из концов которого совпадает с одним

из концов (3.1.15), а другой находится в начале координат. Тогда при
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единичной C правая часть (3.1.12) даёт сумму квадратов длин всех

таких отрезков, т. е.∑
i

((
−
√
Qii + ai

)2

+
(√

Qii + ai

)2
)

Из сказанного можно сделать следующие выводы.

1◦. Поскольку с инженерной точки зрения в задаче приведения си-

стемы (3.1.1) в начало координат с максимально возможной точностью

вектором a можно описывать систематическую ошибку управляюще-

го устройства, а матрицей Q — остальную часть невязки, то (3.1.12)

характеризует максимальное отклонение фазового положения системы

от начала координат. В рамках вероятностного описания динамических

систем используют аналогичный подход [33]: “В случае, когда ищутся

оптимальные параметры системы с учётом как дисперсии, так и систе-

матических динамических ошибок, часто в качестве критерия точности

работы системы выбирают второй начальный момент α2 на выходе си-

стемы: α2 = Dy + m2
y, где Dy — дисперсия, my — систематическая

ошибка на выходе системы. При этом параметры системы выбирают

так, чтобы они обращали в минимум величину α2.”

2◦. Если все ai пренебрежимо малы, то (3.1.12) переходит в

L(Q) = Tr(CQ) (3.1.16)

В этом случае (3.1.12) обладает следующим свойством: его значение при

единичной C равно квадрату расстояния до точки, максимально уда-

лённой от начала координат в фазовом пространстве и принадлежащей

эллипсоиду с матрицей Q.

3◦. Если ai и
√
Qii представляют собой малые величины одного по-

рядка, то указанное в 2◦ свойство функционала (3.1.12) верно с точно-

стью до величин второго порядка малости.

Как (3.1.12), так и (3.1.16) для (3.1.10) даёт P (T ) = C.
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В дальнейшем, как правило, будут использованы основанные на ми-

нимизации следа функционалы (3.1.12), (3.1.16) и аналогичные им.

4. Пример динамической системы. Многие результаты, полу-

ченные в диссертации, пояснены с помощью различных модификаций

следующей системы.

Пусть две точечные массы m1 и m2 связаны пружиной с постоян-

ной жёсткостью k. Массы могут двигаться по прямой под действием

внешних возмущающих сил F1(t) и F2(t), приложенных к первой и вто-

рой массам соответственно. Данная динамическая система описывается

уравнениями

m1ϑ̈1 = F1(t) + k(ϑ2 − ϑ1), m2ϑ̈2 = F2(t) + k(ϑ1 − ϑ2) (3.1.17)

Здесь функции ϑ1(t) и ϑ2(t) — координаты первой и второй масс. За-

пишем (3.1.17) в нормальной форме (3.1.4) так, чтобы первой и второй

компонентам четырёхмерного фазового вектора x(t) соответствовали

координата и скорость первой массы, а третьей и четвёртой компонен-

там — координата и скорость второй массы. Получим

ẋ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 1 0 0

−k/m1 0 k/m1 0
0 0 0 1

k/m2 0 −k/m2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ x+

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0

1/m1 0
0 0
0 1/m2

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥ F1(t)
F2(t)

∥∥∥∥ (3.1.18)

Для вычислений будем использовать следующие значения параметров:

k = 103 Н/м, m1 = 1кг, m2 = 2кг. Заметим, что при этом собственная

частота

νs =

√
k(m1 +m2)
m1m2

=
√

1500 ≈ 38.73 c−1, τs =
1
νs
≈ 0.026 c (3.1.19)

где τs — соответствующий период. Свойства F1(t) и F2(t), а также про-

чие характеристики будут выбраны особо применительно к каждой кон-

кретной задаче, для которой данная механическая система послужит

примером использования соответствующих формул.
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§3.2. Новый способ аппроксимации оценки
состояния линейной системы на основе метода

эллипсоидов

1. Движение материальной точки по прямой под действием

неопределённой силы. Часто бывает так, что начальное положение

объекта в фазовом пространстве измеряют с весьма высокой точностью,

т. е. матрица Q0 в (3.1.6) вырождена. Положение ещё более осложня-

ется, если матрица G тоже вырождена. Последнее обстоятельство есте-

ственным образом возникает, в частности, при рассмотрении тех задач

механики, в которых неопределённым фактором служит сила, действу-

ющая на систему. Тогда компоненты матрицыB, входящие в уравнения,

разрешённые относительно производных координат, могут быть нуле-

выми, в отличие от компонент, входящих в уравнения, разрешённые

относительно производных импульсов. В этих случаях существующие

методы выбора q(t) обнаруживают ряд недостатков.

1◦. Не решён вопрос о существовании и единственности решения

задачи Коши (3.1.6). Более того, в [66] относительно уравнения (3.1.6)

применительно к локально оптимальной минимизации объёма сказано,

что “по-видимому, для большинства вырожденных начальных условий

решение задачи Коши для него вообще не существует”.

2◦. Даже если в каком-либо частном случае и можно решить ука-

занную проблему, то попытка численной реализации соответствующего

алгоритма будет затруднена тем, что q(t0) может обратиться в нуль.

3◦. Может оказаться, что при выборе определённого L(Q) в (3.1.9)

существует другое решение (3.1.6) для некоторого другого функциона-

ла L∗(Q) с меньшим значением соответствующей целевой функции и её

производной, причём соответствующее отклонение может иметь конеч-

ную относительную величину в любой сколь угодно малой окрестности

начальной точки.

Для пояснения последнего утверждения рассмотрим движение ма-
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териальной точки по прямой под действием неопределённой силы. В

приведённых переменных соответствующие уравнения для фазовых ко-

ординат имеют вид

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, |u| ≤ 1, x1(0) = x2(0) = 0 (3.2.1)

Тогда задача (3.1.6) примет вид

Q̇11 = 2Q12 +
1
q(t)

Q11, Q̇12 = Q22 +
1
q(t)

Q12, Q̇22 =
1
q(t)

Q22+q(t)

Q11(0) = Q12(0) = Q22(0) = 0

(3.2.2)

В [160] было получено решение, локально оптимальное по площади эл-

липса VolE(Q) = π
√

detQ

qf (t) =
2
3
t, Qf11 =

32
45
t4, Qf12 =

8
9
t3, Qf22 =

4
3
t2 (3.2.3)

Площадь соответствующего эллипса равна Sf ≈ 1.249t3.

В [130] для случая локальной оптимизации критерия L∗(Q) = Q22

приведено решение

qr(t) = t, Qr11 =
1
3
t4, Qr12 =

1
2
t3, Qr22 = t2 (3.2.4)

Площадь соответствующего эллипса равна Sr ≈ 0.907t3, т. е. (3.2.4)

лучше (3.2.3) примерно на 27% как по площади, так и по скорости её

роста, причём в любой момент времени, кроме t0 = 0, в который оба

эллипса вырождаются в точку.

2. Новый подход. Теперь применим другой способ. Построим при-

ближённое решение уравнения (3.2.2) в окрестности точки t = 0 в виде

Q(t) = tQ1 + t2Q2 + t3Q3 + t4Q4 +O(t5)

Коэффициенты в этом представлении будем искать, одновременно на-

значая коэффициенты в

q(t) = q0 + tq1 + t2q2 +O(t3)
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так, чтобы функционал detQ(t), а тем самым и площадь эллипса, был

минимален в окрестности точки t = 0.

Заметим, что эллипс, полученный таким способом, не относится ни

к локально, ни к глобально оптимальным.

Если q0 6= 0, то detQ = q20t
4/12 + O(t5). Следовательно, нужно вы-

брать q0 = 0. Тогда имеем

Q(t) = t2Q2 + t3Q3 + t4Q4 +O(t5) (3.2.5)

Q2 = diag
(

0,
q21

2q1 − 1

)
, Q3 =

∥∥∥∥∥ Q11
3 Q12

3

Q21
3 Q22

3

∥∥∥∥∥ , Q4 =

∥∥∥∥∥ Q11
4 Q12

4

Q21
4 Q22

4

∥∥∥∥∥
Q11

3 = 0, Q12
3 = Q21

3 =
q31

(3q1 − 1)(2q1 − 1)
, Q22

3 =
2q2(q1 − 1)

q21

Q11
4 = 2

q41
∆
, Q12

4 = Q21
4 =

q2
(
11q31 − 22q21 + 12q1 − 2

)
q1∆

Q22
4 =

q22
(
q31 − 4q21 + 6q1 − 2

)
+ 2q41q3(q1 − 1)

q31(2q1 − 1)(4q1 − 1)

detQ =
q61t

6

(3q1 − 1)∆
+O(t7), ∆ = (4q1 − 1)(3q1 − 1)(2q1 − 1)

Для минимизации detQ достаточно найти минимум по q1 первого

члена разложения detQ, а именно,

q61
(3q1 − 1)∆

→ min
0<q1<+∞

Можно показать, что искомое значение q1 — один из корней урав-

нения

24q31 − 43q21 + 21q1 − 3 = 0

Получаем

q1 ≈ 1.0990, Q11 ≈ 0.312t4, Q12 ≈ 0.482t3, Q22 ≈ 1.008t2 (3.2.6)

Площадь соответствующего эллипса равна S ≈ 0.9001t3.
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Для полноты изложения следует упомянуть глобально оптимальный

по площади эллипс, полученный в [102]. Он имеет параметры

Q∗11 = %c2∗t
4, Q∗12 =

%

2
t3, Q∗22 = %t2, % =

2c2∗
9 (c2∗ − 1/4)

(3.2.7)

где c∗ ≈ 0.56215. Его площадь S∗ ≈ 0.8587t3 меньше площади эллипса

(3.2.6) приблизительно на 5%. Это объясняется тем, что соответствую-

щая ему функция q∗(t) не является аналитической в окрестности t = 0.

Точное же множество достижимости, полученное в [160], имеет пло-

щадь (2/3)t3.

Итак, решение (3.2.6) лучше локально оптимального, но хуже гло-

бально оптимального.

На рис. 45 показаны все указанные выше аппроксимации в автомо-

дельных переменных ξ1 = x1/t
2 и ξ2 = x2/t (см. [160]). В силу симмет-

рии изображена лишь верхняя полуплоскость ξ2 ≥ 0. Цифрой 1 обо-

значен эллипс (3.2.7), глобально оптимальный по площади, 2 — эллипс

(3.2.3), локально оптимальный по площади, 3 — эллипс (3.2.4). Штри-

ховой кривой показано решение (3.2.6). Аппроксимируемое множество

достижимости

(1 + ξ2)
2
/4− 1/2 ≤ ξ1 ≤ 1/2− (ξ2 − 1)2 /4 , |ξ2| ≤ 1

имеет границу, состоящую из дуг двух парабол и обозначенную циф-

рой 4. Интересно, что ни один из четырёх эллипсов не содержит другого

полностью, но каждый, как это и должно быть, содержит множество

достижимости. Его граница включает угловую точку с абсциссой 0.5

и ординатой 1, окрестности которой показаны в крупном масштабе на

рис. 46. Видно, что только эллипс (3.2.4) проходит через указанную точ-

ку. Все остальные аппроксимации не имеют общих точек с множеством

достижимости.

3. “Универсальная” асимптотика. Применим в общем случае тот

же подход, что и в предыдущем разделе. Подчеркнём, что соответству-
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ющие эллипсоиды не будут относиться ни к локально, ни к глобально

оптимальным. Требуется решить следующую задачу Коши, представ-

ляющую частный случай (3.1.6):

Q̇ = A(t)Q+QA>(t) +
Q

q(t)
+ q(t)G(t), Q(0) = 0 (3.2.8)

при малых t, выбирая при этом q(t) ≥ 0 при t ≥ 0 наилучшим, в неко-

тором смысле, способом. Построим приближённое решение уравнения

(3.2.8) в окрестности точки t = 0. Пусть существуют представления

A(t) = A0 + tA1 +O(t2), G(t) = G0 + tG1 + t2G2 +O(t3)

где A0, A1, G0, G1, G2 — известные постоянные матрицы.

Коэффициенты представлении для Q(t)

Q(t) = tQ1 + t2Q2 + t3Q3 + t4Q4 +O(t5) (3.2.9)

будем искать, одновременно назначая коэффициенты в

q(t) = q0 + tq1 + t2q2 +O(t3)

Подставим (3.2.9) в соотношение (3.2.8), перенесем все слагаемые в ле-

вую часть уравнения и найдем коэффициенты при различных степенях

t. Из условия равенства нулю коэффициента при t0 получим Q1 = q0G0.

Следовательно, целесообразно выбрать q0 = 0. Приравняв нулю коэф-

фициент при t1, получим Q2 = q1/(2 − q−1
1 )G0. Выберем q1 > 0 так,

чтобы коэффициент при G0 был возможно меньшей положительной

величиной. Тогда q1 = 1 и Q2 = G0. Можно показать, что при q0 = 0 и

q1 = 1 матрица Q3 =
(
A0G0 +G0A

>
0 +G1

)
/2. Она не зависит от членов

порядка t2 суммы для функции q(t). Получаем

Q4 =
1
3

(
A0Q3 +A1Q2 +Q3A

>
0 +Q2A

>
1 +G2 + q22G0 +

+
q2
2
(
G1 −A0G0 −G0A

>
0

))
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Пусть q2 = 0. Соотношение для Q(t) приобретает вид

Q(t)= t2G0 + t3Q3 +
t4

3
(
A0Q3 +Q3A

>
0 +A1G0 +G0A

>
1 +G2

)
+O(t5)

(3.2.10)

При выводе соотношения (3.2.10) не было использовано никакого

определённого функционала для поиска оптимального вида q(t). Вместе

с тем этот результат обладает рядом полезных свойств.

1◦. Выражение

Q(t) = t2G0 + t3Q3 +O(t4) (3.2.11)

было получено в [184] для случая положительно определённой матри-

цы G(t) при поиске решения, локально оптимального по скорости роста

объёма. Там же было показано, что то же самое соотношение при тех же

условиях справедливо для эллипсоида, гарантированно содержащегося

в множестве достижимости. Следовательно, при положительно опре-

делённой матрице G(t) само множество достижимости с точностью до

членов порядка t4 — эллипсоид с матрицей (3.2.11).

2◦. Из известных результатов [102] следует, что при построении гло-

бально оптимальных эллипсоидов для любого критерия

q(t) = φ/φ̇; φ =
√

Tr(PQ), φ̇ =
√

Tr(PG) (3.2.12)

Из соотношений (3.2.12) следует, что если существует представление

φ(t) = φ(0) + tφ̇(0) + O(t2) и φ̇(0) 6= 0, то при Q(0) = 0 имеем φ(0) = 0.

Тогда q(t) = t+O(t2) и снова получаем выражение (3.2.11).

3◦. Если взять q(t) = t, то замена Q(t) = tZ(t) в задаче (3.2.8) при-

водит к линейной по Z задаче

Ż = A(t)Z + ZA>(t) +G(t), G(t) = B(t)W (t)B>(t), Z(0) = 0 (3.2.13)

4◦. В некоторых случаях при совместном использовании методов

гарантированного и стохастического оценивания соотношение (3.2.10)
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позволяет, как показано в главе 4, улучшить оценку фазового состояния

динамической системы.

6◦. Покажем, что умение строить аппроксимацию при нулевой мат-

рице Q0 даёт возможность построить внешнюю аппроксимацию мно-

жества достижимости при любом множестве начальных условий, в том

числе и невырожденном. Возьмём какую-нибудь точку, принадлежа-

щую множеству x(t0), и предположим, что в момент t0 система нахо-

дится именно в этой точке. Тогда локально оптимальной оценкой для

x(t) будет эллипсоид с матрицей Q∗(t), получающейся в качестве реше-

ния уравнений (3.1.6), (3.1.8), (3.1.9) при условии Q0 = 0. Найденная

матрица будет одной и той же для любой начальной точки. Так как

эллипсоид с матрицей Q0 ограничивает множество x(t0), то совокуп-

ность центров всех полученных таким образом эллипсоидов будет сама

представлять собой эллипсоид QA(t) с центром, подчиняющимся соот-

ношению (3.1.7). Матрица QA(t) может быть найдена из уравнения

Q̇A = AQA +QAA
>, QA(t0) = Q0 (3.2.14)

Другими словами, искомая оценка вектора x(t) — объединение эл-

липсоида с параметрами, полученными из уравнений (3.1.7), (3.2.14),

с множеством эллипсоидов, имеющих одинаковую матрицу Q∗(t), и с

центрами в каждой точке эллипсоида QA(t). По определению суммы

множеств, данное множество представляет собой сумму двух эллип-

соидов: эллипсоида с матрицей QA(t) и центром a(t) и эллипсоида с

матрицей Q∗(t) и центром в начале координат. Эта сумма может быть

аппроксимирована одним эллипсоидом известными методами.

Следовательно, если необходимо много раз решать задачу аппрок-

симации фазового состояния одной и той же динамической системы

при различных начальных условиях, то нелинейное дифференциаль-

ное уравнения типа (3.1.6) достаточно решить один раз при нулевых

начальных условиях. Для каждого варианта иных начальных условий
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следует решать линейное уравнение (3.2.14) и складывать полученный

эллипсоид с решением (3.1.6). Заметим, что заключительная операция

по аппроксимации суммы может оказаться необязательной для кон-

кретного приложения, поскольку множество, представляющее сумму

двух эллипсоидов, может использоваться и непосредственно.

Рассматриваемый подход нечувствителен к типу вырождения на-

чального множества, поскольку правая часть уравнения (3.2.14) не име-

ет особенностей при любом вырождении начальной матрицы.

Итак, предлагаемая асимптотика может быть использована для ши-

рокого класса технических проблем, в которых выбор определённого

критерия оптимальности оценки либо не следует с очевидностью из

физического смысла задачи, либо использование такого критерия не

представляется абсолютно необходимым.

С другой стороны, выбор q(t) = t, конечно же, в большинстве слу-

чаев не даёт возможности достигнуть экстремума заданного функцио-

нала, хотя и может быть оптимальным в некотором смысле. Например,

в предыдущем разделе соответствующий q(t) = t эллипс с параметрами

(3.2.4) является локально оптимальным для функционала L∗(Q) = Q22.

Однако площадь этого эллипса больше, чем у эллипса минимальной

площади с параметрами (3.2.6), найденного на множестве всех анали-

тических q(t). Вместе с тем заметим, что это превышение составляет

менее 0.8%.

4. Пример. Пусть в любой момент времени величины возмущаю-

щих воздействий в системе (3.1.17), (3.1.18) удовлетворяют неравенству

F 2
1 /f

2
1 + F 2

2 /f
2
2 ≤ 1, где f1 и f2 — известные постоянные. Тогда в обо-

значениях (3.1.6) запишем

W = diag
(
f2
1 , f

2
2

)
, G = diag

(
0, f2

1 /m
2
1, 0, f

2
2 /m

2
2

)
Предположим, что даны следующие начальные условия в момент t = 0

Q0 = diag
(
0, 0, α2, β2

)
, a0 = col(0, 0, 0, 0)
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Другими словами, в начальный момент времени координата и скорость

первой массы известны абсолютно точно, а координата и скорость вто-

рой массы — с некоторой ограниченной точностью.

В данном примере согласно уравнению (3.1.7) вектор a(t) центра

оценки тождественно равен нулевому и для дальнейших рассуждений

интереса не представляет.

Решение уравнения (3.2.14) в общем случае имеет вид (см., напри-

мер, [160])

QA(t) = ΦQ0Φ>, Φ̇ = A(t)Φ, Φ(0) = In (3.2.15)

В рассматриваемом здесь случае A не зависит от времени. Тогда фун-

даментальная матрица Φ(t) = exp(At).

Решение уравнения (3.2.8) при q(t) = t сводится к решению задачи

(3.2.13) и в общем случае может быть записано в виде квадратуры

Q(t) = tΦ(t)

 t∫
0

Φ−1(τ)G(τ)
(
Φ>(τ)

)−1
dτ

Φ>(t) (3.2.16)

Искомая аппроксимация представляет собой сумму эллипсоидов с

матрицами QA(t) и Q(t), найденными по формулам (3.2.15) и (3.2.16)

соответственно. Обе матрицы были найдены в аналитической форме,

но не могут быть полностью приведены здесь по причине громоздкости

выражений. В качестве примера ограничимся формулой

Q33 =
t

ω7

(
1
2
k2
2g

2ωt+
1
3
(
k2
1g

2
2 + k2

2g
2
1

)
ω3t3 − 1

4
k2
2g

2 sin(2ωt)+

+ 2k2

(
k1g

2
2 − g2

1k2

) (
sin(ωt)− ωt cos(ωt)

))
g2 = g2

1 + g2
2 , ω =

√
k1 + k2 , kj =

k

mj
, gj =

fj
mj

, j = 1, 2

Выделим из полученной области ту её часть, которая ограничивает

множество возможных значений координаты и скорости второй массы
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в моменты времени, когда координата и скорость первой массы равны

нулю. На рис. 47 показано несколько сечений, помеченных значениями

соответствующих моментов времени. Расчёты проведены для следую-

щих значений параметров: α = 0.1м, β = 0.1м/с, f1 = 3Н, f2 = 5Н.

Использованный алгоритм может быть развит для получения ап-

проксимации в виде суммы трёх и более эллипсоидов. Рассмотрим неко-

торый фиксированный момент времени τ > 0. Его можно считать но-

вым началом отсчета и заменить эллипсоид Q(t), соответствующий ре-

шению задачи, определяемому из уравнения (3.2.8), на два. Первый

будет отвечать (3.2.14) с начальным значением, равным Q(τ). Второй

будет решением уравнения (3.2.8) при условии сдвига времени на τ .

В итоге будет получена оценка, представляющая сумму этих двух эл-

липсоидов с эллипсоидом QA(t). Аналогично, фиксируя дополнитель-

ные промежуточные моменты времени, можно получить аппроксима-

цию любым наперед заданным количеством эллипсоидов. Её можно

использовать как непосредственно, так и предварительно приблизив

единственным эллипсоидом согласно известным формулам [127].

§3.3. Оптимальный выбор ограничений по
управлению

1. Постановка задачи. Согласно (3.1.4) каждая реализация фа-

зового вектора x(t) зависит от соответствующей реализации вектора

w(t), который здесь, в §3.3, будем считать управлением с назначаемыми

ограничениями. Эти ограничения должны быть выбраны оптимальным

в смысле некоторого критерия способом. В технике такого рода зада-

ча может возникнуть, например, при назначении соотношения мощно-

стей управляющих воздействий по различным фазовым координатам.

Соответствующий выбор должен быть сделан применительно ко всему

ансамблю допустимых движений системы, что требует исследования
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множеств достижимости. Как было показано в §3.2, для вычисления

внешней оценки можно использовать (3.2.13).

В технических приложениях может потребоваться так распределить

имеющиеся ресурсы управления при конструировании системы, чтобы

множество достижимости имело максимально возможные размеры по

определённым направлениям в фазовом пространстве. Это даёт воз-

можность улучшить управляемость при наличии априорных данных об

условиях работы реального объекта. Приведённые в §3.2 соображения

позволяют для любой допустимой реализации w(t) с помощью выбора

матрицы W (t) в (3.1.5) максимизировать функционал

L(Q)=Tr
(
ΞQ(T )

)
+
∫ T

0

(
Tr
(
Λ(t)Q(t)

)
− 1

2
Tr
(
W (t)R(t)W (t)

))
dt

(3.3.1)

где Λ(t) и постоянная Ξ — произвольные положительно определённые

симметрические матрицы, а T — конечный момент времени. Например,

если Ξ и Λ одинаковы и диагональны, то выбор соответствующих эле-

ментов этих матриц определяет, насколько для данного практического

применения величина максимума проекции множества достижимости

на какую-либо ось системы координат важна по сравнению с аналогич-

ными проекциями на другие оси. Назначение матрицы R(t) позволяет,

как и в линейно-квадратичной задаче [128], ограничивать норму мат-

рицы W (t) и с позиций, например, технических приложений может от-

ражать ограничения на суммарную максимальную управляющую силу

в системе (3.1.4). С этой точки зрения задача состоит в выборе мощно-

сти каждого из нескольких приводов при ограниченности суммарного

веса двигателей, их габаритов, уровня потребления энергии и т.д. В от-

личие от линейно-квадратичной задачи, в данном случае недостаточно

потребовать от матрицы R(t) только симметричности и положитель-

ной определённости. Для целей данной работы достаточно обеспечить
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ограниченность нормы матрицы W (t), поэтому можно положить

R(t) = κ(t)Im (3.3.2)

где κ(t) — произвольная скалярная положительная функция.

С учётом замены Q(t) = tZ(t) функционал (3.3.1) запишем в виде

L(Z)=Tr
(
CZ(T )

)
+
∫ T

0

(
Tr
(
Λ(t)Z(t)

)
t− 1

2
Tr
(
W (t)R(t)W (t)

))
dt

(3.3.3)

где C = TΞ — постоянная матрица.

Получаем следующую задачу оптимального управления: выбирая

матрицу W (t), нужно отыскать максимум функционала (3.3.3) для си-

стемы (3.2.13).

2. Решение задачи. Найдём максимум (3.3.3) по W (t). Согласно

принципу максимума Л. С. Понтрягина [122] для неавтономных систем

функция Гамильтона применительно к поставленной задаче с фиксиро-

ванным временем и свободным правым концом траектории имеет вид

(см., например, [128])

H=Tr
(
AZP>

)
+Tr

(
ZA>P>

)
+Tr

(
BWB>P>

)
+Tr(ΛZ) t− 1

2
Tr(WRW )

где P (t) — матрица сопряжённых переменных. Её элементы могут быть

найдены как решения следующей задачи Коши

Ṗ = − ∂H

∂Z
, P (T ) =

∂ Tr
(
CZ(T )

)
∂Z(T )

Так как Λ и C — симметрические матрицы, получаем

Ṗ = −A>P − PA− tΛ, P (T ) = C (3.3.4)

Сделав замену времени τ = T − t в (3.3.4), получим

dP

dτ
= ΨP +PΨ>+ (T − τ)Λ, P (0) = C, τ ∈ [0;T ]; Ψ = A> (3.3.5)
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Система (3.3.5) может быть рассмотрена как частный случай системы

(3.2.13) с точностью до замены симметрической неотрицательно опре-

делённой матрицы BWB> на симметрическую неотрицательно опре-

делённую матрицу (T − τ)Λ. Следовательно, согласно известным ре-

зультатам [160], P (t) — симметрическая неотрицательно определённая

матрица.

Чтобы найти экстремум H как функции W , воспользуемся произ-

водной
∂H

∂W
= B>PB −WR (3.3.6)

Симметрическая матрица −∂2H/∂W 2 размерности m2×m2 будет поло-

жительно определена в силу положительной определённости матрицы

R. Поскольку матрица R невырождена, из равенства (3.3.6) получаем

единственную искомую оптимальную матрицу, доставляющую макси-

мум функции H:

W ∗(t) = B>PBR−1 (3.3.7)

Заметим, что если не ограничивать выбор R(t) множеством скаляр-

ных матриц, то следует потребовать, чтобы симметрические матрицы

B>PB и R−1 были перестановочны, т. е. матрица R−1(t) должна быть

решением соответствующей задачи Фробениуса [42]. Тогда (3.3.7) до-

ставляет максимум (3.3.3) по W (t) на множестве всех возможных (а не

только симметрических) матриц.

Покажем, что матрица W ∗ положительно определена. Следуя из-

вестному подходу [42], введём симметрическую матрицу Y = 1/
√
R.

Тогда равенство (3.3.7) примет вид W ∗ = Y −1SY , где S = Y B>PBY

— симметрическая матрица. Из того, что матрица W ∗ подобна сим-

метрической матрице S, следует, что она имеет простую структуру и

вещественные характеристические числа λ1, . . . , λm. Их можно найти

из уравнения det(B>PB − λR) = 0, которое, в силу неотрицательной

определённости матрицы B>PB и положительной определённости мат-
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рицы R, имеет неотрицательные корни.

Итак, при указанных выше условиях всегда существует единствен-

ное оптимальное симметрическое положительно определённое решение

W ∗. Оно может быть найдено по формуле (3.3.7), значения P (t) в ко-

торой можно получить, решая задачу Коши (3.3.4).

Полученное решение допускает два обобщения.

1◦. Поставленная задача была исследована для случая, когда в си-

стеме (3.1.4) при x(0) ∈ E(Q0, a0) и w(t) ∈ E(W, 0) матрица B — извест-

ная функция времени, а W — неизвестная. Допустим, что B = B(t, φ)

и W = W (t, φ), где φ = φ(t) — неизвестный вектор параметров размер-

ности k. Если верно тождество

B(t, φ)W (t, φ)B>(t, φ) ≡ B1(t)W1(φ)B>1 (t)

причём матрицу W1 можно считать произвольной, то полученное ре-

шение можно использовать после замены B и W на B1 и W1 соответ-

ственно. В частности, если w(t) ∈ E(Im, 0) и нужно выбрать элементы

B, то B1 = Im, а W1 = BB>. На заключительном этапе для определе-

ния значений элементов оптимальной матрицы B∗ потребуется решить

уравнение B∗B∗> = W ∗
1 , где W ∗

1 — оптимальная матрица, аналогич-

ная W ∗.

2◦. Если w(t) — не управление, а какое-либо произвольное возмуще-

ние, имеющее назначаемые границы, то найденное решение позволяет

управлять поведением множества достижимости системы (3.1.4) неза-

висимо от реализации возмущения внутри этих границ.

3. Пример. Предположим, что для системы (3.1.17), (3.1.18) в на-

чальный момент времени t = 0 значения всех фазовых переменных

известны точно и равны нулю. Поскольку для рассматриваемой задачи

без ограничения общности можно считать g(t) ≡ 0, то согласно уравне-

нию (3.1.7) вектор a(t) центра оценки тождественно равен нулевому в

течение всего времени процесса T .
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Пусть в любой момент времени вектор управления с компонентами

F1 и F2 принадлежит эллипсоиду с центром в начале координат и мат-

рицей W (t), которую нужно выбрать так, чтобы значение функционала

(3.3.3) (а тем самым и (3.3.1)) достигало максимума. Матрицы Ξ и Λ

в (3.3.1) выберем равными единичной. Другими словами, нужно обес-

печить возможно бо́льшую величину следа матрицы Q(t). Матрица R

пусть будет единичной.

Искомая матрица будет иметь вид

W ∗(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

P22(t)
m2

1

P24(t)
m1m2

P24(t)
m1m2

P44(t)
m2

2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Несмотря на то, что задача Коши (3.3.4) в данном случае была ре-

шена аналитически, из-за громоздкости формул ограничимся графиче-

ским представлением результатов.

В §3.2 было показано, что способ аппроксимации множеств дости-

жимости, использованный для получения W ∗(t), обеспечивает высо-

кую точность на малых интервалах времени. В данном примере ха-

рактерный интервал определяется собственной частотой (3.1.19). Со-

ответствующие графики функций W ∗
11(t), W ∗

22(t) и W ∗
12(t), помеченные

цифрами 1, 2 и 3, представлены на рис. 48. Видно, что W ∗
22(t) ≈ const

в течение указанного времени, W ∗
11(t) растёт, а W ∗

12(t) убывает. Сле-

довательно, для увеличения возможностей управления целесообразно

увеличивать мощность привода, воздействующего на первую массу, а

мощность второго привода менять не нужно. Поскольку согласно ре-

зультатам §3.2 использованные эллипсоиды всегда сохраняют свойство

супердостижимости, то можно посмотреть, как будет меняться W ∗(t)

на сравнительно больших интервалах времени. Соответствующие гра-

фики представлены на рис. 49. Они позволяют назначать возможности

управления, руководствуясь внешней гарантированной оценкой множе-
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ства достижимости. Понятно, что практический смысл имеют в первую

очередь соотношения между величинами элементов матрицы W ∗(t) в

каждый момент времени, поскольку норма этой матрицы зависит от вы-

бора функции κ(t) в равенстве (3.3.2). В частности, положив функцию

κ(t) равной следу B(t)>P (t)B(t), можно было бы добиться равенства

следа W ∗(t) единице.

§3.4. Оценивание фазового состояния динамической
системы при неточно заданных границах

возмущений

1. Общий случай. Любая реализация фазового вектора x(t) в

(3.1.4) однозначно определяется соответствующими ей начальным усло-

вием x(t0) и реализацией управляющего вектора w(t). Будем считать,

что величины x(t0) и w(t) известны неточно. Степень этой неопределён-

ности в реальных инженерных задачах может быть различна. В тех слу-

чаях, когда есть возможность провести многочисленные предваритель-

ные эксперименты, или, что с нашей точки зрения то же самое, когда

есть обширный опыт эксплуатации соответствующих устройств, целесо-

образно применять математический аппарат теории вероятностей (см.,

например, [128]). Если же требуемые функции распределения неизвест-

ны, но есть надёжные оценки границ изменения x(t0) и w(t), то можно

использовать подход, основанный на расчёте множества достижимости

системы (3.1.4). С другой стороны, на практике даже сами границы до-

пустимых значений x(t0) и w(t) могут быть известны неточно. В таких

случаях можно выбрать оценку возмущения настолько грубой, что она

охватит все возможные случаи. Однако такой подход может привести

к неоправданно высокой неопределённости в значениях x(t). Укажем

другой сравнительно простой способ решения задач такого рода.

В §3.2 было показано, что для вычисления гарантированной внеш-

ней эллипсоидальной оценки множества достижимости системы (3.1.4)
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можно использовать (3.2.13). Из соотношений, приведённых в §3.2, сле-

дует, что (3.2.13) проще всего применять, если в (3.1.6) матрица Q0 = 0.

С другой стороны, если в силу каких-либо обстоятельств в момент

t1 = 1 известна матрица Q(t1), то Z(t1) = Q(t1) и суммировать эллип-

соиды не требуется. Для упрощения изложения результатов исследо-

вания можно рассматривать решение задачи аппроксимации при t ≥ 1

и полагать, что матрица Z(t1) известна. Это обстоятельство будет ис-

пользовано в дальнейшем.

Таким образом, необходимо указать способ построения эллипсои-

да, содержащего множество достижимости системы (3.1.4) при неточ-

но заданных границах возможных начальных условий и внешних воз-

действий, описываемых эллипсоидами с матрицами Z(t1) и W (t) соот-

ветственно. Это означает, что элементы указанных двух матриц точно

неизвестны.

Для решения поставленной задачи обратим внимание на то, что си-

стема (3.2.13) линейна по компонентам матриц Z(t) и W (t). Составим

вектор ψ(t) размерности n(n+ 1)/2 из элементов симметрической мат-

рицы Z(t), находящихся не ниже главной диагонали, и вектор ω(t) раз-

мерности, не превышающей m(m + 1)/2, из соответствующих элемен-

тов симметрической матрицы W (t). Оба эти вектора заданы неточно.

Построим эллипсоид с матрицей Ψ(t1), ограничивающий возможные

начальные значения ψ(t1) и аналогичный эллипсоид с матрицей Ω(t),

аппроксимирующий ω(t). Тогда поставленная задача сводится к реше-

нию системы вида (3.2.13), но не для исходных векторов x(t) и w(t), а

для ψ(t) и ω(t) соответственно.

Поясним полученный результат на двух простых примерах.

2. Неточно заданные границы начальных условий. Рассмот-

рим материальную точку, движущуюся по прямой под действием не-
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определённой силы u, т. е. согласно уравнениям

ẋ1 = x2, ẋ2 = u

где x1 — координата точки, а x2 — её скорость. Тогда n = 2, m = 1 и

система (3.1.4) принимает вид∥∥∥∥ ẋ1

ẋ2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥ 0 1

0 0

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ x1

x2

∥∥∥∥+
∥∥∥∥ 0

1

∥∥∥∥u (3.4.1)

Предположим, что ограничение на возможные значения силы из-

вестно точно, а именно |u(t)| ≤ 1.

Будем описывать неопределённое фазовое положение точки эллип-

соидом с матрицей Q(t) = tZ(t). Предположим, что координаты центра

эллипсоида с матрицей Z(t) в момент t1 равны нулю. Поскольку вектор

$(t) из (3.1.4) в данном случае тождественно равен нулю, как и вектор

g(t) центра эллипсоида, описывающего неопределённую силу u(t), то

из (3.1.7) следует, что и во все последующие моменты времени центр a

останется в нуле. Для матрицы Z(t) на основании (3.2.13) получаем∥∥∥∥∥∥
Ż11

Ż12

Ż22

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
0 2 0
0 0 1
0 0 0

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥
Z11

Z12

Z22

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
0
0
1

∥∥∥∥∥∥ (3.4.2)

Здесь Z11, Z12 и Z22 — компоненты матрицы Z; как было указано выше,

они составляют вектор ψ(t).

Теперь рассмотрим (3.4.2) как частный случай (3.1.4) при n = 3 и

m = 0. Отсутствие неопределённости в правой части (3.4.2) в отличие

от (3.4.1) объясняется тем, что ограничение на силу u(t) известно точно.

Кроме того, в отличие от (3.4.1) вектор $(t) из (3.1.4) в случае (3.4.2)

нулю не равен.

Допустим, что в момент t1 = 1 ограничения на координату и ско-

рость точно неизвестны. Именно, пусть |Z12(t1)| ≤ 1, в то время как

Z11(t1) = 1 и Z22(t1) = 1. Другими словами, неопределённость в зада-

нии границ возможных начальных значений исходного фазового векто-
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ра x(t1) описывается как неопределённость в задании возможных на-

чальных значений нового фазового вектора ψ(t1) с помощью вырож-

денного эллипсоида с матрицей Ψ(t1) и центром aψ(t1)

Ψ(t1) =

∥∥∥∥∥∥
0 0 0
0 1 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥ , aψ(t1) =

∥∥∥∥∥∥
1
0
1

∥∥∥∥∥∥ (3.4.3)

Применительно к (3.4.2) соотношения (3.1.4) и (3.2.13) дают следу-

ющее уравнение для матрицы Y (t), связанной с Ψ(t) так же, как Z(t)

связана с Q(t), т. е. равенством Ψ(t) = tY (t)

Ẏ =

∥∥∥∥∥∥
4Y12 2Y22 + Y13 2Y23

2Y22 + Y13 2Y23 Y33

2Y23 Y33 0

∥∥∥∥∥∥ (3.4.4)

Уравнение для центра aψ(t), составленное на основании соотноше-

ний (3.1.4), (3.1.7) и (3.2.13), совпадает с (3.4.2) с точностью до заме-

ны компонент матрицы Z(t) на соответствующие компоненты векто-

ра aψ(t). Тогда для начальных условий (3.4.3), проинтегрировав (3.4.2)

и (3.4.4), получаем

aψ1 = t3/3− t+ 5/3, aψ2 = t2/2− 1/2, aψ3 = t

Ψ11 = 4t3 − 8t2 + 4t, Ψ12 = 2t2 − 2t, Ψ22 = t

Ψ13 = 0, Ψ23 = 0, Ψ33 = 0

(3.4.5)

Отметим, что эллипсоид (3.4.5) вырожден в любой момент времени, так

как неопределённость по третьей компоненте, соответствующей Z22(t),

отсутствует.

Итак, эллипсоид с центром aψ(t) и матрицей Ψ(t) содержит все воз-

можные значения компонент матрицы Z(t). В свою очередь, множество

эллипсоидов, каждый из которых обладает центром в начале координат

и матрицей Q(t) = tZ(t), содержит все возможные значения фазового

вектора x(t).

На фазовой плоскости в момент времени t = 1 множество дости-

жимости представляет собой квадрат со стороной, равной единице. На

142



рис. 50 сплошной линией показан вид этого множества при t = 1.5, а

штриховой — при t = 3.

3. Неточно заданные границы внешнего возмущения. Если

неопределённый фактор, действующий на систему, может быть опи-

сан скаляром, то отсутствие надёжной информации о его возможных

значениях при гарантированном оценивании всегда приводит к просто-

му увеличению возможного диапазона этих значений в рамках мате-

матической модели. Следовательно, простейший пример динамической

задачи, пригодный для разъяснения полученных результатов, должен

содержать вектор сил с двумя компонентами.

Пусть в любой момент времени величины возмущающих воздей-

ствий F1 и F2 в (3.1.18) удовлетворяют неравенству

F 2
1 /f

2
1 + F 2

2 /f
2
2 ≤ 1 (3.4.6)

где для каждой реализации F1(t) и F2(t) величины f1 и f2 — некоторые

параметры, значения которых, в свою очередь, также точно не известны

и удовлетворяют неравенству

(f2
1 − 1)2 + (f2

2 − 1)2 ≤ 1 (3.4.7)

На рис. 51 сплошной линией показаны границы множества, которому

принадлежит вектор с компонентами F1 и F2 согласно (3.4.6) и (3.4.7).

Штриховой линией показана окружность радиуса
√

2. Видно, что (3.4.6)

и (3.4.7) накладывают на возмущение более узкие рамки, поскольку

окружность полностью содержит рассматриваемое множество допусти-

мых значений сил F1 и F2.

В отличие от предположений, сделанных в предшествующем разде-

ле, допустим, что в начальный момент времени t0 = 0 значения всех

фазовых переменных известны точно и равны нулю. Заметим, что то-

гда, как и в предыдущем примере, при нулевых значениях a0, $(t) и

g(t), согласно уравнению (3.1.7), вектор a(t) центра оценки множества
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достижимости в пространстве, соответствующем вектору x(t), тожде-

ственно равен нулевому в течение всего времени процесса.

Для (3.1.18) можно написать систему вида (3.2.13). В свою очередь,

на её основе можно составить из компонент матрицы Z(t) новый фазо-

вый вектор ψ(t) = {Z11, Z12, Z22, Z13, Z23, Z33, Z14, Z24, Z34, Z44} и рас-

смотреть систему линейных уравнений, которой он удовлетворяет. В

обозначениях (3.1.4) при n = 10 и m = 2 для матрицы системы имеем

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 2 0 0 0 0 0 0 0 0
−k1 0 1 k1 0 0 0 0 0 0
0 −2k1 0 0 2k1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 −k1 0 k1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2 0
k2 0 0 −k2 0 0 0 1 0 0
0 k2 0 0 −k2 0 −k1 0 k1 0
0 0 0 k2 0 −k2 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 2k2 0 −2k2 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Здесь k1 = k/m1, k2 = k/m2. Все элементы матрицы B равны ну-

лю, кроме B31 = 1/m2
1 и B10 2 = 1/m2

2. Вектор $(t) — нулевой. Но-

вый двумерный вектор возмущения ω(t) = {f2
1 , f

2
2 } соответствует w(t)

в (3.1.4). Он ограничен согласно (3.4.7). Другими словами, соответству-

ющая W (t) матрица Ω(t) — единичная; обе компоненты вектора центра

эллипса, ограничивающего возмущение, тождественно равны единице.

Для момента t = 2 сек была построена внешняя аппроксимация мно-

жества возможных значений координат ϑ1(t) и ϑ2(t) первой и второй

масс для тех реализаций, в рамках которых скорости первой и второй

массы равны нулю в этот момент времени. Напомним, что ϑ1(t) и ϑ2(t)

входят в состав фазового вектора x(t) в виде компонент x1(t) и x3(t).

Граница соответствующего множества показана на рис. 52. Её часть

изображена сплошной линией в большем масштабе на рис. 53. Штрихо-

вой линией представлен фрагмент эллипса, приближённо описываемого
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неравенством

298.417x2
1 − 298.330x1x3 + 298.665x2

3 ≤ 1 (3.4.8)

При значениях x1 и x3, не показанных на рис. 53, оба множества прак-

тически совпадают, за исключением области, симметричной изображён-

ной на рис. 53 относительно начала координат. Эллипс (3.4.8) можно по-

лучить, если решить рассматриваемую задачу построения внешнего ап-

проксимирующего эллипсоида при точно заданных границах внешнего

возмущения, а именно, если заменить множество с границей, показан-

ной сплошной линией на рис. 51, кругом радиуса
√

2. При такой замене

множество допустимых значений F1 и F2 несколько расширяется и из

рис. 53 видно, что это влечёт некоторую дополнительную погрешность

в аппроксимации возможных значений x(t), поскольку (3.4.8) полно-

стью содержит множество, вычисленное для случая неточно заданных

границ внешнего возмущения.

4. Дополнительные замечания.

1◦. Описанный способ оценивания ψ(t) не принимает во внимание

то, что компоненты этого вектора — элементы положительно опреде-

лённой матрицы. Если в процессе вычислений учитывать данное об-

стоятельство, например, используя операцию аппроксимации пересече-

ния эллипсоидов [160], то в общем случае можно повысить точность

результатов. Тем не менее понятно, что если эту особенность ψ(t) иг-

норировать, то получаемое множество всё равно будет гарантированно

содержать точное множество достижимости.

2◦. Уравнения для оценивания ψ(t) линейны, что позволяет приме-

нять к нему тот же подход, что и к исходному вектору x(t). В частности,

можно решать задачи, в которых значения элементов матриц, описы-

вающих поведение ψ(t), содержатся в неких эллипсоидах соответству-

ющей размерности. Эта рекурсия может быть продолжена и далее.
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§3.5. Управление матрицей системы

1. Постановка задачи. В §3.2, §3.3 и §3.4 отсутствовало управле-

ние, влияющее на движение центра аппроксимирующего эллипсоида.

Однако в технических приложениях оно встречается часто. Пусть си-

стема уравнений (3.1.1) имеет вид

ẋ = F (x, u, t) + εf(x, u, t)

x(0) ∈ X0 ∈ Rn, x(T ) ∈ XT ∈ Rn, u ∈ U ∈ Rm, 0 ≤ t ≤ T
(3.5.1)

где ε = const — малый параметр, а T — некоторый фиксированный

момент времени. Предположим, что F , f , X0 и XT таковы, что реше-

ние системы (3.5.1) при заданном u(t) сводится к последовательному

решению задач Коши для каждого из допустимых x(0). Ограничимся

рассмотрением только таких F , f , X0, XT и u(t), для которых верны

стандартные теоремы о существовании и непрерывной зависимости ре-

шения x от параметра ε (см., например, [62]).

Введём непрерывно зависящий от x функционал J(x(T )). Предпо-

ложим, что J0(u) и Jε(u) — значения, которые он получает в момент

времени T при некоторой реализации управления u = u(t) для ε = 0 и

ε 6= 0 соответственно.

Пусть существуют такие u0(t) и uε(t), которые доставляют функци-

оналу J(x(T )) минимумы, равные J0(u0) и Jε(uε) при ε = 0 и ε 6= 0,

соответственно. Приведём простое доказательство того факта, что

Jε(uε) = Jε(u0) +O(ε) (3.5.2)

В силу непрерывной зависимости решения x от параметра ε и непре-

рывной зависимости J(x(T )) от x имеем

J0(uε) = Jε(uε) +O(ε), J0(u0) = Jε(u0) +O(ε) (3.5.3)

Из определения J0(u0) следует, что

J0(uε) ≥ J0(u0) (3.5.4)
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Подставив выражения для J0(uε) и J0(u0) из (3.5.3) в (3.5.4), получаем

Jε(uε) ≥ Jε(u0) +O(ε) (3.5.5)

С другой стороны, из определения Jε(uε) следует, что

Jε(uε) ≤ Jε(u0) (3.5.6)

Истинность (3.5.2) непосредственно вытекает из (3.5.5) и (3.5.6). Заме-

тим, что u0(t) и uε(t) могут быть сколь угодно далеки друг от друга

в любой общепринятой метрике. Вопросы, непосредственно связанные

с (3.5.2), рассмотрены в [116]; более общие утверждения можно найти,

например, в [89].

Предположим, что в (3.5.1) может быть выделена независимая по

фазовым переменным подсистема, которую при ε = 0 можно свести, с

учётом соответствующих граничных условий, к совокупности не зави-

сящих от u задач Коши, т. е. пусть (3.5.1) имеет вид

ẋ∗ = F∗(x∗, u, t) + εf∗(x∗, xε, u, t)

ẋε = Fε(xε, t) + εfε(xε, u, t)
(3.5.7)

где части xε и x∗ вектора x имеют размерности nε и n∗ соответствен-

но, причём nε + n∗ = n. Заметим, что система (3.5.7) для xε является

слабоуправляемой в смысле [158].

Итак, для (3.5.7) требуется найти такое uε(t), чтобы функционал

J(x(T )) достиг минимума Jε(uε).

2. Общий случай. Применим к (3.5.7) принцип максимума Понт-

рягина [122]. Запишем гамильтониан

H = (F∗ + εf∗, p∗) + (Fε + εfε, pε)

где p∗ и pε — переменные, сопряжённые к x∗ и xε соответственно. По-

скольку

ṗ∗ = −∂H/∂x∗, ṗε = −∂H/∂xε
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то, с учётом соответствующих граничных условий, принцип максимума

приводит, вообще говоря, к краевой задаче порядка 2n.

Разложим x∗, xε, p∗ и pε в суммы по ε. При нахождении управления

будем пренебрегать членами порядка O(ε2) в H, т. е. разрешим замену

H на любую другую функцию, отличающуюся от исходной на O(ε2).

Это можно рассматривать как точное решение не данной, а некоторой

другой оптимизационной задачи, отличающейся от исходной членами

порядка O(ε2) в правых частях дифференциальных уравнений для x∗

и xε. Полученное же в результате u(t) будет использоваться в исходной

системе. Тогда согласно (3.5.2) ошибка по функционалу составит O(ε2).

С другой стороны, из выражения для H видно, что для нахождения u

понадобятся только получаемые при ε = 0 члены разложения xε и pε.

Тогда процесс решения исходной краевой задачи распадётся на ре-

шение задачи для xε, pε, в которую u не входит, и оставшейся краевой

задачи для x∗, p∗ с участием u, причем порядок последней будет ра-

вен 2n∗. Так как Fε, fε, X0 и XT таковы, что решение системы (3.5.7)

при ε = 0 сводится к интегрированию совокупности задач Коши, то и

решение системы для pε при ε = 0 тоже сводится к такой совокупности.

Итак, пусть (3.5.7) при ε = 0 сводится к совокупности задач Коши с

граничными условиями, зависящими только от xε. Тогда порядок кра-

евой задачи, получаемой с помощью принципа максимума из (3.5.7),

которую необходимо решить для минимизации функционала J(x(T ))

с точностью до O(ε2), не превосходит удвоенного порядка подсистемы

для x∗, оставшейся после исключения слабоуправляемой части системы

(3.5.7).

Таким образом, нужно сначала решить уравнения ẋε = Fε(xε, t),

затем уравнения ṗε = −(∂Fε/∂xε)pε, а потом решать краевую задачу

для x∗ и p∗, следующую из принципа максимума, причем u следует

определять из гамильтониана с отброшенными членами порядка O(ε2),

а подставлять в исходную систему (3.5.7).
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3. Линейный случай. Применим описанный алгоритм для дина-

мической системы (3.1.4), (3.1.5) в случае, когда A(t) = A0(t)+εA1(t, u)

и $ = $(t, u), а вектор g(t) ≡ 0. Тогда система (3.1.4), (3.1.5) примет

вид

ẋ =
(
A0(t) + εA1(t, u)

)
x+B(t)w +$(t, u), w ∈ E(0,W (t)) (3.5.8)

Здесь u ∈ U ∈ Rk — управление, а скаляр ε = const — малый параметр.

Множество достижимости (3.5.8) будем оценивать с помощью гло-

бально оптимальных эллипсоидов.

Задача состоит в том, чтобы найти такое управление u для систе-

мы уравнений (3.5.8), (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8), (3.1.10), что функционал

(3.1.12) достигнет минимума.

Применим принцип максимума Понтрягина и введём переменные

χ, Ψ и ϕ, сопряжённые к переменным a, Q и P соответственно. Ради

краткости будем использовать обозначение {M,N} = MN +NM> для

произвольных квадратных матриц M и N . Тогда гамильтониан запи-

шется в виде

H=Hu+(A0a, χ)+Tr ({A0, Q}Ψ)+q−1 Tr(QΨ)+qTr(GΨ)−Tr
(
{A>0 , P}ϕ

)
Hu = ε

(
(A1a, χ) + Tr({A1, Q}Ψ)− Tr

(
{A>1 , P}ϕ

))
+ ($,χ)

Для сопряжённых переменных получим систему

Ψ̇ = −ε(ΨA1 +A>1 Ψ)− (ΨA0 +A>0 Ψ)− q−1Ψ +

+1/2 Tr1/2(PG) Tr−3/2(PQ)P Tr(QΨ)−

−1/2 Tr−1/2(PG) Tr−1/2(PQ)P Tr(GΨ)

Ψ(T ) = −C

ϕ̇ = ε(ϕA>1 +A1ϕ) + ϕA>0 +A0ϕ−

−1/2 Tr−1/2(PG) Tr−1/2(PQ)GTr(QΨ) +

+1/2 Tr1/2(PG) Tr−3/2(PQ)QTr(QΨ)−
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−1/2 Tr−1/2(PQ) Tr−1/2(PG)QTr(GΨ) +

+1/2 Tr1/2(PQ) Tr−3/2(PG)GTr(GΨ)

ϕ(0) = 0

χ̇ = −εA>1 χ−A>0 χ , χ(T ) = −2Ca(T )

Применим результаты, полученные выше для общего случая, и пре-

небрежём членами порядка ε2 и выше в гамильтониане, что приведёт к

ошибке такого же порядка при нахождении значения функционала. То-

гда для поиска управления достаточно знать лишь члены разложения

переменных Q, P , Ψ, ϕ по ε, получаемые при ε = 0. Для этих членов

имеем

Ṗ0 = −{A>0 , P0} , P0(T ) = C (3.5.9)

Q̇0 = {A0, Q0}+ q−1
0 Q0 + q0G , Q0(0) = Q0 (3.5.10)

q0 = Tr−1/2(P0G) Tr1/2(P0Q0)

Ψ̇0 = −Ψ0A0 −A>0 Ψ0 − q−1
0 Ψ0 + (3.5.11)

+1/2 Tr1/2(P0G) Tr−3/2(P0Q0)P0 Tr(Q0Ψ0)−

−1/2 Tr−1/2(P0G) Tr−1/2(P0Q0)P0 Tr(GΨ0)

Ψ0(T ) = −C

ϕ̇0 = ϕ0A
>
0 +A0ϕ0 + (3.5.12)

−1/2 Tr−1/2(P0G) Tr−1/2(P0Q0)GTr(Q0Ψ0) +

+1/2 Tr1/2(P0G)Tr−3/2(P0Q0)Q0 Tr(Q0Ψ0)−

−1/2 Tr−1/2(P0Q0)Tr−1/2(P0G)Q0 Tr(GΨ0) +

+1/2 Tr1/2(P0Q0) Tr−3/2(P0G)GTr(GΨ0)

ϕ0(0) = 0

Интегрирование данной системы сводится к последовательному реше-

нию задач Коши: сперва (3.5.9), потом (3.5.10), затем (3.5.11) и (3.5.12).

Далее, для нахождения полного решения исходной задачи в смысле
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алгоритма, сформулированного ранее для общего случая, следует ещё

решить следующую краевую задачу

ȧ1 = A0a1 + εA1a1 +$, a1(0) = a0

χ̇1 = −εA>1 χ1 −A>0 χ1, χ1(T ) = −2Ca1(T )

z(t) = Tr
(
{A1, Q0}Ψ0

)
− Tr

(
{A>1 , P0}ϕ0

)
u = arg max

u∈U

(
($,χ1) + ε(A1a1, χ1) + εz(t)

)
(3.5.13)

Если в (3.5.8) считать, что B(t) = εBε(t), то получим ϕ0 ≡ 0, а для

нахождения z(t) в (3.5.13) будет достаточно уравнений

Q̇0 = {A0, Q0} , Q0(0) = Q0

Ψ̇0 = −Ψ0A0 −A>0 Ψ0, Ψ0(T ) = −C
(3.5.14)

Таким образом, построен алгоритм, позволяющий построить управ-

ление, учитывающее ансамбль траекторий системы (3.5.8) в смысле

функционала (3.1.12) с точностью до O(ε2). При этом порядок решае-

мой краевой задачи равен удвоенной размерности вектора x.

4. Пример. Рассмотрим уравнение (3.5.8) в виде

ẋ+ εux = εw + u. (3.5.15)

Здесь x, u и w — скаляры. Положим C = 1 в (3.1.12). Пусть

ε = 0.2, Q(0) = 100, a(0) = 0, |u| ≤ 1

|w| ≤ 1, T = −5 ln 0.8 ≈ 1.12
(3.5.16)

В данном случае применимы соотношения (3.5.14). Так как A0 = 0

и A1 = −1, имеем

Q0(t) ≡ 100, Ψ0(t) ≡ −1, z(t) ≡ 200

Краевая задача (3.5.13) принимает вид

ȧ1 = −0.2ua1 + u , a(0) = 0

χ̇1 = 0.2uχ1 , χ1(T ) = −2a1(T ) (3.5.17)

u = sign
(
χ1(1− 0.2a1) + 40

)
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Прямой подстановкой можно убедиться, что в нашем случае a1(T ) = 1,

u(t) ≡ 1. Элементарные вычисления дают J ≈ 68.24.

Для сравнения рассмотрим ту же систему (3.5.15) при тех же на-

чальных условиях и ограничениях (3.5.16), но теперь управление будем

строить без учёта помехи в уравнении (3.5.15). В этом случае будет най-

ден минимум квадрата отклонения решения x(t) от нуля в момент T .

Полагая w ≡ 0, Js = a2
1(T ), получим задачу оптимального управления

для системы (3.5.17). Эта задача имеет бесконечное множество реше-

ний, соответствующих нулевому значению нового функционала Js = 0

и отвечающих приведению фазовой координаты в нуль в момент t = T .

В частности, оптимальным является управление u(t) ≡ 0, см. (3.5.17).

Определим, какое значение получит функционал (3.1.12) в результате

применения u(t) ≡ 0 при наличии помехи. Вычисления показывают, что

в этом случае получим J ≈ 104.51, что существенно (на 53%) больше,

чем приведённое выше значение функционала для u(t) ≡ 1.

Таким образом, при наличии помехи учёт всего ансамбля траекто-

рий управляемой динамической системы при помощи метода эллип-

соидов приводит к значительному изменению закона управления и к

уменьшению величины отклонения ансамбля от целевой точки.

§3.6. Неточная реализация управления

1. Постановка задачи. В §3.5 для выбора оптимального управле-

ния был использован функционал (3.1.12), зависящий и от матрицы,

и от центра эллипсоида. Рассмотрим задачу, в которой зависимость

функционала от центра отсутствует. Именно, будем искать минимум

функционала (3.1.16).

Исследуем случай, когда имеется погрешность в исполнении управ-

ляющего воздействия, зависящая от его величины. Такая особенность

характерна, например, для различных манипуляторов [157]. Рассмот-
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рим следующий частный случай системы (3.1.4), (3.1.5)

ẋ = A(t)x+B(t, u)w + u$(t), w ∈ E(0,W (t)) (3.6.1)

Здесь u ∈ U — скалярное управление. Множество достижимости (3.6.1)

будем оценивать с помощью глобально оптимальных эллипсоидов, за-

даваемых соотношениями (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8) и (3.1.10). Поскольку

здесь, в отличие от §3.5, матрица A не зависит от управления, то зада-

ча Коши (3.1.10) при известном граничном условии P (T ) может быть

решена независимо от всей системы. Подстановка полученной функции

P (t) в (3.1.6) даёт возможность найти Q(t) при известном u(t).

Рассмотрим функцию

Φ(t) =
√

Tr
(
P (t)Q(t)

)
(3.6.2)

Из (3.1.16) и (3.1.10) следует, что

Φ2(T ) ≡ Tr
(
CQ(T )

)
(3.6.3)

Другими словами, Φ2(T ) — это значение минимизируемого функциона-

ла (3.1.16).

Пусть матрица G(t, u) из (3.1.6) такова, что в любой момент t вы-

полняется соотношение√
Tr
(
P (t)G(t, u)

)
= |u|

√
Tr
(
P (t)G∗(t)

)
(3.6.4)

где G∗(t) – некоторая симметрическая неотрицательно определённая

матрица, не зависящая от u. Равенство (3.6.4) справедливо, если B(t, u)

в (3.6.1) удовлетворяет равенству B(t, u) = ±uB∗(t), где B∗(t) — неко-

торая матрица, не зависящая от u.

Требуется найти все u, для которых функционал (3.1.16) достигает

минимума в фиксированный момент времени T для системы (3.6.1),

(3.6.4), (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8) и (3.1.10) с краевым условием a(T ) = 0 и
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ограничением на управление |u| ≤ 1. При этом момент T можно сначала

считать фиксированным, а затем произвести минимизацию (3.1.16) по

нему как по параметру.

2. Общий случай. Воспользуемся принципом максимума Понт-

рягина [122]. Введём n-мерный вектор сопряжённых переменных p и

запишем соответствующую функцию Гамильтона H

H = (p,Aa) + u(p,$) + pn+1|u|
√

Tr
(
P (t)G∗(t)

)
(3.6.5)

Здесь ṗ = −A>(t)p и ṗn+1 = 0. В [104] показано, что Φ̇ =
√

Tr(PG).

При u 6≡ 0

pn+1(T ) = −
∂ Tr

(
CQ(T )

)
∂Φ

∣∣∣∣∣
t=T

= −2Φ(T ) < 0 (3.6.6)

так как Φ(0) ≥ 0 и Φ̇ > 0. Случай u ≡ 0 опустим, поскольку для него

может быть pn+1(T ) = 0, а тогда неравенство (3.6.6) будет неверно. Его

можно в каждом конкретном примере учесть отдельно, то есть под-

считать для него функционал и сравнить с полученным при u 6≡ 0.

Обозначим

V1 = (p,$), V2 = −2Φ(T )
√

Tr
(
P (t)G∗(t)

)
Отметим, что V2 < 0. В соответствии с принципом максимума опти-

мальное управление u∗ имеет вид

u∗ = 0, если |V1|+ V2 < 0

u∗ = 1, если |V1|+ V2 > 0 и V1 > 0 (3.6.7)

u∗ = −1, если |V1|+ V2 > 0 и V1 < 0

Для перехода от u∗ = 1 к u∗ = −1 или обратно функция V1 должна

сменить знак, но тогда на некотором интервале времени должно быть

верно неравенство |V1| < −V2, т. е. условие применения u∗ = 0.
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Итак, в оптимальном управлении существуют только такие точки

переключения, в которых оно изменяется с ±1 на 0 и обратно, с 0 на ±1.

Из сказанного выше понятно, что исследуемую проблему можно рас-

сматривать как частный случай широко известного класса задач, ис-

комое управление в которых можно назвать оптимальным по расходу

топлива (см., например, [59]).

Возьмём систему (3.6.1) в частном случае, когда помеха отсутствует,

т. е. при w(t) ≡ 0. Получим

ẋ = A(t)x+ u$(t), x(0) = x0, x(T ) = 0 (3.6.8)

Предположим, что для (3.6.8) требуется решить задачу быстродействия

[122]. Соответствующий гамильтониан в принципе максимума имеет

вид

H0 = (p,Ax) + u(p,$) (3.6.9)

где ṗ = −A>(t)p. Согласно (3.6.9) моменты переключения управления в

задаче быстродействия определяются тем же уравнением (p,$) = 0, что

и моменты перехода от u∗ = 1 к u∗ = −1 и наоборот в (3.6.5). Различие в

том, что, в соответствии с (3.6.7), в окрестности этих переходов должно

применяться u∗ = 0. Кроме того, набор из n констант, входящий в

функции p(t) и зависящий от начальных условий, будет разным для

рассматриваемых задач.

Итак, пусть u∗(t) — решение задачи с возмущением при некоторых

начальных данных a0, Q0. Тогда функция u∗(t) получается из решения

задачи быстродействия для (3.6.8) при некоторых других начальных

данных x0 путём введения участков с u∗(t) ≡ 0 в окрестности (по t)

точек переключения задачи быстродействия и, быть может, моментов

t = 0 и t = T . Если Φ(T ) достаточно велико, то возможно слияние

участков с u∗(t) ≡ 0.

Указанная связь исходной задачи и соответствующей ей задачи оп-

тимального быстродействия почти бесполезна, если хотя бы в одной из
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них структура управления сильно зависит от начальных условий. Ес-

ли же управление имеет одну и ту же (или близкую) структуру для

любых начальных условий в задаче быстродействия, то можно сделать

важные заключения о виде управления для исходной задачи.

Проиллюстрируем сказанное на примере простейшей задачи с воз-

мущениями.

3. Пример. Пусть движение материальной точки по прямой опи-

сывается уравнением

ẍ = (1 + µw)u, µ = const ≥ 0, |w| ≤ 1, |u| ≤ 1 (3.6.10)

где u — искомое управление, а переменная w отражает погрешность его

реализации.

Будем аппроксимировать множество достижимости снаружи с по-

мощью глобально оптимальных эллипсов, заданных соотношением

(
Q−1(ϑ− a), (ϑ− a)

)
≤ 1

где a = (a1, a2) — радиус-вектор центра эллипса, а ϑ — вектор фазовых

координат, причём первая из них описывает положение точки, а вторая

— её скорость.

Найдём минимум функционала (3.1.16) для задачи о приведении

центра эллипса в начало координат на фазовой плоскости. Другими

словами, путём выбора u требуется минимизировать разброс возмож-

ных значений координаты и скорости в последний момент времени T .

В данном случае имеем

G =
∥∥∥∥ 0 0

0 µ2u2

∥∥∥∥ , A =
∥∥∥∥ 0 1

0 0

∥∥∥∥
Выберем

C =
∥∥∥∥ 1 0

0 b

∥∥∥∥
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где b = const > 0. Получаем систему

ȧ1 = a2

ȧ2 = u (3.6.11)

Φ̇ = µ|u|V, V =
√

(T − t)2 + b

с граничными условиями

a1(T ) = a2(T ) = 0, Φ(0) =
√

Tr
(
P (0)Q(0)

)
(3.6.12)

где

P (t) = exp
(
A>(T − t)

)
C exp

(
A(T − t)

)
=
∥∥∥∥ 1 T − t
T − t (T − t)2 + b

∥∥∥∥
Применяя принцип максимума Понтрягина, получим гамильтониан

Hs = p1a2 + p2u+ p3µ|u|V

С учётом того, что

ṗ1 = 0, ṗ2 = −p1, ṗ3 = 0

и, поскольку

p3(T ) = −
∂ Tr

(
CQ(T )

)
∂Φ

= −2Φ(T ) = −2ΦT

получаем

p1 = c1, p2 = −c1t+ c2, p3 = −2ΦT

где c1 и c2 – некоторые константы. Тогда

u∗ =


0, если |p2|+ p3µV < 0

1, если |p2|+ p3µV > 0 и p2 > 0

−1, если |p2|+ p3µV > 0 и p2 < 0

Заметим, что ΦT > 0 для любой траектории, для которой

a2
1(0) + a2

2(0) 6= 0

157



Как было доказано выше, переключений непосредственно с u∗ = 1 на

u∗ = −1 и с u∗ = −1 на u∗ = 1 быть не может. Число переключений

определяется уравнением |p2|+ p3µV = 0, которое имеет не более двух

решений относительно t.

Фазовый вектор задачи включает в себя a1, a2 и три компоненты

симметрической матрицы Q. Рассмотрим проекции оптимальных фазо-

вых траекторий на плоскость, заданную переменными a1 и a2. Посколь-

ку число переключений не превосходит двух, то, с учётом центральной

симметрии поля оптимальных траекторий, можно рассматривать лишь

два семейства траекторий, отвечающих последовательностям управле-

ний {−1; 0; 1} и {0; 1; 0} и начинающихся в области, лежащей выше кри-

вой, состоящей из дуги параболы a1 = −a2
2/2 при a1 < 0 и a2 > 0, а

также дуги параболы a1 = a2
2/2 при a1 > 0 и a2 < 0 (кривая AOB

на рис. 54 и рис. 55). При этом вторая дуга принадлежит указанной

области.

Теперь можно найти минимум (3.1.16) как функции T для каждой

из двух указанных структур и выбрать ту из них, которая обеспечивает

меньшее значение. Поскольку Φ(T ) > 0, то в силу (3.6.3) можно искать

Φ(T ) → min по всем T .

Используя (3.6.11), вычислим интеграл

Ψ(t) =

t∫
0

V dt =

=
1
2

(
(t− T )V + b ln(t− T + V ) + T

√
T 2 + b− b ln

(√
T 2 + b− T

))
Для последовательности {−1; 0; 1} получаем из (3.6.11)

ΦT /µ = Ψ(T ) + Ψ(t1)−Ψ(t2) + Φ(0)/µ (3.6.13)

где t1 – время движения с u∗ = −1, а t2 – момент переключения управле-

ния с u∗ = 0 на u∗ = 1. Тогда для рассматриваемой последовательности
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переключений управления, интегрируя уравнения (3.6.11) для a1 и a2,

получим

T = a2(0)− a2∗ −
a2
2(0)

2a2∗
− a1(0)

a2∗

где a2∗ — скорость движения с u∗ = 0. Поскольку t1 = a2(0) − a2∗

и t2 = T + a2∗, то можно получить Φ(T ) как функцию a2∗, причём

a2∗ ∈ (a0
2; 0), где a0

2 отвечает нулевому времени движения со скоростью

a2∗. Обратим внимание на то, что в при a2∗ = a0
2 траектория совпадает

с решающей задачу быстродействия для (3.6.10). Проблему поиска ми-

нимума проще всего решать простым численным перебором возможных

значений a2∗ на указанном интервале с некоторым, зависящим от тре-

буемой точности, шагом. Следует отметить, что положение минимума

Φ(a2∗) не меняется при замене

a2∗ = λa′2∗, a2(0) = λa′2, a1(0) = λ2a′1(0), b = λ2b′

что дает возможность всегда брать b = 1 при переборе.

В случае, когда управление имеет структуру {0; 1; 0}, задача поиска

минимума существенно упрощается, поскольку такой структурой дви-

жение до состояния a1 = a2 = 0 задаётся однозначно. В связи с этим,

опуская подробности, скажем лишь, что момент окончания процесса

можно определить, вычисляя Φ(T ) для разных T с некоторым шагом.

Оптимальное T можно считать найденным, когда Φ(T ) достигнет ми-

нимума.

На рис. 54 и рис. 55 представлены результаты работы программы,

использующей описанный выше алгоритм при b = 1 и µ = 1. Пусть

Q(0) =
∥∥∥∥ Q11(0) Q12(0)
Q21(0) Q22(0)

∥∥∥∥
Рис. 54 получен при Q(0) = 0, что, согласно (3.6.12), даёт Φ(0) = 0.

Рис. 55 соответствует случаю

Q11(0) = Q22(0) = 10, Q12(0) = Q21(0) = −9
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В таблицах, помещённых ниже рис. 54 и рис. 55, колонка TL содержит

относительную потерю времени при реализации полученного управле-

ния по сравнению с управлением, оптимальным по быстродействию для

задачи без учёта возмущений, колонка AG — относительный выигрыш

по функционалу по сравнению с тем же случаем, а колонка STR —

оптимальную структуру управления.

4. Замечания к примеру. 1◦. Пусть Q(0) = 0, что соответствует

точному знанию координаты и скорости в начальный момент времени.

Тогда Φ(0) = 0 и на заключительном этапе процесса не может приме-

няться u∗ = 0, то есть случай {0; 1; 0} становится частным по отноше-

нию к {−1; 0; 1}.
Чтобы убедиться в этом, отметим, что применение u∗ = 0 на на-

чальном участке приводит к тому, что на нём Φ(t) ≡ 0 при Φ(0) = 0

(см. (3.6.11)). Неопределённость в знании фазовых координат возни-

кает и, соответственно, Φ(t) начинает возрастать лишь после начала

применения u∗ = 1, т. е. после перехода к движению по параболе. По-

этому начальный участок с u∗ = 0 можно исключить из рассмотрения

и считать, что все траектории в данном случае начинаются на парабо-

ле. Тогда отличие случая {0; 1; 0} от {0; 1} состоит только в том, что

процесс при {0; 1; 0} не кончается с прибытием системы в состояние

a1 = a2 = 0, а имеет место ожидание. Это эквивалентно рассмотрению

процессов с одинаковыми начальными условиями, которые различают-

ся лишь значением T . Поэтому достаточно показать, что для случая

{0; 1; 0}

dΦ(T∗)
dT∗

=
d

dT∗

t∗2∫
t∗1

V (T∗) dt =
d

dT∗

−a2(0)∫
0

√
(T∗ − τ)2 + b dτ > 0 (3.6.14)

где T∗ = T − t∗1 и τ = t − t∗1. Посредством t∗1 и t∗2 обозначены гра-

ницы участка, на котором применяется u∗ = 1. Показать истинность

(3.6.14) нетрудно, поскольку для структуры {0; 1; 0} необходимо, что-
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бы a2(0) < 0, так как в противном случае нет возможности привести

систему в требуемое конечное состояние.

2◦. При условиях Φ(0) = 0 и a2(0) < 0 для последовательности

{−1; 0; 1} не существует участка с u = −1, то есть управление имеет

вид {0; 1}.
В самом деле, функционал для случая {−1; 0; 1}, записанный в со-

ответствии с (3.6.13), будет больше нуля в момент переключения на

u∗ = 1, в то время как функционал для случая {0; 1} при тех же зна-

чениях a1 и a2 будет равен нулю в связи с изложенными в замечании

1◦ соображениями. Полное же время движения для случая {−1; 0; 1}
будет больше, чем T из (3.6.14). Отсюда следует, что в конце процесса

функционал для случая {−1; 0; 1} будет больше, чем для случая {0; 1}.
Всё сказанное позволяет найти аналитическое решение задачи для

a2(0) < 0, которое состоит в движении с u∗ = 0 до параболы, веду-

щей в начало координат, а потом по этой параболе с u∗ = 1 до состоя-

ния a1 = a2 = 0.

3◦. При Φ(0) 6= 0 управление вида {0; 1; 0} может быть реализовано

в полном виде, т. е. при ненулевой длительности всех участков.

В соответствии с (3.6.12) имеем

Φ(0) =
√
Q11(0) + 2Q12(0)T + (T 2 + b)Q22(0)

а, в свою очередь, в обозначениях (3.6.14)

Φ(T ) =

t∗2∫
t∗1

V dt+ Φ(0) (3.6.15)

Заметим, что первое слагаемое в (3.6.15) не зависит от Q(0), а

dΦ(0)
d T

=
Q12(0) + TQ22(0)√

Q11(0) + 2Q12(0)T + (T 2 + b)Q22(0)

Поэтому при любом T всегда существует такая матрица Q(0), в которой
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Q12(0) < 0, что dΦ(T )/dT < 0 в (3.6.15). Следовательно, ожидание в

состоянии a1 = a2 = 0 позволяет получить меньшее значение Φ.

Сказанное иллюстрирует кривая 3 на рис. 55. Для неё выигрыш по

функционалу от применения {0; 1; 0} вместо {−1; 0; 1} составляет 14%,

а проигрыш по времени — 75%.

162



Глава 4.

Сопоставление стохастического и
эллипсоидального оценивания

неопределённости в динамической системе с
возмущениями, ограниченными по величине

§4.1. Обсуждение проблемы

Как известно, стохастический и гарантированный подходы значи-

тельно отличаются друг от друга. Например, для применения гаран-

тированного оценивания необходимо указать границы возможного из-

менения возмущения, а в рамках вероятностного описания внешнего

воздействия часто используют случайный процесс типа белого шума,

который не ограничен. В свою очередь, знания упомянутых границ до-

статочно для гарантированного описания, а для стохастического требу-

ется задать распределение вероятностей, но, например, в трёхмерном

случае невозможно определить аддитивную меру (объём) и, тем самым,

равномерное распределение на всех ограниченных множествах [133].

С другой стороны, оба подхода часто можно использовать для опи-

сания одного и того же технического устройства. Это объясняется тем,

что реальные возмущения практически никогда не удовлетворяют тре-

бованиям ни одного, ни другого способов исчерпывающим образом. По-

этому на этапе перехода от инженерной задачи к математической вно-

сят дополнительные предположения, которые чрезвычайно редко могут

быть полностью оправданы с формальной точки зрения. Например,

для принятия решения об использовании теории вероятностей требу-

ется, вообще говоря, проверить применимость её аксиом (см., напри-

мер, [132]) в конкретном случае, что весьма трудоёмко даже тогда, ко-

гда это можно сделать с удовлетворительной точностью. Как прави-

ло, ограничиваются проверкой устойчивости частот, т. е. требованием,
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чтобы опыт мог быть произвольное число раз воспроизводим в практи-

чески одинаковых условиях [34]. Гарантированный подход предполага-

ет, вообще говоря, реализацию всех физически возможных вариантов

развития событий, что во многих случаях эквивалентно наличию про-

тивника, причём такого, который овладел сложной теорией игр (см.,

например, [75]) в недоступном сейчас объёме. Во всех случаях степень

оправданности предположений измеряется, как обычно, величиной тех

погрешностей, которые вносят, приняв решение в пользу определённого

метода.

Воспользуемся приведёнными общими соображениями для сравне-

ния вероятностного и гарантированного методов.

Рассмотрим типичную постановку задачи в рамках статистического

описания недетерминированных величин. Пусть динамическая система

описывается уравнением

ẋ = f(x, t, ξ) (4.1.1)

где ξ = ξ(t) — гауссовский случайный процесс типа белого шума с ко-

вариационной матрицей Rξ:

Rξ(t, t′) = M
{
ξ(t)ξ>(t′)

}
= Nξ(t)δ(t− t′)

где Nξ(t) — матрица интенсивности шума, M означает взятие мате-

матического ожидания, а δ(t) — дельта-функция Дирака. Необходимо

найти mx = M{x} и матрицу ковариации Dx(t) процесса x(t).

Типичная задача гарантированного априорного анализа точности

имеет следующий вид

ẋ = f(x, t, w) (4.1.2)

где возмущающий вектор w = w(t) лежит в заданном множестве Υ,

которое, например, может быть эллипсоидом (3.1.2). Требуется найти

E(a(t), Qα(t)), в котором лежит x(t).
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Для задач (4.1.1) и (4.1.2) укажем некоторые принципиальные сход-

ства и различия между вероятностным и гарантированным способами

рассмотрения [160]:

1◦. Если в исходной задаче возмущение ξ(t) являлось стохастиче-

ским процессом типа белого шума с известной функцией распределе-

ния, то в гарантированном фильтре w(t) — неизвестная, но ограничен-

ная известным множеством функция.

2◦. Вместо вектора математического ожидания mx и матрицы кова-

риации Dx будет получен вектор центра аппроксимирующего эллипсо-

ида a и его матрица Qα.

3◦. Если размерность исходной системы равна n, то в обоих случаях

потребуется n+(n+1)n/2 дифференциальных уравнений относительно

такого же количества неизвестных.

4◦. Итоговая оценка в вероятностном случае применима только к

совокупности реализаций, а в гарантированном — к любой из них. Это

обстоятельство связано с тем, что при стохастической оптимизации про-

исходит поиск наилучшего среднего, а при гарантированной решается

минимаксная задача применительно к любой допустимой реализации

возмущений.

Для того, чтобы сопоставить оба подхода, необходимо иметь воз-

можность сравнить результат решения задачи (4.1.1) с таковым для

(4.1.2), т. е. mx и Dx нужно связать с a и Qα.

Возьмём двумерное нормальное распределение (см., например, [34])

fg(x, y) =

exp

−
(

(x−mx)
2

σ2
x

− 2rxy (x−mx) (y −my)
σxσy

+
(y −my)

2

σ2
y

)
2
√

1− r2xy


2πσxσy

√
1− r2xy

Здесь плотность распределения fg(x, y) зависит от координат x и y, а
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также от математических ожиданий mx и my соответствующих слу-

чайных величин, их средних квадратических отклонений σx и σy и ко-

эффициента корреляции rxy. На рис. 56 показана функция fg(x, y), по-

строенная для mx = my = 0, σx = 1, σy = 3 и rxy = −1/2. Сечение

fg(x, y) плоскостью, параллельной плоскости x0y, представляет собой

эллипс, уравнение проекции которого на плоскость x0y имеет вид

(x−mx)
2

σ2
x

− 2rxy (x−mx) (y −my)
σxσy

+
(y −my)

2

σ2
y

= a2
g

a2
g = −2

(
1− r2xy

)
ln
(
b2πσxσy

√
1− r2xy

)
, 0 < b < fg(mx,my)

где b— расстояние плоскости сечения от плоскости x0y. В верхней части

рис. 56 изображено несколько таких эллипсов. В случае произвольной

размерности множества, на которых плотность вероятности нормально-

го распределения постоянна, являются эллипсоидами. Введём постулат,

связывающий эллипсоиды равной плотности вероятности, рассматри-

ваемые в задаче (4.1.1), с теми эллипсоидами, которые используют в

гарантированном оценивании при решении задачи (4.1.2).

Именно, пусть максимальное отклонение неопределённой величины

от среднего значения в α раз больше среднего отклонения, т. е.

Qα = α2Dx, α = const > 0 (4.1.3)

Такое отождествление обычно в инженерной практике [34]. В частно-

сти, при α = 3 получаем известное “правило 3σ”. Его обычно трактуют

как отождествление области, вероятность попадания в которую пре-

восходит некоторую заданную постоянную величину (например, 90%),

с соответствующей областью (или её оценкой), получаемой в результате

применения гарантированного метода.

Теперь можно провести сравнение вероятностного и гарантирован-

ного методов. Оно может быть сделано различными способами в зави-

симости от конкретных целей исследования. Далее будут рассмотрены

несколько вариантов.
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§4.2. Системы, близкие к стохастическим

1. Постановка задачи. Рассмотрим динамическую систему, опи-

сывающую движение некоторого технического устройства, подвержен-

ного влиянию некоторой помехи η(t). Пусть система может быть при-

ведена к линейному виду

ẋ = A(t)x+B(t)η(t), x(0) = x0, x ∈ Rn, η(t) ∈ Rm (4.2.1)

Допустим, что система (4.2.1) обладает свойствами, удобными для её

описания методами теории вероятностей. Вместе с тем воздержимся

от предположений, которые не могут быть сделаны для подавляющего

большинства технических задач.

Пусть η(t) — ограниченный по норме центрированный широкопо-

лосный шум с интервалом корреляции, намного меньшим всех харак-

терных постоянных времени рассматриваемой динамической системы

(4.2.1), и с ограниченной дисперсией F (t). Назовём его, следуя [141],

практически белым шумом.

Предположим, что x0 — ограниченный по норме вектор с распре-

делением, близким к нормальному, и матрицей дисперсии Σ0. Назовём

векторы такого типа практически гауссовыми. В частности, будем счи-

тать x(t) практически гауссовым на всём интересующем нас промежут-

ке времени.

Требуется найти дисперсию вектора x(t) как функцию времени.

Для решения поставленной инженерной задачи нужно описать η(t)

и x(t) средствами какого-либо стандартного математического подхода.

Рассмотрим вероятностный и гарантированный. Заметим, что в обо-

их уравнение движения оценки среднего x(t) совпадает с (4.2.1) при

η(t) ≡ 0 и его изучение особого интереса не представляет.

2. Вероятностный подход. Один из самых сложных этапов в по-

строении стохастической модели — переход от реального процесса η(t)
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к белому шуму, который имеет бесконечную среднюю мощность [93]

и в природе не встречается. Напомним также, что белый шум имеет

дисперсию, пропорциональную дельта-функции Дирака δ(t). Следова-

тельно, среднеквадратическое отклонение белого шума как математи-

ческий объект не существует, поскольку Л. Шварцем [38] показано,

что определить однозначно произведение двух обобщённых функций,

“нерегулярных” в окрестности одной и той же точки, невозможно, т. е.

не существует такого произведения, которое было бы ассоциативно и

коммутативно. Для перехода используют следующие рассуждения [93]:

“Во многих задачах бывает известно, что спектр шума в основном по-

стоянен в интересующей нас полосе частот. В этом случае применение

постоянной спектральной плотности для всех значений частоты часто

упрощает формальное математическое вычисление, не внося значитель-

ной неточности в конечный результат.” Формулируют и несколько иначе

[141]: “На практике преимущественно применяются те математические

модели динамических систем, которые обладают грубостью не только

по отношению к собственным параметрам, но и по отношению к фор-

ме возмущающих воздействий. Для таких моделей воздействие белого

шума и практически белого шума в достаточной степени одинаково.”

Поэтому заменим практически белый шум η(t) белым шумом с кор-

реляционной матрицей Φ(t)δ(t−τ). Чтобы связать дисперсию F (t) и ин-

тенсивность белого шума Φ(t), требуется установить соответствие меж-

ду дельта-функцией и ограниченной функцией, отличной от нуля на

конечном интервале времени. Будем опираться на обычное допущение

[143], состоящее в том, что реальный процесс с постоянной дисперсией

и малым интервалом корреляции следует моделировать белым шумом

с постоянной интенсивностью. Тогда для гладкой матричной функции

F (t) имеем Φ(t) = µF (t), где µ — константа, назначаемая из инженер-

ных соображений [35]. Она имеет размерность времени [t] (напомним,

что δ(t−τ) имеет размерность [t]−1). В результате соответствующие зна-
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чения получают характерное прилагательное “эквивалентный” (напри-

мер, “белый амплитудный шум с эквивалентной спектральной плотно-

стью”, см. [117]). Например, в [30] при исследовании флуктуаций анод-

ного тока лампы в режиме насыщения, т. е. когда этот ток не ограничен

пространственным зарядом, дисперсия Fl этих флуктуаций имеет вид

Fl = 2eε=∆f , где eε ≈ 1.6 ·10−19 кулона — заряд электрона, = — посто-

янная составляющая тока, идущего через лампу, а ∆f — используемая

полоса частот. При этом интенсивность эквивалентного белого шума Φl

выбрана равной Φl = 2eε=, т. е. константа µl ≡ Φl/Fl = 1/∆f . Для ис-

пользованного в [30] значения ∆f = 2.5·106 герц имеем µl = 0.4·10−6 се-

кунды. Поскольку рассматриваемая лампа генерирует колебания с ча-

стотой 30 · 106 герц, то за время µl будет сгенерировано 12 колебаний.

Практически гауссовы векторы заменим гауссовыми с той же дис-

персией.

Тогда искомая дисперсия Σ(t) может быть найдена из уравнения

(см., например, [128])

Σ̇ = A(t)Σ + ΣA>(t) + µG(t), G(t) = B(t)F (t)B>(t) , Σ(0) = Σ0 (4.2.2)

3. Гарантированный подход. Здесь переход к математической

модели значительно проще, чем при использовании теории вероятно-

стей. Согласно (4.1.3) матрица эллипсоида, ограничивающего сверху

значения x(0), будет равна Qα0 = α2Σ0, а для η(t) получим эллипсо-

ид с матрицей U(t) = α2F (t). В этом случае x(t) является вектором,

для которого внешней гарантированной оценкой будет некоторый эл-

липсоид Qα(t). Тогда можно найти эллипсоид для среднего отклонения

x(t) от среднего значения с матрицей Q(t) = Qα(t)/α2, подчиняющейся

уравнениям (3.1.6)

Q̇ = A(t)Q+QA>(t) +
Q

q(t)
+ q(t)G(t), Q(0) = Σ0 (4.2.3)

Заметим, что как при выборе q(t) ≡ t согласно §3.2, так и в случаях
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(3.1.16) и (3.1.11), функция q(t) и уравнения (4.2.3) не зависят от α.

Поэтому для упрощения формул будем в дальнейшем всюду полагать

α = 1. Тогда Q(t) ≡ Qα(t).

4. Сравнение методов. Понятно, что во многих случаях гаран-

тированный подход даст более грубую оценку, поскольку при выводе

(4.2.3) мы предполагали, что возмущение в каждый момент времени

“стремится” максимально увеличить степень неопределённости x(t), т. е.

возмущение носит черты направленного противодействия. С точки зре-

ния статистического подхода можно сказать, что здесь корреляционная

функция помехи выбрана наихудшей из возможных, а интервал корре-

ляции нельзя считать малым. Согласно [160], “Можно сказать, что ве-

роятностный подход даёт в среднем (по реализациям) лучшие результа-

ты” и, как правило, это действительно так. Однако бывают исключения.

Рассмотрим случай, когда Σ0 = 0 и выберем q(t) ≡ t. Тогда из

(3.2.13) и (4.2.2) получаем

Q(t) =
t

µ
Σ(t) (4.2.4)

Следовательно при t < µ оценка, полученная гарантированным мето-

дом, лучше стохастической.

Для примера возьмём движение материальной точки при нулевых

начальных условиях по прямой под воздействием неопределённой си-

лы. Соответствующее уравнение в приведённых переменных имеет вид

ẍ = f , где |f | < 1. Положим µ = 1. Тогда стохастический подход даст

для x средний квадрат ошибки, равный t3/3, а с помощью гарантиро-

ванного подхода получим t4/3.

Конечно, с качественной точки зрения такой вывод новым назвать

нельзя. Решением скалярного стохастического уравнения ẇ = ξ, где ξ —

белый шум постоянной интенсивности, является винеровский процесс

с дисперсией, линейной по времени. Если же искать квадрат возмож-

ного отклонения y(t) от начального нулевого положения с помощью
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уравнения ẏ = u, где u ограничено по модулю константой, то полу-

чим квадратичную функцию времени. Это общеизвестно и отмечалось

в научной литературе (см., например, [176]).

Теперь предположим, что в начальный момент времени t0 = 0 век-

тор x(0) известен неточно и поэтому Σ0 6= 0.

Если существует такое число s > 0, что после замены времени

τ = t + s выполняются условия Σ(0) = 0 и Σ(s) = Σ0, то такой слу-

чай сводится к рассмотренному выше.

Для общего случая применим преобразования [160]. Сделаем замену

переменных в (4.2.3)

Q(t) = V (t)Z(t)V >(t), V̇ = A(t)V, V (0) = In (4.2.5)

Тогда (4.2.3) примет вид

Ż =
Z

q(t)
+ q(t)Λ(t), Λ(t) = V −1(t)G(t)

(
V >(t)

)−1
, Z(0) = Q0

Так как Λ(0) = G0, то можно получить разложение

Z(t) = Q0 + t

(
Q0

q0
+ q0G0

)
+O(t2) (4.2.6)

где q0 = q(0). Сделаем замену Σ(t) = V (t)Θ(t)V >(t) с матрицей V (t) из

(4.2.5) в (4.2.2) и получим разложение

Θ(t) = Σ0 + µtG0 +O(t2) (4.2.7)

Так как мы полагаем Σ0 = Q(0), то, выбрав значение q0, можно пока-

зать преимущество гарантированного метода при некоторых условиях.

Предположим, что матрица Q(0) невырождена. Тогда, поскольку

матрица G0 неотрицательно определена, существует матрица Ω такая,

что матрица ΩQ(0)Ω> является единичной, а матрица K = ΩG0Ω> —

диагональной с диагональными элементами ki, где i = 1, . . . , n. Умно-

жим равенства (4.2.6) и (4.2.7) слева на Ω, а справа — на Ω>. Тогда
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матрицы, полученные таким преобразованием из Z(t) и Θ(t), будут диа-

гональными с точностью до членов порядка O(t2). Их элементы равны

zi = 1 + t
(
q−1
0 + q0ki

)
+ O(t2) и θi = 1 + µtki + O(t2) соответствен-

но. Условие, при котором zi < θi для любого i и малых t, имеет вид

kiq
2
0 − µkiq0 + 1 < 0. Его левая часть как функция q0 имеет минимум в

точке q0 = µ/2, где оно выполняется, если ki > 4/µ2.

5. Результаты сравнения. В поставленной задаче среднее откло-

нение x(t) от своего среднего значения для любого момента времени t

описывается эллипсоидом рассеяния с матрицей Σ(t) из (4.2.2) при ис-

пользовании стохастического подхода и эллипсоидом с матрицей Q(t)

из (4.2.3) при использовании метода эллипсоидов в рамках гарантиро-

ванного подхода.

1◦. Если начальный фазовый вектор x0 известен точно, т. е. Σ(0) = 0,

то Q(t) = (t/µ)Σ(t). Следовательно, при t < µ предпочтительным яв-

ляется гарантированный подход.

2◦. Если начальный фазовый вектор x0 известен неточно и суще-

ствует такое число s > 0, что после замены времени τ = t + s выпол-

няются условия Σ(0) = 0 и Σ(s) = Σ0, то Q(τ) = (τ/µ)Σ(τ). Тогда

гарантированный подход имеет преимущество при t/µ < 1− s/µ.

3◦. В общем случае следует решать уравнение (4.2.3) при q(t) ≡ µ/2

на интервале времени, не превышающем µ, и сравнивать матрицу Q(t)

с решением Σ(t) уравнения (4.2.2).

4◦. При уменьшении значения µ сокращается интервал времени, в

течение которого гарантированная оценка является более точной, но

при этом уменьшается эквивалентная интенсивность белого шума, что

может привести к несоответствующему реальности результату в рам-

ках стохастического метода. Другими словами, преимущества гаранти-

рованного подхода увеличиваются при росте возможностей помехи.

Полученные результаты в ряде случаев дают более точную, по срав-

нению со стохастической, оценку дисперсии. Если необходимо дальней-
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шее уточнение, то можно воспользоваться глобально-оптимальными эл-

липсоидами (см. §3.1).

§4.3. Построение возмущений, одинаково
действующих на систему

Здесь, в §4.3, как и в §4.2, для упрощения рассуждений будем пола-

гать, что в (4.1.3) константа α = 1.

В §4.2 было показано, что если строить математическую модель воз-

мущения в рамках каждого из двух рассматриваемых подходов тради-

ционным образом и сравнивать матрицу Qα в (4.1.1) с матрицей Dx

в (4.1.2), то в некоторые моменты времени при определённых услови-

ях обе матрицы совпадают. Это имеет место, например, когда t = µ в

(4.2.4). Однако выбор µ в §4.2 был обусловлен свойствами возмущения,

а не требованием, чтобы в некоторый заданный момент τ выполнялось

равенство Qα(τ) = Dx(τ).

Теперь установим, как следует выбирать модель возмущения, чтобы

такие моменты можно было назначать специально.

Предположим, что для системы (4.1.1) требуется построить такую

систему (4.1.2) (или наоборот, для системы (4.1.2) нужно построить

такую систему (4.1.1)), чтобы в течение некоторых отрезков времени

[τi; τi+1] выполнялись соотношения Q = Dx и a = mx. При этом τi+1

может быть равно τi, а точка τj = +∞ также принадлежит к числу

допустимых.

Представляется разумным выбирать эти моменты в зависимости от

рассматриваемой задачи. Например, если невозмущённая система

ẋ = f(x, t) (4.3.1)

экспоненциально устойчива, а движение начинается в момент t0, то

можно брать момент t0 + t∗, где t∗ — время релаксации. Если же си-
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стема (4.3.1) имеет периодические решения, то моменты τk могут рас-

полагаться с соответствующей периодичностью.

Поскольку соответствующее решение для линейного случая в значи-

тельной степени уже изложено в [65], то приведём только важные для

исследуемого вопроса результаты. Это необходимо, поскольку здесь они

интерпретируются иным, отличным от оригинальной статьи образом.

Рассмотрим стационарную линейную динамическую систему

ẋ = Ax+ ξ (4.3.2)

где x — n-мерный вектор состояния, A — постоянная устойчивая матри-

ца размерности n× n, ξ — вектор независимых случайных гауссовских

процессов. Начальное значение x0 процесса x — гауссовская случайная

величина, независимая от ξ. Будем считать, что математические ожи-

дания случайных величин x0 и ξ равны нулю. Тогда математическое

ожидание гауссовского случайного процесса x также равно нулю. Вто-

рые моменты (корреляционные матрицы) рассматриваемых векторов

удовлетворяют следующим соотношениям:

M
{
x0x

>
0

}
= P0 , M

{
xx>

}
= P, M

{
x0ξ

>} = 0

M
{
ξ(t)ξ>(t′)

}
= Sδ(t− t′)

(4.3.3)

Требуется найти такую матрицу W , чтобы для системы

ẋ = Ax+ w, w ∈ E(0,W ), x0 ∈ E(0, Q0) (4.3.4)

выполнялись соотношения

Q∗ = P∗, Q∗ = lim
t→+∞

Q, P∗ = lim
t→+∞

P (4.3.5)

Здесь эллипсоид Q(t) — глобально оптимальный (см. §3.1) по кри-

терию (3.1.16).

Аналогичным образом формулируется обратная задача, в которой

требуется по системе (4.3.4) найти матрицу S в (4.3.2), исходя из (4.3.5).
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Таким образом, нужно исследовать асимптотическое поведение мат-

риц ковариаций и матриц эллипсоидов. Следует отметить, что данная

задача является довольно сложной даже для линейного случая.

Доказано, что решение поставленной задачи может быть найдено из

системы алгебраических уравнений

AP∗ + P∗A
> + S = 0

AQ∗ +Q∗A
> + λQ∗ + λ−1W = 0

λ =
√

Tr(CW )/Tr(CQ∗), Q∗ = P∗

(4.3.6)

В качестве примера рассмотрим скалярную систему ẋ = −κx + `

при κ > 0, где ` — либо центрированный белый шум с интенсивностью

σ2
` , либо ограниченное возмущение |`| ≤ `max. Соотношения (4.3.6) при

C = 1 дают

σ2
` = 2`2max/κ. (4.3.7)

Уравнение (4.3.7) и является искомым уравнением связи между мето-

дами для данного примера.

Использованный способ сопоставления связывает параметры возму-

щения со свойствами объекта. В примере это видно из того, что κ входит

в (4.3.7). Следовательно, если необходимо построить уравнения (4.1.1)

и (4.1.2), дающие эквивалентный разброс значений фазовых координат

динамической системы, при составлении модели внешнего воздействия

требуется, вообще говоря, учитывать не только свойства самого возму-

щения, но и характеристики той динамической системы, на которую

оно действует, даже если между этими свойствами и характеристиками

нет никакой реальной связи.
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§4.4. Сравнение воздействия винеровского и
ограниченного процессов

1. Постановка задачи. Как известно, в рамках стохастического

метода переход от реального возмущения с конечной дисперсией и ма-

лым интервалом корреляции к белому шуму с постоянной интенсив-

ностью в общем случае вызывает определённые трудности, связанные,

в частности, с необходимостью установить соответствие между дельта-

функцией и ограниченной функцией, отличной от нуля на конечном ин-

тервале времени (см. §4.2). Посмотрим, что получится, если реальному

процессу с ограниченной дисперсией поставить в соответствие стоха-

стический процесс, дисперсия которого в любой момент времени тоже

ограничена.

Составим алгоритм, позволяющий сравнить результаты действия на

динамическую систему процесса со случайными неограниченными при-

ращениями и процесса с произвольными (в частности, детерминиро-

ванными), но ограниченными приращениями. В качестве первого будет

выступать вектор v ∈ Rm, каждая компонента которого — винеровский

процесс, т. е. vi =
t∫
0

ξi dt, где ξi — центрированный белый шум с еди-

ничной интенсивностью, соответствующий компоненте vi. В качестве

второго возьмём ограниченное возмущение u ∈ E(0, Imt), где u ∈ Rm.

Для решения поставленной задачи сначала в гарантированной мо-

дели заменим u на v и получим вероятностную, а потом — наоборот.

Как и ранее, для упрощения формул будем полагать, что в (4.1.3)

константа α = 1.

2. Построение вероятностной модели. Ограничимся линейным

случаем и предположим, что рассматривается система (3.1.4), (3.1.5).

Будем считать, что $(t) ≡ 0 и g(t) ≡ 0, поскольку это не ограничивает

общность задачи.

Заменим вектор возмущения w новым вектором возмущения u со-
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гласно формуле w = G1/2t−1/2u и при t0 = 0 представим рассматрива-

емую систему в виде

ẋ = Ax+BG1/2t−1/2u , x(0) ∈ E(a0, Q0) , u ∈ E(0, Imt) (4.4.1)

Теперь, как было сказано выше, поставим в соответствие ограничен-

ному вектору u случайный вектор v с некоррелированными компонен-

тами, каждая из которых является винеровским процессом. Тогда, со-

гласно предположению, сделанному в конце §4.1, вектору x будет соот-

ветствовать стохастический процесс z, имеющий гауссовское распреде-

ление с дисперсией Q0 в начальный момент времени и M{z(0)} = a0.

Будем рассматривать все компоненты вектора v в качестве дополни-

тельных фазовых переменных с нулевой дисперсией и нулевым мате-

матическим ожиданием в начальный момент времени, расширив тем

самым z до вектора y, первые n компонент которого являются векто-

ром z, а остальные m — вектором v. Тогда на основании (4.4.1) получим

уравнение

ẏ = Ayy+Byξ, M{y(t0)} =
∥∥∥∥ a0

0

∥∥∥∥ , cov{y(t0)} =
∥∥∥∥ Q0 0

0 Im

∥∥∥∥ (4.4.2)

Здесь ξ — белый шум единичной интенсивности, а cov означает вычис-

ление матрицы ковариации. Блочные матрицы Ay и By с размерностя-

ми (n+m)× (n+m) и (n+m)×m соответственно имеют вид

Ay =
∥∥∥∥ A BG1/2t−1/2

0 0

∥∥∥∥ , By =
∥∥∥∥ 0
Im

∥∥∥∥ (4.4.3)

Применение теории стохастических процессов (см., например, [128])

к полученной модели (4.4.2), (4.4.3) не вызывает никаких трудностей,

за исключением обычных, возникающих при решении любой задачи

стохастического априорного анализа точности. Имеем

ρ̇y = Ayρy , ρy(t0) = M{y(t0)}

Ṗy = AyPy + PyA
>
y +ByB

>
y , Py(t0) = cov{y(t0)}

(4.4.4)
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Получаемые для вектора y математическое ожидание ρy и матрица ко-

вариации Py, а точнее те их составляющие, которые соответствуют ча-

сти z в y, и являются искомыми величинами. Их следует сопоставить

с центром a и матрицей Q эллипсоида, решающего задачу гарантиро-

ванного оценивания (4.4.1). Можно заметить, что компоненты вектора

a тождественно совпадают с первыми n компонентами вектора ρy.

Применим разработанный алгоритм к уравнению движения по пря-

мой материальной точки, находящейся под действием ограниченной си-

лы. Пусть начальное состояние системы известно точно. В безразмер-

ных переменных имеем

ẍ = u, |u| ≤ 1, x(0) ∈ E(0, 0) (4.4.5)

Воспользуемся эллипсоидами супердостижимости (см. §3.1) в форме

(3.2.13). Тогда получим

Q11 = t4/3, Q12 = t3/2, Q22 = t2 (4.4.6)

Решениями уравнений (4.4.4) применительно к составленной для (4.4.5)

системе вида (4.4.2) будут функции

P11 = (7/45)t4, P12 = (14/45)t3, P22 = (2/3)t2 (4.4.7)

Сравнивая (4.4.6) с (4.4.7), можно заметить, что оба набора функций

одинаковы с точностью до постоянных множителей перед степенями

времени, причём в (4.4.7) они меньше, чем в (4.4.6). Итак, в стохасти-

ческом случае следует ожидать несколько меньший разброс возможных

значений фазового вектора, что соответствует практике.

3. Построение гарантированной модели. Эта задача, т. е. по-

строение модели с ограниченной помехой по исходным уравнениям со

стохастическими воздействиями, сложнее, чем обратная, которая была

решена выше. Данное обстоятельство связано с тем, что не каждую ли-

нейную вероятностную систему можно записать в форме (4.4.2), (4.4.3).
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Рассмотрим исходную стохастическую систему

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)ξ, M{x(0)} = x0, cov{x(0)} = D0, x(t) ∈ Rn

(4.4.8)

где ξ ∈ Rm — центрированный белый шум с интенсивностью, задава-

емой дифференцируемой положительно определённой симметрической

m×m матрицей S(t); A(t) — n×n матрица; B(t) — дифференцируемая

n×m матрица.

Запишем систему (4.4.8) в следующей форме:

ẋ = Ax+Bζζ, Bζ = BS1/2 (4.4.9)

Здесь ζ — вектор центрированных белых шумов с единичной интенсив-

ностью. Введём вектор

ϕ = x−Bζv (4.4.10)

где v — вектор, каждая компонента которого является винеровским

процессом. Тогда уравнение (4.4.9) примет вид

ϕ̇ = Aϕ+Bvv, Bv = ABζ − Ḃζ (4.4.11)

Для отыскания математического ожидания и дисперсии процесса ϕ

будем рассматривать в уравнении (4.4.9) все компоненты вектора v в

качестве дополнительных фазовых переменных с нулевой дисперсией

и нулевым математическим ожиданием в начальный момент времени,

расширив тем самым x до вектора y, первые n компонент которого

являются вектором x, а остальные m — вектором v. Получим уравнение

ẏ = Ayy +Byζ (4.4.12)

Блочные матрицыAy иBy с размерностями (n+m)×(n+m) и (n+m)×m
соответственно имеют вид:

Ay =
∥∥∥∥ A 0

0 0

∥∥∥∥ , By =
∥∥∥∥ Bζ
Im

∥∥∥∥ (4.4.13)
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Тогда характеристики вектора ϕ найдутся из теории стохастических

процессов (см., например, [128]), применённой к (4.4.12), (4.4.13), и со-

отношения

ϕ = Hy, H = ‖In, −Bζ‖ (4.4.14)

где H — блочная n× (n+m)-матрица.

Теперь в (4.4.11) случайному вектору v поставим в соответствие

ограниченный вектор u, а стохастическому вектору ϕ — ограниченный

процесс z ∈ E(a,Q), причём

u ∈ E(0, Imt), z(t0) ∈ E
(
M{ϕ(t0)}, cov{ϕ(t0)}

)
(4.4.15)

Итак, на основе системы (4.4.11) может быть поставлена задача га-

рантированного оценивания для системы

ż = Az +Bvu (4.4.16)

с условиями (4.4.15). Сопоставление результатов для векторов z и ϕ в

каждом конкретном случае даст ответ на поставленный вопрос, т. е. воз-

можность сравнить результаты воздействия на динамическую систему

винеровского и ограниченного процессов.

То, что соответствующая минимаксная модель строится не для ис-

ходного вектора x, а для вектора ϕ, объясняется тем, что были ис-

пользованы не точные множества достижимости, а их эллипсоидаль-

ные аппроксимации, применение которых вносит ошибки. В частности,

вычисление эллипсоида, ограничивающего вектор x, по соотношению

(4.4.10) предполагает аппроксимацию множества, являющегося суммой

двух эллипсоидов для векторов ϕ и u, некоторым третьим. Такая опе-

рация, не вызывающая сама по себе серьёзных затруднений (см. [127]),

вносит дополнительную погрешность, которая накладывается на эф-

фекты, возникающие при сравнении подходов. Целью же в данном слу-

чае является создание процедуры, выявляющей такие эффекты в как

можно более чистом виде, что и служит оправданием перехода от x к ϕ.
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Применим полученные формулы к уравнению движения по прямой

материальной точки, находящейся под действием силы, которую можно

описать белым шумом. Предположим, что начальное состояние систе-

мы известно точно. В безразмерных переменных имеем

ẍ = ξ

M{x(0)} = 0, M{ẋ(0)} = 0, D{x(0)} = 0, D{ẋ(0)} = 0
(4.4.17)

где ξ — центрированный белый шум с единичной интенсивностью, а

через D обозначено взятие дисперсии. Для матрицы ковариации P век-

тора ϕ с компонентами ϕ1 = x и ϕ2 = ẋ− v получим

P11 = t3/3, P12 = 0, P22 = 0 (4.4.18)

Теперь введём вектор z с компонентами z1 = x∗ и z2 = ẋ∗ − u, причём

x∗ и ẋ∗ обозначают ограниченные неопределённые величины, которые

в теории гарантированного оценивания соответствуют стохастическим

процессам x и ẋ. Тогда в соответствующей (4.4.17) гарантированной

задаче (4.4.16) получаем матрицу аппроксимирующего вектор z эллип-

соида Q с компонентами

Q11 = (4/9)t3, Q12 = 0, Q22 = 0 (4.4.19)

Сравнивая (4.4.18) с (4.4.19), приходим к тому же выводу, как и при

сравнении (4.4.6) с (4.4.7), т. е. при вероятностной помехе ожидаемый

разброс возможных значений фазового вектора несколько меньше, чем

при ограниченной.

Заметим, что в силу изложенного выше построить вероятностную

модель по гарантированной значительно проще, чем наоборот. Следова-

тельно, если требуется выбрать наилучшее описание реальной системы,

то целесообразно начинать работу с применения метода эллипсоидов.
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§4.5. Построение аналога фильтра Калмана для
гарантированной оценки состояния динамической

системы

1. Постановка задачи. Рассмотрим нестационарную линейную си-

стему
ẋ = A(t)x+B(t)w(t), x ∈ Rn, w(t) ∈ Rm

y(t) = H(t)x+ v(t), y(t) ∈ Rr
(4.5.1)

Матрицы A(t), B(t) и H(t) известны. Вектор w(t) описывает возму-

щение, действующее на систему, а вектор v(t) — ошибку наблюдения.

Тем самым точные значения фазового вектора x(t) и соответствующего

вектора наблюдения y(t) неизвестны. Также предположим, что система

(4.5.1) при w(t) ≡ 0 и v(t) ≡ 0 вполне наблюдаема [128].

Будем аппроксимировать значения w(t) эллипсоидом размерности

m × m с матрицей W (t), а значения v(t) — эллипсоидом размерности

r×r с матрицей V (t), причём центры обоих эллипсоидов будем считать

нулевыми. Согласно §3.1, эти предположения можно записать в виде

w(t) ∈ E(0,W (t)), v(t) ∈ E(0, V (t)) (4.5.2)

Здесь W (t) и V (t) будем считать известными.

Построим фильтр в форме нестационарной линейной системы

ρ̇ = F (t)ρ+K(t)y(t), ρ ∈ Rn, ρ(t0) = x(t0) (4.5.3)

где F (t) и K(t) — некоторые неизвестные матрицы, а вектор ρ(t) — ис-

комый вектор оценки. Под x(t0) будем понимать вектор центра эллип-

соида, аппроксимирующего x(t) в начальный момент времени. Тогда

e(t) = x(t)− ρ(t) (4.5.4)

где e(t) — вектор ошибки фильтра. Он может быть описан эллипсоидом

e(t) ∈ E(f(t),Σ(t)), Σ(t0) = Σ0 (4.5.5)
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Введём функционал

J = Tr
(
L(T )Σ(T )

)
(4.5.6)

Здесь T — некоторый фиксированный момент времени, а матрица L(T )

размерности n× n — симметрическая и положительно-определённая.

Требуется найти такие матрицы F (t) и K(t), чтобы

f(t) ≡ 0, J → min (4.5.7)

Тождество f(t) ≡ 0 эквивалентно требованию, чтобы центры эллипсо-

идов, оценивающих x(t) и ρ(t), совпадали.

2. Решение задачи. Согласно (4.5.1), (4.5.3) и (4.5.4), вектор e(t)

удовлетворяет уравнению

ė =
(
A(t)− F (t)−K(t)H(t)

)
x(t) + F (t)e+B(t)w(t)−K(t)v(t) (4.5.8)

Для центра f(t), воспользовавшись §3.1, а также с учётом (4.5.2), (4.5.3)

и (4.5.8), можно получить уравнение

ḟ = F (t)f + ζ(t), f(t0) = 0 (4.5.9)

где ζ(t) — центр эллипсоида, аппроксимирующего вектор

ξ(t) =
(
A(t)− F (t)−K(t)H(t)

)
x(t) (4.5.10)

Для выполнения первого условия в (4.5.7), нужно, чтобы ζ(t) ≡ 0. Если

выбрать

F (t) = A(t)−K(t)H(t) (4.5.11)

то, согласно (4.5.10), вектор ξ(t) ≡ 0. Тогда требование f(t) ≡ 0 выпол-

нено. С учётом (4.5.11) уравнение (4.5.8) приобретает вид

ė =
(
A(t)−K(t)H(t)

)
e+B(t)w(t)−K(t)v(t) (4.5.12)

Слагаемое B(t)w(t)−K(t)v(t) в правой части (4.5.12) представляет

собой сумму двух возмущений, каждое из которых ограничено своим

эллипсоидом.
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Построим эллипсоид, аппроксимирующий эту сумму сверху соглас-

но [160] и [127]. Получаем, что его центр находится в начале координат,

а для его матрицы M(t) в случае локально оптимальных эллипсоидов

имеем (см. §3.1)

M(t) =
(
1 + α(t)−1

)
B(t)W (t)B>(t) + (1 + α(t))K(t)V (t)K>(t) (4.5.13)

где α(t) — произвольная скалярная функция времени, причём α(t) ≥ 0

при t ≥ t0. Аналогично для Σ(t) получаем

Σ̇=
(
A(t)−K(t)H(t)

)
Σ+Σ

(
A(t)−K(t)H(t)

)>+ Σ
q(t)

+q(t)M(t) (4.5.14)

где q(t) должна обладать теми же свойствами, что и α(t). Для сокра-

щения формул введём обозначения

A′(t) = A(t) +
1

2q(t)
In

W ′(t) = q(t)
(
1 + α(t)−1

)
W (t), V ′(t) = q(t)(1 + α(t))V (t)

(4.5.15)

Тогда (4.5.14) с учётом (4.5.13) и (4.5.15) примет вид

Σ̇=
(
A′ −KH

)
Σ+Σ

(
A′ −KH

)>+BW ′B>+KV ′K>, Σ(t0) = Σ0 (4.5.16)

В рамках подхода, предложенного в [174] (см. также [128]), рассмот-

рим минимизацию функционала (4.5.6) для (4.5.16) как задачу выбора

оптимального управления K. Использовав принцип максимума [122],

получим

K = ΣH>V ′−1 (4.5.17)

Этот результат не зависит ни от момента времени T , ни от конкретного

вида матрицы L(T ), хотя и опирается на её положительную опреде-

лённость и симметричность. Тогда уравнение фильтра (4.5.3) примет

вид

ρ̇ = A′ρ+ ΣH>V ′−1
(
y(t)−Hρ

)
, ρ(t0) = x(t0) (4.5.18)

а из (4.5.16) имеем

Σ̇ = A′Σ + ΣA′> − ΣH>V ′−1HΣ +BW ′B>, Σ(t0) = Σ0 (4.5.19)
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Соотношения (4.5.17), (4.5.18) и (4.5.19) полностью совпадут с об-

щеизвестными, если в них согласно (4.5.15) заменить матрицу системы

A′ на A, а вместо V ′ и W ′, зависящих от матриц V и W эллипсоидов,

описывающих возмущения, подставить матрицы интенсивностей соот-

ветствующих белых шумов.

3. Выбор дополнительных параметров. Для определения кон-

кретного вида A′, V ′ и W ′ необходимо назначить функции α(t) и q(t).

Напомним, что при любых неотрицательных α(t) и q(t), таких что реше-

ния соответствующих дифференциальных уравнений существуют, бу-

дет получена гарантированная оценка сверху множества достижимости

исследуемой динамической системы. Вместе с тем, можно провести до-

полнительную оптимизацию.

Например, потребуем локальной оптимальности (см. §3.1) по крите-

рию (3.1.16), т. е.
d

dt
Tr
(
CΣ(t)

)
→ min (4.5.20)

где C — произвольная постоянная неотрицательно определённая мат-

рица. Введём новые параметры ξ(t) и η(t)

ξ(t) = q(t)
(
1 + α−1(t)

)
, η(t) = q(t)

(
1 + α(t)

)
α(t) = η(t)ξ−1(t), q(t) =

(
η−1(t) + ξ−1(t)

)−1
(4.5.21)

В новых переменных (4.5.18) и (4.5.19) примут вид

ρ̇ = Aρ+
1
2

(
1
ξ

+
1
η

)
ρ+

1
η
ΣH>V −1

(
y(t)−Hρ

)
, ρ(t0) = x(t0) (4.5.22)

Σ̇=AΣ+ΣA>+
1
ξ
Σ+ξBWB>+

1
η

(
Σ− ΣH>V −1HΣ

)
, Σ(t0) = Σ0 (4.5.23)

Тогда из (4.5.20) и (4.5.23) получаем, что

η(t) =

+∞, Tr(CΣ) ≥ Tr
(
CΣH>V −1HΣ

)
ε, Tr(CΣ) < Tr

(
CΣH>V −1HΣ

) (4.5.24)
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где ε — малая положительная константа, т. е. 0 < ε � 1. Согласно

(4.5.22) выбор η(t) = +∞ приводит к тому, что наблюдения, производи-

мые в соответствующие моменты времени, никак не влияют на текущую

оценку ρ(t). Следовательно, вместо задачи фильтрации мы переходим

к задаче оценивания без наблюдений. Для её решения, как указано в

§3.1, нужно проинтегрировать следующие уравнения

ρ̇ = Aρ, ρ(t0) = x(t0) (4.5.25)

Σ̇ = AΣ + ΣA> +
1
ξ
Σ + ξBWB>, Σ(t0) = Σ0 (4.5.26)

Минимизация (4.5.20) по ξ(t) для (4.5.23) даёт тот же результат, что и

минимизация (4.5.20) по ξ(t) для (4.5.26), а именно

ξ(t) =
√

Tr
(
CΣ
)
/Tr

(
CBWB>

)
(4.5.27)

Итак, для (4.5.20) параметр η(t) задан (4.5.24), а ξ(t) — соотноше-

нием (4.5.27). При η(t) = +∞ оценка ρ(t) и матрица Σ(t) эллипсоида,

гарантированно содержащего её погрешность, заданы (4.5.25) и (4.5.26)

соответственно, а при η(t) = ε — выражениями (4.5.22) и (4.5.23).

Отметим, что если согласно (4.5.24) выбрать η(t) = ε, то в случае

заметного рассогласования между наблюдением y(t) и текущей оцен-

кой ρ(t) производная ρ̇(t) может резко измениться. При этом влияние

свойств системы, заключённых в матрице A(t), на поведение ρ̇(t) прак-

тически исчезает. Другими словами, в (4.5.24) для построения оцен-

ки происходит выбор между использованием прогноза и наблюдений.

Негладкое поведение оптимального решения обычно для линейных си-

стем и может быть устранено, например, введением дополнительных

требований к ρ(t).

Если в (4.5.26) при t0 = 0 имеем Σ(t0) = 0, то можно взять ξ(t) = t

и искать решение (4.5.26) в виде Σ(t) = tZ(t), где Z(t) — новая неиз-

вестная матрица. Как показано в §3.2, такой подход обладает опреде-
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лёнными преимуществами. В этой связи заметим, что при

t0 = 0, Σ(0) = 0, ρ(0) = 0, y(0) = 0

замена переменных

Σ(t) = tZ(t), ρ(t) = µ(t)
√
t, y(t) = z(t)

√
t

и выбор

ξ(t) = t/(1− γ(t)), η(t) = t/γ(t), 0 ≤ γ(t) < 1

позволяют привести (4.5.22) и (4.5.23) к виду

µ̇ = Aµ+ γZH>V −1
(
z(t)−Hµ

)
, µ(0) = 0 (4.5.28)

Ż = AZ + ZA> − γZH>V −1HZ +
1

1− γ
BWB>, Z(0) = 0 (4.5.29)

Уравнения (4.5.28) и (4.5.29) по форме совпадают с известными урав-

нениями фильтра Калмана с точностью до множителей, зависящих от

γ(t). С точки зрения, изложенной в §4.1 и §4.2, можно сказать, что эти

множители увеличивают возможное воздействие факторов w(t) и v(t),

входящих в (4.5.1), по сравнению со стохастическим случаем, когда W

и V характеризуют интенсивности соответствующих шумов. Такой эф-

фект связан с особенностями выбранного способа аппроксимации мно-

жеств достижимости. Понятно, что граница множества, представляю-

щего собой сумму двух векторов, каждый из которых принадлежит сво-

ему эллипсоиду, в общем случае эллипсоидом не является. Построение

эллипсоида, содержащего эту сумму, приводит к появлению некоторой

дополнительной погрешности аппроксимации. Её влияние эквивалент-

но некоторому увеличению мощности неопределённых реальных воз-

действий, зависящему от значения γ(t). В частности, если в момент вре-

мени τ погрешность измерений велика, то члены, содержащие V −1(τ) в

(4.5.28) и (4.5.29), малы и ими можно пренебречь, т. е. отбросить соот-

ветствующие наблюдения. Тогда необходимость в аппроксимации сумм
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векторов, описывающих неопределённые внешние воздействия и неточ-

ные измерения, исчезает. Тем самым в множителе 1/(1 − γ(τ)) ≥ 1 из

(4.5.29) можно положить γ(τ) = 0. Как следует из сказанного выше, та-

кой выбор означает, что измерение z(τ) не будет влиять на результаты

вычислений.

Функцию γ(t) можно назначить в соответствии с (4.5.20), а именно

γ(t)=


0, Tr(CBWB>) ≥ Tr

(
CZH>V −1HZ

)

1−

√
Tr(CBWB>)

Tr (CZH>V −1HZ)
,Tr(CBWB>) < Tr

(
CZH>V −1HZ

)(4.5.30)

Помимо способов, основанных на критериях вида (4.5.20) и приводя-

щих к локально оптимальным решениям, можно искать минимум неко-

торого функционала в заданный момент времени, решая задачу опти-

мального выбора ξ(t) и η(t). Этот путь, описанный в §3.1, даёт, вообще

говоря, лучшую оценку в форме глобально оптимальных эллипсоидов.

Однако его непосредственное применение к (4.5.23) может встретить

трудности, поскольку правая часть (4.5.23) нелинейна по Σ(t), что в

общем случае ведёт к необходимости решения краевой задачи в про-

странстве большой размерности. Если же ограничиться этим способом

для выбора ξ(t) в (4.5.26), то, как показано в [102], можно свести про-

блему к последовательному решению двух задач Коши.

4. Пример. Рассмотрим механическую систему (3.1.17). Пусть на-

блюдения ведут только за второй массой, так что m = 2 и уравнения

для y(t) в (4.5.1) имеют вид

y1(t) = x3(t) + v1(t), y2(t) = x4(t) + v2(t), v2
1(t) + v2

2(t) ≤ 0.001

Предположим, что в начальный момент времени t0 = 0 были про-

изведены очень точные измерения всех четырёх компонент вектора

x(0) = 0, так что Σ(0) = 0. Другими словами, при t = 0 система нахо-
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дится в начале координат и какая-либо неопределённость в её положе-

нии отсутствует.

Нужно построить фильтр, обеспечивающий гарантированную оцен-

ку скорости ξ̇1(t) первой массы, фазовые координаты которой непосред-

ственному наблюдению недоступны.

Для решения задачи воспользуемся (4.5.28), (4.5.29) и (4.5.30). Мат-

рицу C в (4.5.20) выберем так, чтобы все её компоненты были равны

нулю, за исключением C22 = 1. Иначе говоря, будем минимизировать

скорость роста модуля проекции эллипсоида, аппроксимирующего свер-

ху множество достижимости, на ось x2.

Рассмотрим результаты численного моделирования. Реализация не-

определённых факторов имела вид

F1(t) = cos(ωxt), F2(t) = sin(ωxt), v1(t) = β1 sin(ωyt), v2(t) = β2 sin(ωyt)

где β1 = 1/
√

1000 м, β2 = 1/
√

1000 м/с, ωx = 40 рад/с, ωy = 100 рад/с.

На рис. 57 кривая с малой амплитудой отражает реальную эволюцию

координаты второй массы x3(t) со временем, а кривая с большой ам-

плитудой — соответствующее измерение y1(t). На рис. 58 цифрой 1 обо-

значен график изменения скорости второй массы x4(t), а цифрой 2 —

результат её наблюдения y2(t). Видно, что параметры измерительного

устройства настроены для получения возможно более точной инфор-

мации о скорости точки с массой m2.

На рис. 59 показан основной результат расчётов. Кривые 1, 3 и 4

представляют собой итог работы фильтра. Именно, график скорости

первой массы x2(t) гарантированно заключён между кривыми 1 и 4, а

центр оценки лежит на кривой 3. График реального изменения x2(t),

отмеченный цифрой 2, дан для сравнения. При всех t он лежит между

1 и 4. Видно, что в течение некоторого времени после начала процес-

са фильтр полностью игнорировал данные наблюдений, показывавшие,

что система вышла из состояния покоя. Это характерно для гаранти-
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рованных оценок и в данном примере связано с тем, что цель расчё-

тов — минимизация диапазона совместимых с результатами измерений

возможных значений x2(t), т.е. расстояния между 1 и 4. При малых t

норма матрицы BWB> в правой части дифференциального уравнения

(4.5.29) значительно больше нормы ZH>V −1HZ, поскольку компонен-

ты Z малы из-за наличия точного значения x(0). Следовательно, для

минимизации заданного функционала целесообразно выбирать γ = 0,

а это приводит к исключению результатов измерений в (4.5.28). Из

рис. 60, где изображён график γ(t), следует, что такое отбрасывание

наблюдений происходит не только при малых t.

Итак, полученные формулы позволяют вычислять гарантированные

внешние эллипсоидальные оценки множеств достижимости для дина-

мических систем вида (4.5.1) с учётом наблюдений.

190



Заключение

Цель проведённых исследований заключалась в постановке и изу-

чении ряда задач математической теории оптимального управления,

допускающих применение аналитических методов для выяснения осо-

бенностей поведения динамических объектов.

Получено численно-аналитическое решение задачи о приведении ма-

териальной точки в начало координат с нулевой скоростью посредством

ограниченной по модулю силы за минимально возможное время. Для

того же объекта исследована возможность наискорейшего достижения

поверхности заданной сферы в фазовом пространстве как в отсутствие,

так и при наличии однородной вязкой среды. Аналитически решена

задача определения границы области допустимых начальных условий,

позволяющих уклониться от неподвижного сферического препятствия

динамическому объекту, управляемому ограниченной силой. В замкну-

той форме построен синтез оптимального управления в задаче опти-

мального быстродействия для линейной системы третьего порядка с

инерционным управлением.

Рассмотрена задача о наискорейшем переводе центра масс манёв-

ренного самолёта из одной заданной точки трёхмерного пространства

в другую при фиксированных векторах скоростей в этих точках. Найде-

ны численные решения при совпадающих начальных и конечных усло-

виях для траекторий, целиком лежащих в вертикальной плоскости. По-

казано, что в общем случае решение неединственно, причём наилучшая

траектория может менять знак кривизны. Найдены локально оптималь-

ные решения. Рассмотрена задача с учётом ограничения на знак кри-

визны траектории и вычислены соответствующие оптимальные управ-

ления как при фиксированной, так и при свободной конечной точке.

В результате выполнения диссертационной работы получила даль-

нейшее развитие теория аппроксимации множеств достижимости с по-
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мощью эллипсоидов. Построена внешняя гарантированная эллипсои-

дальная оценка, применимая при любом вырождении как начального

эллипсоида, так и эллипсоида, содержащего вектор внешнего возмуще-

ния. Показано, что она обеспечивает высокую точность аппроксима-

ции на малых интервалах времени. Исследована задача выбора пара-

метров эллипсоида, содержащего вектор управления. Разработан метод

решения проблемы построения гарантированной внешней аппроксима-

ции множества достижимости линейной динамической системы в слу-

чае, когда границы допустимых значений неопределённых факторов

известны неточно. Рассмотрены с теоретических позиций частный слу-

чай неточной реализации управления исполнительными устройствами

и случай управляемой матрицы системы. Получены результаты, позво-

ляющие учитывать всю совокупность возможных траекторий ансамбля.

Выяснены основания, на которых может быть построена матема-

тически корректная процедура сравнения гарантированного и вероят-

ностного методов описания различных неопределённых факторов. Для

динамических систем, традиционно моделируемых методами теории ве-

роятностей, рассмотрена проблема составления математической модели

линейной динамической системы с аддитивным неопределённым воз-

действием по её инженерному описанию. Указаны условия, при кото-

рых использование стохастической модели может привести к значи-

тельному завышению оценки степени неопределённости фазового век-

тора по сравнению с ситуацией, когда применяется гарантированный

подход. Разработан метод сопоставления результатов действия на ли-

нейную динамическую систему процесса, имеющего случайные неогра-

ниченные приращения, и процесса с произвольными, в том числе и

детерминированными, но ограниченными приращениями. Разработан

фильтр, аналогичный известному фильтру Калмана, для получения

непрерывной во времени внешней гарантированной эллипсоидальной

оценки состояния динамической системы по данным измерений.
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setts: Birkhaüser Boston, Inc., 1998. xiv+310 p.

221. Miele A. Flight mechanics. Vol. 1: Theory of flight paths. London:

Addison-Wesley Publishing Company, Inc. 1962. xi+416 p.

222. Miele A., Wang T., Wang H., Melvin W. W. Optimal penetration

landing trajectories in the presence of windshear // Journal of Optimi-

zation Theory and Applications. 1988. V. 57. N 1. P. 1-40. DOI:

10.1007/BF00939327.

223. Milanese M., Belforte G. Estimation theory and uncertainty intervals

evaluation in presence of unknown but bounded errors. Linear families

of models and estimators // IEEE Trans. Automat. Contr. 1982.

V. AC–27. N 2. P. 408–414.

224. Milanese M., Vicino A. Optimal estimation theory for dynamic sys-

tems with set-membership uncertainty: an overview // Automatica.

1991. V. 27. N 6. P. 997–1009.

225. Moore R. E. Interval Analysis. Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice

Hall, 1966. 145 p.

226. Naidu D. S. Optimal control systems. Boca Raton, Florida: CRC

Press, 2003. 433 p.

227. Ohta Y. Nonconvex polygon interval arithmetic as a tool for the

analysis and design of robust control systems // Reliable Computing.

2000. V. 6. N 3. P. 247–279.

228. Ovseevich A. I. On equations of ellipsoids approximating attainable

sets // J. Optimization Theory Appl. 1997. V. 95. N 3. P. 659–676.

217



229. Pecsvaradi T., Narendra K. S. Reachable sets for linear dynamic

systems // Information and Control. 1971. V. 19. N 4. P. 319–344.

230. Revenko V. V., Sesekin A. N., Stephanova A. V. Attainability sets of

dynamic systems with impulse control // Preprints of the Eleventh

IFAC Intern. Workshop “Control Applications of Optimization”, Ju-

ly 3–6, 2000, St.-Petersburg. St.-Petersburg: St.-Petersburg State

Univ., 2000. V. 2. P. 172–176.

231. Scacchioli A., Bayen A. M., Stojadinović B. Quality of hybrid simula-
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Рис. 54.

№ a1(0) a2(0) a2∗ t1 t2 T TL AG STR
1 -0.184 0.920 -0.262 1.182 1.830 2.092 23% 11% -1;0;1
2 0.478 0.653 -0.407 1.061 2.350 2.758 36% 18% -1;0;1
3 0.856 0.300 -0.356 0.656 2.832 3.188 53% 31% -1;0;1
4 0.506 -0.567 -0.567 0.000 0.608 1.176 46% 51% 0;1
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Рис. 55.

№ a1(0) a2(0) a2∗ t1 t2 T TL AG STR
1 0.061 0.095 -0.081 0.176 0.912 0.992 57% 15% -1;0;1
2 0.086 -0.009 -0.090 0.081 0.943 1.033 70% 19% -1;0;1
3 0.013 -0.068 -0.068 0.000 0.150 0.873 61% 19% 0;1;0
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Соглашения и обозначения, использованные в диссертации

1◦. Все рассматриваемые функции времени таковы, что решения

дифференциальных уравнений, в которых эти функции используют-

ся, существуют, а все случаи наложения дополнительных ограничений

оговорены отдельно.

2◦. Зависимость всех введённых величин от времени явно указана

при их определении и далее может быть опущена ради уменьшения

громоздкости формул, если это не ведёт к недоразумениям.

3◦. Символ, над которым стоит точка, означает производную по вре-

мени от соответствующей функции. Например, ḟ эквивалентно df(t)
dt .

4◦. За исключением специально оговорённых случаев, в тексте и на

рисунках все физические величины представлены в единицах СИ.

5◦. Символ > означает транспонирование.

6◦. Посредством ( · , · ) обозначено скалярное произведение векторов,

( · ; · ) — интервал, [ · ; · ] — отрезок. Соответственно, [ · ; · ) и ( · ; · ] —

полуинтервалы.

7◦. Ik — единичная матрица размерности k × k.
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