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Âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ïðåäëàãàåòñÿ êîíñïåêò ëåêöèé ïî òåîðåòè-
÷åñêîé ìåõàíèêå, ïðî÷èòàííûõ àâòîðîì â 1996-1997 ó÷åáíîì ãîäó
íà 4-ì êóðñå îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ. Ïîñêîëüêó èç ïðîãðàììû áûëà èñêëþ÷åíà ìåõàíè-
êà ñïëîøíîé ñðåäû, àâòîðà ïîïðîñèëè âêëþ÷èòü â êóðñ õîòÿ áû åå
íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå â êóðñ íå î÷åíü
òðàäèöèîííûõ äëÿ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè çàäà÷ î ðàâíîâåñèè è
îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòè.

Ïî ïðî÷òåíèè êóðñà àâòîð ïîëó÷èë îò ñòóäåíòîâ Àíäðåÿ Áèðþ-
êà, Ñàøè Ãóòåðìàíà, Ëåíû Êðåéíèñ è Ëàðèñû Õîäàðèíîâîé íåîæè-
äàííûé è î÷åíü ïðèÿòíûé ïîäàðîê � êîìïüþòåðíûé íàáîð êîí-
ñïåêòà ëåêöèé. Ñ ãëóáîêîé áëàãîäàðíîñòüþ äàðèòåëÿì ïîñëå äîë-
ãèõ ðàçìûøëåíèé è íåáîëüøèõ ðåäàêöèîííûõ ïðàâîê ýòîò êîíñïåêò
âûíîñèòñÿ íà ñóä ÷èòàòåëÿ.

Àâòîð

Ëåêöèÿ 1.

Ââåäåíèå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ íàøëî â
ïîñëåäíåå âðåìÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Ìåõàíèêà � îäíà èç íà-
óê, êîòîðàÿ íå òîëüêî èñïîëüçóåò ìåòîä è ïðèåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, íî è â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ó÷àñòâîâàëà â ðàçðàáîò-
êå ñàìîãî ýòîãî ìåòîäà. Ìîæíî äàæå ãîâîðèòü î ìåõàíèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè îïðåäåëåííûõ ïðîöåññîâ. Èìåííî ýòà
ñòîðîíà ìåõàíèêè è áóäåò îáñóæäàòüñÿ â íàñòîÿùåì êóðñå.

1 Ïðåäìåò òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà èìååò äåëî ñ äâóìÿ òèïàìè îáúåêòîâ:
ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè è òâåðäûìè òåëàìè. Çàäà÷åé òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå èõ äâèæåíèé.

Îáû÷íî ïîíÿòèå äâèæåíèÿ ñâÿçûâàþò ñ ïðîöåññîì èçìåíåíèÿ
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê è òåë âî âðåìåíè t. Ïåðâûé øàã
ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ � ââåäåíèå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
Oxyz, ñâÿçàííîé ëèáî ñ îäíèì èç ó÷àñòâóþùèõ â äâèæåíèè òåë,
ëèáî ñ íåêîòîðûì ôèêòèâíûì òåëîì.
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Ñàìûé ïðîñòîé îáúåêò ìåõàíèêè �ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà.Òî÷-
êà, ïîòîìó ÷òî åå ïîëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè

~r = {x, y, z}

òîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, ãäå íàõîäèòñÿ íàø îáúåêò.
Ìàòåðèàëüíàÿ, ïîòîìó ÷òî îáëàäàåò ìàññîé.
Äâèæåíèå òî÷êè îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè

~r(t) = {x(t), y(t), z(t)}.

Ìåõàíèêà èìååò äåëî ñ òàêèìè äâèæåíèÿìè, â êîòîðûõ ñàìî
âðåìÿ t ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî è ôóíêöèè x(t), y(t), z(t) � íåïðå-
ðûâíûå. Ýòî îòðàæàåò ñàìûå íåïîñðåäñòâåííûå îùóùåíèÿ íàáëþ-
äàåìûõ íàìè ïðîñòåéøèõ äâèæåíèé.

2 Ïîíÿòèå ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Â êà÷åñòâå ìåðû èíòåíñèâíîñòè äâèæåíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñêî-
ðîñòè

~v(t) = ~̇r = {ẋ(t), ẏ(t), ż(t)}. (1)

(Çäåñü è â äàëüíåéøåì äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t îáî-
çíà÷àåòñÿ òî÷êîé íàä ñîîòâåòñòâóþùèì ñèìâîëîì.)

Ñîîòíîøåíèå (1) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïîëîæåíèåì òî÷-
êè è åå ñêîðîñòüþ ëèøü â ïðîöåññå êîíêðåòíîãî äâèæåíèÿ. Îäíàêî
î÷åâèäíî, ÷òî îáúåêò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì è òîì æå ïîëî-
æåíèè, íî èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè. È â ýòîì ñìûñëå
ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ äâèæåíèÿ è íåîáõîäèìà ýòà ïàðà ïîíÿòèé: ïîëîæåíèå ~r è
ñêîðîñòü ~v.

3 Ïðèíöèï äåòåðìèíèðîâàííîñòè.

Ïîëîæèì â îñíîâó íàøåé òåîðèè ïðèíöèï äåòåðìèíèðîâàí-
íîñòè, ò.å. ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñåìåéñòâî äâèæåíèé ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåêóùèì ìîìåíòîì âðåìåíè
t, à òàêæå åå ïîëîæåíèåì ~r0 è ñêîðîñòüþ ~̇r0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò
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âðåìåíè t0 è ñàìèì íà÷àëüíûì ìîìåíòîì.

~r(t) = ~r(t, t0, ~r0, ~̇r0),

~̇r(t) = ~r(t, t0, ~r0, ~̇r0).
(2)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî t0 âõîäèò â ýòè ôîðìóëû ëèøü â âèäå t− t0,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t0 = 0.

4 Ïîíÿòèå óñêîðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå óñêîðåíèÿ òî÷êè, êîòîðîå âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå

~a(t) = ~̈r(t) = f(t, ~r0, ~̇r0). (3)

Èñêëþ÷èì òåïåðü ~r0 è ~̇r0 ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (2) èç ñîîòíî-
øåíèÿ (3). Ïîëó÷èì

~̈r = ~f(t, ~r, ~̇r) (4)

Òàêèì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñåìåéñòâî äâè-
æåíèé îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî óñêîðåíèå òî÷êè íå ÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìîé õàðàêòåðèñòèêîé äâèæåíèÿ (÷òî ìîæíî áûëî áû îæè-
äàòü ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì ñêîðîñòè), à çàâèñèò îò òåêóùåãî ñî-
ñòîÿíèÿ äâèæåíèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè (4) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, à (2)
� ñåìåéñòâî åå ðåøåíèé.

Ñðàâíåíèå ñî 2-ì çàêîíîì Íüþòîíà

m~̈r = ~F , (5)

ãäå F � ñèëà, ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî â íàøåé ìåõàíèêå ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ñèëû, êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò ïî-
ëîæåíèÿ, ñêîðîñòè è, ìîæåò áûòü, îò ÿâíî âõîäÿùåãî âðåìåíè.

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî âðåìÿ t íå âõîäèò ÿâíî â ïðàâóþ ÷àñòü (4),
òî òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé. Â îñíîâíîì, èìåííî ñ
òàêèìè ñèñòåìàìè ìû è áóäåì èìåòü äåëî â äàëüíåéøåì.

Â ìåõàíèêå óðàâíåíèÿ (5) (èëè (4)) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
äâèæåíèÿ, à ñîîòíîøåíèÿ (2) � çàêîíàìè äâèæåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 2.

5 Çàêîíû Êåïëåðà.

Åñëè ïîëîæèòü â îñíîâó ìåõàíèêè ïðèíöèï äåòåðìèíèðîâàííî-
ñòè, òî óñêîðåíèå òî÷êè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò îêàçàòüñÿ
ôóíêöèåé ëèøü òîëüêî ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè: ~a(t) = f(~r(t), ~̇r(t)).
Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ìíîãèå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ â
ðàìêàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ýòîãî êëàññà.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà. Åñëè
áû áûëè èçâåñòíû çàâèñèìîñòè ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ ïëàíåò îò âðå-
ìåíè è íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òî ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ñòðóê-
òóðó ñèëû, ñ êîòîðîé Ñîëíöå ïðèòÿãèâàåò ïëàíåòû. Îäíàêî ýòîé
èíôîðìàöèè ó íàñ íåò. Çàòî åñòü çàêîíû Êåïëåðà, ïîëó÷åííûå â
ðåçóëüòàòå ìíîãîëåòíèõ íàáëþäåíèé çà äâèæåíèåì íåáåñíûõ òåë:

(1) Âñå òðàåêòîðèè ïëàíåò ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëëèïñû ðàç-
íûõ ðàçìåðîâ, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ñîëíöå.

(2) Ïëîùàäü, çàìåòàåìàÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì ïëàíåòû, âîçðàñ-
òàåò ðàâíîìåðíî.

(3) Îòíîøåíèå êâàäðàòà ïåðèîäà ê êóáó äëèíû áîëüøîé ïîëó-
îñè ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ ïëàíåò.

6 Âûâîä ôîðìóëû ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé óñêî-
ðåíèÿ ïëàíåòû.

Ïàðàìåòðèçóåì îòäåëüíûé ýëëèïñ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîëÿðíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ïîìåñòèì öåíòð â ñîëíöå, ~r � ðàäèóñ-âåêòîð ñ êîíöîì íà ïëàíå-
òå (ñîëíöå è âñå ïëàíåòû áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè),
à ïîëÿðíûé óãîë ϕ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ~r è ïðÿìîé, ñîåäè-
íÿþùåé ôîêóñû. Òîãäà

r = r(ϕ)

Äëÿ ðàäèàëüíîé è òðàíñâåðñàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè èìååì
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

vr = ṙ = r′ · ϕ̇, vϕ = r · ϕ̇
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Ðèñ. 1.

Ðàññìîòðèì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïëîùàäè, çàìåòàåìîé ðàäèóñ-
âåêòîðîì

σ̇ =
1
2
r · rϕ̇ =

1
2
r2ϕ̇ = const = C.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ñîîòíîøåíèå. Ïîëó÷èì

ϕ̈r2 + 2rṙϕ̇ ≡ 0

Ðàçäåëèì íà r, òîãäà

ϕ̈r + 2ṙϕ̇ ≡ 0

èëè

ϕ̈r + 2r′ϕ̇2 ≡ 0. (1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òðàíñâåðñàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé óñêîðåíèÿ
ïëàíåòû èìååì:

aϕ = 2r′ϕ̇2 + rϕ̈

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî aϕ ≡ 0 è âñå ïëàíåòû èñïûòûâàþò
òîëüêî öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå. Ïîäñ÷èòàåì åãî:

ar = r′′ϕ̇2 + r′ϕ̈− rϕ̇2. (2)

Ïîñêîëüêó îñè ýëëèïñîâ ó ðàçíûõ ïëàíåò îðèåíòèðîâàíû â ïðî-
ñòðàíñòâå ïî-ðàçíîìó, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ar íå çàâèñèò îò ϕ.
Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà r′ è ðàçäåëèì íà r. Ïîëó÷èì

r′ϕ̈ = −2r′2ϕ̇2/r. (3)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (2) äëÿ ðàäèàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé óñêîðåíèÿ.

ar = (r′′ − r − 2r′2/r) · ϕ̇2 (4)
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Âñïîìíèì, ÷òî íàøè îðáèòû � ýëëèïñû, ò.å.

r =
p

1− e · cosϕ
.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ u =
1
r
, òîãäà

r =
1
u
, r′ = − 1

u2
u′, r′′ = −u

′′

u2
+

2u′2

u3
.

Òåïåðü ñ ó÷åòîì çàêîíà ïëîùàäåé ïîëó÷àåì:

ar = (−u
′′

u2
+

2u′2

u3
− 1
u
− 2u′2

u3
)ϕ̇2 = (−u′′ − u)

ϕ̇2

u2
= 4(−u′′ − u)C2u2,

(5)

Âûðàçèì u ÷åðåç ϕ è ïîäñòàâèì: u(ϕ) =
1
p
− e

p
· cosϕ è u′′(ϕ) =

e

p
· cosϕ. Òîãäà ïîëó÷èì

ar = −4
p
C2u2

èëè

ar = −4C2

p

1
r2

(6)

� ôîðìóëó, êîòîðàÿ óïîðÿäî÷èëà íàø âçãëÿä íà ìèð.
Áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà

A =
1
2

(
p

1 + e
+

p

1− e

)
=

p

1− e2
.

Åñëè ñåêòîðíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà C, òî íàéäåì ïåðèîä T . Ïëîùàäü
ýëëèïñà

σ = CT = πAB = π
p2

(1− e2)3/2
, (7)

ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïëàíåòû ðàâåí

T =
π

C
· p2

(1− e2)3/2
.
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Ïî òðåòüåìó çàêîíó Êåïëåðà,
T 2

A3
=
π2p

C2
= const � óíèâåðñàëüíàÿ

êîíñòàíòà, îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Èòàê,

ar = −µ 1
r2
. (8)

Ìû âûâåëè ôîðìóëó, êîòîðàÿ óïîðÿäî÷èëà ìèð è ïîçâîëèëà
Èñààêó Íüþòîíó äàòü çàâåðøåíèå çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ,
ïî êîòîðîìó ñèëà âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ äâóõ ¾òåë¿ îïðåäåëÿåòñÿ,
êàê

F = −γm1m2
1
r2
,

ãäå γ � ìèðîâàÿ êîíñòàíòà (ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ).

Ëåêöèÿ 3.

7 Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà.

Îïðåäåëåíèå. Àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî � ýòî ñèñòåìà ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì.

Ïîýòîìó ñ òâåðäûì òåëîì ìîæíî ñâÿçàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò òåëî íåïîäâèæíî. Íàîáîðîò,
ãîâîðÿ ¾ñèñòåìà êîîðäèíàò¿, ìû îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåì íåêîòîðîå
òâåðäîå òåëî.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà.
1. Ïóñòü åñòü íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò.
2. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó O íàøåãî òåëà è íàçîâåì åå

íà÷àëîì ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äâèæåíèå âûáðàííîé
òî÷êè O îïèñûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì ~rO(t). Äâèæåíèå ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè M íàøåãî òâåðäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì
~rM (t).

3. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (~i,~j,~k), ñâÿçàííóþ ñ îïèñûâàåìûì
òåëîì.
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Ðèñ. 1.

Íî â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ó òî÷êè M åñòü ñâîè êîîð-
äèíàòû (x, y, z), ïðè÷åì îíè ïîñòîÿííûå, ò.ê. â òåëå òî÷êà M íåïî-
äâèæíà. Òîãäà

~rM = ~rO + x~i+ y~j + z~k,

~vM = ~̇rM = ~̇rO + x~̇i+ y~̇j + z~̇k.
(1)

8 Ïîíÿòèå ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè òâåðäî-
ãî òåëà. Ôîðìóëà Ýéëåðà.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (1) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ïîñêîëüêó
áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí, òî ~i ~j = 0, ~i ~i = 1 è ò.ä. Ïðîäèôôåðåíöèðó-
åì: ~̇i ~j = −~i ~̇j, ~̇i~i = 0. Ðàçëîæèì ïðîèçâîäíûå îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ
ïî ýòîìó æå áàçèñó:

~̇i = 0~i+ a~j + b~k

~̇j = −a~i+ 0~j + c~k

~̇k = −b~i− c~j + 0~k

Ïîëó÷èëàñü êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ âñåãî òðè
ýëåìåíòà a, b, c. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð
~ω, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~α ∈ {~i, ~j, ~k} âûïîëíåíî ~̇α = ~ω × ~α.
Ðàñïèñàâ ïî êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì, ÷òî

ωx = c, ωy = −b, ωz = a.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ôîðìàëüíî ââåëè âåêòîð ~ω, íàçûâàåìûé ìãíî-
âåííîé ñêîðîñòüþ ïîâîðîòà çàäàííîé â íàøåì òåëå ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, ò. å. âñåãî òåëà. Ïîäñòàâèì åãî â ôîðìóëó (1) è ïîëó÷èì
ôîðìóëó Ýéëåðà:

~vM = ~̇rO + ~ω × ~rOM (2)



11

� çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé òî÷åê àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà.
Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð ω íå çàâèñèò îò âûáîðà

ñèñòåìû êîîðäèíàò â òåëå.
×àñòíûå ñëó÷àè.
1. Òåëî èìååò îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó O. Âûáåðåì â íåé íà÷àëî

êîîðäèíàò. Ïîëó÷èì, ÷òî ~̇r0 ≡ 0. Òîãäà ôîðìóëà Ýéëåðà ïðèíèìàåò
âèä:

~vM = ~ω × ~rM .

2. Â òåëå åñòü äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè: ~̇r1 ≡ 0 è ~̇r2 ≡ 0. Â ýòîì
ñëó÷àå âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû îñü k ïðîõîäèëà ÷å-
ðåç ýòè òî÷êè. Ïðè ýòîì âåêòîð ~ω îêàæåòñÿ ñîíàïðàâëåííûì ñ âåê-
òîðîì ~k, à çíà÷èò âñå òî÷êè îñè k áóäóò íåïîäâèæíû. Ïîëó÷èëè,
÷òî òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè, ïîýòîìó çäåñü ìîæíî
ïðÿìî èíòåðïðåòèðîâàòü âåêòîð ω, êàê óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùå-
íèÿ òâåðäîãî òåëà. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà M äâèæåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñà rM âîêðóã îñè k ñî ñêîðîñòüþ ϕ̇rM , íàïðàâ-
ëåííîé ïî êàñàòåëüíîé. (Çäåñü åñòü êîíêðåòíûé óãîë ϕ, è óãëîâàÿ
ñêîðîñòü � ýòî ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ.) Ôîðìóëà Ýéëåðà ïðèíè-
ìàåò âèä:

vM = ϕ̇rM

Çàìå÷àíèå. Ê òâåðäûì òåëàì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðèìåíèìî ïî-
íÿòèå ñêîðîñòè, ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûå òî÷êè òåëà ìîãóò èìåòü ðàç-
íûå ñêîðîñòè. Ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî îá óãëîâîé ñêîðîñòè.

9 Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå. Çàêîí ñëîæåíèÿ ñêî-
ðîñòåé.

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà M ïåðåäâèãàåòñÿ ïî òåëó. Òîãäà,

~rM = ~r0 + x(t)~i+ y(t)~j + z(t)~k, (3)

ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ, ïîëó÷èì, ÷òî

~vM = (ẋ~i+ ẏ~j + ż~k) + (~̇rO + x~̇i+ y~̇j + z~̇k). (4)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòåñòâåííî íàçâàòü îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ

~vîòí = ẋ~i+ ẏ~j + ż~k,
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à âòîðîå � ïåðåíîñíîé ñêîðîñòüþ,

~vïåð = ~̇rO + x~̇i+ y~̇j + z~̇k.

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü òî÷êè M îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ñëî-
æåíèÿ ñêîðîñòåé:

~vMàáñ = ~vïåð + ~vîòí. (5)

Çàìåòèì, ÷òî ñàìî ïåðåíîñíîå äâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ âñåì òå-
ëîì, íî vïåð � ýòî ñêîðîñòü òîé òî÷êè N òåëà, ïîëîæåíèå êîòîðîé
ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì òî÷êèM ëèøü â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò
âðåìåíè (~rN (t) = ~rM (t), íî íå òîæäåñòâåííî!).

Îáû÷íî ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ââîäèòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ
îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð óäà÷íîãî è íåóäà÷íîãî âû-
áîðà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ìû õîòèì îïèñàòü ïðîåêöèè
ñêîðîñòè íà ïîëÿðíûå îñè êîîðäèíàò.

Ðèñ. 2.

Íåóäà÷íûé âûáîð: ïîìåñòèì íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò â òî÷êó M . Ïðè ýòîì ~vîòí = 0, à ~vàáñ = ~vïåð, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå
äâèæåíèÿ íå óïðîñòèëîñü.

Óäà÷íûé âûáîð: ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â 0, îäíó èç ïî-
äâèæíûõ îñåé êîîðäèíàò ïóñòèì ïî âåêòîðó ~r, à äðóãàÿ áóäåò åé
ïåðïåíäèêóëÿðíà. Ïåðåíîñíîå äâèæåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿ-
åòñÿ âðàùåíèåì âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè O ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ϕ̇. Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîëèíåé-
íîå äâèæåíèå âäîëü îñè r. Òîãäà vîòí = vr = ṙ è vïåð = vϕ = rϕ̇. Â
ýòîì ñëó÷àå ëþáîå äâèæåíèå òî÷êè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïî-
çèöèè äâóõ ¾ïðîñòûõ¿ äâèæåíèé.

10 Ðàñïðåäåëåíèå óñêîðåíèé â òâåðäîì òåëå. Ôîð-
ìóëà Ðèâàëüñà.

Áóäåì äèôôåðåíöèðîâàòü ôîðìóëó Ýéëåðà.

~aM = ~̈rM = ~̈rO+~̇ω×~rOM +~ω×~̇rOM = ~̈rO+~̇ω×~rOM +~ω×(~ω×~rOM ) (6)
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� ôîðìóëà Ðèâàëüñà.

11 Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé � ôîðìóëà Êî-
ðèîëèñà.

Åñëè òî÷êà M äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî òåëà, òî

~aMàáñ = ~̈rO + ~̇ω × ~rOM + ~ω × (~ω × ~rOM ) + ~ω × ~vîòí + ~aîòí + ~ω × ~vîòí

� òåîðåìà ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé. Çäåñü ~aîòí � îòíîñèòåëüíîå
óñêîðåíèå, ò.å. óñêîðåíèå òî÷êè â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ
òåëîì. Ïåðåíîñíîå óñêîðåíèå � óñêîðåíèå âûøå óïîìÿíóòîé òî÷êè
N òåëà

~aïåð = ~̈rO + ~̇ω × ~rOM + ~ω × (~ω × ~rOM ), ò.ê. ~rN = ~rM .

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëîé (5) çäåñü âîçíèêàåò åùå îäèí äîáàâîê:
2~ω × ~vîòí � êîðèîëèñîâî óñêîðåíèå.

Ïîëó÷èëè òåîðåìó Êîðèîëèñà:

~aMàáñ = ~aîòí + ~aïåð + ~aêîð.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ïîëó÷èì:
ar = aîòí+aïåð r = r̈−ω2r, êîðèîëèñîâà ñîñòàâëÿþùàÿ íå èìååò

ïðîåêöèè íà îñü r, ò.ê. îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ~vîòí ñîíàïðàâëåíà ñ
âåêòîðîì ~r; aϕ = aïåðϕ + aêîð = rϕ̈+ 2ϕ̇ṙ.

Ëåêöèÿ 4.

12 Ñèëû èíåðöèè. Èíåðöèàëüíûå è íåèíåðöèàëü-
íûå ñèñòåìû îòñ÷åòà.

~vMàáñ = ~vîòí + ~vïåð

~aMàáñ = ~aîòí + ~aïåð + 2~ω × ~vîòí

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû âî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ïîëó÷èì

~F = m~aîòí +m~aïåð + 2m~ω × ~vîòí
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èëè

m~aîòí = −m~aïåð − 2m~ω × ~vîòí + ~F .

Ò.å. ìàññà, óìíîæåííàÿ íà îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå ðàâíÿåòñÿ èç-
íà÷àëüíî çàäàííîé ñèëå ïëþñ ñèëû èíåðöèè (ïåðåíîñíàÿ ñèëà è
ñèëà Êîðèîëèñà). Âîçíèêàåò âîïðîñ, íàðóøàåòñÿ ëè çäåñü ïðèíöèï
äåòåðìèíèðîâàííîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì

m~a = ~F (~r, ~̇r, t).

Âñïîìíèì, ÷òî

~aïåð = ~a0 + ~ω × (~ω × ~r) + ~̇ω × ~r.

Ïîýòîìó ïåðåíîñíîå óñêîðåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîçèöèîííûì äîáàâêîì.
Ñèëà Êîðèîëèñà, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò òîëüêî îò îòíîñèòåëü-
íîé ñêîðîñòè, ïîýòîìó îáå ýòè ñèëû èíåðöèè ïîïàäàþò â ñïèñîê
äîïóñòèìûõ ñèë.

Òàêèì îáðàçîì, â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñèëû
èìåþò äîáàâîê, ñâÿçàííûé ñî ñêîðîñòüþ è äàæå ÿâíûì âðåìåíåì
(ω(t) ïðè ω̇ 6= 0). Òîãäà âîïðîñ î ïîèñêå èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ìîæíî ñâÿçàòü ñ âîçìîæíîñòüþ èñêëþ÷åíèÿ èç ñòðóê-
òóðû ñèëû âåëè÷èí ~̇r è t. Òó ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ýòî
ïîëó÷èòñÿ, ìîæíî ñ÷åñòü èíåðöèàëüíîé.

Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà íóæíû äëÿ èçìåðåíèé ñèëîâîãî
âîçäåéñòâèÿ ïðÿìûì, òàê ñêàçàòü, âåñîâûì ñïîñîáîì. Íüþòîíîâó
(ãðàâèòàöèîííóþ) ñèëó â ïðèíöèïå ìîæíî èçìåðèòü òàêèì ñïîñî-
áîì, ïîñêîëüêó îíà íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè. Ãîðàçäî ñëîæíåå îáñòî-
èò äåëî ñ ñèëàìè, çàâèñÿùèìè îò ñêîðîñòè, íàïðèìåð, ñ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûìè ÿâëåíèÿìè.

13 Ïàäåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì
ñèëû ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè.

Â çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ íå âõîäèò èíåðöèîííûé äîáàâîê,
íî åñëè ñâÿçàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàïðèìåð, ñ Çåìëåé, òî îí ïî-
ÿâèòñÿ. Ó÷òåì äâèæåíèå Çåìëè, â ÷àñòíîñòè, åå âðàùåíèå âîêðóã
ñâîåé îñè.

Äîáàâêîì, ñâÿçàííûì ñ ω̇, ïðåíåáðåæåì, ïîñêîëüêó èçìåíåíèå
äëèòåëüíîñòè ñóòîê ñîñòàâëÿåò äîëè ñåêóíäû â ñòîëåòèå. Ïîñ÷èòà-
åì ~ω×(~ω×~r). Âåêòîð ~ω íàïðàâëåí ïî îñè âðàùåíèÿ Çåìëè íà ñåâåð.
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Ïåðâîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàïðàâëåíî îðòîãîíàëüíî ïëîñêî-
ñòè ìåðèäèàíà, çíà÷èò âòîðîå � â ýòîé ïëîñêîñòè ê îñè âðàùåíèÿ.
Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû

~Fïåð = −m~aïåð

íàïðàâëåíà îò îñè âðàùåíèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñèëà òÿæåñòè ðåàëü-
íî íàïðàâëåíà íå ê öåíòðó Çåìëè. ¾Ãëîáàëüíûì¿ ýêñïåðèìåíòîì,
ïîäòâåðæäàþùèì ýòî, ÿâëÿåòñÿ ôîðìà Çåìëè. Çåìëÿ ¾ñïëþñíóòà¿
èìåííî â òó ñòîðîíó, â êîòîðóþ îíà ¾ðàñòåêëàñü¿ áû ïîä äåéñòâèåì
ýòîé ñèëû.

R · ω2 ≈ 6400000 ·
(

2π
24 · 60 · 60

)2

≈ 1
30

ì
ñ2
. (1)

Ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñêîðåíèå ñðàâíèìî ñ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ, ò.ê. îòêëîíåíèå ïîðÿäêà 1/300 îò g.

Ðàññìîòðèì ïàäåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ âûñîòû ïîðÿäêà âû-
ñîòû çäàíèÿ óíèâåðñèòåòà (∼ 250 ìåòðîâ), íî, äëÿ ïðîñòîòû, íà
ýêâàòîðå.

m~aîòí = −2m~ω × ~vîòí +m~G, (2)

ãäå ~G ñîîòâåòñòâóåò ïåðåíîñíîìó è ãðàâèòàöèîííîìó óñêîðåíèÿì.
Ðàñïèøåì ïî îñÿì:
z � ïî âåðòèêàëè, ââåðõ;
y � êàñàòåëüíàÿ ê ìåðèäèàíó;
x � êàñàòåëüíàÿ ê ýêâàòîðó íà âîñòîê. ẍ = −2ωż

ÿ = 0
z̈ = −g + 2ωẋ

(3)

Íàéäåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Îòáðîñèì âòîðîå óðàâ-
íåíèå è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò èç íà÷àëà êîîðäè-
íàò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ò.å. x(0) = z(0) = 0 è ẋ(0) = ż(0) = 0.

Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèÿ â âèäå

x = x(0)(t) + ωx(1)(t) + . . . , (4)

z = z(0)(t) + ωz(1)(t) + . . . , (5)
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îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå âîïðîñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.
Òîãäà, î÷åâèäíî,

x(0)(t) ≡ 0, z(0)(t) = −1
2
gt2, z(1)(t) ≡ 0,

à
x(1)(t) =

1
3
gt3.

Òàêèì îáðàçîì,

x(t) =
1
3
gt3ω. (6)

Èòàê, òî÷êà íå áóäåò ïàäàòü ïî âåðòèêàëè, à áóäåò ñìåùàòüñÿ
íà âîñòîê. 250 ìåòðîâ òî÷êà ïðîëåòàåò ïðèìåðíî çà 7 ñåêóíä. Çà
ýòî âðåìÿ ñìåùåíèå x äîñòèãàåò âåëè÷èíû

1
3 · 10 · 50 · 7 · 2π

24 · 60 · 60
≈ 6

70
ì ≈ 8.5 ñì (7)

Âïîëíå ìîæíî èçìåðèòü!
Åñòåñòâåííî, ÷òî òàêèì ïðèáëèæåíèåì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïî-

êà

1
3
gt3ω � 1

2
gt2, ò.å. ïðèt� 1

ω
. (8)

(Óïðàæíåíèå.) Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó òî÷êà ñìåùàåòñÿ èìåííî íà
âîñòîê, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî Çåìëÿ òîæå ¾êðóòèòñÿ¿ íà âîñòîê?

Ëåêöèÿ 5.

14 Ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè. Òèïû ñâÿçåé.

Ñâÿçÿìè, íàëîæåííûìè íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íà-
çûâàþò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà èçìåíåíèÿ êî-
îðäèíàò è ñêîðîñòåé ýòèõ òî÷åê.

Ïóñòü åñòü N òî÷åê, {xi, yi, zi}, i = 1, . . . , N. Òîãäà äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû îïèñàòü ïîëîæåíèå ýòîé ñèñòåìû, íàäî çàäàòü 3N âå-
ëè÷èí. Ïðîñòðàíñòâî, îáðàçóåìîå èìè, íàçîâåì êîîðäèíàòíûì.
×òîáû îïèñàòü äâèæåíèå, íàäî çàäàòü åùå N ñêîðîñòåé, ò.å. âñå-
ãî 6N ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé.
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Ïðè ýòîì âîçìîæíî, ÷òî íå ëþáîå ñîñòîÿíèå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ N
òî÷åê ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Òîãäà íàäî âû÷ëåíèòü äîïóñòèìûå.

Ñîîòíîøåíèÿ âèäà

fj(xi, yi, zi, . . . , ẋi, ẏi, żi, . . . , t) = 0 j = 1, . . . , k (1)

íàçûâàþòñÿ ñâÿçÿìè. Ýòî ïðèìåð óäåðæèâàþùåé ñâÿçè. Åñëè ðà-
âåíñòâî çàìåíèòü íà íåðàâåíñòâî, òî ïîëó÷èòñÿ íåóäåðæèâàþùàÿ
èëè îãðàíè÷èâàþùàÿ ñâÿçü.

Ïðèìåð: ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå � ìåë ïàäàåò íà ñòîë (èëè
ïîë) è îñòàåòñÿ íà íåì, ò.å. íèæå ¾îïóñòèòüñÿ¿ íå ìîæåò.

Ñâÿçè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå

ϕj(~ri, . . . , t) = 0, (2)

à íå îò ñêîðîñòåé òî÷åê, íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêèìè. Îíè âûäå-
ëÿþò â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòü äîïóñòèìûõ ïîëî-
æåíèé. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçè ìîæíî ïðåâðàòèòü â îáû÷íûå, ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàâ ∑ ∂ϕ

∂xi
ẋi + . . .+

∂ϕ

∂t
= 0. (3)

Ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó. Òàêèì îáðà-
çîì, ëþáàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íåêî-
òîðîé ëèíåéíîé ôîðìû. Íî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà äàåò öåëîå ñå-
ìåéñòâî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ïîýòîìó, ÷òîáû âûáðàòü ñâÿçü, íàäî
çàôèêñèðîâàòü íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå.

Èíòåãðèðóåìûå ñâÿçè åùå íàçûâàþò ãîëîíîìíûìè.
Ñâÿçè, íå ñîäåðæàùèå âðåìÿ t, íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûìè.
Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå óðàâíåíèþ (2) ëèíåéíóþ ôîðìó

N∑
i=1

(
∂ϕj

∂xi
δxi +

∂ϕj

∂yi
δyi +

∂ϕj

∂zi
δzi

)
= 0, j = 1, . . . , k (4)

ãäå δxi = xi − xi0 , δyi = yi − yi0 , δzi = zi − zi0 , {xi0 , yi0 , zi0} � òî÷-
êà, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò äèôôåðåíöèðîâàíèå. Òîãäà óðàâíåíèå (4)
çàäàåò ëèíåéíîå êàñàòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå ê ïîâåðõíîñòè äîïóñòè-
ìûõ ïîëîæåíèé â íåêîòîðîé åãî òî÷êå {xi0 , yi0 , zi0}. Âåêòîðû, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (4) íàçûâàþòñÿ âîçìîæíûìè ïåðåìå-
ùåíèÿìè. Ðàçìåðíîñòü r ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé
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îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ñâÿçåé r = 3N − k, ÷èñëî r íàçûâàþò òàê-
æå ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ñòàöèîíàðíûõ ñâÿçÿõ ðàçðå-
øåííûå â äåéñòâèòåëüíîñòè ñêîðîñòè íàõîäÿòñÿ ñðåäè âîçìîæíûõ,
ïðè íåñòàöèîíàðíûõ ýòî âîçìîæíî â òåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, ãäå
∂ϕi/∂t = 0.

Ââåäåì ñëåäóþùóþ àêñèîìó èëè ãèïîòåçó:Ìîæíî îòáðîñèòü
ñâÿçè è ââåñòè âìåñòî íèõ äîïîëíèòåëüíûå ñèëû, ò.ê. ñâÿçè
ìàòåðèàëüíû, à ìàòåðèàëüíûå îáúåêòû äåéñòâóþò äðóã íà äðóãà
ïîñðåäñòâîì ñèë. Ïîëó÷åííûå ñèëû íàçûâàþò ñèëàìè ðåàêöèè
ñâÿçåé. Ìîæíî ïîäîáðàòü èõ òàê, ÷òî äâèæåíèå òî÷åê ñ ó÷àñòè-
åì ýòèõ ñèë áóäåò ðàâíîçíà÷íî äâèæåíèþ ïî ñâÿçÿì. Òåïåðü âñå
òî÷êè ìîæíî ñ÷èòàòü èçîëèðîâàííûìè, è äëÿ êàæäîé èç íèõ ìîæ-
íî íàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà. Ïîëó÷èòñÿ 3N óðàâíåíèé è k
ñâÿçåé. {

m~̈ri = ~Fi +
∑k

j=1
~Rij | N

ϕj(~ri) = 0 | k
(5)

ãäå Rij � i-òàÿ ðåàêöèÿ j-òîé ñâÿçè.

15 Âûâîä îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñèñòå-
ìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ èäåàëüíûìè ñâÿçÿ-
ìè.

Óñëîâèÿ (1) äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû, à èõ ÷èñëî òàêèì,÷òîáû
ïî ýòèì ñâÿçÿì ìîæíî áûëî äâèãàòüñÿ, ïîýòîìó 0 ≤ k ≤ 3N − 1.
Ïîýòîìó, åñëè ðàñïèñàòü âñå ñèëû ïîêîîðäèíàòíî, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
ó íàñ 3N íåèçâåñòíûõ óñêîðåíèé è 3N íåèçâåñòíûõ ñèë ðåàêöèè
ñâÿçåé, ò.å. âñåãî 6N íåèçâåñòíûõ. À óðàâíåíèé ëèøü 3N + k, ïî-
ýòîìó çàäà÷à ðàçðåøèìà, íî íåîäíîçíà÷íî. Íóæíà êàêàÿ-òî äîïîë-
íèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ. Áóäåì èñêàòü âîçìîæíîñòü îòñå÷ü ëèøíèå
ðåàêöèè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî èäåàëüíûå ñâÿçè, ò.å. òà-
êèå ñâÿçè, ðåàêöèè êîòîðûõ îðòîãîíàëüíû âåêòîðàì âîçìîæíîãî
ïåðåìåùåíèÿ ∑

(~Ri, δ~ri) = 0. (6)

Âïðî÷åì, äîïóñòèìà è òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê
δri = 0.
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Ïðåîáðàçîâàâ ïåðâóþ ãðóïïó óðàâíåíèé (5) ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-
øåíèé (6), ïîëó÷èì îñíîâíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè ñèñòåìû ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê ñ èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè.

N∑
i=1

(mi~̈ri − ~Fi)δ~ri = 0. (7)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå êîëè÷åñòâî íåçà-
âèñèìûõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

16 Íåêîòîðûå ôîðìû èñïîëüçîâàíèÿ îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè.

1.Òåîðåìà î ïåðåìåùåíèè öåíòðà ìàññ (èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ).

Ïóñòü ñðåäè âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òà-
êîå, ïðè êîòîðîì âñå òî÷êè ñèñòåìû ñìåùàþòñÿ âäîëü íåêîòîðîãî
íàïðàâëåíèÿ ~ex íà îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå (ñèñòåìà ìîæåò âåñòè ñå-
áÿ, êàê ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùååñÿ òâåðäîå òåëî). Ò.å. â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè âî âñåõ äîïóñòèìûõ ïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå (4) èìååò
÷àñòíîå ðåøåíèå

δ~ri = ~ex · δx

Òîãäà

δx
∑

(miẍi −Xi) = 0,

ãäå Xi � ïðîåêöèÿ ñèëû ~F íà íàïðàâëåíèå ~ex. Ïîñêîëüêó ïåðåìå-
ùåíèå äîïóñòèìîå, δx 6= 0, çíà÷èò,∑

(miẍi −Xi) = 0, (8)

Ïîñìîòðèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ
à) (

∑
miẋi)̇ =

∑
Xi = X � ñóììà âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà

ñèñòåìó.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèå ìàññû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà åå

ñêîðîñòü íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè. Åñëè ïðîñóììèðîâàòü ïî âñåì òî÷êàì ñèñòåìû, òî ïîëó÷èì êî-
ëè÷åñòâî äâèæåíèÿ ñèñòåìû, îáîçíà÷àåòñÿ Q.
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Èòàê, ìû âûâåëè çàêîí Q̇ = X. Âíóòðåííèå ñèëû (îò òî÷êè ê
òî÷êå) ïðè ñóììèðîâàíèè âçàèìîóíè÷òîæàòñÿ, ïîýòîìó îñòàíåòñÿ

Q̇ = Xâíåø.

Îòñþäà ïåðâûé âàðèàíò ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû: ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ðàâíà ñóììå âñåõ âíåøíèõ ñèë. Åñëè
X = 0, òî Q = const � êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì,
åñòü ïåðâûé èíòåãðàë.

á) Ðàññìîòðèì åùå îäíó èíòåðïðåòàöèþ óðàâíåíèÿ (8).(∑
mixi

)̈
= Xâíåø.

Ó êàæäîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê åñòü òî÷êà C, íàçûâàå-
ìàÿ öåíòðîì ìàññ ýòîé ñèñòåìû, êîîðäèíàòà xc êîòîðîé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ∑

mixi = Mxc,

ãäåM � ñóììàðíàÿ ìàññà âñåõ òî÷åê ñèñòåìû. Òîãäà ïîëó÷àåì âòî-
ðîé âàðèàíò ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû: öåíòð ìàññ ñèñòåìû äâèæåòñÿ
òàê, êàê áóäòî â íåì ñîñðåäîòî÷åíà âñÿ ìàññà è ê íåìó ïðèëîæåíû
âñå âíåøíèå ñèëû.

Mẍc = Xâíåø,

Åñëè Xâíåø = 0, òî ẋc = const.
2. Òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû îò-

íîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ îñåé.
Ïóñòü â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó,

ïîçâîëÿþò ïîâîðîò âñåõ òî÷åê ñèñòåìû (êàê òâåðäîãî òåëà) âîêðóã
íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé îñè. Ïðè ïîâîðîòå òåëà âñå òî÷êè äâèæóòñÿ
ïî îêðóæíîñòÿì, à âîçìîæíûå ïåðåìåùåíèÿ íàïðàâëåíû ïî êàñà-
òåëüíûì ê ýòèì îêðóæíîñòÿì (ñì. ðèñ.1).

Ðèñ. 1.
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δ~ri = ω~k × ~ri (9)

Ìíîæèòåëü ω îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ïîâîðîòà. Òàê êàê

~̈r · (~k × ~r) = ~k(~r × ~̈r),
~F (~k × ~r) = ~k(~r × ~F ),

òî

ω~k
∑

(~ri ×mi~̈ri) = ~k
∑

~ri × ~Fi · ω

Ñîêðàòèì íà ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü ω è ïðèðàâíÿåì êîýôôè-
öèåíòû ïðè âåêòîðå ~k.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì Kz ñèñòå-
ìû ñóììó ìîìåíòîâ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ êàæäîé òî÷êè ñèñòåìû
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé îñè z. (Îí ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ñóì-
ìàðíûì ìîìåíòîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû, íàïðèìåð, ñêî-
ðîñòü öåíòðà ìàññ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, à âñÿ ñèñòåìà áóäåò âðà-
ùàòüñÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ è Kz 6= 0).

K̇z =
d

dt

∑
(~ri ×mi~̇ri)|z = Mz âíåø

Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû ðàâíà ñóì-
ìàðíîìó ìîìåíòó âñåõ âíåøíèõ ñèë (ó âíóòðåííèõ ïëå÷î îäèíàêî-
âîå, ïîýòîìó èõ ìîìåíòû âçàèìîóíè÷òîæàþòñÿ).

Ëåêöèÿ 6.

Èòàê, íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû îñòàíîâèëèñü íà ñâÿçÿõ âèäà:

1) fi(~ri) = 0 èëè
∑

i

∂ ~f

∂~ri
δ~ri = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé (ò.å. âîçìîæíûõ ïåðåìåùå-
íèé) ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì ïîëîæåíèè ñèñòåìû.

2) mi~̈ri = ~Fi + ~Ri � ïðèìåíèëè ãèïîòåçó î âîçìîæíîñòè çàìåíû
ñâÿçåé ñèëàìè ðåàêöèè.

3)
∑

i
~Riδ~ri = 0 � èäåàëüíîñòü ñâÿçåé.

4)
∑

i(mi~̈ri − ~Fi)δ~ri = 0 � îñíîâíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè.
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5) m~̈rc = ~̇Q = ~Fâíåø � òåîðåìà î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ èëè îá
èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

6) K̇z = Mz âíåø � òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìî-
ìåíòà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé îñè.

7) T =
∑

i

(
mi~̇ri~̇ri

2

)
� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.

Äîïîëíèì ýòîò ñïèñîê åùå îäíîé òåîðåìîé îá èçìåíåíèè êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû.

Òåîðåìà: åñëè ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó òàêîâû, ÷òî äåé-
ñòâèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ íàõîäÿòñÿ ñðåäè âîçìîæíûõ (ñòàöèîíàð-
íûå ñâÿçè èëè îòäåëüíûå ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû, â êîòîðûõ âñå ∂ϕ/∂t
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè îáðàùàþòñÿ â 0), òî òîãäà

Ṫ =
∑

i

mi~̈ri~̇ri =
∑

i

Fi~̇ri = N,

ò.å. ïðîèçâîäíàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíà ìîùíîñòè, ñ êîòîðîé
ðàáîòàþò ñèëû.

Ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ ëèøü àêòèâíûå ñèëû, ò.å. ñèëû, êîòî-
ðûå ìîãóò ñîâåðøàòü ðàáîòó íà âîçìîæíîì ïåðåìåùåíèè ñèñòåìû
(ñðåäè íèõ ìîãóò áûòü è âíóòðåííèå).

17 Òåíçîð èíåðöèè. Ãëàâíûå îñè èíåðöèè.

Âûâåäåì íåêîòîðûå ïîëåçíûå ôîðìóëû. Âû÷èñëèì êèíåòè÷å-
ñêèé ìîìåíò òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, îáðà-
çóþùèõ òâåðäîå òåëî. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ òî÷êà ýòîãî òåëà. Ñ
òåëîì ñâÿæåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â ïîëþñå O. Òîãäà ïî
ôîðìóëå Ýéëåðà,

~vM = ~vO + ~ω ×
−−→
OM.

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàìåíèòü
äåéñòâèåì êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû, â íàøåì ñëó÷àå

~ω ×
−−→
OM =

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0

 ωx

ωy

ωz

 .
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Îáîçíà÷èì

X =

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0


� ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà ~ω â ïîëå ñêîðîñòåé òî÷åê òâåð-
äîãî òåëà.

Ïîñêîëüêó ~RM = ~RO +
−−→
OM, òî

~K =
N∑

i=1

~Ri ×mi~vi =
N∑

i=1

mi(~RO +
−−→
OM i)× (~vO +Xi~ω). (1)

Áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü ýòó ñóììó ïî ÷àñòÿì:

N∑
i=1

mi
−−→
OM i × (~ω ×

−−→
OM i) =

N∑
i=1

mi

 0 zi −yi

−zi 0 xi

yi −xi 0

 0 −zi yi

zi 0 −xi

−yi xi 0

 ~ω = J0~ω, (2)

ãäå

J0 =
N∑

i=1

mi

 y2
i + z2

i −xiyi −xizi

−xizi x2
i + z2

i −yizi

−xizi −yizi x2
i + y2

i

 =

 Jx Jxy Jxz

Jxy Jy Jyz

Jxz Jyz Jz


� òåíçîð èíåðöèè òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Ýëå-
ìåíòû, ñòîÿùèå íà äèàãîíàëè íàçûâàþò ìîìåíòàìè èíåðöèè îò-
íîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé, à âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû �
öåíòðîáåæíûìè ìîìåíòàìè. Êàæäóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðè-
öó ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Îñè, â êîòîðûõ ìàòðèöà
J0 èìååò äèàãîíàëüíûé âèä íàçîâåì ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîëþñà O òî÷êó C �
öåíòð ìàññ òåëà. Òåíçîð èíåðöèè, çàïèñàííûé â ãëàâíûõ öåíòðàëü-
íûõ îñÿõ òåëà, íàçîâåì öåíòðàëüíûì, îí çàâèñèò òîëüêî îò âçà-
èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê òåëà è èìååò âèä:

JC =

 JCx 0 0
0 JCy 0
0 0 JCz


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Ïîäñ÷èòàåì îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (1). Î÷åâèäíî, ÷òî∑N
i=1mi

−−→
CMi = 0, ïîýòîìó

N∑
i=1

~RC × ~ω ×mi
−−→
CM = ~RC × ~ω ×

N∑
i=1

mi
−−→
CM = 0.

Èòàê, êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ðàâíÿåòñÿ

~K =
N∑

i=1

~Ri × ~vimi = ~RC × ~vCm+ JC~ω,

çäåñü m � ìàññà âñåãî òåëà.
I ôîðìóëà Êåíèãà. Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò òâåðäîãî òåëà îò-

íîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè ðàâåí ìîìåíòó êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m, ïîìåùåííîé â öåíòð ìàññ òåëà, ïðè-
áàâëåííîìó ê êèíåòè÷åñêîìó ìîìåíòó âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òå-
ëà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò, äâèæóùåéñÿ ïîñòóïàòåëüíî, ñ
íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ òåëà, è íàçûâàåìîé îñÿìè Êåíèãà.

II ôîðìóëà Êåíèãà. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâåðäîãî òåëà òàê-
æå ñêëàäûâàåòñÿ èç ýíåðãèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ è ¾êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè öåíòðà ìàññ¿:

T =
1
2
(Jxω

2
x + Jyω

2
y + Jzω

2
z +

1
2
mv2

C =
1
2
mv2

C +
1
2
(~ω,JC~ω).

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ÷àñòíûå
ñëó÷àè.

Åñëè òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè O, òî

~vM = ~ω × ~OM ;

~KO = JO~ω

è
T =

1
2
(~ω,JO~ω).

Ïóñòü òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè z, íå îáÿçàòåëü-
íî ãëàâíîé. Òîãäà íà íåé ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è ìîæíî
èñïîëüçîâàòü òåîðåìó îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà (â ïðî-
åêöèÿõ íà îñü z)

K̇z = Mz âíåø = Jzω̇.



25

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è èç çàêîíà èçìåíåíèÿ êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

T =
1
2
Jzω

2,

ñëåäîâàòåëüíî,
Jz ~̇ω~ω = N = ~ω ~Mâíåø,

ò.ê. äëÿ òâåðäîãî òåëà àêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âíåøíèå ñèëû.
Ïîýòîìó, ðàñïèñûâàÿ ïî îñÿì, ïîëó÷èì

Jzω̇ = Mz âíåø

Ëåêöèÿ 7.

18 Äâèæåíèå ¾ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà¿.

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ òâåðäîãî òåëà (ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà)
îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè z, ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè âñåõ
òî÷åê òåëà ïàðàëëåëüíû âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè xOy (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1.

Ïóñòü òî÷êà C îáîçíà÷àåò öåíòð ìàññ íàøåãî òåëà. Â êà÷åñòâå
êîîðäèíàòû ââåäåì äâóãðàííûé óãîë θ, êîòîðûé îáðàçóþò íåïî-
äâèæíàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü xOz è ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì ïëîñ-
êîñòü zC. Òîãäà ω = θ̇. Òåëî ñîâåðøàåò ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâè-
æåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Ñèëîâîå ïîëå ñèëû òÿæåñòè
îáðàçóåò åäèíñòâåííóþ ñèëó, ïðèëîæåííóþ ê öåíòðó ìàññ òåëà, íà-
ïðàâëåííóþ âíèç âäîëü îñè Ox, òóäà æå, êóäà è óñêîðåíèå ~g, è ðàâ-
íóþ ïî âåëè÷èíå mg, ãäå m � ìàññà âñåãî òåëà. Ñîñ÷èòàåì ìîìåíò
ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè z. Ïî òåîðåìå 2 èìååì

Jz θ̈ = −mgl · sin θ (1)
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ãäå l � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ òåëà C äî íà÷àëà êîîðäèíàò
O è, ñîîòâåòñòâåííî, l · sin θ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïëîñêîñòè
xOz. Çíàê ¾−¿ îçíà÷àåò, ÷òî ìîìåíò äîëæåí êàê áû ¾ïðèòÿãèâàòü¿
òî÷êó C ê åå ¾íèçøåìó¿ ïîëîæåíèþ.

Åñëè âìåñòî òâåðäîãî òåëà ðàññìàòðèâàòü ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó,
òî Jz = ml2 è óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä

lθ̈ = −g sin θ. (2)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò î÷åâèäíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå θ(t) ≡ 0, θ̇(t) ≡ 0.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ìàëåíüêèõ óãëàõ ñèíóñ óãëà ïðèìåðíî ðàâåí
ñàìîìó óãëó (â ðàäèàíàõ), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå äëÿ
¾ìàëûõ¿ äâèæåíèé:

lθ̈ + gθ = 0

åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè λ = ±
√
−g
l
. Ïîëîæèì α =

√
g

l
.

Òîãäà ïîëó÷èì çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

θ(t) = A sin(αt−B).

Ýòî ïåðèîäè÷åñêèå íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé àìïëè-
òóäîé. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñèëà òÿæåñòè ñîâñåì ¾íå ïðèòÿãèâàåò¿
ìàÿòíèê ê íèæíåìó ïîëîæåíèþ, à çàñòàâëÿåò åãî ñîâåðøàòü êîëå-
áàíèÿ.

Âåðíåìñÿ ê ôèçè÷åñêîìó ìàÿòíèêó.

θ̈ = −ml
2

Jz

g

l
sin θ

Ââåäåì òàê íàçûâàåìîå ïðèâåäåííîå ïëå÷î lïð =
Jz

ml2
l. Íà ïåð-

âûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ó ïðèâåäåííîãî ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà êî-
îðäèíàò äðóãàÿ çàâèñèìîñòü îò íàñòîÿùåãî ðàññòîÿíèÿ. Íî ìîìåíò
èíåðöèè Jz = Jz(l) òîæå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà êîîðäè-
íàò. Ó÷òåì ýòó çàâèñèìîñòü �

Jz = JCz +ml2

� ôîðìóëà Ãþéãåíñà, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî ìîìåíò èíåðöèè îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè (ó íàñ � îñü z) ñêëàäûâàåòñÿ èç ìîìåí-
òà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè, ïàðàëëåëüíîé z è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
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öåíòð ìàññ � öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà � è èç ìîìåíòà èíåðöèè öåíòðà
ìàññ, êàê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ó ñîáñòâåííî ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 0. Öåíòðàëüíûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ õàðàê-
òåðèñòèêîé òåëà, êàê ìàòåðèàëüíîãî îáúåêòà. Çàìåòèì, ÷òî ìîìåíò
èíåðöèè äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, åñëè îñü âðàùåíèÿ ïðî-
õîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ. Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

lïð =
(
JCz

ml2
+ 1
)
l, à äëÿ ÷àñòîòû èìååì α2 =

gml

JCz +ml2
.

Ðèñ. 2.

Ïîñìîòðèì ¾÷èñòóþ¿ çàâèñèìîñòü α(l) (ðèñ. 2): åñëè l → ∞,
òî lïð → l è α → 0, ò.å. åñëè ðàçìåðû òåëà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàññòîÿíèåì äî òî÷êè çàêðåïëåíèÿ, òî ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ôè-
çè÷åñêèé ìàÿòíèê ïðèáëèæàåòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó, â ÷àñòíîñòè,
÷àñòîòà êîëåáàíèé α èìååò ïîðÿäîê ∼ 1/

√
l, ò.å. ñòðåìèòñÿ ê íóëþ;

åñëè æå l→ 0, òî lïð ∼ 1/l, è ÷àñòîòà êîëåáàíèé α òàêæå ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, à èõ ïåðèîä âîçðàñòàåò.

Ïðèìå÷àíèå. Â ñëó÷àå l = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî θ̇ = θ̇0 ≡ const ïî
âðåìåíè, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåëî êîëåáëåòñÿ ñ áåñêîíå÷íûì ïå-
ðèîäîì. Íà ñàìîì äåëå ýòà êîíñòðóêöèÿ ñîâåðøàåò ñòàöèîíàðíûå
äâèæåíèÿ, íàïðèìåð, ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ.

19 Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè.

Âåðíåìñÿ ê òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

Ṫ =
N∑

i=1

~Fi~̇ri,



28

ïðîèíòåãðèðóåì è ïåðåñòàâèì ñóììó ñ èíòåãðàëîì

T − T0 =
N∑

i=1

~ri∫
~r0

~Fid~ri.

Ñóùåñòâóþò ñèëîâûå ïîëÿ, íàçûâàåìûå ïîòåíöèàëüíûìè, â êî-
òîðûõ çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò òðàåêòîðèè. Ò.å. ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ñèëîâûå ôóíêöèè Ui(~ri), ÷òî ~Fi = grad(Ui). Òîãäà

T − T0 = U − U0,

ãäå U =
∑
Ui, èíà÷å

T − U = h = const

� èíòåãðàë ýíåðãèè èëè ¾æèâûõ ñèë¿, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìå-
õàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñî ñòàöèîíàðíûìè
èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè ñîõðàíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó, ïîòåíöèàëüíû.

Â íàøåì ñëó÷àå äîìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà âåëè÷èíó θ̇. Òîãäà

d
dt

(
1
2
Jz θ̇

2

)
=

d

dt

(
mgl · cosθ

)
,

ñëåäîâàòåëüíî,

1
2
Jz θ̇

2 −mgl · cosθ = h = const.

Âûðàçèì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ óãëîâóþ ñêîðîñòü è ïðîàíàëèçèðóåì
åå.

θ̇ = ±
√
h+mgl · cosθ ·

√
2
Jz

Ðèñ. 3.
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1)h < −mgl � äâèæåíèå íåâîçìîæíî;
2)h1 = −mgl � òîëüêî òî÷êà ïîêîÿ θ = 0, θ̇ = 0;
3)−mgl < h2 < mgl � êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ ìåæäó θ1 =

− arccos (h/(mgl)) è θ2 = arccos (h/(mgl)), ïðè÷åì êàæäîìó íà÷àëü-
íîìó óðîâíþ ýíåðãèè, ò.å. êàæäîìó çíà÷åíèþ h èç ýòîãî ïðîìåæóò-
êà, ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
(íà ïîâåðõíîñòè ôàçîâîãî öèëèíäðà).

4)h3 = mgl � ïîäêîðåííàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 0 â òî÷êàõ
θ = ±π, òðàåêòîðèÿ îáðàçóåò çàìêíóòóþ êðèâóþ ñ ¾óãëàìè¿ íà
ôàçîâîì öèëèíäðå. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êóäà èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
¾äâèíåòñÿ¿ äàëüøå ïîñëå ¾ïðèáûòèÿ¿ â óãîë ýòîé êðèâîé è êàê
áûòü ñ òåîðåìîé î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ÎÄÓ. Îòâåò çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ θ = π (èëè θ = −π)
èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðèõîäèò òîëüêî çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè. Ñåïàðàòðèñû
îãðàíè÷èâàþò ÷àñòü ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëü-
íîå äâèæåíèå.

5)h4 > mgl � ýíåðãèÿ ñëèøêîì âåëèêà. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âñåãäà
îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé � ìàÿòíèê âðàùàåòñÿ â òîì íàïðàâëåíèè,
â êîòîðîì åãî òîëêíóëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Ýòî ñîñòîÿíèå äâè-
æåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðîòàöèåé. Çàìåòèì, ÷òî ÷åì âûøå óðîâåíü ýíåð-
ãèè, òåì ðàâíîìåðíåå âðàùåíèå (ïî÷òè íåò ïåðåïàäîâ îò ìèíèìóìà
ê ìàêñèìóìó).

Ëåêöèÿ 8.

20 Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷å-
ñêîãî ìîìåíòà.

1. Åñëè ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ äâèæåíèé íàõîäèòñÿ ïîâîðîò
âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè, òî ïðèìåíèìà òåîðåìà îá èçìåíåíèè êè-
íåòè÷åñêîãî ìîìåíòà:

K̇z = Mz âíåø.

Ïóñòü Mz âíåø ≡ 0, òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë Kz = K =
const. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ñèñòåìà âðàùàåòñÿ êàê òâåðäîå òåëî.
Òîãäà Kz = Jω � ïðîèçâåäåíèå ìîìåíòà èíåðöèè íà óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ. Åñëè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òâåðäûì òåëîì, òî J � ïî-
ñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Äîáàâèì ê ýòîìó òåëó îäíó òî÷êó, êîòîðàÿ ìî-
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æåò äâèãàòüñÿ îòíîñèòåëüíî òåëà. Ïóñòü â íà÷àëå äâèæåíèÿ ìîìåíò
èíåðöèè ñèñòåìû è åå óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíÿëèñü ñîîòâåòñòâåííî
J0, ω0. Ïóñòü îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå òî÷êè ïðîèñõîäèò èñêëþ÷è-
òåëüíî çà ñ÷åò âíóòðåííèõ ñèë, òîãäà êîíñòàíòà K íå èçìåíÿåòñÿ,
çíà÷èò, ñ èçìåíåíèåì ìîìåíòà èíåðöèè èçìåíÿåòñÿ è óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü, ïðè÷åì J0 · ω0 = J1 · ω1. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

J0

J1
ω0 = ω1.

Òàêèì îáðàçîì, óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ìîìåí-
òó èíåðöèè. ×òîáû óìåíüøèòü óãëîâóþ ñêîðîñòü, íóæíî óäàëèòü
òî÷êè îò îñè âðàùåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ íå çàâèñèò îò åãî ðàñïîëî-
æåíèÿ îòíîñèòåëüíî òåëà (ñèñòåìû). Ò.å. ñâîáîäíîå òåëî (ñèñòåìó)
ìîæíî ïîâåðíóòü áåç ó÷àñòèÿ âíåøíèõ ñèë (íî íåëüçÿ ñäâèíóòü ñ
ìåñòà åå öåíòð ìàññ).

2. Ïóñòü òåïåðü åñòü òâåðäîå òåëî, èìåþùåå îäíó íåïîäâèæíóþ
òî÷êó. Íà íåãî íå äåéñòâóþò íèêàêèå âíåøíèå ñèëû, íî îíî èìååò
ïîëîñòü, çàïîëíåííóþ îäíîðîäíîé âÿçêîé æèäêîñòüþ. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îïÿòü äîïóñêàþò ïåðâûé èíòåãðàë

~K = ~K = const.

Åñëè i-ÿ ãëàâíàÿ îñü ñèñòåìû òåëî-æèäêîñòü ñîâïàäàåò ñ îñüþ âðà-
ùåíèÿ, òî òåëî áóäåò âðàùàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ýòîì
Jiωi = K. Èíòåðåñíî, êàêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âåðîÿò-
íûì? Âåäü åñëè æèäêîñòü íå âðàùàåòñÿ âìåñòå ñ òåëîì, êàê åäèíîå
òâåðäîå òåëî, òî ýíåðãèÿ áóäåò ðàññåèâàòüñÿ, è ëèøü ïðè âðàùåíèè
ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñ÷èòàåì åå:

Ti =
1
2
Jiω

2
i =

1
2
K2

Ji
.

Ýòà âåëè÷èíà ìèíèìàëüíà, êîãäà ñèñòåìà âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè
íàèáîëüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè, ïîýòîìó íàèáîëåå âåðîÿòíûì áó-
äåò âðàùåíèå âîêðóã ýòîé îñè. Êàê áû ìû íå çàêðóòèëè íàøå òåëî,
ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà êîëåáàíèé îíî ïðèäåò ê ýòîìó âðàùå-
íèþ.

Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå: âñå íåáåñíûå òåëà
(íàïðèìåð, Çåìëÿ) âðàùàþòñÿ âîêðóã îñåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ èõ
¾ñïëþñíóòîñòè¿.
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21 Îáîáùåííûå Ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó ôðàãìåíòó èñïîëüçîâàíèÿ îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè. Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
xi, yi, zi, i = 1, . . . , N , íà êîòîðóþ íàëîæåíû ãåîìåòðè÷åñêèå (ãî-
ëîíîìíûå) ñâÿçè

ϕj(x1, . . . , zN , t) = 0 j = 1, . . . , k, (1)

ãäå 0 ≤ k ≤ 3N − 1, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî õîòü êàêîå-íèáóäü äâè-
æåíèå.

Ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ïîäïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ïîëî-
æåíèé (ñâîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè) èëè êîíôèãóðàöèîííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïî íèì ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ

∂ϕj

∂x1
δx1 + . . .+

∂ϕj

∂zN
δzN = 0, j = 1, . . . , k, (2)

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé (ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå � êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî).

Ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé ìîæåò ñîâïàäàòü, íå ñîâ-
ïàäàòü èëè ïåðåñåêàòüñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì âîçìîæíûõ ñêîðîñòåé,
èëè ¾äåéñòâèòåëüíûõ¿ ïåðåìåùåíèé, êîòîðîå îáðàçîâàíî ïðîñòûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñâÿçè (1):

∂ϕj

∂x1
ẋ1 + . . .+

∂ϕj

∂zN
żN +

∂ϕj

∂t
= 0, (3)

(Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ, ò.å. íå çàâèñÿùèõ ÿâíî îò âðåìåíè t ñâÿçåé,
äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ âñåãäà íàõîäÿòñÿ ñðåäè âîçìîæíûõ).

Ââåäåì â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñïåöèàëüíóþ êîîð-
äèíàòíóþ ñåòêó, ò.å. ââåäåì íåçàâèñèìûå êîîðäèíàòû

qs, s = 1, . . . , r = 3N − k.

×èñëî r íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì êîîðäèíà-
òû qs äîëæíû ïðåäîñòàâëÿòü âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü
âñå êîîðäèíàòû xi = xi(qs, t). Êðîìå òîãî, ýòè êîîðäèíàòû ïîçâîëÿ-
þò ïàðàìåòðèçîâàòü âåêòîð âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé ñëåäóþùèì
îáðàçîì

δxi =
∑

s

∂xi

∂qs
δqs. (4)
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Êàæäîìó íåòðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (2) äîëæíà îòâå÷àòü
õîòÿ áû îäíà âàðèàöèÿ δqs 6= 0, èíûìè ñëîâàìè, â êàæäîé òî÷êå
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íà êàæäîì âîçìîæíîì ïåðåìå-
ùåíèè

∑
s(δqs)

2 6= 0 (íà êàæäîì ïåðåìåùåíèè õîòü îäíà êîîðäè-
íàòà äîëæíà ìåíÿòüñÿ). Òàêàÿ ñèñòåìà ïåðåìåííûõ qs íàçûâàåòñÿ
îáîáùåííûìè Ëàãðàíæåâûìè êîîðäèíàòàìè. Âîîáùå ãîâîðÿ,
îáîáùåííûå Ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ìîæíî ââåñòè íå íà ëþáîé
ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð çàäàòü èõ íà ñôåðå íåâîçìîæíî.

22 Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà. Êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ.

Âñïîìíèì îñíîâíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè:
N∑

i=1

(miẍi −Xi)δxi +
N∑

i=1

(miÿi − Yi)δyi +
N∑

i=1

(miz̈i − Zi)δzi = 0 (5)

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ÷èñëî âàðèàöèé δqs ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû. Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (5) è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷èì
âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ðîâíî r íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ δqs. Èõ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà 0, çíà÷èò âñå êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ
îáðàùàþòñÿ â 0. Èìååì∑

s

(∑
i

miẍi
∂xi

∂qs
+
∑

i

miÿi
∂yi

∂qs
+
∑

i

miz̈i
∂zi

∂qs

)
δqs =

=
∑

s

δqs

(∑
i

Xi
∂xi

∂qs
+
∑

i

Yi
∂yi

∂qs
+
∑

i

Zi
∂zi

∂qs

) (6)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå∑
i

(
Xi
∂xi

∂qs
+ Yi

∂yi

∂qs
+ Zi

∂zi

∂qs

)
= Qs.

Âåëè÷èíà Qs íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ñèëîé. Îáîáùåííàÿ, ïî-
ñêîëüêó, â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò qs, ñèëà Qs ìîæåò èìåòü ðàç-
íóþ ðàçìåðíîñòü.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü â (6). Ïîñêîëüêó

ẋi =
∂xi

∂qs
q̇s +

∂xi

∂t
, (7)
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òî ñêîðîñòü ẋi çàâèñèò îò îáîáùåííîé ñêîðîñòè q̇s ëèíåéíûì îáðà-
çîì. Ïîýòîìó:

∂ẋi

∂q̇s
=
∂xi

∂qs
;

∑
i

miẍi
∂ẋi

∂q̇s
+ . . . =

∑
i

[
mi ·

(
ẋi
∂ẋi

∂q̇s

)
−mi · ẋi

d
dt

(
∂ẋi

∂q̇s

)]
+ . . . =

=
∑

i

[
mi ·

(
ẋi
∂ẋi

∂q̇s

)
−mi · ẋi

d
dt

(
∂xi

∂qs

)]
+ . . . =

=
d
dt
∂T

∂q̇s
−
∑

i

miẋi
∂ẋi

∂qs
+ . . .

⇒ d
dt

(
∂T

∂q̇s

)
− ∂T

∂qs
= Qs. (8)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà âòî-
ðîãî ðîäà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (7), êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âè-
äå:

T (q, q̇, t) = T2 + T1 + T0

T2 =
∑
i,j

aij(qs, t) · q̇iq̇j

T1 =
∑

i

q̇i · bi(qs, t)

T0 = T0(qs, t)

Âèäèì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T , âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ
íåîäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé q̇s.

Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî îáîáùåí-
íûõ óñêîðåíèé q̈s.
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Ëåêöèÿ 9.

23 Èíòåãðàë ßêîáè.

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ââåëè ïîíÿòèå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò
qs. Âûðàçèì ÷åðåç íèõ âåêòîðû âîçìîæíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷åê ñè-
ñòåìû ~ri = ~ri(qs, t) è ñêîðîñòè

~̇ri =
∂~r

∂q
q̇ +

∂~r

∂t
,

à òàê æå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ T = T (q̇, q, t). Â ýòîì ñëó÷àå ìû
çàïèñàëè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

d
dt

(
∂T

∂qs

)
− ∂T

∂qs
= Qs, (1)

ãäå Qs � îáîáùåííàÿ ñèëà èëè

Qs =
N∑

i=1

Xi
∂xi

∂qs
+

N∑
i=1

Yi
∂yi

∂qs
+

N∑
i=1

Zi
∂zi

∂qs
. (2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
à) ñèëû ïîòåíöèàëüíû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ U = U(~ri),

÷òî
Xi =

∂U

∂xi
, Yi =

∂U

∂yi
, Zi =

∂U

∂zi
,

á) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè (÷òî, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ìîæåò èìåòü ìåñòî è ïðè íåñòàöèîíàðíûõ ñâÿçÿõ).
Òîãäà U ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôóíêöèè îò qs è

Qs =
∂U(qs)
∂qs

.

Óìíîæèì êàæäîå èç óðàâíåíèé (1) íà q̇s. Ïîëó÷èì:∑
s

q̇s
d
dt

(
∂T

∂qs

)
−
∑

s

∂T

∂qs
q̇s =

∑ ∂U

∂qs
q̇s = U̇ . (3)

Çàìåòèì, ÷òî ∑
s

q̇s(
∂T

∂qs

)
=

(∑
s

q̇s
d
dt
∂T

∂q̇s

)
− ∂T

∂q̇s
q̈s. (4)
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Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T = T (q̇, q) íå çàâèñèò ÿâíî îò
âðåìåíè, òî ñóììà ïîä÷åðêíóòûõ â (3), (4) ñëàãàåìûõ ðàâíÿåòñÿ Ṫ ,
ò.å. (∑

s

q̇s
d
dt
∂T

∂q̇s

)
− Ṫ = U̇ .

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë∑
s

q̇s
∂T

∂q̇s
− T − U = h. (5)

Âñïîìíèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T = T2 + T1 + T0, (6)

ãäå T2 � îäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò îáîáùåííûõ ñêîðî-
ñòåé q̇s, T1 � îäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà îò îáîáùåííûõ ñêîðî-
ñòåé, à T0 íå çàâèñèò îò îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé. Ïîñêîëüêó íè T2,
íè T1, íè T0, íè U íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè, òî èíòåãðàë (5) ñ ó÷å-
òîì (6) ïðèìåò âèä îáîáùåííîãî èíòåãðàëà ýíåðãèè èëè èíòåãðàëà
ßêîáè

T2 − T0 − U = h. (7)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýíåðãèÿ T è ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ U íå çàâèñÿò
ÿâíî îò âðåìåíè t, òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò ïåðâûé èíòåãðàë,
õîòÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò è íå ñîõðàíÿòüñÿ.

Îáñóæäàâøèéñÿ ðàíåå èíòåãðàë ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ èç èíòåãðà-
ëà ßêîáè ïðè ñòàöèîíàðíûõ ñâÿçÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñâÿçè íå
çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî T1 = 0, T0 = 0 è T = T2, ò.å. T − U = h
� òîò æå èíòåãðàë, ÷òî è èç òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïðèìåíèìà òåîðåìà ßêîáè,
âñòðå÷àþòñÿ â æèçíè.

Ïðèìåð: ïóñòü ñðåäè êîîðäèíàò ãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû åñòü òàêèå, êîòîðûå íå âõîäÿò ÿâíî â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ;
îáúåäèíèì èõ â âåêòîð x è íàçîâåì öèêëè÷åñêèìè. Èõ ñêîðîñòè
ẋ = ω ïðè ýòîì îáÿçàíû âõîäèòü â T . Îñòàëüíûå êîîðäèíàòû îáî-
çíà÷èì âåêòîðîì q è áóäåì íàçûâàòü ïîçèöèîííûìè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

2T = q̇TA(q)q̇ + ωTB(q)ω + 2q̇TC(q)ω, (8)
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ãäå ñèìâîëîì T îáîçíà÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèå.
Çàäàäèì äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè ôîðìóëîé ẋ = ω = const. Ïî-

ëó÷èì ðàâíîìåðíîå èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì ÷àñòè êîîðäèíàò x =
ωt+ x0. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçè îêàçûâàþòñÿ íåñòà-
öèîíàðíûìè.

Ïîñêîëüêó T íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè (õîòÿ ñâÿçè, î÷åâèäíî,
òàêóþ çàâèñèìîñòü ñîäåðæàò), òî ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé èíòåãðàë
ýíåðãèè.

À áûâàþò ëè öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû?
Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,

çàïèñàííîå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (íàïðèìåð, äâèæåíèå ïëàíåò
ñîëíå÷íîé ñèñòåìû).

T =
1
2
mv2 =

1
2
(ṙ2 + r2ϕ̇2), (9)

çäåñü ϕ � öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, à r � ïîçèöèîííàÿ êîîð-
äèíàòà (âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè). Èìååì

dϕ

dt
= ω,

d

dt

(
∂T

∂ω

)
= Qϕ

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ U =
µm

r
, ò.å. Qϕ = 0 è

∂T

∂ω
= mr2ϕ̇ = P = const (10)

� èíòåãðàë ïëîùàäåé. Âûðàçèì îòñþäà r2ϕ̇2 =
P 2

mr2
è ïîäñòàâèì â

ôóíêöèþ (9). Âûïèøåì èíòåãðàë ýíåðãèè

1
2
(mṙ2 +

P 2

mr2
)− µm

r
= h. (11)

Ôóíêöèþ

W =
P 2

2mr2
− µm

r

íàçîâåì èçìåíåííîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Îíà çàâèñèò îò
ïîçèöèîííîé êîîðäèíàòû r è ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïîñòî-
ÿííóþ P èíòåãðàëà ïëîùàäåé. Ñëó÷àé P = 0 íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ
íàñ íèêàêîãî èíòåðåñà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P 6= 0.
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Êàê îáåñïå÷èòü ñ ïîìîùüþ âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé îïðåäå-
ëåííîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà?

Âûáåðåì r0 è ïðèäàäèì òî÷êå íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü V0 îðòîãî-
íàëüíî ðàäèóñ-âåêòîðó íà÷àëüíîé òî÷êè.

Ðèñ. 1.

Ïîëó÷èì, ÷òî P = mr0V0, ò.å. èçìåíÿÿ V0 (íàïðèìåð, ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì r0), ìîæíî ïðèäàòü P ëþáîå çíà÷åíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé èìååì âñå-
ãäà ṙ0 = 0!

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (11) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè
íà ïëîñêîñòè r, ṙ

ṙ =

√
2
m

(
h+

µm

r
− V 2

0 r
2
0m

2r2

)
. (12)

Äëÿ âòîðîãî ïàðàìåòðà � h � èìååì

h =
mV 2

0

2
− µm

r0
> −µm

r0

Î÷åâèäíî, ÷òî âûáîð V0 îáåñïå÷èò, çàîäíî, è îïðåäåëåííîå çíà-
÷åíèå ïîñòîÿííîé h èíòåãðàëà ýíåðãèè. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äàæå
ðàçíûå çíàêè ýòîãî ïàðàìåòðà.

1) Ïóñòü ñíà÷àëà h = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå
â (12) îòðèöàòåëüíî ïðè r < r0, îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè r = r0,
ïîëîæèòåëüíî ïðè r > r0, äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè
r = 2r0 è óáûâàåò äî íóëÿ ïðè r → ∞ (ðèñ. 2). Íà ïëîñêîñòè r, ϕ
òàêîìó äâèæåíèþ îòâå÷àåò ïàðàáîëè÷åñêàÿ îðáèòà.

2) Ïóñòü òåïåðü h > 0. Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïî ïðåæíåìó
îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè r = r0, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè rm =
r20V

2
0 /µ > 2r0 è óáûâàåò äî çíà÷åíèÿ 2h/m ïðè r → ∞ (ñì. ðèñ. 2,

êðèâàÿ h > 0). Íà ïëîñêîñòè r, ϕ � ýòî äâèæåíèå ïî ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé îðáèòå.
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Ðèñ. 2.

Çàäà÷à. Ñàìîñòîÿòåëüíî âû÷èñëèòü ṙmax.
Ðàññìîòðèì òåïåðü îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà

h. Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (11) óñòðîåíî òåïåðü áîëåå ¾õèòðî¿.
3) Ïóñòü h = h1 < 0, íî îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå. Âèäíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ó ṙ ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé íîëü ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè r1 (r1 � r0) è, âî-âòîðûõ, ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ñòà-
ëî ïåðèîäè÷åñêèì.

4) Î÷åâèäíî, ÷òî óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà h ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ (ñúåæèâàíèþ) çàìêíóòîé òðàåêòîðèè è ê ñòðåìëåíèþ
r1 ê r0. Ò.å. ó ïàðàìåòðà h, êðîìå çíà÷åíèé 0 è −µ/r0 åñòü åùå îäíî
õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå h2, ïðè êîòîðîì rm ñîâïàäàåò ñ r0, ò.å.

h2 = −µm
2r0

Íà ïëîñêîñòè r, ϕ òàêîå äâèæåíèå � äâèæåíèå òî÷êè ïî êðóãîâîé
îðáèòå r(t) ≡ r0.

5) Ïðè −µm
r

< h < −µm
2r

ó ïîäêîðåííîé ôóíêöèè â (12) ïîÿâ-
ëÿåòñÿ îáëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ñëåâà îò r0. Ýòî ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ çàìêíóòûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñëåâà îò r0.

Çàäà÷à. Ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü ýâîëþöèþ ṙmax(V0).
Ïîñòðîåííàÿ íàìè êàðòèíà, êàê âèäíî, îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöè-

îííîãî ôàçîâîãî ïîðòðåòà, ò.ê. çäåñü íà îäíó ïëîñêîñòü r, ṙ ñïðîåê-
òèðîâàíû ðàçíûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû, îòâå÷àþùèå ðàç-
íûì çíà÷åíèÿì V0, íî îäíîìó çíà÷åíèþ r0. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíîå
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íàøåãî îáúåêòà ÷åòûðåõìåðíî. È çàìêíóòûå
ôàçîâûå òðàåêòîðèè îòâå÷àþò ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì íà ïëîñêî-
ñòè r, ϕ.

Çàäà÷à. À ÷òî çà îðáèòà ïðè V0 = 0?
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Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äîïóñêàþò íå
òîëüêî èíòåãðàë ýíåðãèè, íî è èíòåãðàë ßêîáè, è öèêëè÷åñêèå èí-
òåãðàëû. Ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîãî èíòåãðàëà ìû ñìîãëè ïðåîáðà-
çîâàòü èíòåãðàë ýíåðãèè è ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ èçìåíåííóþ ïî-
òåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ.

Ëåêöèÿ 10.

24 Âëèÿíèå ¾ýôôåêòà íóëåâûõ ìàññ¿.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

d
dt

n∑
i=1

1
2
miv

2
i =

n∑
i=1

(~Fi, ~vi), (1)

ãäå (~a,~b) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n = 2, íî ñèñòåìà èìååò îäíó ñòåïåíü

ñâîáîäû. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâèæåíèå, íà êîòîðîì T = const. Òîãäà
ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) íà ýòîì äâèæåíèè ðàâíà íóëþ, îòêóäà
ïîëó÷àåì

(~F1, ~v1) + (~F2, ~v2) = 0 (2)

� ¾Çîëîòîå ïðàâèëî ìåõàíèêè¿: âî ñêîëüêî ðàç ïðîèãðûâàåì â ñè-
ëå, âî ñòîëüêî ðàç âûèãðûâàåì â ñêîðîñòè. Îáû÷íî îíî ôîðìóëè-
ðóåòñÿ èíà÷å: âî ñêîëüêî ðàç ïðîèãðûâàåì â ñèëå, âî ñòîëüêî ðàç
âûèãðûâàåì â ïóòè. ×òîáû ïðèâåñòè (2) ê òàêîìó âèäó, íàäî ïðî-
èíòåãðèðîâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, íî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ñèëû áûëè ïîñòîÿííû.

Íî äëÿ íàøåé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

d
dt

∑ 1
2
miv

2
i =

∑
i

(~Fi, ~vi) = Qq̇. (3)

Ó íàñ åñòü îäíà îáîáùåííàÿ ñèëà, è â ñëó÷àå T = const ìû ïîëó÷àåì
òàê íàçûâàåìîå ¾äèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå¿ ïðè Q = 0.

Íî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü òàêæå è
äëÿ áåçûíåðöèîííûõ ñèñòåì (ò.å. òàêèõ, â êîòîðûõ mi = 0 äëÿ âñåõ
i). Â ðåàëüíîé æèçíè ¾ìàññû¿ ìîãóò îêàçàòüñÿ î÷åíü ìàëåíüêèìè
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(ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû), íî íóëåâûõ
ìàññ, êîíå÷íî, íå áûâàåò. Òåì íå ìåíåå, òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
ìàòåìàòè÷åñêè âîçìîæåí.

Ó ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T =
1
2
A(q)q̇2. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôîðìàëüíî ïî âðåìåíè t è ïîäñòà-

âèì â óðàâíåíèå (3):

A(q) · q̇ · q̈ +
1
2
∂

∂q
A(q) · q̇3 = Qq̇. (4)

1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâîðèòü î çàêîííîñòè ïðåäåëü-
íîãî ïåðåõîäà mi → 0 íàäî, ÷òîáû ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü íå òîëüêî

A(q) → 0, íî è óñëîâèå
∂A

∂q
→ 0.

2. Ìíîæåñòâî òî÷åê Q = Q(q, q̇) = 0 îáðàçóåò íåêîòîðîå ìíîãî-
îáðàçèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (q, q̇). Ìû õîòèì, ÷òîáû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (4) ïðè mi = 0 ïðèíàäëåæàëè ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ. Âîç-
íèêàåò âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ çàìåíà ìàññû íóëåì ÿâëÿåòñÿ
êîððåêòíîé. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â òåîðèè îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàð-
øåé ïðîèçâîäíîé (èëè òåîðèè ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé).

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâèæåíèå öèëèíäðè÷åñêîãî ôëþãåðà.

Ðèñ. 1.

Ïóñòü åñòü íåñæèìàåìûé ïîòîê âîçäóõà, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ V . Â íåãî ïîìåùåí öèëèíäð, çàêðåïëåííûé íà òîíêîì íåâåñî-
ìîì ñòåðæíå � äåðæàâêå (ò.å. ñòåðæåíü íå ìåøàåò äâèæåíèþ âîç-
äóõà, ïðåíåáðåæåì òàêæå êðàåâûìè ýôôåêòàìè). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ñèëà òÿæåñòè îòñóòñòâóåò. Ïóñòü J � ìîìåíò èíåðöèè öèëèí-
äðà, θ � óãîë îòêëîíåíèÿ ôëþãåðà, r � ïëå÷î, ò.å. äëèíà äåðæàâêè,
Vâ � òàê íàçûâàåìàÿ âîçäóøíàÿ ñêîðîñòü, α � óãîë ìåæäó ñêîðî-
ñòüþ Vâ è äåðæàâêîé è S = sV 2

â � ñèëà ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.
Âûïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ôëþãåðà.

J θ̈ = −sV 2
â sinα · r (5)
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α = θ, åñëè rθ̇ = 0, ò.å. Vâ = V, â îáùåì æå ñëó÷àå

V cosα = Vâ cos θ è V sinα = rθ̇ + Vâ sin θ. (6)

Åñëè ìàÿòíèê áåçûíåðöèîííûé, ò.å. ìîìåíò èíåðöèè J → 0, òî
sinα = 0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (6) ïîëó÷èì, ÷òî

rθ̇ + Vâ sin θ = 0. (7)

Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ýòî ñèíóñîèäà.

Ðèñ. 2. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü θ, θ̇.

Ïðè J = ε ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ¾áûñòðî¿ ïðèòÿãèâàþùåé, ò.å.
çà âðåìÿ ∼ ε ôëþãåð ïðèîáðåòàåò òàêóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü θ̇, ÷òî
âîçäóøíàÿ ñêîðîñòü îêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîé âäîëü äåðæàâêè, è
ýòî ¾äèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå¿ ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü âñåé òðàåêòîðèè
(7).

Ñîïîñòàâèì òåïåðü (5) ñ óðàâíåíèåì ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

J θ̈ = − sin θ (8)

Ïðîâîäÿ ïåðåõîä J → 0 â ýòîì óðàâíåíèè ïîëó÷àåì, ÷òî ÷àñòî-
òà ðàñòåò, íî ìàÿòíèê âñå ðàâíî êîëåáëåòñÿ. Çíà÷èò, îáðàùåíèå J
â íîëü äëÿ (8) íåêîððåêòíî. Òàêîå ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ïåðâàÿ ñèñòåìà (ôëþãåð) äèññèïàòèâíà: åñòü òðåíèå, ñîïðîòèâëå-
íèå.

Ïîëó÷èì ôàçîâûå òðàåêòîðèè ôëþãåðà ôîðìàëüíûì îáðàçîì.

θ̇ =
Vâ
r
x

ẋ = −r
2s

J
V 2

Vâ
sinα



42

Ïðè J → 0, ẋ → ∞, ñëåäîâàòåëüíî x ìåíÿåòñÿ áûñòðî. Ââåäåì
âìåñòî âðåìåíè t íîâîå ¾áûñòðîå¿ âðåìÿ Tτ , òîãäà

x′

T
= −r

2s

J
V 2

Vâ
sinα (9)

θ′

T
=
Vâ
r
x (10)

Âîçüìåì T ∼ J , òîãäà â óðàâíåíèè (9) J ñîêðàòèòñÿ, à â (10) ïå-
ðåéäåò â ïðàâóþ ÷àñòü. Ïîñêîëüêó J → 0, ïîëó÷èì, ÷òî θ′ = 0 è
θ = const � ôàçîâûå êðèâûå â ¾áûñòðîì¿ âðåìåíè.

Íî x′ = −r2sV 2/Vâ sinα, ò.å. ïàðàìåòð x èçìåíÿåòñÿ âäîëü ýòîé
ôàçîâîé êðèâîé òàê, ÷òî sinα→ 0, ò.å. ¾äèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå¿
Q(q, q̇) (sinα = 0) ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì.

Òàêèì îáðàçîì, ó ôóíêöèè θ(t) åñòü äâå ôðàêöèè: ¾áûñòðàÿ¿,
êîãäà ìãíîâåííî ìåíÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ, à ñàì óãîë ïðàêòè÷åñêè íå
ìåíÿåòñÿ, ïðîèñõîäèò êàê áû óäàðíîå âîçäåéñòâèå; è ¾ìåäëåííàÿ¿
� ñàì ïîâîðîò. Âåòåð óäàðîì ¾çàãîíÿåò¿ ëåãêèé ôëþãåð íà ñèíó-
ñîèäó (7), à ïîòîì ôëþãåð ìåäëåííî, íàõîäÿñü â ¾äèíàìè÷åñêîì
ðàâíîâåñèè¿, äâèæåòñÿ ïî íåé. Â ýòîì è ñêàçûâàåòñÿ ¾ýôôåêò íó-
ëåâûõ ìàññ¿.

Ëåêöèÿ 11.

25 Òåîðåìà Ëàãðàíæà î ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíè-
ÿõ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ñî ñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè, íà
êîòîðûå äåéñòâóþò ïîòåíöèàëüíûå ñèëû, íå çàâèñÿùèå îò âðåìå-
íè t. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T = T (q, q̇) è ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ
U = U(q) òîæå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t. Çàïèøåì ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå Ëàãðàíæà:

d
dt
∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
=
∂U

∂qi
. (1)

Èç ýòîé ìîäåëè ìîæíî ïîëó÷èòü èçìåíåíèå êîîðäèíàò ñî âðå-
ìåíåì, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé

q = q(t, q0, q̇0, λ),
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çäåñü λ � êàêèå-òî ïàðàìåòðû, íàïðèìåð, ðàçìåðû è ìàññû ýëåìåí-
òîâ ñèñòåìû. Íî ïðè ýòîì ðåøåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ¾ïëîõèìè¿, ò.å.
íå çàïèñûâàòüñÿ íå òîëüêî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, íî äàæå â
êâàäðàòóðàõ. Áóäåì èñêàòü îñîáûå òî÷êè íàøåé ñèñòåìû, ò.å. òå, â
êîòîðûõ ðåøåíèÿ ïîñòîÿííû, è èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé â
íåêîòîðîé èõ îêðåñòíîñòè. Èùåì ðåøåíèÿ â âèäå{

q(t) = const ≡ q0
q̇(t) ≡ 0 (2)

Òàêèå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ñâÿçè ñòàöèîíàðíû, ïîýòîìó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ñêîðîñòåé. Òîãäà
d
dt
∂T

∂q̇i
� ñóììà

ëèíåéíîé ôîðìû óñêîðåíèé è êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñêîðîñòåé,
∂T

∂qi
� êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñêîðîñòåé. Íî âñå ñêîðîñòè â îñîáîé òî÷êå
� òîæäåñòâåííûå íóëè, ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)
îáðàùàåòñÿ â íîëü, è çíà÷èò q0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

∂U(q)
∂qi

= 0 (3)

Òîëüêî ÷òî ìû âûâåëè òåîðåìó Ëàãðàíæà:
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòâå÷àþò òî÷êàì ýêñ-
òðåìóìà ñèëîâîé ôóíêöèè.

26 Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà ïî ïàðàìåòðó â îêðåñòíîñòè îñîáîé
òî÷êè.

Ïîñêîëüêó ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà λ,
U = U(λ), ýòî æå ñàìîå õî÷åòñÿ èìåòü è äëÿ ðåøåíèÿ, êîòîðîå
ìû èùåì: q0 = q0(λ). Íî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, åñëè äëÿ
ãåññèàíà (îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ) âûïîëíåíî
óñëîâèå ∣∣∣∣ ∂2U

∂qi∂qj

∣∣∣∣ 6= 0,

òî ðåøåíèå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèìî ïî ïàðàìåòðó λ â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q0. Åñëè æå ãåññèàí ðàâåí 0, òî ìîãóò



44

âîçíèêíóòü ñëåäóþùèå ñèòóàöèè: ðåøåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðî-
äîëæèìûì, ìîæåò âîçíèêíóòü âåòâëåíèå, ò.å. íåîäíîçíà÷íîñòü ïðî-
äîëæåíèÿ, èëè îäíîñòîðîííåå âåòâëåíèå. Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîäðîáíåå.

Ââåäåì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû q0 = 0 â òî÷êå
λ = 0. Òåïåðü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ � ýòî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
(0, 0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ U(q, λ) ðàçëîæèìà â ðÿä ïî âñåì
ñâîèì ïåðåìåííûì:

U(q, λ) = U ′
qq + U ′

λλ+
1
2
U ′′

qqq
2 + U ′′

qλqλ+
1
2
U ′′

λλλ
2 + . . . (4)

U ′
qq = 0, ò.ê. ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, ò.å. âû-

ïîëíåíî (3). Ïîñêîëüêó U ′
λλ è U

′′
λλλ

2 íå çàâèñÿò îò q, îíè îáðàòÿòñÿ
â íîëü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî q. ×ëåíû òðåòüåãî ïîðÿäêà �
ýòî ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè (ò.ê. ìû ðàññìàòðèâàåì
îêðåñòíîñòü òî÷êè (0, 0)), ïîýòîìó èõ âëèÿíèå òîæå ìîæíî ïîêà íå
ó÷èòûâàòü. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òî, ÷òî îñòàëîñü îò óðàâíåíèÿ (4)
ïî q è ïîëó÷èì:

U ′′
qqq + U ′′

qλλ = 0

Åñëè U ′′
qq 6= 0, òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ïðîäîëæåíèå.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà U ′′

qq = 0, òîãäà

U = U ′′
qλqλ+

1
6
U ′′′

qqqq
3 +

1
2
U ′′′

qqλq
2λ+ . . .

Îòñþäà ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:

1
2
U ′′′

qqqq
2 + U ′′′

qqλqλ+ U ′′
qλλ = 0

Åñëè ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèòü, ÷òî U ′′′
qqλ = 0, òî ïîëó÷èì, ÷òî

q2 = −2
U ′′

qλ

U ′′′
qqq

λ ∼ λ,

à çíà÷èò, q ∼
√
λ, ò.å. âòîðîå ñëàãàåìîå äåéñòâèòåëüíî ìàëî ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ äâóìÿ äðóãèìè, åñëè îíè íå íóëè, ïîýòîìó âòîðûì ñëàãàå-
ìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ïàðàáîëó, ò.å.
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â îäíó ñòîðîíó ïðîäîëæåíèÿ íåò, à â äðóãóþ åñòü, íî íåîäíîçíà÷-
íîå. Ïðè÷åì ýòî âåòâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì, ò.å. îíî ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî òàêæå è U ′′
qλ = 0. Âûïèøåì ñðàçó óðàâ-

íåíèå íà q, êîòîðîå ìû ïîëó÷èì ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ.

1
2
U ′′′

qqqq
2 + U ′′′

qqλqλ+
1
2
U ′′′

qλλλ
2 = 0

Åñëè ïðè ýòîì U ′′′
qλλ = 0, òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ: q = 0 è q ∼ λ.

Ýòî íåãðóáîå âåòâëåíèå: ïðè U ′′′
qλλ 6= 0, íî äîñòàòî÷íî ìàëîé, ðåøå-

íèÿìè áóäóò ãèïåðáîëû. Åñëè æå çíàêè U ′′′
qqq è U ′′′

qλλ ñîâïàäàþò, òî
ïðè äîñòàòî÷íî ¾áîëüøîì¿ çíà÷åíèè |U ′′′

qλλ| ðåøåíèå q = 0 íåïðî-
äîëæèìî ïî λ.

Ðàññìîòðèì åùå ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîé ñèëîâîé ôóíêöèè, êîãäà

U =
1
2
U ′′

qqq
2 +

1
24
U (4)

qqqqq
4 +

1
2
U ′′′

qqλq
2λ+ {ìëàäøèå ÷ëåíû}

Äèôôåðåíöèðóÿ è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ, ïîëó÷èì:

q

(
U ′′

qq +
1
6
U (4)

qqqqq
2 + U ′′′

qqλλ

)
= 0

Ïðè U ′′
qq 6= 0 ñêîáêà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ¾ìàëûõ¿ çíà÷åíè-

ÿõ q è λ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
q ≡ 0. Íî ïðè U ′′

qq = 0, U (4)
qqqq 6= 0, U ′′′

qqλ 6= 0 îò íåãî îòõîäÿò äâå
ïîëóïàðàáîëû ñ âåðòèêàëüíûìè êàñàòåëüíûìè.

Ëåêöèÿ 12.

27 Ïðèâåäåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ê
äèàãîíàëüíîìó âèäó â îêðåñòíîñòè ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû âûÿñíèëè, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû äîñòàòî÷íî íàéòè ýêñòðåìóìû ñè-
ëîâîé ôóíêöèè ñèñòåìû U . Ïóñòü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂U

∂q
= 0
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òî÷êà q∗, òîãäà åé îòâå÷àåò äâèæåíèå òèïà ïîêîé: q(t) ≡ q∗. Èíîã-
äà ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò åùå è îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà U =
U(q, λ). Òîãäà ðåøåíèå q∗ = q∗(λ) è ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà λ ôóíêöèÿ q∗(λ) ìîæåò îêàçàòüñÿ ìíîãîçíà÷íîé. Â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå (q̇, q) ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû q1∗, q2∗, . . . îá-
ðàçóþò íåïîäâèæíûå òî÷êè ôàçîâîãî ïîòîêà (òðàåêòîðèÿ îáðàùà-
åòñÿ â òî÷êó). Âîçíèêàåò âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ: ÷òî ïðîèñõîäèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè
ôàçîâîãî ïîòîêà. Ïåðåéäåì ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû
q∗ = 0. Òîãäà

T =
1
2
q̇TA(q)q̇ + o(D)

U = U(0) +
∂U

∂q
(0) · q +

1
2
qTB(0)q + o(D),

(1)

ãäå D îáîçíà÷àåò ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, B(0) � ìàò-
ðèöà Ãåññà (ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà), ñèìâîëîì qT

îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð-ñòðîêà q. Äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â
îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè âûïèøåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà áåç
ó÷åòà ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

bij =
∂U

∂qi ∂qj
,

d
dt

∂T

∂q̇
= A(0)q̈.

Òîãäà óðàâíåíèå ìàëûõ äâèæåíèé áóäåò ëèíåéíûì è èìååò âèä:

Aq̈ = Bq. (2)

Òàêèì îáðàçîì, îò èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ äâèæåíèé ñèñòåìû â îêðåñò-
íîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ìû ïåðåøëè ê èññëåäîâàíèþ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííîé. Ìàòðèöà B òîæå ñèììåòðè÷åñêàÿ, êàê ìàòðèöà âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ.

Êîíå÷íî, ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé v =
q̇ ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà{

q̇ = v
Av̇ = Bq

Íî ïðè ýòîì ìû ïîòåðÿåì ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå

q = Q · eκt. (3)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì

(Aκ2 −B) ·Q = 0,

çäåñü âåêòîð Q ïîñòîÿíåí, òàê êàê ìàòðèöû A è B íå çàâèñÿò îò
âðåìåíè. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íàäî ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû ìàòðèöà ñèñòåìû áûëà âûðîæäåííîé, ò.å. det(Aκ2 −
B) = 0.Ìû ïîëó÷èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Îáî-
çíà÷èì µ = κ2, òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:
det(Aµ − B) = 0, çäåñü µ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ò.ê. ìàòðèöû
A è B ñèììåòðè÷íû. Ðàñïèñûâàÿ óðàâíåíèå (1) ïî êîîðäèíàòàì,
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

n∑
i=1

ajiq̈i =
n∑

i=1

bjiqi j = 1, . . . , n. (4)

Ìàòðèöà A äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé, à ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Ïîýòîìó ñó-
ùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùåå ìàòðèöó A â åäè-
íè÷íóþ ìàòðèöó, à B � â äèàãîíàëüíóþ. Íîâûå êîîðäèíàòû íàçû-
âàþòñÿ íîðìàëüíûìè, à ñèñòåìà (4) ïðèíèìàåò âèä:

ẍi = µix.

Çäåñü µi � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

28 Òèïû îñîáûõ òî÷åê ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû
ñ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé (âåùåñòâåííûìè
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè).

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ.

Åñëè åñòü õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå µi > 0, òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

Xi1 · e
√

µit +Xi2 · e−
√

µit
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Îíî ïî÷òè ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò
ïðè t → ∞, íî íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x, ẋ) åñòü è âõîäÿùèå â íà-
÷àëî êîîðäèíàò, è âûõîäÿùèå èç íåãî ¾óñû¿. Ïîýòîìó òàêàÿ îñîáàÿ
òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé.

Ðèñ. 1.

Åñëè µi < 0 äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n, òî ðåøåíèå îãðàíè÷åíî â
îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, åãî îáùèé âèä çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé:

xi = a cosκt+ b sinκt.

Òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ öåíòðîì. Ïðè ýòîì íåëèíåéíûå ÷ëå-
íû ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ¾ðàñêà÷àòü¿ ñèñòåìó.

Íàêîíåö, åñëè µ = 0, òî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x = at + b,
ò.å. êîîðäèíàòà x íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ¾ïî÷òè ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ¿. Ïðàâäà, è ñàìî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè îêàçàëîñü íåèçîëèðîâàííûì.

Ëåêöèÿ 13.

29 Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû,
íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ ñèë.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïóñòü
qi � îáîáùåííûå (Ëàãðàíæåâû) êîîðäèíàòû. Ïóñòü òî÷êà q = 0
� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ
q = 0, q̇ = 0 èìååì:

T =
1
2

n∑
i,j=1

aij q̇iq̇j (1)

U =
1
2

n∑
i,j=1

∂2U

∂qi∂qj
qiqj =

1
2

n∑
i,j=1

bij qiqj (2)
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Çäåñü aij è bij � êîíñòàíòû. Âûïèøåì òàêæå ñèñòåìó óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà

n∑
i=1

ajiq̈i =
n∑

i=1

bijqi j = 1, . . . , n (3)

Òîãäà èç ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

det(Aµ−B) = 0,

ãäå ìàòðèöû A = (aij) è B = (bij). Ïîñêîëüêó ìàòðèöû A è B ñèì-
ìåòðè÷åñêèå (â ñèëó ñâîåãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà), âñå êîðíè ýòîãî
óðàâíåíèÿ µi = κ2

i � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Åñëè ïðè ýòîì ñóùå-
ñòâóåò òàêîé èíäåêñ i, ÷òî µi > 0, òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) áóäåò
ïîëîæèòåëüíàÿ ýêñïîíåíòà, åé îòâå÷àåò äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå, è ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ óéäåò èç ëþáîé îêðåñòíîñòè
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé µi < 0 äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n, òîãäà κi =
±i√µi � ÷èñòî ìíèìûå. Ýòîìó ñëó÷àþ îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ âñåé ñèñòåìû. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîãóò ëè ÷ëåíû âòîðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè èñïîðòèòü ýòîò ïðîöåññ, è íàñêîëüêî. Ïîêàæåì,
÷òî ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè êîëåáàòåëüíîñòü íàðóøèòü íå óäàñò-
ñÿ.

Áóäåì èññëåäîâàòü óðàâíåíèå aq̈ = bq, b < 0. Ñóùåñòâóåò èíòå-
ãðàë ýíåðãèè:

1
2
aq̇2 − 1

2
bq2 = h,

ïîýòîìó â ôàçîâîé ïëîñêîñòè (q̇, q) òðàåêòîðèÿ èìååò âèä ýëëèïñà.
Çàìåòèì, ÷òî íà âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ h = T −U

íå îòðèöàòåëüíà, ò.ê. êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîëîæèòåëüíà, à ìàò-
ðèöà Ãåññà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ñå÷åíèå h = 0 îòâå÷àåò òî÷êå ïîêîÿ, h = ε � íåêîòîðàÿ îêðåñò-
íîñòü ýòîé òî÷êè. Ôàçîâàÿ êðèâàÿ � ýòî çàìêíóòàÿ êðèâàÿ âòîðî-
ãî ïîðÿäêà. ×ëåíû áîëüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ìîãóò òîëüêî ëèøü
íåìíîãî âèäîèçìåíèòü ýòó êðèâóþ. Ïðè óìåíüøåíèè h íîâûå êðè-
âûå áóäóò îñòàâàòüñÿ âíóòðè ñòàðûõ, ò.ê. ôàçîâûå êðèâûå íå äîëæ-
íû ïåðåñåêàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì, è âñå ñòÿíåòñÿ ê íóëþ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) >
0, ÷òî ïðè çàäàííîé íîðìå â ïðîñòðàíñòâå (q̇, q), èç íåðàâåíñòâà
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||q̇, q||0 < δ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: ||q̇, q||t < ε; òî òàêîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà�Äèðèõëå îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó ñòàöèîíàð-
íû, à ñèëû ïîòåíöèàëüíû, òî

1. Òî÷êè ýêñòðåìóìà ñèëîâîé ôóíêöèè U îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

2. Åñëè òî÷êà ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì ìàêñèìó-
ìîì, òî ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ãåññèàí (îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ) ðàâåí íóëþ â òî÷êå ìàêñèìóìà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò i : µi = 0. Òîãäà äâèæåíèå âäîëü ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî íàïðàâëåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè çàäàåòñÿ óðàâíåíè-
åì q̈i = 0. Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ïî âðåìåíè t ôóíêöèÿ.
Îíà òîæå íåîãðàíè÷åíî ðàñòåò ñ ðîñòîì t, íî ýòî ðîñò ëèíåéíûé, à
íå ýêñïîíåíöèàëüíûé. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå äàåò
íåâåðíóþ èíôîðìàöèþ î ìàëîì äâèæåíèè. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà�
Äèðèõëå âñå ìàëûå äâèæåíèÿ îãðàíè÷åíû.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà î ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ è åãî óñòîé÷èâîñòè
ïðèâÿçàíà ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

T − U = h,

íî ìû óñòàíîâèëè, ÷òî èíòåãðàë òèïà èíòåãðàëà ýíåðãèè ñóùåñòâóåò
è â íåêîòîðûõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Òîãäà îí èìååò âèä

T2 − T0 − U = h,

ãäå T2 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé, à T0 � ôóíê-
öèÿ îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì W = T0 + U , è íàçîâåì
åå îáîáùåííîé ñèëîâîé ôóíêöèåé. Ñîîòâåòñòâåííî, ñôîðìóëè-
ðóåì îáîáùåííóþ òåîðåìó Ëàãðàíæà â ýòîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà. Òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè W � ýòî òî÷êè îòíîñè-
òåëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Åñëè îáîáùåííàÿ ñèëî-
âàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìàêñèìóì â ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíîãî
ðàâíîâåñèÿ, òî ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî.
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30 Èìïóëüñ. Öèêëè÷åñêèå èíòåãðàëû.

Îáîçíà÷èì, êàê ðàíüøå, áóêâàìè q ïîçèöèîííûå êîîðäèíàòû (â
âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T îíè âõîäÿò ÿâíî), à áóê-
âàìè x öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû (â T îíè âõîäÿò òîëüêî ïîñðåä-
ñòâîì ñâîèõ ïðîèçâîäíûõ). Öèêëè÷åñêèå ñêîðîñòè áóäåì îáîçíà-
÷àòü ω = ẋ. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðèìåò
âèä:

T =
1
2
(q̇T ·A(q) · q̇ + ωT ·B(q) · ω + 2q̇T · C(q) · ω), (4)

ãäå ñèìâîëîì qT îáîçíà÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî Qx = 0.

Åñëè x � öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, ω = ẋ, òî

d
dt

(
∂T

∂ω

)
= 0. (5)

∂T

∂ω
= p = const. (6)

Îïðåäåëåíèå. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî
ñêîðîñòè íàçûâàåòñÿ èìïóëüñîì. Çàìåòèì, ÷òî èìïóëüñ, îòâå÷àþ-
ùèé öèêëè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ïîñòîÿíåí, ò.å. îí îêàçûâàåòñÿ èí-
òåãðàëîì (öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè (4) â ôîðìóëó (6), ïîëó÷èì

B(q) · ω + q̇T · C = p. (7)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîðìóëû âûãëÿäåëè ïîïðîùå, ïîëîæèì C ≡ 0.
Òîãäà

ω = B−1p. (8)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (4) è íàïèøåì çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè. Èìååì,

1
2
q̇TA(q)q̇ +

1
2
pT (B−1)T ·BB−1 · p− U = h. (9)
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Ïîñêîëüêó ìàòðèöà B ñèììåòðè÷íà, (B−1)T = B−1. Ââåäåì îáîá-
ùåííóþ ñèëîâóþ ôóíêöèþ

W = U − 1
2
pT ·B−1 · p.

Ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ, ω∗ 6≡ 0 (èíäåêñ ∗ îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà
ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû), òî öèêëè÷åñêèå êî-
îðäèíàòû èçìåíÿþòñÿ ðàâíîìåðíî, ò.å. èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñîâåðøàåò
ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå.

Ñîîòíîøåíèå (9) ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê èíòåãðàë ýíåðãèè íåêî-
òîðîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, èìåþùåé êîîðäèíàòû qi, ìàòðèöó A
â êà÷åñòâå ìàòðèöû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ñèëîâóþ ôóíêöèþ W .
Ýòó ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó îáû÷íî íàçûâàþò ïðèâåäåííîé. Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ åå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñôîð-
ìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìîé.

Ïîñêîëüêó W = W (qi, p), ò.å. ÿâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ �
âîîáùå ãîâîðÿ, öèêëè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, � òî è ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ, qi∗ = fi(p). Ïîêàæåì, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé
ñèñòåìû îòâå÷àåò ñòàöèîíàðíûì äâèæåíèåì èñõîäíîé.

Íàçíà÷èì íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ p. Íàéäåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì q = q(p) � ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ïîçèöèîííûõ êî-
îðäèíàò. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â (8), íàéäåì îòâå÷àþùèå èì öèêëè÷åñêèå
ñêîðîñòè ω∗.

Ëåêöèÿ 14.

31 Äâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïîä
äåéñòâèåì ñèë òðåíèÿ.

Â ðåàëüíîì ìèðå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè îáû÷íî íå âûïîëíÿ-
åòñÿ: ñóùåñòâóåò òðåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà òðåíèÿ çàâèñèò
îò ñêîðîñòè ñèñòåìû è, ìîæåò áûòü, îò ïîëîæåíèÿ: F(x, ẋ).

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äèññèïàòèâíûìè ñèëû, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1. F(x, ẋ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |ẋ| = 0.
2. (ẋT , F) ≤ 0 ïðè ẋ 6= 0.
Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ëèíåàðèçîâàííîå îêîëî

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîñêîëüêó ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ðàçëî-
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æèòü â ñóììó ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé, òî èìååì

Aẍ+Dẋ+Gẋ−Bx = 0, (1)

ãäå ìàòðèöà D ñèë òðåíèÿ � ñèììåòðè÷åñêàÿ, ìàòðèöà G � êîñî-
ñèììåòðè÷åñêàÿ, à ìàòðèöû A è B � ñèììåòðè÷åñêèå, êàê ìàòðèöû
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îò U , ñîîòâåòñòâåííî.
Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà ẋT ñëåâà. Òîãäà ẋTGẋ = 0 èç-çà êîñî-
ñèììåòðè÷íîñòè, è îñòàíåòñÿ:

d
dt

(
1
2
ẋTAẋ

)
− d

dt

(
1
2
xTBx

)
= −ẋTDẋ. (2)

Åñëè ìàòðèöà D ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñèëû äèññèïàòèâíû ñ ïîëíîé äèññèïàöèåé. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà ẋTDẋ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ñèëû äèññèïàòèâíû ñ
÷àñòè÷íîé äèññèïàöèåé (ïî íåêîòîðûì íàïðàâëåíèÿì ðàññåÿíèÿ íå
ïðîèñõîäèò).

Åñëè êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà èìåëà â íåêîòîðîé òî÷êå óñòîé-
÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, à ìû ïîäåéñòâîâàëè íà íåå íåêîòîðîé
äèññèïàòèâíîé ñèëîé, òî ýòà ñèëà áóäåò ¾çàòÿãèâàòü¿ â ýòî ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ äâóõ ìàÿòíèêîâ ñ ïðóæèííûì
äåìïôåðîì.

Ðèñ. 1.

Ïðóæèíà ñîçäàåò äèññèïàòèâíóþ ñèëó ñ ÷àñòè÷íîé äèññèïàöè-
åé. Ïðè ýòîì ïðîòèâîíàïðàâëåííûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêîâ çàòóõíóò,
à ñèíõðîííûå îñòàíóòñÿ, äåìïôåð áóäåò êîëåáàòüñÿ, êàê îáû÷íûé
ìàÿòíèê.

Ñèëû ñ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé G îáû÷íî íàçûâàþòñÿ
ãèðîñêîïè÷åñêèìè.

Ëåêöèÿ 15.

32 Òåîðåìû Êåëüâèíà-×åòàåâà î âëèÿíèè äèññè-
ïàòèâíûõ è ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë íà óñòîé÷è-
âîñòü.

Â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå, êàê è â ëþáîé äðóãîé íàóêå, âàæíóþ
ðîëü èãðàåò êëàññèôèêàöèÿ. Ìû áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü ìåõàíè-
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÷åñêèå ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàòåìàòè÷åñêèå îáðàçû.
Âñå ñèñòåìû, ëèíåàðèçîâàííûå îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,

èìåþò âèä:

Aẍ+Dẋ+Gẋ+Bx+Nx = 0 (1)

ãäå ìàòðèöûD èB ñèììåòðè÷íû, à ìàòðèöûG èN êîñîñèììåòðè÷-
íû (êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ẋ è x ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ñèì-
ìåòðè÷åñêóþ è êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùèå). Äëÿ ðåàëüíûõ
ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì êîýôôèöèåíò ïðè ẍ íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-
íûì � îí îòâå÷àåò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ïîýòîìó ñ÷èòàåì ìàòðè-
öó A ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (ò.å. AT = A è
A� 0. Ñèìâîë AT îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû A.).

Íà ïðîøëîé ëåêöèè èç óðàâíåíèÿ (1), áûëî âûâåäåíî ñîîòíîøå-
íèå

d

dt

(
1
2
ẋTAẋ+

1
2
xTBx

)
= −(ẋTDẋ+ ẋTNx) (2)

Â ýòîì ñîîòíîøåíèè íå ó÷àñòâóåò G, ò.ê. äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèöû G èìååì ẋtGẋ ≡ 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà, åñëè íàéäåòñÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
V (x, ẋ), ÿâëÿþùàÿñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò (x, ẋ), òàêàÿ ÷òî V �
0 è V̇ ≤ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x = 0, ẋ = 0, òî ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ x = 0 óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó; åñëè, ñâåðõ òîãî, V̇ � 0 òî
îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (ñèìâîë � çäåñü îçíà÷àåò ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ çíàêîîïðåäåëåííîñòü).

Èç ýòîé òåîðåìû è ñîîòíîøåíèÿ (2) áóäóò ñëåäîâàòü òåîðåìû
Êåëüâèíà�×åòàåâà, ôîðìóëèðóåìûå íèæå. Íåîáõîäèìî áóäåò ïî-
ëîæèòü

V =
1
2
ẋtAẋ+

1
2
xtBx

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó, ò.å. òàêóþ,
÷òî D = 0, G = 0, N = 0. Äëÿ íåå óðàâíåíèÿ (1) è (2)çàïèøóòñÿ
òàê:

Aẍ+Bx = 0 (3)
d

dt

(
1
2
ẋtAẋ+

1
2
xtBx

)
= 0 (4)
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Ñëó÷àé, êîãäà ó B åñòü íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðóäåí
äëÿ èññëåäîâàíèÿ; ïîýòîìó ñäåëàåì

Ïðåäïîëîæåíèå 1: ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B íåíóëåâûå.
Äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû èìååì ñëó÷àè:

1. B � 0. Ïîëîæåíèå x = 0, ẋ = 0 óñòîé÷èâo ïî Ëÿïóíîâó

2. B � 0. Ïîëîæåíèå x = 0, ẋ = 0 íåóñòîé÷èâî

3. B <> 0. Ïîëîæåíèå x = 0, ẋ = 0 íåóñòîé÷èâî

Ïðåäïîëîæåíèå 2: N = 0, ò. å. ïîçèöèîííûå íåêîíñåðâàòèâíûå
ñèëû îòñóòñòâóþò.

Ïåðâàÿ òåîðåìà Êåëüâèíà�×åòàåâà (î âëèÿíèè äèññèïàòèâíûõ
ñèë) : Åñëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áûëî óñòîé÷èâî ïðè äåéñòâèè
îäíèõ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë, òî îíî îñòàíåòñÿ óñòîé÷èâûì è ïðè äî-
ïîëíèòåëüíîì äåéñòâèè äèññèïàòèâíûõ ñèë.

à). Åñëè B � 0, òî äîáàâëåíèå D ≥ 0 ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîñòü.
á). Åñëè ïðè ýòîì ê òîìó æå D � 0 (èìååò ìåñòî ïîëíàÿ äèññè-

ïàöèÿ), òî óñòîé÷èâîñòü ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé.
Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîõðàíèòñÿ è ïðè íàëè÷èè

ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë (ò. å. G 6=0)
Ïóíêò á) ìîæíî ïðîêîììåíòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñëåä-

ñòâèå ïîëíîé äèññèïàöèè ïðè íàëè÷èè ñêîðîñòè ýíåðãèÿ ðàññåèâà-
åòñÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âîçíèêíóòü íå ìîæåò.

Ìîæåò ëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áûòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì â óñëîâèÿõ ïóíêòà à)? Î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî, ÷òîá ìíîãîîáðà-
çèå, íà êîòîðîì ẋTDẋ = 0 íå ñîäåðæàëî öåëûõ òðàåêòîðèé (íà ýòèõ
òðàåêòîðèÿõ îòñóòñòâîâàëà áû äèññèïàöèÿ è êîëåáàíèÿ íå çàòóõàëè
áû). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì.

×òî ìîæíî ñêàçàòü îá óñòîé÷èâîñòè ïðè D = 0 ? Íà ýòîò âîïðîñ
îòâå÷àåò

Âòîðàÿ òåîðåìà Êåëüâèíà�×åòàåâà (î âëèÿíèè ãèðîñêîïè÷å-
ñêèõ ñèë) : Åñëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áûëî óñòîé÷èâî ïðè äåé-
ñòâèè îäíèõ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë, òî îíî îñòàíåòñÿ óñòîé÷èâûì è
ïðè äîïîëíèòåëüíîì äåéñòâèè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë.

Åñëè B � 0, òî äîáàâëåíèå G 6= 0 ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîñòü.
×òî ïðîèçîéäåò ïðè äîáàâëåíèè äèññèïàòèâíûõ ñèë ê ñèñòåìå ñ

íåóñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ?
Òåîðåìà: Åñëè B <> 0, òî äîáàâëåíèå D � 0 ñîõðàíÿåò íåóñòîé-

÷èâîñòü.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ ýíåðãèè âûãëÿäèò
òàê:

d

dt

(
1
2
ẋtAẋ+

1
2
xtBx

)
= −ẋtDẋ

B <> 0, è ïîýòîìó ìîæåì âûäåëèòü â ïðîñòðàíñòâå x ñåêòîð, ãäå
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà. Îòñòóïèì íåìíîãî îò ãðàíè-
öû è âîçüìåì íà÷àëüíóþ òî÷êó x = x0, ẋ = 0. Ýíåðãèÿ ïðè äâèæå-
íèè áóäåò óìåíüøàòüñÿ, è òî÷êà áóäåò îò ãðàíèöû óäàëÿòüñÿ.

Äëÿ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà íåâåðíà. Ãèðî-
ñêîïè÷åñêèå ñèëû ìîãóò ñòàáèëèçèðîâàòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Â
ïîäòâåðæäåíèå ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó{
ẍ1 = a2x1

ẍ2 = b2x2

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî. Äîáàâèì ñèëó ñ êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé ìàòðèöåé G.{

ẍ1 = a2x1 + gẋ2

ẍ2 = b2x2 − gẋ1

Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:∣∣∣∣ λ2 − a2 gλ
−gλ λ2 − b2

∣∣∣∣ = 0 (5)

g2λ2 + (λ2 − a2)(λ2 − b2) = 0 (6)

Ýòî áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå.

λ4 + λ2(g2 − a2 − b2) + a2b2 = 0 (7)

D = (g2 − a2 − b2)2 − 4a2b2

Ìû ëåãêî ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå èìåëî ÷èñòî ìíèìûå êîðíè.Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîáèòüñÿ
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ λ2 < 0. Ïî òåîðåìå Âèåòà, ïðèìåíåííîé ê (7),
êàê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî λ2, åãî êîðíè èìåþò îäè-
íàêîâûé çíàê.Èòîãî, íàì íåîáõîäèìî
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1. D > 0.

2. g2 − a2 − b2 > 0

ò. å. g2−a2−b2 > 2ab è, â ðåçóëüòàòå, g2 > (a+b)2. Ïóíêò 2 çàâåäîìî
âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè a > 0, b > 0.

Çàìå÷àíèå. Â èñõîäíîé ñèñòåìå ïîòåíöèàëüíûå ñèëû äàâàëè íåóñòîé-
÷èâîñòü ïî îáåèì êîîðäèíàòàì. Åñëè çàìåíèòü, íàïðèìåð, âî âòî-
ðîì óðàâíåíèè b2 íà −b2 òî íàøå ðàññóæäåíèå íå ïðîéäåò, è ïðè
D > 0 îäèí èç êîðíåé (7), áóäåò ïîëîæèòåëüíûì.

Ëåêöèÿ 16.

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû íåìíîãî çàòðîíóëè âîïðîñû òåîðèè âîç-
ìóùåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåõàíèêà â îñíîâíîì èìå-
åò äåëî ñ ñèñòåìîé âòîðîãî ïîðÿäêà, èìåþùåé êîýôôèöèåíòû ñïå-
öèàëüíîãî âèäà:

Aq̈ +Dq̇ +Gq̇ +Bq +Nq = 0

Ìû ìîæåì äîìíîæàòü ýòî óðàâíåíèå íà ðàçíûå ìàòðèöû, ïðè ýòîì
âèä êîýôôèöèåíòîâ áóäåò èçìåíÿòüñÿ (íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæåò íå áûòü ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé).
Èíîãäà (íå âñåãäà) N ìîæíî òàêèì îáðàçîì óíè÷òîæèòü.

33 Çàäà÷à î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ìàõîâèêà íà
ãèáêîì âàëó.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàõîâèê, âðàùàþùèéñÿ íà ãèáêîì âàëó â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 1à). Òðóäíî èçãîòîâèòü èäåàëüíî
öåíòðèðîâàííûé ìàõîâèê, ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî åãî öåíòð ìàññ G íå
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé çàêðåïëåíèÿ K. Òåëî ïðè ýòîì áóäåò ñîâåðøàòü
ïëîñêîïàðàëëåëüíûå êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè. Íà ðèñ. 1á
èçîáðàæåí âèä â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ñèììåòðèè. Ïóñòü F = kr
ò. å. ñèëà óïðóãîñòè âàëà ëèíåéíà ïî ñìåùåíèþ. |KG| = e � ò. íàç.
ýêñöåíòðèñèòåò � îøèáêà â öåíòðîâêå ìàõîâèêà.
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Ðèñ. 1.

Ââåäåì îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîò-
ðèì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è îñüþ
OX, ïàðàëëåëüíîé KG. Çà îáîáùåííûå êîîðäèíàòû âîçüìåì x è y
� êîîðäèíàòû òî÷êè G â ýòîé ñèñòåìå è óãîë ϕ eå ïîâîðîòà îòíîñè-
òåëüíî êàêîãî-ëèáî ôèêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìàõîâèê êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî âàëà íå èìååò,
à âàë âðàùàåòñÿ ïðèâîäîì ðàâíîìåðíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
ñâÿçü

ϕ = ωt+ ϕ0.

Îíà ðåäóöèðóåò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû, è èõ îñòàåòñÿ äâå. Çàïè-
øåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Èç-çà âðàùåíèÿ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû
ïîÿâÿòñÿ öåíòðîáåæíàÿ è êîðèîëèñîâà ñèëû. Ó÷òåì òàê æå ñèëó
âíóòðåííåãî òðåíèÿ, ãàñÿùóþ êîëåáàíèÿ âàëà è ïðîïîðöèîíàëüíóþ
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì h. Áóäåì ñ÷èòàòü âàë öè-
ëèíäðè÷åñêèì è êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñëåäîâàòåëü-
íî, îäèíàêîâûìè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. Èòîãî:

mẍ = −k(x− e) +mω2x+ 2mωẏ − hẋ (1)

mÿ = −ky +mω2y − 2mωẋ− hẏ (2)

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ h è k îáóñëàâëèâàþòñÿ âíóòðåííèìè ñâîé-
ñòâàìè ìàòåðèàëà è âðàùåíèå ìàõîâèêà íà íèõ íå âëèÿåò.

Ñòàíåì èñêàòü ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ñèñòåìû (1),(2). Äëÿ ýòîãî
ïîëîæèì â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû

ẋ = 0, ẍ = 0, ẏ = 0, ÿ = 0.
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Ïîëó÷àåì ñèñòåìó: {
k(x− e) = mω2x

ky = mω2y.

Ðèñ. 2.

Èìååì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
1) mω2 6= k. Òîãäà ðåøåíèå

y0 = 0

x0 =
ke

k −mω2

2) mω2 = k. Ðåøåíèå îòñóòñòâóåò, òàê êàê ïåðâîå óðàâíåíèå íå
èìååò ðåøåíèÿ.

Íà ãðàôèêå (ñì. ðèñ. 2) îòîáðàæåíà çàâèñèìîñòü x0 îò ïàðàìåò-
ðà mω2/k. Ãðàôèê èìååò äâå âåòâè.

Îñóùåñòâèì ñäâèã x′ = x− x0. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ
âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (1), (2) ïðèìóò âèä

mẍ = −kx+mω2x+ 2mωẏ − hẋ (3)

mÿ = −ky +mω2y − 2mωẋ− hẏ (4)

(çäåñü øòðèõè îïóùåíû).
Èññëåäóåì õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé

ñèñòåìû.
Ïîòåíöèàëüíûå ñèëû

F ïîòåíö
x = −x(k −mω2)

F ïîòåíö
y = −y(k −mω2)
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îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü íà ëåâîé âåòâè è íåóñòîé÷èâîñòü íà
ïðàâîé. Äîáàâëåíèå ê íèì ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë

F ãèð
x = 2mωẏ
F ãèð

y = −2mωẋ

íå íàðóøèò óñòîé÷èâîñòè íà ëåâîé âåòâè ïî òåîðåìå Êåëüâèíà �
×åòàåâà. Íî, êàê âèäíî èç ïðîøëîé ëåêöèè, äîáàâëåíèå ãèðîñêîïè-
÷åñêèõ ñèë ìîæåò ñòàáèëèçèðîâàòü íåóñòîé÷èâóþ ñèòóàöèþ, ïîýòî-
ìó äëÿ ïðàâîé âåòâè íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå ∣∣∣∣ mλ2 + (k −mω2) −2mωλ

2mωλ mλ2 + (k −mω2)

∣∣∣∣ = 0

(
mχ+ (k −mω2)

)2
+ 4m2ω2χ = 0,

ãäå χ = λ2.

m2χ2 + 2(mk +m2ω2)χ+ (k −mω2)2 = 0

Êîðíè îäíîãî çíàêà, òàê êàê ñâîáîäíûé ÷ëåí ïîëîæèòåëåí. Ñóììà
èõ îòðèöàòåëüíà, à ñàìè îíè âåùåñòâåííû, òàê êàê D > 0 (êâàäðàò
ñóììû ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí áîëüøå êâàäðàòà èõ ðàçíîñòè). Îò-
ñþäà λ2 < 0, ñëåäîâàòåëüíî, ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû ñòàáèëèçèðóþò
ñèòóàöèþ è íà ïðàâîé âåòâè.

Îäíàêî, èìåþòñÿ åùå äèññèïàòèâíûå ñèëû

F äèñ
x = −hẋ
F äèñ

y = −hẏ

ñ ïîëíîé äèññèïàöèåé, ïîýòîìó íà ëåâîé âåòâè áóäåò óñòîé÷èâîñòü,
à íà ïðàâîé íåóñòîé÷èâîñòü ïî òåîðåìàì èç ïðîøëîé ëåêöèè. Ïî-
ýòîìó ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè, êîòî-
ðîå ïðåâûøàòü íåëüçÿ, ÷òîáû íå ïðîèçîøëî ðàçðóøåíèÿ ìåõàíèçìà
(õîòÿ x0 → 0 ñ ðîñòîì ω, ò. å. ñèñòåìà ñàìîöåíòðèðóåòñÿ).

Ïîëîæåíèå îò÷àñòè ñïàñàåò âíåøíåå òðåíèå (î âîçäóõ). Ñ÷èòàåì
åãî ïðîïîðöèîíàëüíûì àáñîëþòíîé ñêîðîñòè òî÷êè G.

vàáñ = vîòí + ω × rG

Óïðàæíåíèå.Èññëåäîâàòü, ê ÷åìó ïðèâåäåò äîáàâëåíèå ñèë âíåø-
íåãî òðåíèÿ.
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Ëåêöèè 17-18.

34 Çàäà÷à î äâèæåíèè îñåñèììåòðè÷íîãî òâåð-
äîãî òåëà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.

Ðèñ. 1.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì íåïîäâèæ-
íóþ âåðòèêàëüíóþ îñü ζ, îñü ñèììåòðèè z âûáåðåì â êà÷åñòâå îñè
ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Óãîë θ ìåæäó íèìè íàçûâàåòñÿ óã-
ëîì íóòàöèè ãèðîñêîïà. Ïëîñêîñòü ζOz ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå âîêðóã îñè ζ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~Ω = ψ̇~eζ , ñàì óãîë ψ íàçû-
âàåòñÿ óãëîì ïðåöåññèè. Íàïðàâèì îñü x ïàðàëëåëüíî âåêòîðó óã-
ëîâîé ñêîðîñòè ~ω = θ̇~ex, à îñü y âûáåðåì òàê, ÷òîáû âåêòîðû x,
y è z ñîñòàâëÿëè ïðàâóþ òðîéêó. Óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òå-
ëà â ýòîé ñèñòåìå âîêðóã îñè z îáîçíà÷èì ϕ̇~ez. Ñèñòåìà êîîðäèíàò
xyz ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé â òî÷êå O, ïîñêîëüêó òåëî îñåñèììåòðè÷íîå,
à çíà÷èò, òåíçîð èíåðöèè äèàãîíàëèçèðóåòñÿ â ëþáîé ñèñòåìå îð-
òîãîíàëüíûõ îñåé, ñîäåðæàùåé îñü ñèììåòðèè, ïðè÷åì Jx = Jy.
Çàïèøåì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íàøåãî òåëà:

T =
1
2

(
Jxω

2
x + Jyω

2
y + Jzω

2
z

)
= (1)

=
1
2

(
Jxθ̇

2 + Jz(ϕ̇+ ψ̇ cos θ)2 + Jxψ̇
2 sin2 θ

)
(2)

Åäèíñòâåííîé âíåøíåé ñèëîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñèëà òÿæåñòè, åå ñè-
ëîâàÿ ôóíêöèÿ

U = −mgζ = −mga cos θ, (3)
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ãäå a � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O (òî÷êè çàêðåïëåíèÿ) äî öåíòðà G
ìàññ òåëà.

Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòà θ ÿâëÿåòñÿ ïîçèöèîííîé, à êîîðäèíàòû
ϕ è ψ � öèêëè÷åñêèå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ A := Jx = Jy, C := Jz. Â íàøåé ñèñòåìå ñó-
ùåñòâóåò èíòåãðàë ýíåðãèè, ïîñêîëüêó ñèëà òÿæåñòè ïîòåíöèàëüíà,
à ñâÿçü èäåàëüíà è ñòàöèîíàðíà. Âûïèøåì ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòå-
ìû � èíòåãðàë ýíåðãèè:

mga cos θ +
1
2

(
Aθ̇2 + C(ϕ̇+ ψ̇ cos θ)2 +Aψ̇2 sin2 θ

)
= h. (4)

Öèêëè÷åñêèì êîîðäèíàòàì îòâå÷àþò öèêëè÷åñêèå èíòåãðàëû � èì-
ïóëüñû:

∂T

∂ϕ̇
= C(ϕ̇+ ψ̇ cos θ) = U(= const); (5)

∂T

∂ψ̇
= Aψ̇ sin2 θ + C(ϕ̇+ ψ̇ cos θ) cos θ = V (= const). (6)

Êðîìå òîãî, â ñèñòåìå ïîñòîÿíåí ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè. Âåëè÷èíà V åñòü ïðîåêöèÿ êèíåòè-
÷åñêîãî ìîìåíòà íà âåðòèêàëüíóþ îñü. Îíà ïîñòîÿííà äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî òåëà. Âåëè÷èíà U ïîñòîÿííà òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ñèñòåìà
îáëàäàåò ñèììåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòó îòíîñèòåëüíî îñè
z. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ïåðåñòàåò áûòü èíòåãðèðóåìîé.

Âûðàçèì

ψ̇ =
V − U cos θ
A sin2 θ

. (7)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñòàíîâèòñÿ íåãëàäêèì, åñëè îñü z îêàçûâàåòñÿ
âåðòèêàëüíîé, ò.å. ïðè sin θ = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ïîëîæåíèè
íåâîçìîæíî ðàçëè÷èòü óãëîâûå ñêîðîñòè ϕ̇ è ψ̇, ïîýòîìó â ýòîì ïî-
ëîæåíèè êîîðäèíàòû ñòàëè çàâèñèìûìè, ò.å. ïåðåñòàëè áûòü îáîá-
ùåííûìè. Ïîýòîìó ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî sin θ 6= 0. Ïåðåïèøåì
âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (6):

h = mga cos θ +
1
2
Aθ̇2 +

(V − U cos θ)2

2A sin2 θ
+
U2

2C
.
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Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � êîíñòàíòà, ïîýòîìó â êà÷åñòâå èíòåãðàëà
ýíåðãèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèå

h̃ = mga cos θ +
1
2
Aθ̇2 +

(V − U cos θ)2

2A sin2 θ
. (8)

Òîãäà ìîæíî ââåñòè èçìåíåííóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ � ôóíê-
öèþ îäíîé êîîðäèíàòû θ

Π̃ = mga cos θ +
(V − U cos θ)2

2A sin2 θ
. (9)

Ðèñ. 2.

Ýêñòðåìóìû èçìåíåííîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþò
ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ ïîñòîÿííûõ öèêëè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå: U2 6= V 2. Â òî÷êàõ θ = 0 è θ = π ó ôóíêöèè Π̃(θ) ïîëþñà,
ïðè÷åì ñóùåñòâóþò âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû è îáà ¾ðîãà¿ íàïðàâ-
ëåíû ââåðõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïî÷òè ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïîëíîé ýíåðãèè h̃ äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â îãðàíè÷åííûõ
ïðåäåëàõ è óãîë θ íèêîãäà íå ïðèìåò çíà÷åíèå 0 èëè π.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ Π̃. Ïîëó÷èì:

mga sin θ =
2(V − U cos θ)U sin θ

2A sin2 θ
− 2(V − U cos θ)2 cos θ

2A sin3 θ
=

=
(V − U cos θ)(U − V cos θ)

A sin3 θ
. (10)

Ýòî óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè θ(U, V ). Åå ëèíèè óðîâíÿ ñóòü ãèïåð-
áîëû íà ïëîñêîñòè (U, V ). Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ àñèìïòîò ýòîé ãè-
ïåðáîëû θc(U, V ):

V =
U

cos θ
, V = U cos θ
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Ðèñ. 3. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè θ(U, V ).

Ïðè θ =
π

2
èìååì îáû÷íóþ ãèïåðáîëó V =

1
U
. Ïðè θ → π îíà

áóäåò ðàçâîðà÷èâàòüñÿ, ñòðåìÿñü ê áèññåêòðèñå II è IV ÷åòâåðòåé, à
ïðè θ → 0 � ñêëàäûâàòüñÿ. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ïðè U = V .
Óðàâíåíèå (9) ïðè ýòîì ïðèìåò âèä:

V 2(1− cos θ)2 = amgA sin4 θ = amgA(1− cos θ)2(1 + cos θ)2. (11)

Âäîëü âñåé ýòîé ëèíèè åñòü ðåøåíèå θ = 0. Äëÿ âòîðîãî ðåøåíèÿ
èìååì

V 2 = amgA(1 + cos θ)2. (12)

Ïðè óáûâàíèè óãëà θ îò π äî 0 âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ìîíîòîííî
ðàñòåò îò 0 äî 2. Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíà ãèïåðáîëû ïîëçåò ïî
áèññåêòðèñå ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà ââåðõ è ãèïåðáîëû, îòâå-
÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì θ íèêîãäà íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ
äðóãîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè êàæäîì çàäàííîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðîâ U è V ôóíêöèÿ Π̃(θ) èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì θ∗(U, V )
(ñì. ðèñ. 2), à, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ óñòîé÷èâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî íà ïðÿìîé V = U êàæäîé òî÷êå θ 6= 0 òîæå ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííûé ìèíèìóì ôóíêöèè Π̃(θ), ò.å. óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè äâèæåíèÿ.
1) Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñôåðó ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 (ñôåðó Ïóàñ-

ñîíà) è äâèæåíèå òåëà, â êîòîðîì ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, ò.å. θ(t) ≡ θc(U, V ). Âû÷èñëèì âåëè÷èíó ψ̇
óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè. Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ψ̇ 6= 0 íè â îäíîé
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òî÷êå ãèïåðáîëû. Ñëåäîâàòåëüíî, îñü z òåëà îïèñûâàåò íà ñôåðå
îêðóæíîñòü. Òåëî ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ, íî ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ U , V ðàçëè÷íû è ñêîðîñòè ψ̇ ýòèõ ïðåöåññèé.

Ðèñ. 4. Ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ.

2) ¾Ïðîéäåìñÿ¿ ñíà÷àëà ïî âåòâè ãèïåðáîëû θ∗ =
π

2
(UV =

2mgAa), íà÷èíàÿ ñ åå ïðàâîãî êîíöà (U = ∞). Ïîñêîëüêó â ýòîé
òî÷êå V = 0, òî èç (6) ñëåäóåò, ÷òî çäåñü ψ̇ = 0. Ïðè ëþáîì êîíå÷íîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà U óãëîâàÿ ñêîðîñòü ψ̇ ïðåöåññèè ïîëîæèòåëüíà
(ψ̇ = V/A) è âîçðàñòàåò ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê âåðõíåìó êîíöó
ýòîé âåòâè. Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî âñå ¾ïðàâûå¿ (¾ëåâûå¿)
õâîñòû ñåìåéñòâà ãèïåðáîë îòâå÷àþò ¾ìåäëåííûì¿ ïðåöåññèÿì, à
âñå ¾âåðõíèå¿ (¾íèæíèå¿) � ¾áûñòðûì¿.

3) Âîçìóùåíèå ïðåöåññèè.

Íà ãèïåðáîëå UV = mgAa èìååì h̃min =
V 2

2A
. Èìåííî ýòî çíà÷å-

íèå ïàðàìåòðà h̃ è îòâå÷àåò ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè òåëà ñ ãîðèçîí-

òàëüíûì íàêëîíîì åãî îñè. Åñëè æå h̃ >
V 2

2A
, òî â ïðîñòðàíñòâå θ, U ,

V èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ ïî îòðåçêó ïðÿìîé, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè (U, V ), è íàõîäÿùåìóñÿ âíóòðè èíòåðâàëà
(0, π). Ïðè ýòîì îíà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îêîëî òî÷êè θ =

π

2
.

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé âûäåëèì â Π̃ ÷ëåíû âòîðîãî
ïîðÿäêà ïî x = θ − π

2

Π̃ ∼ 1
A

(U2 + V 2)
x2

2
Âèäíî, ÷òî ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî ìåäëåííîé ïðåöåñ-

ñèè (V → 0, U → ∞) âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ïðåöåññèè. Ïîýòîìó îñü z òåëà áóäåò ¾ðèñîâàòü¿ íà ñôåðå Ïóàññî-
íà ïåòëè îêîëî ýêâàòîðà (ñì. ðèñ. 5).
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Ðèñ. 5. Âîçìóùåíèå ìåäëåííîé ïðåöåññèè.

Èíàÿ êàðòèíà â îáëàñòè ¾áûñòðûõ¿ ïðåöåññèé (U → 0, V →∞).
Çäåñü ÷àñòîòà êîëåáàíèé óãëà θ ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ψ̇ ïðåöåññèè. Ïîýòîìó óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ îñüþ òåëà ýêâàòîðà ðàâíî ïðèìåðíî
2π.

Ðèñ. 6. Âîçìóùåíèå áûñòðîé ïðåöåññèè.

Íåñìîòðÿ íà âíåøíå ðàçëè÷íûé õàðàêòåð ýòèõ êîëåáàíèé èõ ôà-
çîâûå ïîðòðåòû êà÷åñòâåííî ïîõîæè êàê ¾â ìàëîì¿, òàê è ¾â áîëü-
øîì¿ (ñì. ðèñ. 7à), è ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ U , V
(U 6= V ) ÷åì âûøå çíà÷åíèå h̃, òåì èíòåíñèâíåé ïîëþñà θ = 0 è
θ = π ¾îòðàæàþò¿ ôàçîâóþ òî÷êó è ïðåâðàùàþò åå ôàçîâóþ òðà-
åêòîðèþ â òðàåêòîðèþ áèëëèàðäà.



67

Ðèñ. 7.

Ðåäêàÿ ïåðåñòðîéêà (êàòàñòðîôè÷åñêàÿ) ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðî-
èñõîäèò, êîãäà U = V . Â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ Π̃ ¾òåðÿåò¿ îäèí ïî-
ëþñ θ = 0, êîòîðûé ïðåâðàùàåòñÿ â åå ìàêñèìóì (ñì. ðèñ. 7á).

Õàðàêòåð ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî ïîëîæåíèÿ θ =
π

2
îñòàëñÿ

ïðåæíèì, íî òî÷êà θ = 0 òåïåðü äîñòèæèìà ïðè h̃ ≥ mga. Ïðè
h̃ = mga îáðàçóåòñÿ âîñüìåðêà, ñîñòîÿùàÿ èç ñåäëîâîé òî÷êè θ = 0
è äâóõ ñåïàðàòðèñ. Ïðè h̃ > mga � ôàçîâûå òðàåêòîðèè îõâàòûâà-
þò îáà ìèíèìóìà θ1 = π/2 è θ2 = −π/2 ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ñ
ðîñòîì ïàðàìåòðà h̃ îíè ñíîâà ïðåâðàùàþòñÿ â òðàåêòîðèþ áèëëè-
ÿðäà, íî óæå ñ ¾áîðòàìè¿ â òî÷êàõ θ = −π è θ = π.

Îòðàçèì îòäåëüíî íà ñôåðå Ïóàññîíà ïåòëþ, îòâå÷àþùóþ ñå-
ïàðàòðèñå (ñì. ðèñ. 8). Äâèæåíèå âîë÷êà ñ àñèìïòîòè÷åñêèì (ïðè
t→∞) âûõîäîì åãî îñè â âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå íîñèò íàçâàíèå
¾ñïÿùèé âîë÷îê¿.

Ðèñ. 8. ¾Ñïÿùèé âîë÷îê¿.
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Âñå ñâîéñòâà, ïðèñóùèå ïðåöåññèè ñ íàêëîíîì θ =
π

2
, êà÷åñòâåí-

íî âûïîëíÿþòñÿ è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ θ. (Óïðàæíåíèå. Îïèñàòü
èõ ñàìîñòîÿòåëüíî.)

4) Èçìåíåíèå óãëà íàêëîíà ïðè ïðåöåññèè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ ôàçîâûé ïîðòðåò êî-

ëåáàíèé ¾â áîëüøîì¿, åñëè ïàðàìåòðû U , V ¾ïåðåìåùàòü¿ âäîëü
ïðÿìîé U = V â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ óãëà íàêëîíà (V 2 → 4mgAa).
Ïðè ýòîì (ñì. ðèñ. 9) ïðîèñõîäèò ñáëèæåíèå ìèíèìóìîâ ôóíêöèè
Π̃ è èõ ñëèÿíèå ñ åå ìàêñèìóìîì â òî÷êå θ = 0.

Ðèñ. 9.

Òàêàÿ ýâîëþöèÿ Π̃ ïðèâîäèò ê ñòÿãèâàíèþ ïåòåëü ñåïàðàòðèñ íà
ôàçîâîì ïîðòðåòå êîëåáàíèé è óìåíüøåíèþ ¾ïåðåæàòèÿ¿ îõâàòû-
âàþùèõ òðàåêòîðèé. Ïðè V 2 = 4mgAa ñåïàðàòðèñû èñ÷åçàþò. Ôà-
çîâûé ïîðòðåò êîëåáàíèé ïðè V 2 = 4mgAa ñòàíîâèòñÿ êà÷åñòâåííî
ïîõîæèì íà ðèñ. 7à ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî êîëåáàíèÿ ñîâåðøà-
þòñÿ íà èíòåðâàëå (−π, π) îêîëî òî÷êè θ = 0.

Óïðàæíåíèå. Ýâîëþöèþ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðè óâåëè÷åíèè óã-
ëà íàêëîíà îïèñàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîé ¾ñõîä¿ ïàðàìåòðîâ U , V â ñòîðîíó îò
ïðÿìîé U = V íåìåäëåííî âûçûâàåò ¾êàòàñòðîôó¿ � ïîÿâëåíèå
ó Π̃ ïîëþñà â òî÷êå θ = 0 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûòåêàþùèìè èç
ýòîãî ïåðåñòðîéêàìè ôàçîâîãî ïîðòðåòà.

Ãèðîñêîï áåç äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè.
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Óíè÷òîæèì ïàðàìåòð g, ò. å. ïîëîæèì g = 0. Óðàâíåíèå ðàâíî-
âåñèÿ çàïèøåòñÿ òàê:

0 = (v − u cos θ)(v cos θ − u)

Ãèïåðáîëû âûðîæäàþòñÿ â ëó÷è (ñì. ðèñ. 10). Â ïðàâîì êâàäðàíòå
ψ̇ = 0 � çäåñü ¾ñîáðàëèñü¿ ðåæèìû ÷èñòîãî âðàùåíèÿ. Â äðóãîì
èìååì:

ψ̇ =
v − u cos θ
A sin2 θ

=
v2 − u2

v2 − u2

v

A
=
v

A

ò. å. âäîëü ïðÿìîé v = const â âåðõíåì êâàäðàíòå çíà÷åíèå ψ̇ íå
ìåíÿåòñÿ. Çäåñü òîëüêî è ¾ïîìåñòèëèñü¿ ðåãóëÿðíûå ïðåöåññèè.

Ðèñ. 10.

Çàäà÷à. Ïðè îòñóòñòâèè ñèëû òÿæåñòè äëÿ ëþáîãî äâèæåíèÿ îñè
z ãèðîñêîïà ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî â íåé îíî
áóäåò ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèåé.

Ëåêöèÿ 19.

35 Ââåäåíèå â ìåõàíèêó ñïëîøíîé ñðåäû.

Òåëà áûâàþò ðàçíûå: òâåðäûå, æèäêèå è ãàçîîáðàçíûå. Ñåãîäíÿ
ðå÷ü ïîéäåò î äâèæåíèè æèäêîãî òåëà, çàêëþ÷åííîãî â ñîñóä ñ ïëî-
ñêîïàðàëëåëüíûìè ñòåíêàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî æèäêîñòü â ñîñó-
äå äâèæåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñóùå-
ñòâîâàëà ïëîñêîñòü γ, ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè êîòîðîé
äâèãàëèñü áû îäèíàêîâî. Îïèñàíèå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, çàíèìàåìîãî æèäêîñòüþ, ïðèâîäèò ê îïèñàíèþ ïîâåðõíîñòåé
òèïà:
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Ðèñ. 1.

×åòêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà èìååò ìåñòî èç-çà òîãî, ÷òî ñèñòå-
ìà íàõîäèòñÿ â ïîëå òÿæåñòè è ñóùåñòâóåò îêðóæàþùèé âîçäóõ. (Â
íåâåñîìîñòè æèäêîå ñîñòîÿíèå íå ðåàëèçóåòñÿ � âñÿ æèäêîñòü ïðå-
âðàùàåòñÿ ÷àñòè÷íî â ëåä, à ÷àñòè÷íî â ãàç.) Îêðóæàþùèé âîçäóõ
ìû áóäåì ñ÷èòàòü íåêèì óñëîâíûì ãàçîì, íå îòíîñÿùèìñÿ ê ìàòåðè-
àëüíûì òåëàì, ò.å. ïðåíåáðåæåì åãî ïëîòíîñòüþ, à áóäåì ó÷èòûâàòü
òîëüêî ñîçäàâàåìîå èì äàâëåíèå. Ïðåíåáðåæåì òàê æå òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèìè ýôôåêòàìè, ò.å. òåì, ÷òî ñî âðåìåíåì æèäêîñòü ìîæåò
èñïàðÿòüñÿ.

Ñâÿæåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ñîñóäîì, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñü y íàïðàâëåíà îò íàñ.

Ðèñ. 2.

Ïëîòíîñòü ñèëîâîé ôóíêöèè ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè ðàâíÿåòñÿ

U = −ρgz (1)

, ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.
Èíòåãðèðóÿ ïî îáúåìó, çàíèìàåìîìó æèäêîñòüþ, ïîëó÷èì ïî-

òåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû

Π =
∫
(τ)

ρgzdτ. (2)
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà ñîñóäà ðàâíÿåòñÿ L è âñå âåðòèêàëüíûå
ñå÷åíèÿ îäèíàêîâû, òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî îáúåìó ìîæíî çàìå-
íèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïëîùàäè, è ôîðìóëà (2) ïðèìåò âèä

Π = L

∫
S

ρgzdS. (3)

Ïîëîæèì L = 1 è ðàçîáüåì æèäêîñòü íà îäíîðîäíûå ñëîè ïîâåðõ-
íîñòÿìè z = fi(x). Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë (3) ê âèäó:

Π = g

1∫
0

dx
∑

i

fi+1(x)∫
fi(x)

ρizdz = M · zæ, (4)

ãäå zæ � z�êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ æèäêîñòè.
Ìû õîòèì ïðèìåíèòü ê ýòîé ñèòóàöèè òåîðåìó Ëàãðàíæà èëè

òåîðåìó Òîðè÷åëëè, íî îíè áûëè ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ñèñòåì ñ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Çäåñü æå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì è ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áåñêîíå÷íî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ îïÿòü
îòâå÷àåò ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Äîêàçûâàòü ýòî ìû íå
áóäåì, ïîñêîëüêó åñëè íà ñèñòåìó íå íàëîæåíû íèêàêèå îãðàíè÷å-
íèÿ (íàïðèìåð, óñëîâèå ñïëîøíîñòè), òî ìû íå ìîæåì äàæå îïèñàòü
åå. À ïîçæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíîãî ôàêòà
íåâîçìîæíî â ïðèíöèïå.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè ïàäåíèè êàïåëåê âîäû âíèç, êàê è ïðè
âñïëûâàíèè íà ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêîâ âîçäóõà, öåíòð òÿæåñòè ïî-
íèæàåòñÿ, à çíà÷èò, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óìåíüøàåòñÿ. Ïîýòîìó
ñèñòåìà íåèçáåæíî äîëæíà ïðèíÿòü âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3.

Íî îò ïîñëåäíèõ äûð èçáàâèòüñÿ íå óäàåòñÿ, ò.ê. ïðè îïóñêàíèè
âîäû óâåëè÷èâàåòñÿ äàâëåíèå âîçäóõà â ïðîìåæóòêå ìåæäó ñëîÿìè
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� ñîçäàåòñÿ ïîðøíåâîé ýôôåêò è âîäà ïåðåñòàåò îïóñêàòüñÿ äàëüøå
âíèç.

Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â íèæíåì ñëîå. Äëÿ ýòîãî îñòàâèì
ëèøü èíòåãðàë îò 0 äî f1. Òîãäà

Mzæ = Π = ρg

1∫
0

dx
1
2
f2
1 (x). (5)

Â ñòàöèîíàðíîì çíà÷åíèè âàðèàöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàâíà
0. Âîçüìåì âàðèàöèþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ:

δΠ = 0 = ρg

1∫
0

f1δf1dx, (6)

çäåñü δf1 � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âîçìóùåíèå ïîâåðõíîñòè. Ïðè-
ðàâíèâàòü ê íóëþ êîýôôèöèåíò ïðè âàðèàöèè íåëüçÿ (ïîëó÷èòñÿ,
÷òî f1 = 0, ò.å. æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîêîå òîëüêî òîãäà, êîãäà åå
íåò). Íà ñàìîì äåëå, δf1 íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ôóíêöèåé. Ïî-
ñêîëüêó æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìîé, íàäî ïîòðåáîâàòü
ñîõðàíåíèÿ îáúåìà. Èòàê,

1∫
0

f1(x)dx = const,

òîãäà

1∫
0

δf1(x)dx = 0.

Ïîëó÷èì ïî ïðèíöèïó Ëàãðàíæà óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ:

0 = ρg

1∫
0

(f1 − λ∗)δf1dx, (7)

îòêóäà f1 = λ∗ = const.
Èòàê, ðàâíîâåñíîé ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ, â êîòîðîé ñâîáîä-

íàÿ ïîâåðõíîñòü ãîðèçîíòàëüíà. Âñå ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè �
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ýòî òàêèå, â êîòîðûõ æèäêîñòü ðàñïîëîæåíà ìåæäó äâóìÿ ãîðèçîí-
òàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè.

Ïóñòü òåïåðü âåðõíèé ñëîé æèäêîñòè íàõîäèòñÿ ïîä æåñòêîé
êðûøêîé. Âûïèøåì âòîðóþ âàðèàöèþ. Ïóñòü f(x) � ïîâåðõíîñòü
âåðõíåãî ñëîÿ æèäêîñòè. Òîãäà

Π = ρg

1∫
0

1
2
(1− f2(x))dx, (8)

δΠ = 0 = ρg

1∫
0

(−fδf)dx, (9)

è, íàêîíåö,

δ2Π = −ρg
1∫

0

(δf)2dx < 0, (10)

íåçàâèñèìî îò îãðàíè÷åíèé, ò.å. â âåðõíåì ñëîå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ íå èìååò ìèíèìóìà. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ íèæíåãî ñëîÿ (îãðàíè-
÷åííîãî ñíèçó äíîì) èìååì

δ2Π = ρg

1∫
0

δf2
1 dx > 0. (11)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàöèîíàëüíî îáîñíîâàëè óñòîé÷èâîñòü íà-
áëþäàåìîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ïîêàæåì íåâîçìîæíîñòü ñòðîãî îáîñíîâàòü ñäåëàííîå ðàñøèðå-
íèå ïðèíöèïà Ëàãðàíæà.

Ïóñòü íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû áîëòàåòñÿ êàïåëüêà. Ñîñóä èìååò
îãðàíè÷åííóþ âûñîòó. Òîãäà êàïåëüêà ìîæåò âûïëåñíóòüñÿ ÷åðåç
êðàé.

Ðèñ. 4.
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óìåíüøèëàñü. Òàêèì îáðàçîì, âñå âû-
øåðàññìîòðåííîå ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ñîñóäîâ ñ áåñêîíå÷íûìè ñòåí-
êàìè èëè êðûøêàìè.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íî òîíêóþ òðóáêó
èç ñàìîé æèäêîñòè � ñèôîí. Ïîñêîëüêó ñå÷åíèå òðóáêè áåñêîíå÷-
íî ìàëî, äîñòàòî÷íî áóäåò íåáîëüøîãî âîçìóùåíèÿ, ÷òîáû ñîçäàòü
ïóñòü î÷åíü ìàëåíüêóþ, íî êîíå÷íóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü. À äàëü-
øå æèäêîñòü áóäåò òå÷ü ïî ýòîé òðóáêå, ïîêà âñÿ íå âûòå÷åò. Ïðè
ýòîì, âîçíèêíîâåíèå òðóáêè íå î÷åíü óâåëè÷èò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèþ æèäêîñòè, ò.ê. ìàññà òðóáêè áåñêîíå÷íî ìàëà.

Ðèñ. 5.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå δ2Ï > 0 íå ãàðàíòèðóåò áåçóñëîâíîãî ñî-
õðàíåíèÿ ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè. Áîëåå òîãî, âîäà, íàïðèìåð,
â ñîñóäå íåïðåðûâíî èñïàðÿåòñÿ, è çíà÷èò, ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðà-
öèè, ñòðîãî ãîâîðÿ, íåò.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ïóòè ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôîðìàëèçàöèè äâèæåíèÿ äàæå îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ îáúåêòîâ ïðè-
ðîäû ìîãóò âîçíèêíóòü ïðàêòè÷åñêè íåïðåîäîëèìûå ïðåïÿòñòâèÿ.

Ëåêöèÿ 20.

36 Óñòîé÷èâîñòü ôîðìû æèäêîñòè ïðè äåéñòâèè
ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàëè ñîñóä, íàïîëíåííûé âî-
äîé, è îáîñíîâàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ïîâåðõíîñòü æèä-
êîñòè ãîðèçîíòàëüíà è æèäêîñòü íàõîäèòñÿ ïîä íåé, òî ñîñòîÿíèå
åå óñòîé÷èâî. Ìû ïðåäïîëàãàëè ïðèíöèï Ëàãðàíæà ðàñïðîñòðàíåí-
íûì íà æèäêîñòè è ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñîñòîÿíèè äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
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Îäíàêî â æèçíè ìû ìîæåì íàáëþäàòü æèäêîñòü, íàõîäÿùóþ-
ñÿ â óñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè ïðè ñîâñåì äðóãîé êîíôèãóðàöèè: ïî-
âåðõíîñòü æèäêîñòè ìîæåò èìåòü ôîðìó, áëèçêóþ ê ñôåðè÷åñêîé
(íàïðèìåð, æèäêîñòü â óçêîé òðóáêå), à ñàìà æèäêîñòü ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ äàæå íàä íåé (êàïëè, ñâèñàþùèå ñ ïîòîëêà â ïîìåùåíèÿõ ñ
áîëüøîé âëàæíîñòüþ).Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ äåéñòâèåì ñèë ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ.

Ïðèìåì ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó: ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñêëàäû-
âàåòñÿ íå òîëüêî èç ýíåðãèè, ñâÿçàííîé ñ ñèëîé òÿæåñòè, íî è èç
ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè, ïðîïîðöèîíàëüíîé ïëîùàäÿì ñâîáîäíîé è
ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè.

Ï = ασ + α1σT +Ïg

ãäå σ è σT ïëîùàäè, ñîîòâåòñòâåííî, ñâîáîäíîé è ñìî÷åííîé ïî-
âåðõíîñòåé. Â ýòîé ìîäåëè èñõîäèì èç ïîíÿòèÿ ýíåðãèè, à íå èç
ïîíÿòèÿ ñèëû. Ñèëû ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû ïî ýíåðãèÿì, êàê
ãðàäèåíòû.

Ðèñ. 1.

Îáîáùèì ýòîò ñëó÷àé: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî æèäêîñòåé â ñîñóäå
äâå. Ïðè ýòîì ê óðàâíåíèþ äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå α2(σñîñóäà − σT )
. Îäíàêî, α2σñîñóäà = const, è ìû, ïåðåèìåíîâàâ êîýôôèöèåíòû è
îòáðîñèâ êîíñòàíòû, ïðèäåì ê ýòîìó æå óðàâíåíèþ.

Ðèñ. 2.
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Ïåðåïèøåì Π ÷åðåç ôóíêöèþ f , îïèñûâàþùóþ ïîâåðõíîñòü.

Π =

1∫
0

(ρ1 − ρ2)g
f2

2
dx+ α1f(0) + α1f(1) + α

1∫
0

√
1 + f ′2dx

Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ îáúåì:
1∫

0

f(x)dx = V (1)

Áóäåì ïîëàãàòü ρ1 − ρ2 = ρ.Ïðîâàðüèðóåì:

δÏ = α

1∫
0

dx
f ′δ(f ′)√
1 + f ′2

+ α1δf(0) + α1δf(1) +

1∫
0

dxgρfδf

Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ δ(f ′). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü f , òàêîé ÷òî ÷òî
âàðüèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïåðåñòàíîâî÷íû: δ(f ′) = (δf)′.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

α

1∫
0

dx
f ′δ(f ′)√
1 + f ′2

=
αf ′√
1 + f ′2

δf

∣∣∣∣∣
1

0

−
1∫

0

dx

(
αf ′√
1 + f ′2

)′

Èñïîëüçóÿ (1), ïîëó÷àåì:

−

(
αf ′√
1 + f ′2

)′

+ ρgf = λ = const

α1 +
αf ′√
1 + f ′2

∣∣∣∣∣
1

= 0, α1 −
αf ′√
1 + f ′2

∣∣∣∣∣
0

= 0

f ′ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òàíãåíñ óãëà íàêëîíà:

f ′(0) = tan θ(0)

sin θ(0) =
α1

α

Àíàëîãè÷íî,

sin θ(1) = −α1

α
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Ýòî � ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ f , à θ � òàê íàçûâàåìûé óãîë ñìà-
÷èâàíèÿ.

Ñòàíåì ïîëàãàòü g = 0 ò. å. ñèëîé òÿæåñòè ïðåíåáðåæåì.

−

(
αf ′√
1 + f ′2

)′

= λ

f ′′√
1 + f ′2

− f ′2f ′′

(1 + f ′′)3/2
=

f ′′

(1 + f ′′)3/2
= χ = const

Ðåøåíèå åñòü êðèâàÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, òî åñòü îêðóæíîñòü (â
÷àñòíîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ).

Îòíîøåíèå
α1

α
çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è. Êàê ïðîèíòåðïðåòè-

ðîâàòü ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àé α1/α ≥ 1 ? Ïðè ýòîì
íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî êîíòàêò ñ òâåðäîé ñòåíêîé îòñóòñòâóåò, òî åñòü
ìåæäó òâåðäîé ñòåíêîé è ïåðâîé æèäêîñòüþ çàëèâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
òîíêèé ñëîé âòîðîé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé g 6= 0. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîëîæèì α1 = 0.
Òîãäà f ′(0) = f ′(1) = 0. f(x) = const åñòü ðåøåíèå, è â ñèëó åäèí-
ñòâåííîñòè äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Íàéäåì âòîðóþ âàðèàöèþ ñ÷èòàÿ,
÷òî íåâîçìóù¼ííàÿ ïîâåðõíîñòü f ≡ 0

δ2Ï =

1∫
0

(ρg(δf)2 + α(δf ′)2)dx

Åñëè ρ > 0, òî åñòü íèæíÿÿ æèäêîñòü òÿæåëåå âåðõíåé, òî êîí-
ôèãóðàöèÿ óñòîé÷èâà.

Åñëè ρ < 0, çàìåíèì â ôîðìóëå ρ íà −ρ. Íàäî ðåøèòü

δ2Ï =

1∫
0

(−ρg(δf)2 + α(δf ′)2)dx > 0

èëè, ñîêðàòèâ è ïåðåîáîçíà÷èâ f = δf ,

(∗) =

1∫
0

(−k2f2 + f ′2)dx > 0, k2 = ρg/α
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Ïðè k = 0 íåðàâåíñòâî âåðíî. Ïðè ìàëûõ k îíî òîæå âûïîëíÿåòñÿ,
íî ñ ðîñòîì k ïîÿâèòñÿ òàêîå f(x), íà êîòîðîì îíî íåâåðíî. Ýòà
ôóíêöèÿ áóäåò íåíóëåâûì ìèíèìóìîì. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó.

δ(∗)
2

=

1∫
0

(f ′δf ′ − k2fδf)dx = 0

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì:

f ′δf |10 −
1∫

0

(f ′′ + k2f)δfdx = 0.

Îòêóäà ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó:

f ′′ + k2f = c

f ′(0) = f ′(1) = 0

Ñ÷èòàåì ÷òî f îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íåâîçìóùåííîãî óðîâíÿ. Óñëîâèå
èçîïåðèìåòðè÷íîñòè èìååò âèä:

1∫
0

fdx = 0.

Îòñþäà f = A cos(kx − x0) + C. Ïðîèçâîäíàÿ íà êîíöàõ äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ 0, è ïîýòîìó ïðè k < π êðàåâàÿ çàäà÷à íå èìååò íåòðè-
âèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ
âåðõíåãî ðàñïîëîæåíèÿ æèäêîñòè:

ρg

α
< π2

Ëåêöèÿ 21.

37 Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè òâåðäîãî òåëà ñ æèäêèì
íàïîëíåíèåì.

Âîçüìåì ñîñóä ñ æèäêèì íàïîëíåíèåì (ïî ïðîñòîìó, áàíêó ñ
âîäîé) â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.
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Ðèñ. 1.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, óñòîé÷è-
âîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ îòâå÷àåò íàèíèçøåìó ïîëîæåíèþ öåíòðà
ìàññ. Äëÿ ïóñòîãî ñîñóäà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòåíêè ñîñóäà äîëæíû
áûòü ðàñïîëîæåíû âåðòèêàëüíî. Åñëè íàëèòü æèäêîñòü, òî ýòà êîí-
ôèãóðàöèÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëîæåíèþ ðàâíî-
âåñèÿ, íî, âîçìîæíî, íåóñòîé÷èâîãî. Ìû áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé-
÷èâîñòü ýòîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû ââåäåì óãîë ϕ îòêëîíåíèÿ îñè ñèììåò-
ðèè ñîñóäà îò âåðòèêàëè è óðîâåíü ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ñîñóäå
y1 = f(x1), â êîîðäèíàòàõ (x1, y1) ñâÿçàííûõ ñ ñîñóäîì, (äëÿ ïðî-
ñòîòû ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíûé ñëó÷àé). Êîíôèãóðàöèîííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðÿìîé ϕ è ìíîæåñòâà
ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

a∫
−a

f(x1)dx1 = 0.

Ýòî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îáúåìà (æèäêîñòü íå èñïàðÿåòñÿ). Ïîëîæå-
íèå ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îòñ÷èòûâàåì îò íåâîçìóùåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ, ò.å. íàøå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

Ðèñ. 2.
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q = 0, f(x) ≡ 0.

Ïóñòü G1 � öåíòð ìàññ ïóñòîãî ñîñóäà, G2 � öåíòð ìàññ æèäêî-
ñòè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. (Óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî ñîáèðàåìñÿ
èññëåäîâàòü) Ïóñòü OG1 = h1, OG2 = h2, m1 � ìàññà ïóñòîãî ñîñó-
äà, m2 � ìàññà æèäêîñòè, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.

Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (xOy), êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 1, íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïîäâåñà O, b � ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó íà÷àëîì êîîðäèíàò ïîäâèæíîé è íåïîäâèæíîé ñèñòåì
(íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè è òî÷êîé ïîäâåñà).

y = (−b+ y1) cosϕ− x1 sinϕ − ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè

Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè O:

Π = −m1gh1 cosϕ+ g

∫
Væèäê.

ρydxdy =

= −m1gh1 cosϕ+ g

a∫
−a

dx1

f(x1)∫
−h+b

[(y1 − b) cosϕ− x1 sinϕ]ρdy1 =

= −m1gh1 cosϕ+g

a∫
−a

([
f2(x1)

2
− (h− b)2

2
− bf(x1) + b2 − bh

]
cosϕ−

− x1(f(x1)− b+ h) sinϕ
)
ρdx1 = (1)

(
èñïîëüçóåì òî, ÷òî

a∫
−a

f(x1)dx1 = 0 è
a∫

−a

x1dx1 = 0
)

= −m1gh1 cosϕ+ g

a∫
−a

(
f2(x1) + b2 − h2

2
cosϕ− x1f(x1) sinϕ

)
ρdx1 =

(
ïîñêîëüêó

b2 − h2

2
= h2(b− h) è

a∫
−a

(b− h)ρdx1 = −m2

)

= −(m1h1 +m2h2)g cosϕ+ g

a∫
−a

[
f2(x1)

2
cosϕ− x1f(x1) sinϕ

]
ρdx1 =
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(ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, ðàâíîé −m1gh1 − m2gh2 è ìàëûõ
âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà)

= m1gh1
ϕ2

2
+m2gh2

ϕ2

2
+

+ gρ

a∫
−a

(
1
2
(f2(x1)− 2x1f(x1)ϕ+ ϕ2x2

1)−
1
2
ϕ2x2

1

)
dx1 =

= m1gh1
ϕ2

2
+m2gh2

ϕ2

2
+ gρ

a∫
−a

1
2

(f(x1)− x1ϕ)2 dx1 −
ϕ2

2
2
3
a3ρg =

= m1gh1
ϕ2

2
+m2g

(
h2 −

a2

3(h− b)

)
ϕ2

2
+

+ gρ

a∫
−a

1
2

(f(x1)− x1ϕ)2 dx1 (2)

Âñå îñòàëüíîå � ÷ëåíû òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, êîòîðûå ìû
íå ó÷èòûâàåì. Êîíñòàíòó � íóëåâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè � ðàâíóþ
çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ìû òîæå
íå ó÷ëè (îíà íå èìååò áîëüøîãî çíà÷åíèÿ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îáðàòèëèñü â 0, ò.å. ïîëîæåíèå
ñèñòåìû ϕ = 0, f(x1) = 0 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì
ðàâíîâåñèÿ.

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:

Π(ϕ, f())−Π(0, 0) = m1gh1
ϕ2

2
+

+m2g

(
h2 −

a2

3(h− b)

)
ϕ2

2
+ gρ

a∫
−a

1
2
(f(x1)− x1ϕ)2dx1 ≥ 0. (3)

Ýòî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâóm1gh1+m2g
(
h2 − a2 (3(h− b))−1

)
≥

0. (Ò.ê. èíòåãðàë âñåãäà íå ìåíüøå íóëÿ, íî ïðè ëþáîì ϕ áûâàåò ðà-
âåí íóëþ, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ϕx1 � äîïóñòèìàÿ, ò.å.

∫ a

−a
ϕx1dx1 =

0). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé-
÷èâûì.
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Èòàê, åñëè G� öåíòð ìàññ âñåé ñèñòåìû, àM = m1+m2 � ìàññà
âñåé ñèñòåìû, òî óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ =
0, f(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå:

MyG(0) = −m1h1 −m2h2 ≤ −m2
a2

3(h− b)

(Åñëè áû æèäêîñòü áûëà çàìîðîæåíà, òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè:
MyG(0) ≤ 0.)

Ýòèì îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå: åñëè äîñòà-
òî÷íî ëåãêèé ñîñóä ñèììåòðè÷íî çàêðåïëåí â öåíòðå ìàññ è åãî

ãëóáèíà ìåíüøå, ÷åì
2
3

åãî øèðèíû, òî óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ c ìàëûì êîëè÷åñòâîì æèäêîñòè îòâå÷àåò ðèñ. 3à, à íà
ðèñ. 3á ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî.

Ðèñ. 3.

Ëåêöèÿ 22.

38 Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà.

Âàðèàöèîííûå çàäà÷è çàíèìàþò ïî÷åòíîå ìåñòî â òåîðåòè÷åñêîé
ìåõàíèêå.

Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî â îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàòàõ (q1, q2, ..., qn). Ïóñòü P0 � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñèñòåìû.
Ïðèäàäèì ñèñòåìå íà÷àëüíûå ñêîðîñòè � îíà ïðèäåò â äâèæåíèå,
îïèøåò íåêîòîðóþ òðàåêòîðèþ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå
è â ìîìåíò âðåìåíè t çàéì¼ò â íåì ïîëîæåíèå Pt. Ñòàíåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ñèñòåìà êîíñåðâàòèâíà, òî åñòü ñâÿçè, íàëîæåííûå íà íå¼
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èäåàëüíû è ãîëîíîìíû, à ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íå¼ ïîòåíöèàëüíû.
Ââåäåì

L = L(q, q̇) = T + U.

L ÿâëÿåòñÿ äåñêðèïòèâíîé ôóíêöèåé ñèñòåìû, òî åñòü ïîëíîñòüþ
å¼ îïèñûâàåò. Ââåäåì äåéñòâèå ôîðìóëîé:

V =

t∫
t0

Ldt.

Äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì íà âîçìîæíûõ òðàåêòîðèÿõ ñè-
ñòåìû è îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì: ìèíè-
ìóì åãî ïî âñåì âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì, ñîåäèíÿþùèì P0 è Pt,
äîñòèãàåòñÿ íà äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèè. Ïîëîæèì

q = q1(t) + δq(t).

Âðåìÿ ìû íå âàðüèðóåì, à âàðüèðóåì êîîðäèíàòû â êàæäûé ôèê-
ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ýòîì

δV =

t∫
t0

δLdt =

t∫
t0

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt =

=
∂L

∂q̇
δq

∣∣∣∣t
t0

+

t∫
t0

δq

(
∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

))
dt

Åñëè óðàâíåíèå Ëàãðàíæà âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîäûíòåãðàëüíîå âû-
ðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â 0. Êîíöû ìû ñ÷èòàåì ôèêñèðîâàííûìè, ïî-
ýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå òîæå îáðàùàåòñÿ â 0, è íàøà òðàåêòîðèÿ
îêàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ íå â ìàëîì, à â áîëüøîì, òî ìî-
æåò ïîÿâèòüñÿ âîçìîæíîñòü ïîïàñòü èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ ïî
íåñêîëüêèì òðàåêòîðèÿì.

Ïåðåéäåì îò êîîðäèíàò (q, q̇) ê äðóãèì, òàê íàçûâàåìûì ôàçî-
âûì êîîðäèíàòàì (q, p). Íàçîâ¼ì i−ì èìïóëüñîì

pi =
∂L

∂q̇i
.
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Ðàçðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî q̇i, ïîëó÷èì

q̇i = fi(p).

Ââåä¼ì ãàìèëüòîíèàí

H =
∑

i

piq̇i − L.

Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ çàìåíû

H = H(q, p) =
∑

i

piq̇i(p)− L(q, q̇(p)).

H òîæå ÿâëÿåòñÿ äåñêðèïòèâíîé ôóíêöèåé.

∂H

∂pi
= q̇i

Âõîæäåíèå p â L íå âëèÿåò íà ïðîèçâîäíóþ, òàê êàê äîáàâîê∑
i

pi
∂q̇i
∂pi

− ∂L

∂q̇i

∂q̇i
∂pi

= 0

Èìååì

V =

t∫
t0

Ldt =

t∫
t0

(∑
i

piq̇i(p)−H(q, p)

)
dt

δV =

t∫
t0

dt

(∑
i

q̇iδpi +
∑

i

piδq̇i −
∑

i

∂H

∂qi
δqi −

∑
i

∂H

∂pi
δpi

)
=

= piδqi

∣∣∣t
t0
−

t∫
t0

dtδq

(
ṗi +

∂H

∂qi

)

Â ñèëó ýêñòðåìàëüíîñòè òðàåêòîðèè ïîëó÷àåì

−∂H
∂qi

= ṗi
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Ñèñòåìà 
∂H

∂pi
= q̇i

−∂H
∂qi

= ṗi

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà. Îíà óæå
ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ.

Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü V íå êàê ôóíêöèîíàë, à êàê ôóíêöèþ
íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïîëîæåíèé è âðåìåíè. Ïðè ýòîì

−p0 =
∂V

∂q0
(q0, q, t), p =

∂V

∂q
(q0, q, t),

è

V =

t∫
t0

(∑
i

piq̇i −H(q, p)

)
dt.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ V , ïîëó÷èì äâà âûðàæåíèÿ:

V̇ =
∂V

∂t
+
∂V

∂q
q̇

V̇ =
∑

i

piq̇i −H(q, p).

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà:

∂V

∂t
+H

(
q,
∂V

∂q

)
= 0

Ðåøàÿ åãî, ìîæåì ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè.

Ëåêöèÿ 23.

39 Óñêîðåíèÿ òî÷åê ñèñòåìû ñ íåãîëîíîìíûìè
ñâÿçÿìè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñî ñâÿçÿìè
N∑

i=1

ai(t, r)ẋi +
N∑

i=1

bi(t, r)ẏi +
N∑

i=1

ci(t, r)żi + f(t, r) = 0. (1)
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Ñâÿçè ìîãóò áûòü ãîëîíîìíûìè, à ìîãóò è íå áûòü. Ôîðìàëüíî
ïîäñòàâèì âìåñòî ïðîèçâîäíûõ ẋi âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ δxi,
è ïîëó÷èì âìåñòî âåêòîðà ðåàëüíûõ ñêîðîñòåé âåêòîð âîçìîæíûõ
ïåðåìåùåíèé:

N∑
i=1

ai(t, r)δxi +
N∑

i=1

bi(t, r)δyi +
N∑

i=1

ci(t, r)δzi = 0. (2)

Åñëè ñâÿçè íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè t, òî ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïà-
äàþò. Çàïèøåì îñíîâíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè:∑

i

(mi~̈ri − ~Fi)δ~ri = 0. (3)

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t èçâåñòíî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ~ri(t), ~̇ri(t),
íî íåèçâåñòíî óñêîðåíèå ~̈r. Ìû õîòèì ðåøèòü ñëåäóþùóþ ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ çàäà÷ó: â ïðîñòðàíñòâå âñåõ âîçìîæíûõ óñêîðåíèé íàéòè
ðåàëüíîå óñêîðåíèå.

Ïîñêîëüêó ñâÿçè íå íàêëàäûâàþòñÿ íà óñêîðåíèÿ, èñêàòü èõ ìû
áóäåì èç óñëîâèé êèíåìàòèêè, à íå äèíàìèêè. Íî ìû çíàåì, ÷òî
óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, ïðîäèôôå-
ðåíöèðóåì åãî. Ïîëó÷èì

N∑
i=1

ai(t, ~r)ẍi +
N∑

i=1

bi(t, ~r)ÿi +
N∑

i=1

ci(t, ~r)z̈i + Φ(t, ~r, ~̇r) = 0. (4)

Áóäåì îáîçíà÷àòü ðåàëüíûå óñêîðåíèÿ èíäåêñîì (d) ââåðõó (äåé-
ñòâèòåëüíûå), à âîçìîæíûå � èíäåêñîì (µ) (ìûñëèìûå). Òîãäà∑

i

ai(t, r)(ẍ
(µ)
i − ẍ

(d)
i ) + . . .+ 0 = 0, (5)

ò.ê. ñîñòîÿíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâûå. Ò.å. ðàç-
íîñòü ẍ(µ)

i − ẍ
(d)
i óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ, ÷òî è âåêòîð

âîçìîæíîãî ïåðåìåùåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî δ~ri = κ(~̈r (µ)
i − ~̈r

(d)
i ).

Îñâîáîäèì ñèñòåìó îò ñâÿçåé è ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå óñêîðåíèÿ
~̈r
(o)
i = ~Fi/mi. Òîãäà èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïîëó÷èì, ÷òî∑

i

mi(~̈r
(d)

i − ~̈r (o)
i )(~̈r (µ)

i − ~̈r (d)
i ) = 0. (6)
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Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå.

−(
1
2

+
1
2
)m(~̈r (d)

i )2 −m~̈r
(o)

i ~̈r
(µ)

i +m~̈r
(d)

i ~̈r
(µ)

i +m~̈r
(o)

i ~̈r
(d)

i +

+
1
2
m(~̈r (o)

i )2 − 1
2
m(~̈r (o)

i )2 +
1
2
m(~̈r (µ)

i )2 − 1
2
m(~̈r (µ)

i )2 =

=
1
2
m(~̈r (µ)

i − ~̈r (o)
i )2 − 1

2
m(~̈r (d)

i − ~̈r (o)
i )2 − 1

2
m(~̈r (d)

i − ~̈r (µ)
i )2 = 0

Îòñþäà,

1
2
m(~̈r (µ)

i − ~̈r (o)
i )2 =

1
2
m(~̈r (d)

i − ~̈r (o)
i )2 +

1
2
m(~̈r (d)

i − ~̈r (µ)
i )2,

äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè 1
2m(~̈r(d)

i − ~̈r(µ)
i )2 = 0. Ïîëó÷èëè åùå îäíó

çàäà÷ó íà ìèíèìóì:

A =
1
2

∑
i

mi

(
~̈r

(µ)
i − Fi

mi

)2

.

ÌèíèìóìA äîñòèãàåòñÿ íà ~̈r (d)
i � ïðèíöèï Ãàóññà íàèìåíüøåãî

ïðèíóæäåíèÿ.
Çàìå÷àíèå. Ìû èùåì ìèíèìóì ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (5).
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îòêëîíåíèå ìûñëèìîãî äâèæåíèÿ îò

îñâîáîæäåííîãî (íåò íèêàêèõ ñâÿçåé) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà äåé-
ñòâèòåëüíîì óñêîðåíèè. Ýòîò ïðèíöèï ñïðàâåäëèâ òàêæå è äëÿ ñè-
ñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Â.Ì. Ìî-
ðîçîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ ïî òåêñòó, à òàêæå Ò.Ñ. Ñóìèíó è
Þ.Ä. Ñåëþöêîìó çà îôîðìëåíèå ìàòåðèàëà.
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