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hten.H. Helmholtz [145℄ß õîòåë áû çäåñü . . . äàòü ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà,ïîçâîëÿþùåãî ðåøàòü íåêîòîðûå çàäà÷è î ïîòåíöèàëüíûõ�óíêöèÿõ, ðàíåå ïðåäñòàâëÿâøèå çàòðóäíåíèÿ.� �.�åëüìãîëüöÀííîòàöèÿ. �Ê-ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà äâóõ èäåÿõ �åëüìãîëüöà è Êèðõãî�à. Áîëåå 100 ëåò ïîòåíöèàë ýòèõèäåé áûë ñêîâàí òåõíèêîé êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé ïëîñêîñòè ãîäîãðà�à. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îñâîáîæäåí-íûé îò îêîâ ýòîé òåõíèêè, �Ê-ìåòîä èìååò âåñüìà øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ. Ýòî èëëþñòðèðóåòñÿ íàïðèìåðå ñåìè ðàçëè÷íûõ òåì. Ïðåäñòàâëåíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è íåñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè èíååäèíñòâåííîñòè, à òàêæå íåêîòîðûå ÿâíûå êîíñòðóêöèè è �îðìóëû, çàäàþùèå ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé. Ñðåäè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ: �îðìóëû, âûðàæàþùèåçàâèñèìîñòü îò ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè îáòåêàíèè òåëà íåñòàöèîíàðíûìïîòîêîì ñ âèõðåâûìè îñîáåííîñòÿìè; ýêñïîíåíöèàëüíî òî÷íûå âûñîêî÷àñòîòíûå àñèìïòîòèêè; îöåíêà ÊÏÄòóðáèí â îòêðûòîì ïîòîêå; òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷àì î ðàâíîâåñèè ïëàçìû âòîêàìàêå è ïð.ÑîäåðæàíèåÂâåäåíèå............................................................................................................................................. 2� 1. ßâíàÿ �îðìóëà, âûðàæàþùàÿ çàâèñèìîñòü ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò ãåîìåòðèè ïðåïÿò-ñòâèÿ ïðè îáòåêàíèè åãî ïëîñêèì íåñòàöèîíàðíûì ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì ñ âèõðåâûìè îñîáåííî-ñòÿìè 18� 2. Ïðÿìàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàçìû â òîêàìàêå..................................................................... 26� 3. Êîí�îðìíîå σ -èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå çàäàííûõ àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ è âåêòîðíûåïîëÿ, îïðåäåëÿþùèå ýêñïîíåíöèàëüíî òî÷íûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëà-ñà, áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ íà ãðàíèöå.....................................................................................................41 � 4. Îáðàòíàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàçìû â òîêàìàêå................................................................. 48� 5. Çàäà÷à Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà...................................................................................................... 53� 6. Ïëîñêèå òå÷åíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì îòíîøåíèåì ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ íà ñâîáîä-íîé ãðàíèöå...................................................................................................................................................62 � 7. Îáòåêàíèå ïî ñõåìå Êèðõãî�à êðèâîëèíåéíîãî ÷àñòè÷íî àáñîðáèðóåìîãî ïðåïÿòñòâèÿ è îöåí-êà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÊÏÄ òóðáèí â îòêðûòîì ïîòîêå è, â ÷àñòíîñòè, òóðáèíû �îðëîâà 65Ëèòåðàòóðà....................................................................................................................................... 71Îñîáîå çàìå÷àíèå............................................................................................................................. 81
∗×àñòè÷íî ïîääåðæàíî �ÔÔÈ (ãðàíòû 05-01-22001, 07-01-00500)
†Ìåõìàò Ì�Ó; asd�math.msu.su 1



� Ââåäåíèå �Òî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû � ýòî òî÷êè îïîðû â áîëîòå �èçèêè.�Á.Á. Êàäîìöåâ [56℄1. Òî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ýòîé ñòàòüå1, � ýòî òåîðåìû ñó-ùåñòâîâàíèÿ è íåñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íååäèíñòâåííîñòè, à òàêæå íåêîòîðûå ÿâíûåêîíñòðóêöèè è �îðìóëû, çàäàþùèå ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé2 äëÿ ãàðìî-íè÷åñêèõ �óíêöèé.Ïåðâîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà ñòàòüÿ �åëüìãîëüöà [145℄ î �îðìå ïëîñêîé ñòðóè, âû-òåêàþùåé èç ùåëè, ïðîðåçàííîé â îñíîâàíèè ïîëóïëîñêîñòè. Çà íåé ïîñëåäîâàëà ðàçâèâàþùàÿ èäåè�åëüìãîëüöà ïóáëèêàöèÿ Êèðõãî�à [151℄ îá îáòåêàíèè ïðåïÿòñòâèÿ ïëîñêèì ïîòîêîì3. Ýòè ðàáîòûáûëè èíèöèèðîâàíû, â ÷àñòíîñòè, æåëàíèåì ðàçðåøèòü òàê íàçûâàåìûé ïàðàäîêñ Ýéëåðà�Äàëàìáåðàî íóëåâîé ñèëå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè îáòåêàíèè ïðåïÿòñòâèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ4. Â çàäà÷å �åëüì-ãîëüöà î �îðìå ñòðóè òàêèì ïðåïÿòñòâèåì ê ïëîñêîìó ïîòîêó ñëóæèëà ïðÿìàÿ ñ âûáðîøåííûìîòðåçêîì-ùåëüþ, ÷åðåç êîòîðóþ èñòåêàëà ñòðóÿ. Ó Êèðõãî�à ïðåïÿòñòâèåì áûë ñàì ýòîò îòðåçîê,îãèáàåìûé íàáåãàþùèì íà íåãî ïëîñêèì ïîòîêîì.Â ýòèõ ðàáîòàõ �åëüìãîëüö è Êèðõãî� âûäâèíóëè íåñêîëüêî âàæíûõ èäåé. Äâå èç íèõ, ïî-ñóùåñòâó, è ñîñòàâëÿþò �Ê-ìåòîä. Ýòè èäåè �îðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå5.Òðåòüÿ èäåÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ Êèðõãî�ó, íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé (òåõíè÷åñêèé) õàðàêòåð. Îíàñâÿçàíà ñ òàê íàçûâàåìîé ïëîñêîñòüþ ãîäîãðà�à (îò ãð. hodos � ïóòü), ÿâëÿþùåéñÿ ìíîæåñòâîì íàêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðîå êîí÷èê âåêòîðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé ñêîðîñòè
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∂yïðîõîäèò, äâèãàÿñü ïî ïóòè, îïðåäåëÿåìîì òî÷êîé (x, y), ïðîáåãàþùåé âñþ èñêîìóþ îáëàñòü òå÷å-íèÿ.Îñîáîå âíèìàíèå çàñëóæèâàåò âûäâèíóòàÿ â [145℄ èäåÿ �åëüìãîëüöà î äîïóùåíèè ðàçðûâîâ ñêî-ðîñòè òå÷åíèé. Ïî-ñóùåñòâó, ðå÷ü âïåðâûå èäåò íå îá îòäåëüíîì îáîáùåííîì (èìåþùåì ñêà÷îêïðîèçâîäíûõ) ðåøåíèè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (÷òî áûëî ïðåäìåòîì çíàìåíèòîãî ñïîðàÄàëàìáåðà�Ýéëåðà�Ä.Áåðíóëëè�Ëàãðàíæà î çâó÷àùåé ñòðóíå [47, 72℄), à î ïðîñòðàíñòâå îáîáùåí-íûõ ðåøåíèé. Ñàìî íàçâàíèå ñòàòüè �åëüìãîëüöà [145℄ �Î ïðåðûâíîì äâèæåíèè æèäêîñòè�, ò.å. îòå÷åíèè, â êîòîðîì ñêîðîñòü ìîæåò èìåòü ðàçðûâ, îòðàæàåò ýòîò �àêò. Â çàäà÷å îá èñòå÷åíèè ñòðóè(èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â íèæíþþ ÷åðåç îòâåðñòèå â ðàçäåëÿþùèõ èõ ïðÿìîé), �åëüìãîëüö ââåëàïðèîðè èñêîìóþ (íå çàäàííóþ çàðàíåå) çîíó çàñòîÿ, çàïîëíåííóþ íåïîäâèæíîé æèäêîñòüþ. Ýòàçîíà äîïîëíÿåò â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè îáëàñòü, çàíèìàåìóþ âûòåêàþùåé ñòðóåé. Òåì ñàìûì,âîçíèêàåò ðàçðûâ ñêîðîñòè íà èñêîìîé ãðàíèöå ñòðóè, êîòîðàÿ îòäåëÿåò ñòðóþ îò çîíû çàñòîÿ. Ââå-äåíèå òàêîé çîíû íåïîäâèæíîé æèäêîñòè ïîçâîëÿåò âûïèñàòü êîìïåíñèðóþùåå óñëîâèå íà ñâîáîäó1Ýòè ðåçóëüòàòû îãðàíè÷åíû ðàìêàìè àíàëèçà �óíêöèé îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Îäíàêî, íàäåþñü, îíèñìîãóò ïîñëóæèòü òî÷êàìè îïîðû êàê â �áîëîòå �èçèêè�, òàê è ïðè òåñòèðîâàíèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ áîëååñëîæíûõ (íàïðèìåð, òðåõìåðíûõ) çàäà÷.2Ýòîò òåðìèí ââåë Êèðõãî� [151℄. Îáû÷íî ïîä ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïîíèìàåòñÿ çàðàíåå íå çàäàííàÿ ãðàíèöà (èëè÷àñòü ãðàíèöû) èñêîìîãî ìíîãîîáðàçèÿ, àïðèîðíàÿ ñâîáîäà âûáîðà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì êîìïåíñèðóþùèìóñëîâèåì íà èñêîìóþ �óíêöèþ. Ýòà �óíêöèÿ äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà íà èñêîìîì ìíîãîîáðàçèè êàê ðåøåíèå òîéèëè èíîé, íàïðèìåð, äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ áûëà áû êîððåêòíîé áåç óïîìÿíóòîãî êîìïåíñèðóþøåãîóñëîâèÿ, åñëè áû ìíîãîîáðàçèå áûëî �èêñèðîâàííûì.3�åøåíèå ýòèõ çàäà÷ èçëîæåíî âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðà�èÿõ, â òîì ÷èñëå â [9, 10, 59, 158℄.4Â 1768 ãîäó â 5-îì òîìå �Ìàòåìàòè÷åñêèõ çàìåòîê� Äàëàìáåðà (D'Alembert J., Opus
ules math�ematiques, V. 5)ïîÿâèëàñü ðàáîòà, â êîòîðîé áûëî äîêàçàíî îòñóòñòâèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè îáòåêàíèè ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïî-òåíöèàëüíûì ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò, àáñóðäíûé äëÿ ðåàëüíûõ æèäêîñòåé, âåðåíïðè îáòåêàíèè èäåàëüíîé æèäêîñòüþ òåëà ëþáîé �îðìû (ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè â ëþáîì ó÷åáíèêå ãèäðîäèíàìèêè).�àññóæäåíèÿ Äàëàìáåðà, îñíîâàííûå íà ñèììåòðèè, åùå ðàíåå â 1745 ãîäó ïðèìåíèë Ýéëåð â åãî ðàáîòå ïî áàëëèñòèêå(ïîýòîìó è ãîâîðÿò: ïàðàäîêñ Ýéëåðà�Äàëàìáåðà).5Îíè �îðìóëèðóþòñÿ ÷óòü ïîçæå ïî äâóì ïðè÷èíàì: 1) íàäî ïðåäâàðèòåëüíî îáîçíà÷èòü êðóã çàäà÷, ãäå ýòè èäåèìîãóò áûòü ïëîäîòâîðíû; 2) íàäî äàòü íåìíîãî âðåìåíè ÷èòàòåëþ ïîðàçìûñëèòü íàä îáîçíà÷åííûìè âûøå çàäà÷àìèîá îáòåêàíèè, ÷òîáû îí ñìîã ïî äîñòîèíñòâó îöåíèòü �ïðîñòîòó� áàçîâûõ èäåé �Ê-ìåòîäà.2



âûáîðà èñêîìîé ãðàíèöû. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òàê íàçûâàåìîãî èíòåãðàëà Áåðíóëëè
1

2
|−→V (x, y)|2 + p(x, y) = const,óñòàíàâëèâàþùåãî ñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì p è ìîäóëåì ñêîðîñòè |−→V | òå÷åíèÿ, äàâëåíèå ïîñòîÿííîâ çîíå çàñòîÿ, à ïîòîìó è íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå. Ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà èñêîìîé ãðàíèöåñòðóè îãðàíè÷èâàåò (êîìïåíñèðóåò) ñâîáîäó åå âûáîðà è ïîòîìó ïîçâîëÿåò åå íàéòè.Êèðõãî�, ñëåäóÿ èäåå �åëüìãîëüöà [145℄ î ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé,èìåþùèõ ðàçðûâ ñêîðîñòè, ðàññìîòðåë ñõåìó òå÷åíèÿ (íàçûâàåìóþ òåïåðü ñõåìîé Êèðõãî�à), â êî-òîðîé çà ïëàñòèíîé-ïðåïÿòñòâèåì âîçíèêàåò (ïðîñòèðàþùàÿñÿ â áåñêîíå÷íîñòü) çîíà çàñòîÿ. Îïè-ðàÿñü íà äâå áàçîâûå èäåè �Ê-ìåòîäà è ïðèìåíèâ òåõíèêó êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòèãîäîãðà�à, Êèðõãî� ïîêàçàë, ÷òî â ïðåäëîæåííîé èì ñõåìå òå÷åíèÿ ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå îòëè÷-íî îò íóëÿ. Òåì ñàìûì, ïàðàäîêñ Ýéëåðà�Äàëàìáåðà ïîëó÷èë ðàçðåøåíèå. Äðóãèå ñõåìû îáòåêàíèÿ(â ðàìêàõ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé ñ ðàçðûâîì ñêîðîñòè), êîòîðûå ëó÷øå ñîîòâåòñòâîâàëè ýêñïå-ðèìåíòàëüíûì äàííûì, áûëè ðàññìîòðåíû â äàëüíåéøåì ïîñëåäîâàòåëÿìè Êèðõãî�à. Ñðåäè íèõáûëè Ä.Ï. �ÿáóøèíñêèé [171℄, Ä.À. Ý�ðîñ [95℄, Ä. �èëáàðã è Äæ. Ñåððèí [25℄, Ì. Òóëèí [185℄ èìíîãèå äð. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå èäåé �åëüìãîëüöà è Êèðõãî�à âíåñëè Í.Å. Æóêîâ-ñêèé [51℄ è Ñ.À. ×àïëûãèí [92℄. Çíàìåíàòåëüíûìè âåõàìè, ñâÿçàííûìè ñ �Ê-ìåòîäîì, ñòàëè ðàáîòûËåâè-×åâèòà [152℄, Âèëëÿ [188℄, À.È. Íåêðàñîâà [80℄, À. Âàéíøòåéíà [189℄, Ëåðå [155℄, Ì.À. Ëàâðåí-òüåâà [64℄, Ï.ß. Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé [60℄ è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ (ñì., â ÷àñòíîñòè, ìîíîãðà-�èè [9, 10, 19, 26, 29℄ è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).Äâå îñíîâíûå öåëè îáçîðà:1) îáúÿñíèòü, ÷òî òàêîå �Ê-ìåòîä;2) îáîçíà÷èòü øèðîòó åãî âîçìîæíîñòåé.Îáúÿñíåíèå ñâîäèòñÿ ê âûñâîáîæäåíèþ ñóòè ìåòîäà îò ñêðûâàâøèõ åå òåõíè÷åñêèõ íàñëîåíèé.Ñòðóêòóðíàÿ îñîáåííîñòü ñòàòüè òàêîâà: áîëüøàÿ ÷àñòü Ââåäåíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàêñàìîñòîÿòåëüíîå ïîïóëÿðíîå èçëîæåíèå ñóòè �Ê-ìåòîäà. Îíà èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî êíàèáîëåå ïðîñòûì çàäà÷àì, îòíîñÿùèìñÿ ê ïðîáëåìàòèêå ðàâíîâåñíûõ ïëàçìåííûõ êîí�èãóðàöèé.Îñòàëüíûå òåìû îáçîðà ëèøü åäâà îáîçíà÷åíû âî Ââåäåíèè. Îñíîâíîé òåêñò, ïðåäñòàâëåííûé âñåìè ïàðàãðà�àõ, ÿ ñòàðàëñÿ èçëîæèòü, íå îáðåìåíÿÿ ÷èòàòåëÿ áîëåå îáùèìè è/èëè òåõíè÷åñêèòðóäíûìè ðåçóëüòàòàìè. Îòíîñèòåëüíî íèõ ñäåëàíû áèáëèîãðà�è÷åñêèå óêàçàíèÿ. Â êîíöå êàæäî-ãî ïàðàãðà�à ïðèâåäåíû îòêðûòûå âîïðîñû.Â ñòàòüå íåìàëî ïðèìå÷àíèé â âèäå ñíîñîê. Èõ ìîæíî ïðîïóñòèòü áåç îñîáîãî óùåðáà äëÿ ïîíè-ìàíèÿ îñíîâíîãî òåêñòà, ïîñêîëüêó â íèõ äàíû ëèáî êðàòêèå ïðèìå÷àíèÿ èñòîðè÷åñêîãî õàðàêòåðà,ëèáî ðàçúÿñíåíèÿ ïî÷òè î÷åâèäíûõ �àêòîâ, ëèáî, íàîáîðîò, çàìå÷àíèÿ, àäðåñîâàííûå ñïåöèàëèñòó.Â òåêñòå èìåþòñÿ òàêæå ïàññàæè, íàáðàííûå ïåòèòîì. Õîòÿ îíè èìåþò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàê-òåð, ÿ áû íå ñêàçàë, ÷òî èõ ñëåäóåò èãíîðèðîâàòü. Ýòî îòíîñèòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ê Îñîáîìó çàìå÷àíèþ,ïîìåùåííîìó â êîíöå ñòàòüè.2. Åñëè àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò óïîìÿíóòîé âûøå êîíêðåòíîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé �åëüìãîëüöåì6â [145℄, òî çàðîæäåííûé â ýòîé ðàáîòå �Ê-ìåòîä îòíîñèòñÿ (â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè)ê ïëîñêîìó òå÷åíèþ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ òàêèì êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì w = u + iv , äëÿêîòîðîãî âûïîëíåíîÓñëîâèå �åëüìãîëüöà. Îòîáðàæåíèå

w : Ω ∋ z = x+ iy 7→ w(z) = u(x, y) + iv(x, y) ∈ Q (0.1)îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò èñêîìóþ (ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé) îáëàñòü òå÷åíèÿ Ω íà îäíîñâÿçíóþ �èê-ñèðîâàííóþ îáëàñòü Q .Ýòî åñòü õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî òåõ çàäà÷, íàçîâåì èõ �Ê-çàäà÷àìè, êîòîðûå �åëüìãîëüö ïðåä-ëîæèë âíèìàíèþ èññëåäîâàòåëåé7.6�åëüìãîëüö ïîä÷åðêèâàë [145℄, ÷òî îí äàåò ëèøü �íàáðîñîê ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè� çàäà÷ íîâîãî òèïà.7Íà ñàìîì äåëå, �Ê-ìåòîä ïðèìåíèì è â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îáëàñòü Q â (0.1) ìîæåò áûòü ìíîãîñâÿçíîé è/èëè ñçàðàíåå íå çàäàííîé ãðàíèöåé (ñì., â ÷àñòíîñòè, �3 è �4). 3



Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ñàì �åëüìãîëüö íå èìåë âðåìåíè äëÿ ðàçðàáîòêè ïðåäëîæåííîé èì òåìû. Åãî óì ðàáîòàëâî ìíîãèõ íàïðàâëåíèÿõ: �èçèîëîãè÷åñêàÿ îïòèêà è àêóñòèêà, ýëåêòðîäèíàìèêà è òåðìîäèíàìèêà, çàêîí ñîõðàíåíèÿýíåðãèè è ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, òåîðèÿ âèõðåé è ò.ä. Çíà÷èìîñòü åãî ðàáîò â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ áûëà ñòîëüâåëèêà, ÷òî ïîñòîÿííî öèòèðóåìàÿ çäåñü ðàáîòà [145℄ ïðåäñòàâëÿëàñü íà èõ �îíå êàê áû íåçíà÷èòåëüíîé çàìåòêîé(áèîãðà�û óïîìèíàþò î íåé âñêîëüçü, ðàáîòà [145℄ íå âîøëà â ñîáðàíèå [146℄ åãî ñî÷èíåíèé). Ïðèìå÷àòåëüíî îäíîîáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå â êàêîé-òî ìåðå ÿâèëîñü ïðè÷èíîé íåîáû÷àéíîé øèðîòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé �åëüìãîëüöà.Î íåì �åëüìãîëüö ïîâåäàë â çàñòîëüíîé ðå÷è íà ïðàçäíîâàíèè ñâîåãî 70-ëåòèÿ (ïåðåâîä ïî êíèãå À.�. Ñòîëåòîâà,Îáùåäîñòóïíûå ëåêöèè è ðå÷è, ñòð.188, Ìîñêâà, 1902): �Íàñòóïàëî âðåìÿ ïåðåõîäà â óíèâåðñèòåò. Â òó ïîðó �èçèêàåùå íå ñ÷èòàëàñü â ÷èñëå õëåáíûõ çàíÿòèé. Ìîè ðîäèòåëè áûëè âûíóæäåíû æèòü êðàéíå áåðåæëèâî. Îòåö îáúÿâèë,÷òî ìîæåò ïîìî÷ü ìíå â èçó÷åíèè �èçèêè íå èíà÷å êàê ïîä óñëîâèåì, ÷òî ÿ âîçüìó è ìåäèöèíó â ïðèäà÷ó. ß áûëíè÷óòü íå ïðîòèâ òîãî, ÷òîáû èçó÷àòü æèâóþ ïðèðîäó, è ñîãëàñèëñÿ áåç çàòðóäíåíèé�.Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ �åëüìãîëüöà îñóùåñòâëÿåòñÿ, åñòåñòâåííî, ïðè àïðèîðíîì ïðåä-ïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà w = u+ iv . Çàòåì, �Ê-ìåòîäîì (÷òî ýòî òàêîåîáúÿñíåíî ÷óòü íèæå) âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîñëå ýòîãî,íåñêîëüêî ñóæèâàÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, äîïîëíåííûåïîðîé ïðèñóùèìè �Ê-ìåòîäó ÿâíûìè êîíñòðóêöèÿìè èëè �îðìóëàìè,ëèáî, íàïðîòèâ, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî â äàííîé çàäà÷å óñòàíîâëåííûå �Ê-ìåòîäîì íåîáõîäèìûå óñëî-âèÿ íå ðåàëèçóþòñÿ (ò.å. äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû íåñóùåñòâîâàíèÿ).Ïðîâåðèì, ÷òî ê �Ê-çàäà÷å ñâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ Â-çàäà÷à8, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ïðîáëåìå óïðàâ-ëÿåìîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà. Ñ èçó÷åíèÿ Â-çàäà÷è ñîáñòâåííî è íà÷àëèñü èññëåäîâàíèÿ, ïðåä-ñòàâëåííûå â ýòîì îáçîðå.B-çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ òàê. Çàäàíû ÷èñëî M > 0 è ïëîñêàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ Γ, �ãèòàðî-îáðàçíîé� �îðìû (ñì. ðèñ. 1), îãðàíè÷èâàþùàÿ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü S, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñè-òåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x è y . Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü ñóùåñòâóåò ëè â S äâåñïðÿìëÿåìûå êðèâûå, à èìåííî: êðèâàÿ γ1 è êðèâàÿ γ2 , êîòîðûå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíîêîîðäèíàòíûõ îñåé x è y , ïðè÷åìâî-ïåðâûõ, γ1 ãîìåîìîð�íà îêðóæíîñòè, à γ2 = γ+
2 ∪γ−2 ãîìåîìîð�íà äâóì îêðóæíîñòÿì (ò.å.

γk îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ωk, ñîñòîÿùóþ èç k îäíîñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè);âî-âòîðûõ, êàê â îáëàñòè Ω1 = S\(ω1∪γ1), òàê è â îáëàñòè Ω2 = S\(ω2∪γ2) , ò.å. â îáëàñòÿõëåæàùèõ ìåæäó êðèâîé Γ è êðèâûìè γ = γk ïðè k = 1 è k = 2 ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâóåòîïðåäåëåííàÿ â Ωk ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ9 u = uk : Ωk → R , óäîâëåòâîðÿþùàÿ òàêèì ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì10
1) íà Γ : u = M ; 2) íà γ : u = 0, à ∂u/∂ν = I/|γ| , (0.2)ãäå |γ| � íå çàäàííàÿ çàðàíåå äëèíà èñêîìîé êðèâîé γ, à I � �èêñèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿêîíñòàíòà (ïðè íàëè÷èè äâóõ îñåé ñèììåòðèè óäîáíî âçÿòü I = 4 ).Â-çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà â ñâÿçè ñ âûñêàçàííîé â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ãèïîòåçîé î âîçìîæíîñòèóâåëè÷èòü ïëîòíîñòü âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû â ñïåöóñòàíîâêàõ ïîñðåäñòâîì ïîäæàòèÿ ïëàç-ìû â ïðîöåññå äå�îðìàöèè (çà ñ÷åò óïðàâëÿþùèõ òîêîâ) êîíòóðà Γ â ãèòàðîîáðàçíóþ êðèâóþ.Íî îñòàíåòñÿ ëè ïëàçìà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè òàêîé �ãèòàðû�? À ÷òî åñëè ðàâíîâåñíàÿ êîí�èãó-ðàöèÿ ïëàçìû, ðàñïîëîæåííàÿ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè �ãèòàðû�, � íåóñòîé÷èâà è åñòü äðóãàÿ (áîëååóñòîé÷èâàÿ) åå ðàâíîâåñíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, íàïðèìåð, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè11? Âñâÿçè ñ ýòèì, Å.Ï. Âåëèõîâ ïðåäëîæèë ñâîåìó ó÷åíèêó Â.À. Íàìèîòó îòâåòèòü íà ñëåäóþùèé âî-ïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè ïðè îäèíàêîâûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ12 ðàâíîâåñíûå ïëàçìåííûå êîí�èãóðàöèè,8Ýòà Begin-çàäà÷à èäåò îò Âåëèõîâà. Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äàíà ÷óòü íèæå.9Ïîä÷åðêíåì, ÷òî àïðèîðè íåÿñåí íå òîëüêî âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ, íî è âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè êàæäîé èç ýòèõêðèâûõ γ1, γ2 è, ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèé u1, u2 . Íèæå áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû íåñóùåñòâîâàíèÿ è íååäèí-ñòâåííîñòè. Ýòî îäíà èç ïðè÷èí, ïî÷åìó â �îðìóëàõ (0.2) îïóùåí èíäåêñ k, êîòîðûé äîëæåí îòíîñèòñÿ ê �óíêöèè

u = uk, ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé γ = γk . Äðóãàÿ ïðè÷èíà â æåëàíèè íå ïåðåãðóæàòü �îðìóëû èíäåêñàìè.10Çäåñü ∂/∂ν � äè��åðåíöèðîâàíèå âäîëü âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ν . Â ñèëó ñïðÿìëÿåìîñòè êðèâîé γ,íîðìàëü ê íåé îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó. Óñëîâèå (0.2) ïîäðàçóìåâàåò, êîíå÷íî, ÷òî �óíêöèÿ u íåïðåðûâíà âïëîòüäî ãðàíèöû ∂Ωk = γk ∪ Γ îáëàñòè Ωk ; â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u/∂ν îïðåäåëåíà íà γ = γk ïî÷òèâñþäó.11Êàê ïîêàçàíî â [120℄ (ñì. òàêæå �2), â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóþò êðèâûå γ, êîòîðûå íåñèììåòðè÷íû îò-íîñèòåëüíî îäíîé èç îñåé ñèììåòðèè êîíòóðà Γ (íàïðèìåð èìåþòñÿ ðàâíîâåñíûå êîí�èãóðàöèè ïëàçìû, êîòîðûåðàñïîëîæåíà ëèøü â îäíîé èç �ïîëîâèíîê� ãèòàðû).12Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 4
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b)�èñ. 1. Îáëàñòü Ωk (äëÿ k = 1 è k = 2 ) çàêëþ÷åíà ìåæäó çàäàííîé êðèâîé Γ è ëåæàùåé âíóòðèíåå èñêîìîé êðèâîé γk : a) êðèâàÿ γ1 îãðàíè÷èâàåò îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü ω1 ; b) êðèâàÿ γ2 = γ+
2 ∪ γ−2îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ω2 = ω+

2 ∪ ω−
2 , ñîñòîÿùóþ èç äâóõ îäíîñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.îãðàíè÷åííûå êðèâûìè γ , îäíà èç êîòîðûõ ãîìåîìîð�íà îêðóæíîñòè, à äðóãàÿ îáúåäèíåíèþ äâóõîêðóæíîñòåé.Äëÿ �èçèêîâ ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà çàäàííûé âîïðîñ îçíà÷àë áû, ÷òî èäåÿ óäåðæàòü ïëàçìóâ öåíòðàëüíîé ÷àñòè ãèòàðîîáðàçíîé êîí�èãóðàöèè Γ íåñîñòîÿòåëüíà: ðàâíîâåñíàÿ ïëàçìà ìîæåòðàññûïàòüñÿ íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Âåñíîé 1972 ã. Íàìèîò èçëîæèë âîïðîñ Âåëèõîâà íàñåìèíàðå Â.Ô. Äüÿ÷åíêî â Ì�Ó. Ó÷àñòíèêîì ýòîãî ñåìèíàðà áûë àâòîð ýòèõ ñòðîê. Îí è äîëîæèëâ íîÿáðå 1973 ã. ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà íà ñåìèíàðå Á.Á. Êàäîìöåâà è Ì.À. Ëåîí-òîâè÷à â Êóð÷àòîâñêîì èíñòèòóòå. Ïî ïðåäëîæåíèþ Â.Ä. Øà�ðàíîâà èçëîæåíèå äîêëàäà áûëîîïóáëèêîâàíî [119℄ (ñì. òàêæå ðåçþìå [43℄ ñîâìåñòíîãî ñ Ë.Å. Çàõàðîâûì äîêëàäà íà ñåìèíàðå èì.È.�. Ïåòðîâñêîãî). Â äàëüíåéøåì (ñì., â ÷àñòíîñòè, [120℄�[122℄, à òàêæå �2) äëÿ íåêîòîðîãî ñïåöè-àëüíîãî ãèòàðîîáðàçíîãî ñåìåéñòâà êîíòóðîâ Γ = Γa áûëî äàíî ïîëíîå îïèñàíèå (âêëþ÷àÿ òîïîëî-ãè÷åñêóþ ïåðåñòðîéêó è áè�óðêàöèþ13 ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ M è a) âñåõ óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ Â-çàäà÷è êîí�èãóðàöèé γ = γk , à òàêæå òåõ êðèâûõ γ, ãîìåîìîð�íûõ îêðóæíîñòè, êî-òîðûå íåñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îäíîé èç äâóõ îñåé ñèììåòðèè Γ.Ïîÿñíèì ñìûñë óñëîâèÿ
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=

I

|γ| , I = const, (0.3)âõîäÿùåãî â (0.2). Ýòî óñëîâèå êîìïåíñèðóåò ñâîáîäó âûáîðà êðèâîé γ. Åñëè åãî îïóñòèòü, òî äëÿëþáîé �èêñèðîâàííîé êðèâîé γ, ëåæàùåé âíóòðè Γ, íàéäåòñÿ (ïðè÷åì, åäèíñòâåííàÿ) èñêîìàÿ�óíêöèÿ u � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Íî êðèâàÿ γ íå çàäàíà, åå íàäîíàéòè! Òðóäíîñòü â òîì, ÷òî àïðèîðè íåÿñíî äàæå íàñêîëüêî óñëîâèå (0.3) ïîçâîëÿåò ñóäèòü êàê îñóùåñòâîâàíèè êðèâîé γ = γk , òàê è î åå åäèíñòâåííîñòè. Íåñêîëüêî íèæå äàíû îòâåòû, â ÷àñòíîñòè,è íà ýòè âîïðîñû.Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ∂u/∂ν
˛̨
γ
åñòü êîíñòàíòà, óñëîâèå (0.3) ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ïîëíîãî òîêà I, ïðîòåêàþ-ùåãî ïî ïëàçìå ` ñì. ïóíêò iv) â Ïðèìå÷àíèè 12 ´

. Ýòî òàê, ïîñêîëüêó (â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü òàê íàçûâàåìîìöèëèíäðè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè òîêàìàêà; ñì. íèæå (2.17)), �óíêöèÿ u : (x, y) 7→ u(x, y) , ÿâëÿþùàÿñÿ z− êîìïîíåíòîéâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∆u = j(u) â îáëàñòè, ëåæàùåé âíóòðè Γ. (Çäåñüè íèæå ∆ � ýòî îïåðàòîð Ëàïëàñà). ×òî æå êàñàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ ∂u/∂ν
˛̨
γ
= const , òî îíî âûïîëíåíî, íàïðè-ìåð, â ñëó÷àå, êîãäà ïëàçìà, êàê ãîâîðÿò, ñêèíèðîâàíà, ò.å. êîãäà ïî íåé òå÷åò òîëüêî ïîâåðõíîñòíûé òîê j(u) = I

|γ|
δ
˛̨
γ
,ðàñïðåäåëåííûé âäîëü åå ãðàíèöû γ ñ ïëîòíîñòüþ I/|γ|.Óñëîâèå (0.3) ñâÿçàíî, êîíå÷íî, ñ àíàëèçîì ðàçìåðíîñòè (ñì. íèæå óðàâíåíèå (2.6)). Åñëè ïðåíåáðå÷ü ýòîé �èçè-÷åñêîé àðãóìåíòàöèåé è çàìåíèòü óñëîâèå (0.3) íà áîëåå �ïðîñòîå�

∂u/∂ν
˛̨
γ
= C, C = const (0.4)i) êðèâàÿ Γ îäíà è òà æå;ii) îäèí è òîò æå ïîòåíöèàë M ìàãíèòíîãî ïîëÿ (òî÷íåå åãî ïåðåïàä) â �âàêóóìíîé� îáëàñòè Ωk, îòäåëÿþùåéãîðÿ÷óþ ïëàçìó, çàíèìàþùóþ �ïëàçìåííóþ� îáëàñòü ωk ñ ãðàíèöåé γk , îò êðèâîé Γ;iii) îäèí è òîò æå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà â ïëàçìå j : u 7→ j(u) (íàïðèìåð, ñêèíèðîâàííûé òîê, ò.å. ðàñïðåäå-ëåííûé ëèøü íà ãðàíèöå �ïëàçìåííîé� îáëàñòè ω, êàê â ñëó÷àå Â-çàäà÷è) èiv) îäèí è òîò æå ïîëíûé òîê I =

R
S
j(u(x, y)) dxdy (÷åðåç S îáîçíà÷åíî ñå÷åíèå �óíêöèîíàëüíîé êàìåðû, ò.å.îáëàñòü, ëåæàùàÿ âíóòðè Γ = ∂S. )13Ñð. ñ [175℄. 5
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∣∣
γ
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N(s)

Ps

Ω

M0 u
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v

Q = w(Ω)a) b)�èñ. 2. a) Îáëàñòü Ω = Ω(γ) ; N(s) �óãîë ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ν ê Γ â òî÷êå Ps ∈ Γ . b) Îáðàç Qîáëàñòè Ω ïðè îäíîëèñòíîì îòîáðàæåíèè w = u+ iv , ïîä÷èíåííîì óñëîâèþ (0.2).(ò.å. òîãî òèïà, ÷òî �èãóðèðóåò, ê ïðèìåðó, â [31℄), òî âîçíèêíóò ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè äàæå â ñëó÷àå ïîëÿðíîéñèììåòðèè: åñëè Γ � îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, à ρ < 1 � èñêîìûé ðàäèóñ îêðóæíîñòè γ , êîíöåíòðè÷íîé ñ
Γ , òî ïðè C > Me çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ èç óðàâíåíèÿ Cρ ln(1/ρ) = M , íî íå èìååò íè îäíîãîðåøåíèÿ, åñëè C < Me . Ê ñîæàëåíèþ, òàêîãî ðîäà òðóäíîñòè çàäà÷ ñ óñëîâèåì (0.4) èíîãäà íå çàìå÷àþò, êîãäàïðîâîäÿò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû (ñì., íàïðèìåð, [13℄).Âïðî÷åì, òàêèõ òðóäíîñòåé íå âîçíèêàåò, åñëè ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà γ (ãîìåîìîð�íàÿ îêðóæíîñòè) ÿâëÿåòñÿ âíåø-íåé ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé ãðàíèöå Γ . Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîëÿðíîé ñèììåòðèè îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü åñòüñëåäñòâèå òîãî, ÷òî �óíêöèÿ ρ ln(1/ρ) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè ρ > 1 . Àíàëèç ðàçìåðíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùåéýòîìó ñëó÷àþ �èçè÷åñêîé çàäà÷è ïðèâîäèò [108℄ ê óñëîâèþ (0.4) è â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîéðàçðåøèìîñòè [97℄.Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, à òàêæå äðóãèå çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàâíîâåñíûì ïëàç-ìåííûì êîí�èãóðàöèÿì, ïðèâåäåíû â �2 è �4. Òàì æå äàí êðàòêèé îáçîð èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ,âêëþ÷àÿ äîêàçàòåëüñòâà (ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè). Çäåñü æå àêöåíò áóäåò ñäåëàí ëèøüíà îñíîâíûõ ìîìåíòàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñóòè �Ê-ìåòîäà.Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðèì, ÷òî B-çàäà÷à â êàæäîì èç äâóõ ñëó÷àåâ γ = γ1 è γ = γ2 ñâîäèòñÿê �Ê-çàäà÷å, ò.å. ê çàäà÷å, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ñ�îðìóëèðîâàííîå âûøå óñëîâèå �åëüìãîëüöà.Áîëåå òîãî, ïðîâåðèì, ÷òî ê �Ê-çàäà÷å ñâîäèòñÿ èÇàäà÷à 0.1 Çàäàíû ÷èñëî M > 0 è ïëîñêàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ Γ, ãîìåîìîð�íàÿ îêðóæíîñòè(ñì. ðèñ. 2a). Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü ñóùåñòâóåò ëè âíóòðè Γ ãîìåîìîð�íàÿ åé ñïðÿìëÿåìàÿ êðè-âàÿ γ, òàêàÿ, ÷òî â îáðàçîâàâøåéñÿ ìåæäó íèìè êîëüöåâîé îáëàñòè Ω0 íàøëàñü áû ãàðìîíè÷å-ñêàÿ �óíêöèÿ u : Ω0 → R , óäîâëåòâîðÿþùàÿ òàêèì óñëîâèÿì

1) íà Γ u = M ; 2) íà γ u = 0, à ∂u/∂ν = 1/|γ| , (0.5)ãäå |γ| � íå çàäàííàÿ çàðàíåå äëèíà èñêîìîé êðèâîé γ .Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ �åëüìãîëüöà äëÿ çàäà÷è 0.1 âëå÷åò âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿè äëÿ Â-çàäà÷è â òîì ñëó÷àå, êîãäà γ = γ1 .Â [131℄ ðàññìîòðåíà áîëåå îáùàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂u/∂ν
∣∣∣
γ
íå êîí-ñòàíòà (çàâèñÿùàÿ îò äëèíû êðèâîé γ ), à äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ íà γ,ìîäåëèðóþùàÿ òî èëè èíîå ðàñïðåäåëåíèå òîêà â ïëàçìå. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 0.1 [131℄ Çàäà÷à 0.1 ðàçðåøèìà, åñëè ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ Γ âûïóêëà. Ïðè ýòîì èñêîìàÿêðèâàÿ γ îêàçûâàåòñÿ òîæå âûïóêëîé. Êðîìå òîãî, γ àíàëèòè÷íà.Äîêàçàòåëüñòâî íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê �Ê-çàäà÷å.Óñòàíîâèì ýòî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P0 ∈ Γ (ñì. ðèñ. 2a). Îò íåå îòëîæèì â ïîëîæè-òåëüíîì íàïðàâëåíèè íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð s , ò.å. äëèíó äóãè ⌣ P0Ps êðèâîé Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

N(s) óãîë ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ν ê Γ â òî÷êå Ps ∈ Γ . Êðèâàÿ Γ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿòàê íàçûâàåìîé óãëîâîé �óíêöèåé N : [ 0, |Γ|) ∋ s 7→ N(s) .6



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à 0.1 èìååò ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó P0 êðèâóþ l , êîòîðîéêàñàåòñÿ ∇u . Êðèâàÿ l ïåðåñå÷åò14 ñâîáîäíóþ ãðàíèöó γ . Ñäåëàåì ðàçðåç âäîëü êðèâîé l è âîáðàçîâàâøåéñÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω = Ω0 \ l ââåäåì �óíêöèþ v , ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííóþñ u . Ôóíêöèÿ v îïðåäåëåíà 
 òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, à íà êàæäîì áåðåãó ðàçðåçà âäîëü êðèâîé
l îíà ïîñòîÿííà (â ñèëó óñëîâèé Êîøè��èìàíà). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v ≥ 0 è ÷òî íà îäíîì èçáåðåãîâ ðàçðåçà îíà ðàâíà íóëþ. Âûáðàâ òîò (îïðåäåëåííûé ïî÷òè âñþäó) åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûéâåêòîð τ ê (ñïðÿìëÿåìîé) êðèâîé γ , ïðè êîòîðîì ïàðà (τ ,ν) ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà, èïðîèíòåãðèðîâàâ ïðîèçâîäíóþ ∂v/∂τ âäîëü γ (îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ l è γ , â êîòîðîé
v = 0 ), ïîëó÷èì çíà÷åíèå �óíêöèè v íà äðóãîì áåðåãó ðàçðåçà. Îíî, â ñèëó óñëîâèÿ (0.5), ðàâíîåäèíèöå (ò.ê. ∂v/∂τ = ∂u/∂ν ). Ïîëîæèì (ñì. ðèñ. 2b)

Q = {w = u+ iv ∈ C
∣∣ 0 < u < M, 0 < v < 1}. (0.6)Ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèå �åëüìãîëüöà âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ

w : Ω ∋ z = x+ iy 7→ w(z) = u(x, y) + iv(x, y) ∈ Qîäíîëèñòíî15 îòîáðàæàåò èñêîìóþ îáëàñòü Ω ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé γ íà îäíîñâÿçíóþ �èêñèðî-âàííóþ îáëàñòü Q .×òî êàñàåòñÿ B-çàäà÷è â ñëó÷àå γ = γ2 , òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îáëàñòü Ω , êîòîðàÿ åñòüïåðåñå÷åíèå îáëàñòè Ω2 ñ R
2
++

def
= {x > 0, y > 0} . Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w = u+ivîäíîëèñòíî îòîáðàæàåò Ω íà ïðÿìîóãîëüíèê (0.6).Èòàê, ìû ïðîâåðèëè, ÷òî B-çàäà÷à è çàäà÷à 0.1 ñâîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì �Ê-çàäà÷àì.Íî êàê èññëåäîâàòü �Ê-çàäà÷è?Êàê áûëî óæå ñêàçàíî, �åëüìãîëüö è Êèðõãî� ïðåäëîæèëè òðè èäåè äëÿ èõ èçó÷åíèÿ: äâå èç íèõìû íàçâàëè áàçîâûìè, à òðåòüþ òåõíè÷åñêîé. ×óòü íèæå ìû óâèäèì, ÷òî áàçîâûå èäåè ïîçâîëÿþòñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ê íåêîòîðîé çàäà÷å �èìàíà��èëüáåðòà â �èêñèðîâàí-íîé îáëàñòè. Òåõíè÷åñêàÿ èäåÿ (ïðåäëîæåííàÿ, ïî-ñóùåñòâó, Êèðõãî�îì) ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâïîëó÷èòü ðåøåíèå âîçíèêàþùåé çàäà÷è �èìàíà��èëüáåðòà â òàê íàçûâàåìîé çàìêíóòîé �îðìå, ò.å.âèäå èíòåãðàëà èëè, òåì ïà÷å, ÿâíîé �îðìóëû, ñîäåðæàùåé ëèøü ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. Ýòî äàåòâîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü â ýòèõ ñëó÷àÿõ êà÷åñòâåííûé èëè äàæå ÷èñëîâîé îòâåò äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è.Òåõíè÷åñêàÿ èäåÿ ñâÿçàíà ñ òåì èëè èíûì íàáîðîì êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé ïëîñêîñòè ãîäîãðà�à,òî÷íåå, îáëàñòè {ζ = dw/dz, z ∈ Ω}. �àíüøå ýòîò òåõíè÷åñêèé ïðèåì áûë ïðàêòè÷åñêè åäèíñòâåí-íûì ñðåäñòâîì, ïîçâîëÿþùèì çàâåðøàòü àíàëèç íåêîòîðûõ �Ê-çàäà÷. Êîììåíòàðèè ïî ïîâîäó åãîìîäè�èêàöèé â êíèãàõ ïî ãèäðîäèíàìèêå ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî èìåþòñÿ â èçâåñòíîì ó÷åáíè-êå [59℄: �Äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè òå÷åíèÿ z íà ïëîñêîñòü ζ Ëåâè-×èâèòàïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ïåðåìåííîé Êèðõãî�à 1

dw/dz è ïåðåìåííîé Æóêîâñêîãî ln dw/dz|∞
dw/dzêîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ i ln dw/dz �. Îäíàêî òàêàÿ �óñòàðåâøàÿ� òåõíèêà (ìåòîä Êèðõãî�à, ìåòîäÆóêîâñêîãî�Ìèò÷åëÿ, ìåòîä Ëåâè-×åâèòà,. . . ) ïîçâîëÿåò òîëüêî â ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ñëó÷àÿõïðåîäîëåâàòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ñîïóòñòâóþùåé �Ê-ìåòîäó êðàåâîé çàäà÷åé, ÿâëÿþùåéñÿ âîáùåì ñëó÷àå âåñüìà ñïåöè�è÷åñêîé íåëèíåéíîé çàäà÷åé �èìàíà��èëüáåðòà. Åñëè ó÷åñòü ïðè ýòîì,÷òî óïîìÿíóòàÿ òåõíèêà äîëãîå âðåìÿ âîñïðèíèìàëàñü (äàæå ×àïëûãèíûì; ñì. åãî ïðèìå÷àíèå íàñòð. 74 ê ïåðåâîäó ñòàòüè �åëüìãîëüöà [145℄) êàê ãëàâíîå â ðàçâèòèè èñõîäíûõ èäåé �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à è çàòóøåâûâàëà èõ áàçîâóþ ñóòü, òî ñòàíåò ïîíÿòíûì, ïî÷åìó áàçîâûå èäåè �åëüìãîëüöàè Êèðõãî�à êàê áû çàòåðÿëèñü çà èõ òåõíè÷åñêèì îáðàìëåíèåì. À åñëè ó÷åñòü, ÷òî ýòà òåõíèêààáñîëþòíî óñòóïàåò ñîâðåìåííûì âû÷èñëèòåëüíûì ñðåäñòâàì è ìåòîäàì ÷èñëåííîãî àíàëèçà â âî-ïðîñå äîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è �äî ÷èñëà�, òî ñòàíåò ïîíÿòíîé è ïðè÷èíà ÷àñòî âñòðå÷àþùåãîñÿ14Ïðè êîí�îðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè Ω0 íà êîëüöî ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè u ïåðåéäóò â êîíöåíòðè÷åñêèåîêðóæíîñòè, à îáðàç êðèâîé l áóäåò èì îðòîãîíàëåí.15Îäíîëèñòíîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû, îáðàòíîé ê ïðèíöèïó ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö [66℄. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, äî-ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî âïëîòü äî ãðàíèöû îáëàñòè è ãîìåîìîð�íî ñ ñîõðà-íåíèåì îðèåíòàöèè îòîáðàæàåò ãðàíèöó. Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç ëåììû Æèðî-Õîï�à-Îëåéíèê (ñì., íàïðèìåð, [124℄),âëåêóùåé ïîëîæèòåëüíîñòü íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè u ïî÷òè âñþäó íà Γ (èáî â äàííîéçàäà÷å íà Γ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì u) . Ïîñêîëüêó çäåñü ðå÷ü èäåò î ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿè òåîðåìîé Êåëëîããà [66℄. 7



â íàøè äíè ìíåíèÿ, áóäòî èäåè �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à óæå èñ÷åðïàëè ñâîè âîçìîæíîñòè. Îäíà-êî, åñëè àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò òåõíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé èäåé �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à (èãðàâøåé âïðîøëîì âàæíóþ ðîëü), òî ìîæíî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ �Ê-ìåòîäà [123℄,ò.å. ñîáñòâåííî áàçîâûõ èäåé �åëüìãîëüöà è Êèðõãî�à. Ôîðìóëèðîâêà ýòèõ èäåé è èõ ïðîïàãàíäà �öåëü äàííîãî îáçîðà.Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ íåò ðåçîíà îãðàíè÷èâàòü ñåáÿ ðàìêàìè òåõíèêè êîí�îðìíûõ îòîáðà-æåíèé ïëîñêîñòè ãîäîãðà�à â ïîïûòêå ïðîàíàëèçèðîâàòü çàäà÷ó �èìàíà��èëüáåðòà, âîçíèêàþùóþïðè èññëåäîâàíèè �Ê-çàäà÷. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðèéòè ê îïðåäåëåíèþ �Ê-ìåòîäà, êàê ìåòîäà,êîòîðûé îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèåÄâå áàçîâûå èäåè16.Ïåðâàÿ èäåÿ, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííàÿ ñ ñàìèì ïîíÿòèåì �Ê-çàäà÷è, ïðèíàäëåæèò �åëüìãîëü-öó [145℄. Îí âûðàçèë åå ñëåäóþùèì îáðàçîì: �Die bisher gefundenen L�osungen dr�u
ken in der Regel uund v als eine Summe von Gliedern aus, die selbst Fun
tionen von x und y sind. Aber au
h umgekehrtkann man x+ iy als Fun
tion von u+ iv betra
hten und entwi
keln. Âåëè÷èíû u è v ðàññìàòðèâàþòîáû÷íî êàê �óíêöèè ïåðåìåííûõ x è y . Íî ìîæíî, íàîáîðîò, x + iy âûðàæàòü êàê �óíêöèþ îò
u+ iv è ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå â òàêîé �îðìå.�Ñóòü ýòîé èäåè �åëüìãîëüöà ñîñòîèò â ñâåäåíèè �Ê-çàäà÷è ê çàäà÷å â �èêñèðîâàííîé îáëàñòè.�åöåïò, ïîçâîëÿþùèé åå èçó÷èòü, äàåòÂòîðàÿ èäåÿ. Åäâà óëîâèìàÿ â �îðìóëàõ, ïîëó÷åííûõ �åëüìãîëüöåì [145℄, ýòà èäåÿ îò÷åòëèâîñ�îðìóëèðîâàíà Êèðõãî�îì [151℄. Îíà ñîñòîèò â ïðåäëîæåíèè èçó÷àòü â �èêñèðîâàííîé îáëàñòè
Q �óíêöèþ17

A+ iB : Q ∋ w = u+ iv 7→ A(u, v) + iB(u, v)
def
= ln

dz

dw
∈ C, z = x+ iy. (0.7)Íà òî åñòü äâå ïðè÷èíû:1). Èñêîìàÿ îáëàñòü Ω ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè (0.7) êàê ìíîæåñòâî òî÷åê

z = z(w0) +

∫ w

w0

eA(ξ,η)+iB(ξ,η) dζ, w ∈ Q, ζ = ξ + iη. (0.8)2). Ôóíêöèÿ (0.7), íàçîâåì åå �Ê-�óíêöèåé (èëè �óíêöèåé �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à), èìååò ïðî-ñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: âåùåñòâåííàÿ åå ÷àñòü, ò.å. �óíêöèÿ A , ëîêàëüíî åñòü ëîãàðè�ì ðàñòÿ-æåíèÿ, à ìíèìàÿ ÷àñòü, ò.å. �óíêöèÿ B , ëîêàëüíî � ýòî óãîë ïîâîðîòà ïðè îòîáðàæåíèè w : Ω → Q .Ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî �Ê-�óíêöèè ïîçâîëÿåò âûïèñàòü íà îïðåäåëåííûõ ÷àñòÿõ ãðàíèöû
∂Q îáëàñòè Q òå èëè èíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûì íåîáõîäèìî äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âåùåñòâåí-íàÿ èëè ìíèìàÿ ÷àñòü �Ê-�óíêöèè, èëè æå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ýòè �óíêöèè A è B íàñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ∂Q . Åñëè âîçíèêàþùàÿ òàêèì îáðàçîì (âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíàÿ) çàäà-16Èìåííî ýòè èäåè ïîñëóæèëè êëþ÷îì ê ðåøåíèþ ïðåäñòàâëåííûõ â ýòîì îáçîðå çàäà÷, â òîì ÷èñëå è B-çàäà÷è.Êîíå÷íî, âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ÷èòàòåëè (ðå÷ü èäåò î òåõ, êòî ñ ýòèìè èäåÿìè íå áûë ðàíüøå çíàêîì) áåç îñîáûõóñèëèé óâèäÿò ïóòü ê ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷. ×òî æå êàñàåòñÿ ìåíÿ, òî äîëæåí ïðèçíàòü, ÷òî ñàì ÿ âðÿä ëè áû ñìîãñ�îðìóëèðîâàòü áàçîâûå èäåè �Ê-ìåòîäà, åñëè áû â ñâîå âðåìÿ Â.Ô. Äüÿ÷åíêî íå ïîäñêàçàë ìíå, ÷òî â �Ìåõàíèêåñïëîøíûõ ñðåä� Ëàíäàó è Ëèâøèöà [158℄ ðàññìîòðåíà èíòåðåñíàÿ çàäà÷êà ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Åþ îêàçàëàñü óæåóïîìÿíóòàÿ çàäà÷à �åëüìãîëüöà î �îðìå ñòðóè, âûòåêàþùåé èç ùåëè â îñíîâàíèè ïîëóïðîñòðàíñòâà. (Çàìåòèì âñêîáêàõ, ÷òî â 1686 ãîäó ýòó çàäà÷ó î �îðìå èñòåêàþùåé ñòðóè ðàññìàòðèâàë Íüþòîí â Ïðåäëîæåíèè 36 êíèãè IIPrin
ipia Mathemati
a (îïóáëèêîâàííîé â 1687 ã.). Îäíàêî ïîïûòêà Íüþòîíà ðåøèòü ýòó çàäà÷ó îêàçàëàñü íåñîñòîÿ-òåëüíîé (ñì. êîììåíòàðèè À.Í. Êðûëîâà íà ñòð. 436 è 442 â èçäàíèè [81℄). Íåóäà÷à Íüþòîíà, êîíå÷íî, ñâÿçàíà ñ òåì,÷òî åùå íå ðîäèëèñü Ýéëåð, Äàëàìáåð, Êîøè, �èìàí, . . . , êîòîðûì Íüþòîí ïåðåäàë ïðàâî ñîçèäàíèÿ íà �óíäàìåíòååãî Íà÷àë ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà).17Ôóíêöèÿ (0.7) îïðåäåëåíà ââèäó îäíîñâÿçíîñòè Q . Â ñàìîì äåëå, ïðè îòîáðàæåíèè ζ : Q ∋ w 7→ ζ(w)

def
= dz/dw ∈

C∗
def
= C\{0} îáðàç ζ(C) ëþáîé êðèâîé C ⊂ Q , ãîìåîìîð�íîé îêðóæíîñòè, íå îõâàòûâàåò íóëü, ò.ê. èíà÷å, ñòÿãèâàÿ

C â òî÷êó, ïðèéäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ êîí�îðìíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ z : Q → Ω ( 0 /∈ ζ(w) = dz/dw ). Ïîýòîìóîïðåäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ëîãàðè�ìà ln(dz/dw) , êîòîðàÿ è ïðèíèìàåòñÿ çà �óíêöèþ A+ iB .8



÷à (íàçûâàåìàÿ çàäà÷åé �èìàíà-�èëüáåðòà18) ðàçðåøèìà, òî �îðìóëà (0.8) äàåò ðåøåíèå èñõîäíîéçàäà÷è19. Òàêèì îáðàçîì, �Ê-ìåòîä ñâîäèò èñõîäíóþ çàäà÷ó â îáëàñòè Ω ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ê(âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíîé) çàäà÷å �èìàíà-�èëüáåðòà â èçâåñòíîé (�èêñèðîâàííîé) îáëàñòè Q .Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ îïåðàòîðíîãîóðàâíåíèÿ.Òàêèì îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, óðàâíåíèå Âèëëÿ (Villat) [188℄, îòíîñÿùååñÿ ê çàäà÷å îáòå-êàíèÿ êðèâîëèíåéíîãî ïðåïÿòñòâèÿ. Çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü ñëîâà áëàãîäàðíîñòè, êîòîðûå â [155℄ Ëåðå âûðàçèëÂèëëÿ, ïðåäñòàâèâøåìó â ñâîåì ëåêöèîííîì êóðñå 1933 ãîäà åãî äèññåðòàöèþ [153℄. Èìåííî ýòî ïðèçíàíèå ñàìèììýòðîì ïåðâûõ äîñòèæåíèé 26-ëåòíåãî Ëåðå âäîõíîâèëî åãî íà äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ [154℄, êîòîðûå, çàìåòèì,ïîñëóæèëè èìïóëüñîì äëÿ ñîçäàíèÿ òåîðèè ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ Ëåðå�Øàóäåðà [156, 157℄. Â [155℄ Ëåðå îòìå÷àåò,÷òî �óíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðàçðåøèìîñòü êîòîðûõ îí äîêàçûâàåò ñ ïîìîùüþ òåîðèè ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ, ïðè-íàäëåæàò Âèëëÿ. Â �2 ïðèíöèï Ëåðå�Øàóäåðà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîãî àíàëîãàóðàâíåíèÿ Âèëëÿ.3. Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå çàäà÷è 0.1 õàðàêòåðíûé òèï íåëèíåéíûõ çàäà÷ �èìàíà��èëüáåðòà,ñîïóòñòâóþùèõ �Ê-ìåòîäó. Íî ïðåæäå ÷åì ýòî äåëàòü, ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé: òîò, êîãäà
Γ � îêðóæíîñòü, à èñêîìàÿ â ýòîé çàäà÷å êðèâàÿ γ � òîæå îêðóæíîñòü20, ïðè÷åì êîíöåíòðè÷íàÿ ñ
Γ . Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

u : r 7→ u(r) = C ln r +Måñòü �óíêöèÿ ïîëÿðíîãî ðàäèóñà r ∈ [ρ, 1], ãäå èñêîìûé ðàäèóñ îêðóæíîñòè γ îïðåäåëÿåòñÿ ïî�îðìóëå ρ = exp (−2πM), ÷òî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé C ln ρ+M = 0, 2πC = 1 .�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó 0.1 â îáùåé ñèòóàöèè. Ïðèìåíèì �Ê-ìåòîä. Âûøå �îðìóëîé (0.7)áûëà îïðåäåëåíà �óíêöèÿ �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à A+ iB = ln(dz/dw) â ïðÿìîóãîëüíèêå Q .Çàìåòèì, ó÷èòûâàÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë �óíêöèé A è B, ÷òî
B(M,v) = N(s(v)), 0 < v < 1, (0.9)ãäå N � óãëîâàÿ �óíêöèÿ êîíòóðà Γ, äðóãèìè ñëîâàìè, N(s) � óãîë ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþê Γ â òî÷êå Ps ∈ Γ (ñì. ðèñ. 2), à s(v) � äëèíà äóãè ⌣ P0Ps , ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ�óíêöèè v, ò.å.
s(v) =

∫ v

0
eA(M,v) dη, s(1) = |Γ| . (0.10)Âñïîìíèì, ÷òî u

∣∣
γ

(0.5)
= 0, ∂u/∂ν

∣∣
γ

(0.5)
= const . Îòñþäà |dw/dz

∣∣
γ
| = const (â ñèëó óñëîâèé Êîøè-�èìàíà). Òåì ñàìûì

A(0, ·) = const. (0.11)Ïîýòîìó (îïÿòü òàêè â ñèëó óñëîâèé Êîøè-�èìàíà)
∂uB(u, v)

∣∣
u=0

= 0 , (0.12)Êðîìå òîãî, èç î÷åâèäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ñì. ðèñ. 2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè îáõîäå ïîýêâèïîòåíöèàëüíîé ëèíèè u ∈ (0,M) îò áåðåãà ðàçðåçà, ñîîòâåòñòâóþùåãî v = 0, äî äðóãîãî áåðåãàðàçðåçà, ãäå v = 1, �óíêöèÿ B ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå 2π , ò.å.
B(u, 1) = B(u, 0) + 2π, ïðè 0 < u < M. (0.13)Î÷åâèäíî òàêæå ðàâåíñòâî

Bv(u, v)
∣∣
v=0

= Bv(u, v)
∣∣
v=1

ïðè 0 < u < M, (0.14)18Íåêîòîðûå ëèíåéíûå çàäà÷è �èìàíà-�èëüáåðòà õîðîøî èçó÷åíû; ñì., íàïðèìåð, [24, 27℄. Çàñëóæèâàåò ïðèñòàëü-íîãî âíèìàíèÿ ðàáîòà [7℄, â êîòîðîé ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è �èìàíà��èëüáåðòà ñ êóñî÷íî-ã¼ëüäåðîâûìè êîý��èöèåíòàìè è óñëîâèÿìè ðîñòà ðåøåíèÿ, âêëþ÷àÿ íîâîå, óäîáíîå äëÿ âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíèåðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòîâ. ßðêîå ïðèìåíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ê àêòóàëüíîé ïðèêëàä-íîé ïðîáëåìå ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [6℄.19Êîíå÷íî, ïðè óñëîâèè, ÷òî �îðìóëà (0.8) îïðåäåëÿåò îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå. Ýòî íàäî ïðîâåðÿòü îòäåëüíî.20Â �2 ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à 0.1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Èç ýòèõ óñëîâèéñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà Γ � îêðóæíîñòü, à îáëàñòü Ω0 èìååò äâå âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûå îñè ñèììåòðèè, êðèâàÿ
γ íåîáõîäèìî äîëæíà áûòü îêðóæíîñòüþ, êîíöåíòðè÷íîé ñ Γ .9



u = ∗

Ω

v = 1 v = 0 P0

Ps

x

y
ν

N(s)

∗

B = 0 M0 u

1
B = π B = π/2

v

Bu = 0 B = N(s(v))∆B = 0 ¢ Q = w(Ω)a) b)�èñ. 3. a) Îáëàñòü Ω = Ω(γ) ; N(s) - óãîë ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ν ê Γ â òî÷êå Ps ∈ Γ ∩ R2
++ .b) Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà äëÿ A+iB â Q = w(Ω) , ãäå w = u+iv � îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå

Ω íà Q , ïîä÷èíåííîå óñëîâèþ (0.16); s(v) =
∫ v

0 e
A(M,η) dη, s(1) = |Γ| .êîòîðîå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ A(u, 0) = A(u, 1), âûðàæàþùåãî ðàâåíñòâî äëèí äóã âäîëü îáîèõ áåðåãîâðàçðåçà, ïåðåñåêàåìûõ îäíèìè è òåìè æå ýêâèïîòåíöèàëüíûìè ëèíèÿìè u (èáî ëîêàëüíî A åñòüëîãàðè�ì ðàñòÿæåíèÿ).Êðàåâàÿ çàäà÷à (0.9)�(0.14) â îáëàñòè Q äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè B (êîòîðàÿ ñâÿçàíà íåëè-íåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (0.9)�(0.10) ñ ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííîé ñ íåé �óíêöèåé A ) � ýòî è åñòüòà õàðàêòåðíàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà, êîòîðàÿ ñîïóòñòâóåò �Ê-ìåòîäó.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà Γ åñòü îêðóæíîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, N(s) = 2πs , ðåøåíèå î÷åâèäíî:

B(u, v) = 2πv . Ïîýòîìó A(u, v) = A0 + 2πu , ãäå A0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî γÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, êîíöåíòðè÷íîé ñ Γ . Åå ðàäèóñ ρ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé
|γ| =

∫ 1

0
eA0 dv, |Γ| =

∫ 1

0
eA0+2πM dv. (0.15)Åñëè |Γ| = 2π , òî ýòî äàåò óæå îòìå÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò ρ = e−2πM .Â �2 ïðåäñòàâëåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è (0.9)�(0.14). Òàì æå äîêàçûâàåòñÿ àíà-ëîã òåîðåìû 0.1 äëÿ îáëàñòè, èìåþùåé äâå îñè ñèììåòðèè.4. Ïðîèëëþñòðèðóåì âîçìîæíîñòè �Ê-ìåòîäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì íåñóùåñòâîâàíèÿ.Çàäà÷à 0.2 îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è 0.1 òîëüêî òåì, ÷òî êðèâàÿ γ èùåòñÿ â êëàññå êðèâûõ, ãî-ìåîìîð�íûõ îáúåäèíåíèþ äâóõ îêðóæíîñòåé (êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò âíå äðóãîé).Èññëåäóåì çäåñü ýòó çàäà÷ó �Ê-ìåòîäîì ïðè òàêîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè: îáëàñòü Ω0 ,ëåæàùàÿ ìåæäó Γ è γ , ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé x è y . Â ýòîì ñëó÷àåäîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òó ÷àñòü îáëàñòè Ω0 , êîòîðàÿ ëåæèò â R

2
++

def
= {x > 0, y > 0} . Îáîçíà÷èìåå ÷åðåç Ω (ñì. ðèñ. 3a).Äëÿ óäîáñòâà èçìåíèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåííîé ñèììåòðèåé íîðìèðîâêó â óñëîâèè (0.5),çàïèñàâ ýòî óñëîâèå â âèäå21

u
∣∣
Γ
= M, u

∣∣
γ
= 0, ∂u/∂ν

∣∣
γ
= 4/|γ|. (0.16)Òîãäà â îáëàñòè Q = {0 < u < M, 0 < v < 1} , ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì îäíîëèñòíîãî îòîáðàæåíèÿ

w = u+ iv , îïðåäåëåíà, ñîãëàñíî (0.7), �óíêöèÿ �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à A+ iB . Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç
⋆ ÷èñëî u(0, 0) , ïîëó÷èì, ó÷èòûâàÿ (àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó) ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà �óíêöèè
A+ iB , çàäà÷ó �èìàíà-�èëüáåðòà, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3b.Óäèâèòåëüíî (è â ýòîì îäíî èç ïðîÿâëåíèé ñèëû �Ê-ìåòîäà), ÷òî ïðîâåäåííûé çäåñü ñ ïîìî-ùüþ �Ê-ìåòîäà ñòîëü ïðîñòîé àíàëèç çàäà÷è 0.2 ïîçâîëÿåò íåîæèäàííî ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùóþòåîðåìó î íåðàçðåøèìîñòè.21Êîíå÷íî, ïðè òàêîé íîðìèðîâêå èìååì: s(1) = |Γ|/4. 10



B̂ = 0 M0 u

1
B̂ = π

v

B̂u = 0 B̂ = π/2∆B̂ = 0 ¢ Q

�èñ. 4. Çàäà÷à äëÿ �óíêöèè B̂.Òåîðåìà 0.2 [34℄ Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñèììåòðèè îáëàñòè Ω0 çàäà÷à 0.2 íå èìååòðåøåíèÿ, åñëè22
0 ≤ N(s) ≤ π/2 ïðè s ∈ [0, 1], ò.å. ïðè Ps ∈ Γ ∩ R

2
++. (0.17)

♥ 23 Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì �Ê-îòîáðàæåíèå
z(w) = z(0) +

∫ w

0
exp(A+ iB) dw , w ∈ Q.Çàìåòèì, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü z(iv) ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåãðàëó

J(v) =

∫ v

0
cosB(0, η)dη, (0.18)òî÷íåå,

ℑz(iv) = cJ(v), ãäå c = eA(0,v) (0.11)
= const > 0, v ∈ [0, 1]. (0.19)Èç î÷åâèäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ñì. ðèñ. 3a) 
 íåîáõîäèìîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî åñëè çàäà-÷à 0.2 èìååò ðåøåíèå, òî ℑz(i) = 0 ⇔ J(1) = 0 . Íî, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì,

J(1) > 0, åñëè 0 ≤ N(s) ≤ π/2 ïðè s ∈ [0, 1]. (0.20)Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì �óíêöèþ B̂ êàê ðåøåíèå çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 4.Â ñèëó èìåþùåéñÿ çäåñü ñèììåòðèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ∫ 1
0 cos B̂(0, η)dη = 0 , à â ñèëó ïðèíöèïàìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé, 0 ≤ B(0, η) < B̂(0, η) ≤ π . Ïîòîìó, ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîåóáûâàíèå êîñèíóñà íà èíòåðâàëå (0, π) , ïîëó÷àåì

0 =

∫ 1

0
cos B̂(0, η)dη <

∫ 1

0
cosB(0, η)η,÷òî âëå÷åò íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî (0.20), ò.å. ïðîòèâîðå÷èå íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ J(1) = 0 . ��Ôèçè÷åñêàÿ� èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåìû 0.2 òàêîâà: ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (â ÷àñòíî-ñòè, åñëè Γ � âûïóêëûé êîíòóð) ðàâíîâåñíàÿ (ñêèíèðîâàííàÿ) ïëàçìà, îõâàòûâàåìàÿ ñâîáîäíîéãðàíèöåé γ , íå ìîæåò ðàçâàëèòüñÿ íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ñóùåñòâîâàíèå æå îäíîñâÿçíîéïëàçìåííîé êîí�èãóðàöèè (ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ) äîêàçàíî â �2, à ñ áîëüøèìè ïîäðîáíî-ñòÿìè â [34℄ è [122℄. Áîëåå òîãî, òàì æå (à òàêæå â [43, 119, 121℄) è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè â [5℄,ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ âîçìîæíà ðàçðåøèìîñòü êàê çàäà÷è 0.1, òàê22Îòìåòèì çäåñü ñðàçó æå, ÷òî çàäà÷à 0.1, íàïðîòèâ, ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (ñèììåòðèè îáëàñòè Ω0 è óñëî-âèè (0.17)) èìååò ðåøåíèå (ñì. �2). Óñëîâèå (0.17), êîíå÷íî, ñëàáåå òðåáîâàíèÿ âûïóêëîñòè. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîé÷åòâåðòè R

2
++ êîíòóð Γ ïåðåñåêàåòñÿ ëþáîé âåðòèêàëüþ èëè ãîðèçîíòàëüþ ëèøü îäèí ðàç.23Èíîãäà íà÷àëî è êîíåö äîêàçàòåëüñòâ îòìå÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òàêèìè ñèìâîëàìè: ♥ è � .11



è çàäà÷è 0.2, ÷òî äàåò, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûéÅ.Ï. Âåëèõîâûì.Îáñóæäàâøèåñÿ çäåñü çàäà÷è 0.1 è 0.2, à òàêæå èõ îáîáùåíèÿ â [5℄ è [131℄ èìåþò îòíîøåíèå êòàê íàçûâàåìîé ïðÿìîé çàäà÷å î ðàâíîâåñèè ïëàçìû â òîêàìàêå. Áîëåå äåòàëüíî îá ýòîé, à òàêæå îçíà÷èòåëüíî áîëåå âàæíîé è òðóäíîé îáðàòíîé çàäà÷å î ðàâíîâåñèè ïëàçìû ñêàçàíî, ñîîòâåòñòâåííî,â �2 è â �4.5. Â �3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè òåõ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé, çàäàííûõ â ïëîñêîéîáëàñòè, êîòîðûå áûñòðî îñöèëëèðóþò íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè. Ýòà çàäà÷à èçó÷àëàñü â òîé èëèèíîé ìåðå â ðàçíûõ ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå, è â çàìåòêå [35℄, íàïèñàíèå êîòîðîé áûëî èíèöèèðîâàíîâîïðîñîì, íà êîòîðûé ìîå âíèìàíèå îáðàòèëà Î.À. Îëåéíèê. Â �3 äàåòñÿ ðàçâåðíóòîå èçëîæåíèåòîé ÷àñòè ýòîé çàìåòêè, êîòîðàÿ èìååò îòíîøåíèå ê �Ê-ìåòîäó. Èñõîäíàÿ èäåÿ âåñüìà ïðîñòà. Îíàîïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî âñå ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè �óíêöèè, ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîñòàáèëèçèðóþùåéñÿ ïðè îòõîäå îò ãðàíèöû âãëóáü îáëàñòè. Ïîýòîìó åñëè äëÿ çàäàííîé îñöèëëÿöèèãðàíè÷íîãî ñëåäà ýòîé ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè àñèìïòîòèêà èçâåñòíà â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü
Ω åñòü äèñê (êðóã) D, òî àñèìïòîòèêà â ëþáîé äðóãîé, ñêàæåì, îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ìîæåòáûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ òàêîãî êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèãðàíè÷íûõ îêðåñòíîñòåé äèñêàè ýòîé îáëàñòè Ω, êîòîðîå èçîìåòðè÷íî òðàíñ�îðìèðóåò ãðàíèöû äèñêà D è îáëàñòè Ω (áóäòî áûýòè ãðàíèöû ∂D è ∂Ω ñäåëàíû èç íåðàñòÿæèìîé ãèáêîé ïðîâîëî÷êè).ßñíîå äåëî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîäëèí ãðàíèö ∂D è ∂Ω, à òàêæå àíàëèòè÷íîñòü êðèâîé Γ = ∂Ω. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèèýòèõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, �Ê-ìåòîä ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå ÿâíûå �îðìóëûäëÿ òàêîãî ðîäà îòîáðàæåíèé.Âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Î.À. Îëåéíèê, èìåë îòíîøåíèå (ñð. ñ ïðîáëåìîé, èçëîæåííîé â [50℄ íàñòð. 38) ê ïîñòðîåíèþ ðàâíîìåðíîé âïëîòü äî ãðàíèöû îáëàñòè Ω ⋐ R

2 äîñòàòî÷íî òî÷íîé àñèìï-òîòèêè ïðè ε→ 0 äëÿ ðåøåíèÿ Uε ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è
∆Uε

∣∣∣
Ω
= 0 ,

(
Uε + λ

∂Uε
∂ν

) ∣∣∣∣
Ps∈Γ=∂Ω

= fε(s) . (0.21)Çäåñü λ = const ≥ 0, ∂/∂ν � äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âíåøíåé íîðìàëè ê Γ . �ðàíèöà Γ îáëàñòè
Ω ⋐ R

2 (äëÿ ïðîñòîòû, îäíîñâÿçíàÿ) ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé24. Åå äëèíà |Γ| ðàâíà 2π . Òî÷-êà Ps ∈ Γ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åé íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì ãðàíèöû (ò.å. äëèíîéäóãè âäîëü Γ ). ×òî êàñàåòñÿ �óíêöèè fε, òî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò, ïî êðàéíåé ìåðå, ñëåäóþùèåäâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1. Íà îêðóæíîñòè T = {eiθ
∣∣ θ ∈ R/(2πZ)} çàäàíà áûñòðî îñöèëëèðóþùàÿ �óíêöèÿ

fε : T ∋ eiθ 7→ f (Mσ(θ)) =
∑

k≥1

(
ak cos k

σ(θ)

ε
+ bk sin k

σ(θ)

ε

)
,êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ âåëè÷èíàìè:1) ïàðàìåòðîì ε = 1/(2πM) ñ M ∈ N,2) àíàëèòè÷åñêèì àâòîìîð�èçìîì σ îêðóæíîñòè T è, âîîáùå ãîâîðÿ,3) îáîáùåííîé25 �óíêöèåé f ∈ Hβ(T), ãäå β = α− 1/2 − signλ , à α ≥ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∑

k≥1

k2β
(
|ak|2 + |bk|2

)
<∞.24Ê ýòîìó ñëó÷àþ ñâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè, êîãäà ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé. Ñòðîÿùååñÿ ñïîìîùüþ �Ê-ìåòîäà íåêîòîðîå ïîëå òðàíñâåðñàëåé ê ãðàíèöå, ïîçâîëÿåò âûäåëèòü òàêóþ îêðåñòíîñòü óãëîâîé òî÷êèãðàíèöû, â êîòîðîé ìîæíî âûïèñàòü ýêñïîíåíöèàëüíî òî÷íóþ àñèìïòîòèêó äëÿ èññëåäóåìîé �óíêöèè.25 ×åðåç Hs(M) îáîçíà÷åíî ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè M ñ ïîêàçàòåëåì ãëàäêîñòè

s ∈ R. (ñì., íàïðèìåð, [124℄). Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç êëàññà îáîáùåííûõ �óíêöèé àáñîëþòíî �èçè÷íî:íà ãðàíèöå Γ âîâñå íå ïîòî÷å÷íî èçìåðÿþò çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ∂u/∂ν ðåøåíèÿ u ñòàöèîíàðíîãîóðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, à òåïëîâîé ïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó â ïðåäåëàõ ëîêàëèçàöèè, îïðåäåëÿåìîé èçìåðèòåëü-íûì ïðèáîðîì. Èíà÷å ãîâîðÿ, èçìåðÿþò èíòåãðàë R
Γ
ϕ∂u/∂ν dΓ , ãäå ϕ � ýòî δ -îáðàçíàÿ (êîëîêîîáðàçíàÿ) ïðîáíàÿ�óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð. Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò î çàäàíèè ìåð íà ãðàíèöå Γ. Ýòà òî÷-êà çðåíèÿ âûðàæåíà â ðàáîòå [18℄, ïîñëóæèâøåé (ïî ñëîâàì Ý. Ìàäæåíåñà) èìïóëüñîì äëÿ èçâåñòíûõ èññëåäîâàíèéÆ.-Ë. Ëèîíñà è Ý. Ìàäæåíåñà ïî íåîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì çàäà÷àì (ñì., íàïðèìåð, [73, 159℄).12



Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∫Γ f(s) ds = 0.Ñëó÷àé 2.
fε : Γ ∋ s = (x, y) 7→ fε(s) = F (x/ε, y/ε) , (0.22)ãäå �óíêöèÿ F ∈ L2(R2) íå÷åòíà ïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó è (1,1)-ïåðèîäè÷íà, ò.å.

F
(
(−1)jx, (−1)ky

)
= (−1)j+kF (x, y) è F (x+ j, y + k) = F (x, y) ∀j, k ∈ Z . (0.23)Ïîíÿòíî, ÷òî ê ýòîìó ñëó÷àþ ñâîäèòñÿ âîïðîñ î ðåøåíèè îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíå-íèÿ Ïóàññîíà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âèäà G(x/ε, y/ε), ãäå �óíêöèÿ G ∈ Hs(R2) ñ ïîêàçàòåëåì ãëàäêîñòè

s > −1/2 òàêæå, êàê è F, íå÷åòíà ïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó è (1,1)-ïåðèîäè÷íà. Â �3 íà ïðèìåðåäâóçíà÷íîé �óíêöèè F ∈ L2(T2) îáîçíà÷åíî ñâåäåíèå ñëó÷àÿ 2 ê ñëó÷àþ 1. ×òî æå êàñàåòñÿ ñëó-÷àÿ 1, òî äëÿ íåãî ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêñïîíåíöèàëüíî áëèçêîå ïðèáëèæåíèå uε : Ω → R êðåøåíèþ çàäà÷è (0.21), ò.å. òàêîå, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖uε − Uε‖Hα(Ω) ≤ Cαe

−τ/ε, ãäå τ > 0 . (0.24)Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìàëîñòü ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó â ïîëó÷åííîé îöåíêå äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæå-íèÿ � îäíî èç îòëè÷èé äàííîé àñèìïòîòèêè îò òðàäèöèîííûõ (ñâÿçàííûõ, ñêàæåì, ñ ðåêóððåíòíûìèðàçëîæåíèÿìè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó). Â òðàäèöèîííûõ � ïîðÿäîê ìàëîñòè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæå-íèÿ çàâèñèò îò ÷èñëà ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò çàâèñåòüîò ãëàäêîñòè ãðàíè÷íîé �óíêöèè. À â äàííîì ñëó÷àå, àñèìïòîòèêà ïðåäúÿâëåíà äàæå äëÿ îáîáùåí-íûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç Hβ(Γ) ñ β > −1/2 (ò.å. ïî÷òè âïëîòíóþ ê ìàêñèìàëüíîìó êëàññó âøêàëå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ èìååòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è). Îò-ìåòèì òàêæå, ÷òî â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ ïîñòðîåíèé îöåíêà ïîãðåøíîñòè äàåòñÿ â íàèáîëååñèëüíîé íîðìå, â êîòîðîé îãðàíè÷åíî ñàìî ðåøåíèå. Ïðè÷èíà òàêèõ ðàçëè÷èé ðàñêðûâàåòñÿ â �3.Âêðàòöå, îíà ñâÿçàíà ñ äâóìÿ �àêòàìè:1) ñóùåñòâóåò ïîëå òðàíñâåðñàëåé πΓ ê àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöå Γ , âäîëü êîòîðîãî â íåêîòîðîìñìûñëå (ðàñêðûâàåìîì â �3) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âãëóáü îáëàñòè çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íîé �óíêöèè;2) ïîëå πΓ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåøåíèþ íåêîòîðîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, à ýòà çà-äà÷à íåêîððåêòíà ïî Àäàìàðó (ïîëå πΓ íåóñòîé÷èâî äàæå îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêèõ âîçìóùåíèéãðàíèöû).Òðàäèöèîííûå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê (â òîì ÷èñëå è â ìîèõ ðàáîòàõ [32, 33℄) ýòè �àêòû èã-íîðèðóþò. Íî êîãäà èõ ìîæíî ó÷åñòü, âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû.�ëàâíûé âûâîä (ðàäè íåãî ñîáñòâåííî è íàïèñàí �3) ñîñòîèò, íà ìîé âçãëÿä, â ñëåäóþùåì: ïðè ïî-ñòðîåíèè àñèìïòîòèê ïîäîáíîãî ðîäà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõóðàâíåíèé åñòü ðåçîí ïîïûòàòüñÿ íàéòè íåêîòîðûé àíàëîã ïîëÿ πΓ, ïðåäïîëàãàÿ ãðàíèöó îáëàñòèêóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé (èìåííî òàêîâ êëàññ ãðàíèö ó áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ çàäà÷). Çàòåì, ñ ïîìî-ùüþ ïîñòðîåííîãî ïîëÿ òðàíñâåðñàëåé ìîæíî ïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü áîëåå êà÷åñòâåííóþ àñèìïòîòèêó.Â ïóíêòå 6 ïàðàãðà�à 3 èçëîæåí âàðèàíò òàêîé êîíñòðóêöèè äëÿ äâóìåðíîãî êâàçèëèíåéíîãî ýë-ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà. ×òî æå êàñàåòñÿ îáîáùåíèé íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, òî ìíåíå óäàëîñü çäåñü õîòü êàê-òî ïðîäâèíóòüñÿ26. Âïðî÷åì, âîçìîæíî, âòîðîé èç èçëîæåííûõ â çàìåò-êå [35℄ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.21) ìîæåò ïîìî÷ü íàéòè êëþ÷ ê òàêîìóîáîáùåíèþ. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî óñïåõ ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî â [19, 186, 21℄ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê â ñèíãóëÿðíî äå�îðìèðóåìûõ îáëàñòÿõ.Â �3 îòìå÷åíî òàêæå ïðîñòîå ñëåäñòâèå ïðåäëîæåííîãî â çàìåòêå [35℄ ìåòîäà. Îíî êàñàåòñÿ (âîç-ìîæíî, íåîæèäàííîãî äëÿ ñïåöèàëèñòîâ) ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷èäëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòÿõ ñ ñèëüíî ãî�ðèðîâàííîé ãðàíèöåé. Õîòÿ çäåñü ðå÷ü èäåò òîëü-êî î ïëîñêèõ îáëàñòÿõ è óðàâíåíèè Ëàïëàñà, îäíàêî â îòëè÷èå îò âñåõ (èçâåñòíûõ ìíå) ðàáîò ïî26Êîíå÷íî, ëþáàÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïðèãðàíè÷íàÿ îêðåñòíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òàêîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò, â êîòîðîé îíà áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðèãðàíè÷íîé îêðåñòíîñòüþ êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè è ïðè òàêîé çàìåíå ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè ïðåîáðàçîâûâàëàñü áû èçîìåòðè÷íî. Îäíàêî òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî ñðåäèòàêèõ çàìåí êîîðäèíàò íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà, â êîòîðîé èñõîäíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò êàíîíè÷åñêèéâèä, ïîçâîëÿþùèé â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âûïèñàòü â ýòîé ïðèãðàíè÷íîé îêðåñòíîñòè ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ðå-øåíèÿ, õîòÿ, êîíå÷íî, ìîæíî ïîñòðîèòü òðàäèöèîííûå ðåêóððåíòíûå �îðìóëû àñèìïòîòèêè (ñî ñòåïåííîé îöåíêîéîñòàòêà â íîðìå, áîëåå ñëàáîé îòíîñèòåëüíî òîé ñèëüíîé íîðìû, â êîòîðîé îãðàíè÷åíî ðåøåíèå).13



àñèìïòîòèêå ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â ( n -ìåðíûõ, n ≥ 2 ) îáëàñòÿõ ñ ñèëüíî ãî�ðèðîâàííîéãðàíèöåé27, ïðåäëàãàåìàÿ â �3 àñèìïòîòèêà ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî òî÷íîé, ò.å. îíà ýêñïîíåíöè-àëüíî áëèçêà ê ðåøåíèþ (â ñìûñëå àíàëîãè÷íîì îöåíêå (0.24)), ïðè÷åì â íàèáîëåå ñèëüíîé íîðìå,â êîòîðîé îãðàíè÷åíî ñàìî ðåøåíèå.6. �àññìàòðèâàåìàÿ â �5 çàäà÷à Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà îòíîñèòñÿ ê òîìó êðóãó çàäà÷ ñî ñâîáîäíîéãðàíèöåé, ãäå ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá ýâîëþöèè îáëàñòè ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòèïðè íàëè÷èè òîãî èëè èíîãî èñòî÷íèêà äâèæåíèÿ (è, âîçìîæíî, ïðè íàëè÷èè ïðåïÿòñòâèÿ íà ïóòèýòîãî òå÷åíèÿ). Ýòîò êðóã çàäà÷ èìååò íåîáû÷àéíî ìíîãî âàæíûõ ïðèëîæåíèé. Çäåñü, íàïðèìåð,ïðîáëåìà íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé æèäêîñòè, âêëþ÷àÿ ïðîáëåìóöóíàìè (ñì., â ÷àñòíîñòè, [49, 132℄). Çäåñü è ïîòåíöèàëüíûå òå÷åíèÿ äâóõ æèäêîñòåé ðàçíîé âÿçêîñòè,ðàçäåëåííûõ îäíà îò äðóãîé äâèæóùåéñÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Òàêèå ãðàíèöû ïîäâåðæåíû ïîðîéïðè÷óäëèâûì ãåîìåòðè÷åñêèì ý��åêòàì, íàïðèìåð, ïðîíèêíîâåíèåì òàê íàçûâàåìûõ �ÿçûêîâ�[61℄,èëè èíà÷å ãîâîðÿ, �ïàëüöåâ� [173℄ îäíîé æèäêîñòè â ñðåäó äðóãîé æèäêîñòè.Â ðÿäå ðàáîò, â ÷àñòíîñòè, â [115, 116, 178℄ ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû àñèìïòîòè÷åñêîãî è ÷èñ-ëåííîãî àíàëèçà ýâîëþöèè �ÿçûêîâ� (�ïàëüöåâ�). Îòâåò íà âîïðîñ î ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäîïëåêå ýòîãîÿâëåíèÿ îáîçíà÷åí (íà îñíîâå ðàáîò [15, 36, 38℄, [125℄�[129℄) â ïóíêòå 3 ïàðàãðà�à 5. Äàííûé âîïðîñðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü â ðàìêàõ äâóìåðíîé îäíî�àçíîé28 çàäà÷è Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà. Ýòî åñòü çà-äà÷à î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè â òàê íàçûâàåìîé ÿ÷åéêå (ñì. íèæå) Õèëå-Øîó29 èëè î òå÷åíèè âñðåçå ïîðèñòîé ñðåäû [60℄. Çàäà÷à Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà è êàê çàäà÷à,îïèñûâàþùàÿ ðàçíîîáðàçíûå òåõíîëîãè÷åñêèå, à òàêæå áèîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû (âêëþ÷àÿ íåêðîçîïóõîëè), è äàæå ïðîöåññ âûáîðà îïòèìàëüíîãî âðåìåíè ðåàëèçàöèè îïöèîíà (ñì. áèáëèîãðà�èþâ [83℄).Ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷è äîâîëüíî ÷àñòî ñòàëè íàçûâàòü çàäà÷àìè î òå÷åíèèÕèëå-Øîó, èëè ïðîñòî çàäà÷åé Õèëå-Øîó ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ýòîò òåðìèí âîøåë â îáèõîä ñ ñå-ðåäèíû 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áëàãîäàðÿ, ïðåæäå âñåãî, çàìå÷àòåëüíî ñûãðàííîé êîìàíäå àíãëè-÷àí, âîçãëàâëÿâøåéñÿ äî íåäàâíåãî âðåìåíè íûíå åå ïî÷åòíûì êàïèòàíîì Äæ.�. Îêåíäîíîì. Èìåííîýòà êîìàíäà ñ åå âûäàþùèìñÿ çàùèòíèêîì (íûíåøíèì êàïèòàíîì) Ñýìîì Õàóèñîíîì, �îðâàðäîìÑ. �è÷àðñîíîì ïðî÷íî âïèñàëà ñ ïîäà÷è ëåãèîíåðà Á.Ó. Òîìñîíà èìÿ ñâîåãî ñîîòå÷åñòâåííèêà ââîðîòà èñòîðèè àíãëèéñêîé íàóêè30.Âîò êàê îïèñûâàåò À.Í. Êðûëîâ (â ïðåäèñëîâèè ê ïåðâîìó èçäàíèþ êíèãè [77℄) èñõîäíóþ ïðåäûñ-òîðèþ ýòîé èñòîðèè: �. . . ÿ íåâîëüíî âñïîìíèë âåñåííåå ñîáðàíèå Îáùåñòâà êîðàáåëüíûõ èíæåíåðîââ 1898 ã. Íà ýòîì ñîáðàíèè ïðî�. Hele-Shaw ïîêàçûâàë â ïåðâûé ðàç ñâîé ïðèáîð, êîòîðûì ïðî-åêòèðóåòñÿ íà ýêðàí ñ óäèâèòåëüíîé îò÷åòëèâîñòüþ ñòðóéíîå òå÷åíèå æèäêîñòè è ïîêàçûâàåòñÿîáòåêàíèå ýòèìè ñòðóÿìè ðàçíîãî ðîäà ïðåïÿòñòâèé. . . �. Òî, ÷òî ïðèáîð Õèëå-Øîó ïðåäíàçíà÷åí,êàê ïèøåò Ëàìá [68℄, äëÿ äåìîíñòðàöèè �ïðåêðàñíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðîâåðîê �îðì ëèíèé òîêà27ß áëàãîäàðåí �.Ï. Ïàíàñåíêî, ïðèñëàâøåãî ìíå îòòèñê îäíîé èç ïîñëåäíèõ ðàáîò íà ýòó òåìó; â ýòîé ðàáîòå [166℄äàíû òàêæå óêàçàíèÿ íà èñòîðèþ (äîñòàòî÷íî äîëãóþ) èññëåäîâàíèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷.28Åñëè âÿçêîñòè æèäêîñòåé ñèëüíî ðàçíÿòñÿ, òî ïîèñê îòâåòà íà ïîäîáíûå âîïðîñû çà÷àñòóþ ðàçóìíî èñêàòü, ïðè-íÿâ ðàâíûì áåñêîíå÷íîñòè îòíîøåíèå âÿçêîñòåé äâóõ æèäêîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíî�àçíîé, àèìåííî, ê òå÷åíèþ áîëåå âÿçêîé æèäêîñòè â íåêîòîðîé èñêîìîé îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, êîòîðàÿ ïîä÷èíåíàêèíåìàòè÷åñêîìó è òîìó èëè èíîìó äèíàìè÷åñêîìó óñëîâèþ. Åñòü íåìàëî âàæíûõ ïðèìåðîâ äàæå òàêèõ óïðîùåííûõìîäåëåé è äàæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå.29Çäåñü ÿ ñëåäóþ òðàíñêðèïöèè �àìèëèè àíãëèéñêîãî èíæåíåðà Hele-Shaw, êîòîðîé ïðèäåðæèâàëàñü Ï.ß. Êî÷è-íà [60℄. Íàïèñàíèå ¾Õèëå¿ (â ñèëó óäàðíîãî ¾è¿, ìÿãêîãî ¾ë¿ è íå óäàðíîãî ¾å¿) ñîîòâåòñòâóåò è òîé ðåêîìåíäà-öèè, êîòîðóþ ìíå íà ìîé çàïðîñ ëþáåçíî ïðèñëàë Õàóèñîí (Howison): �I think Hele-Shaw was English � but Britishis a safe des
ription! His �rst name would be Hili in Russian. But the british ¾h¿ is less aspirated than the russianone [the one that looks like an ¾x¿ in handwriting℄�. ß òàêæå, ñëåäóÿ êëàññèêó [60℄, ïèøó Õàóèñîí, õîòÿ âñòðå÷à-þòñÿ èíûå íà÷åðòàíèÿ: Õîâèñîí, Õåâèñîí, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïèøóò Óèëüÿì èëè Âèëüÿì Øåêñïèð, è êàê âîÔðàíöèè ïèøóò Petrov èëè Petro�. Êñòàòè, ÿ êîãäà-òî íà÷èíàë ïèñàòü ýòîò îáçîð â èñêëþ÷èòåëüíî áëàãîïðèÿòíûõóñëîâèÿõ, íàõîäÿñü â ãîñòÿõ èìåííî ó ñåìåéñòâà Petro� (îá ýòîé çàìå÷àòåëüíîé �ðàíöóçñêîé ñåìüå òåïëî îòçûâà-åòñÿ Çåëèêèí â ñâîèõ �Ïóòåâûõ è íåïóò¼âûõ çàìåòêàõ ñ àòîìíîé íà÷èíêîé�, ïîìåùåííûõ íà îáùåäîñòóïíîì ñàéòåhttp://www.
aravan.ru/ ∼ remizov/index.html, ãäå ÷èòàòåëü (ÿ óâåðåí) íàéäåò äëÿ ñåáÿ ìíîãî èíòåðåñíîãî: î ðîëè ìà-òåìàòèêîâ â ãåðîè÷åñêîé áîðüáå ïðîòèâ ïîâîðîòà ðåê â �îññèè, îá èñòîðèè ðóññêîé èêîíû,...).30Ïàðàäîêñ â òîì, ÷òî ñàìè îñíîâíûå ïðîïàãàíäèñòû ýòîãî òåðìèíà îòìå÷àþò â [83℄ �ÿâíóþ íåóìåñòíîñòü òàêîãî íà-èìåíîâàíèÿ�. Ïå÷àëüíî-ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ ïîáóäèëà ìåíÿ íàïèñàòü Îñîáîå çàìå÷àíèå, êîòîðûì çàâåðøàåòñÿýòà ñòàòüÿ. 14



M0(0, 0)M3(−h, 0)

v = −1
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M2(t− h, ρ) M1(1, ρ)
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~ν
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u

v

w = u+ iv

−µ µ

−1

1

Q = w(Ωγ)

Ωγ

u = µu = −µ

γ = γ+

γ−

�èñ. 5. a) Îáëàñòü Ω = Ωγ ; N(s) - óãîë ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ν ê Γ â òî÷êå Ps ∈ γ . b) Ïðÿ-ìîóãîëüíèê Q = w(Ω) � ýòî îáðàç îáëàñòè Ω ïðè îäíîëèñòíîì îòîáðàæåíèè w = u + iv, ïîä÷èíåííîìóñëîâèþ (0.26).äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ñòàöèîíàðíîãî áåçâèõðåâîãî ïëîñêîãî äâèæåíèÿ�, ïîêàçàë â òîì æå 1898 ã.Ñòîêñ â ïðèëîæåíèè ê çàìåòêå Õèëå-Øîó [144℄ (ñì. òàêæå [180℄).Îñíîâíûì ýëåìåíòîì ïðèáîðà Õèëå-Øîó ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ÿ÷åéêà èç äâóõ ñòåêëÿííûõïëàñòèí, â óçêîì ïðîñâåòå ìåæäó êîòîðûìè äâèæåòñÿ âÿçêàÿ æèäêîñòü, íàïðèìåð, ãëèöåðèí. Îïðå-äåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ýâîëþöèÿ ïÿòíà òàêîé æèäêîñòè â ðåçóëüòàòå ïîäâîäà (èëè, íà-îáîðîò, îòâîäà) ãëèöåðèíà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â îäíîé èç ïëàñòèí. Âîçäóõ, îêðóæàþùèéãëèöåðèí â ïðèáîðå Õèëå-Øîó (èëè, ñêàæåì, âîäà, îêðóæàþùàÿ íå�òü â ñðåçå íå�òåíîñíîãî ïëà-ñòà,31 ), � ýòî òà æèäêîñòü, êîòîðàÿ èìååò ïðåíåáðåæèìî ìàëóþ âÿçêîñòü. Â èäåàëèçàöèè, êîòîðóþïðåäëîæèë Ë.Ñ. Ëåéáåíçîí [71℄ (â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îá ýâîëþöèè êîíòóðà íå�òåíîñíîñòè), ýòà âÿçêîñòüðàâíà íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿíñòâó äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå ïÿòíà (áîëåå âÿçêîé) æèäêîñòè.7. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèìåðîâ çàäà÷è î ïëîñêîì ñòàöèîíàðíîì ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè (èëè, â äðóãîé èíòåðïðåòàöèè, î ñòàöèîíàðíîì òåïëîâîì ïîòîêå) ñ ìèíèìàëü-íûì îòíîøåíèåì ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñêîðîñòè íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå γ, â ïàðàãðà�å6 âêðàòöå èçëàãàåòñÿ òà ÷àñòü ðàáîòû [40℄, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà çàäà÷å, âîçíèêøåé â ÀÍÒÊ (àâèàöè-îííîì íàó÷íî-òåõíè÷åñêîì êîìïëåêñå) èì. À.Í. Òóïîëåâà. Ýòà çàäà÷à32 áûëà ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîéîáëåäåíåíèÿ ýëåìåíòîâ êîðïóñà ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ.Ñóòü äåëà ñâîäèëàñü ê ïîèñêó òàêîé (ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 5a) îäíîñâÿçíîé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé îáëàñòè Ωγ , îãðàíè÷åííîé îòðåçêàìè M3M0 ,M1M2 è êðèâûìè γ = γ+ è γ− , äëÿêîòîðîé áûëà áû ìèíèìàëüíà ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà
Φ(γ) = max

P∈γ

∣∣∣∣
dw

dz
(P )

∣∣∣∣
/

min
P∈γ

∣∣∣∣
dw

dz
(P )

∣∣∣∣ , (0.25)ãäå w = u + iv � òàêîå îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè Ω = Ωγ ⊂ C íà ïðÿìîóãîëüíèê Q =
{|u| < µ, |v| < 1} , êîòîðîå ïîä÷èíåíî óñëîâèþ

u = ±µ íà γ±, v = −1 íàM3M0 è v = 1 íàM1M2 , (0.26)31Äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè (íàïðèìåð, íå�òè) è åå ãðàíèöû â ñðåçå ïîðèñòîé ñðåäû (íå�òåíîñíîãî ïëàñòà)îïèñûâàåòñÿ òåìè æå óðàâíåíèÿìè, ÷òî è â ïðèáîðå Õèëå-Øîó, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî çàêîíó Äàðñè, ñêîðîñòü òå÷åíèÿâ ïîðèñòîé ñðåäå ïðîïîðöèîíàëüíà ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ.32Ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãèå ïîäîáíûå çàäà÷è. Âîò äâà ïðèìåðà: 1) çàäà÷à î âûáîðå òàêîé �îðìû èñêðèâëåíèÿ(âûçâàííîãî òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðè÷èíàìè) ïëîñêîãî êàíàëà, ïðè êîòîðîì íà ñòåíêàõ êàíàëà ìèíèìàëüíî îòíîøåíèåýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè; 2) çàäà÷à î òîé �îðìå ïîðèñòîéñòðóêòóðû (ñêàæåì, êàòàëèòè÷åñêîãî �èëüòðà), ïðè êîòîðîé ìèíèìàëüíî îòíîøåíèå ýêñòðåìàëüíûõ îòêëîíåíèé îò(äîïóñòèì, ðàâíîìåðíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ÷åðåç èñêîìóþ (ñâîáîäíóþ) ÷àñòü ãðàíèöû ýòîé ïîðèñòîé ñòðóêòóðû.Êîíå÷íî, �Ê-ìåòîä ïðèìåíèì è ê çàäà÷àì ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé íà ýêñòðåìóì, íàïðèìåð, äè��åðåíöèðóåìûõ (ò.å.áîëåå ïðîñòûõ) �óíêöèîíàëîâ. Îäíà èç òàêèõ çàäà÷ (èìåþùàÿ îòíîøåíèå ê âîïðîñó î ÊÏÄ òóðáèíû â îòêðûòîìïîòîêå) ïðåäñòàâëåíà â �7 è ñîîòâåòñòâóåò âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû [40℄.15



ãäå êðèâàÿ γ = γ+ ñîåäèíÿåò òî÷êè M0 = (0, 0), M1 = (1, ρ) , à öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ åé êðèâàÿ
γ− � òî÷êè M2 = (1 − h, ρ) è M3 = (−h, 0) . Çäåñü h = hγ � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îòçàäàííîãî ïàðàìåòðà µ è êðèâîé33 γ.Åñëè çåðêàëüíî îòðàçèòü îáëàñòü Ωγ îòíîñèòåëüíî îòðåçêîâ M3M0 , M1M2 è ïîñëåäîâàòåëüíîòàê îòðàæàòü âîçíèêàþùèå îáëàñòè, òî ïîëó÷èòñÿ êðèâîëèíåéíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîëîñêà ¾øèðèíû¿
h . Åå ïîëóïåðèîä ðàâåí ρ . Ïî òàêîé ïîëîñêå, âûðåçàííîé èç �îëüãè, ìîæíî ïðîïóñòèòü ýëåêòðè-÷åñêèé òîê J = ∇v . Ïðè ïðîõîæäåíèè òîêà ïî ïîëîñêå �îëüãè â íåé âîçíèêàåò òåïëîâîé ïîòîê. Âòî÷êå P0 ∈ Ω âåëè÷èíà ýòîãî òåïëîâîãî ïîòîêà ïðîïîðöèîíàëåíà |∇u(P0)| . �àññìîòðèì â Ω êðèâî-ëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ν, τ) , ïîðîæäåííóþ ãðàäèåíòàìè �óíêöèé u è v . Ôóíêöèÿ ∂u/∂νãàðìîíè÷íà â Ωγ è íåïðåðûâíà â åå çàìûêàíèè. Ïîýòîìó ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêàäîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöå ïîëîñêè. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî ñîêðàòèòü ðèñê ïåðåãîðàíèÿïîëîñêè �îëüãè, íóæíî òàê ïîäîáðàòü êðèâóþ γ , ÷òîáû íà (ïîðîæäåííîé åþ) ãðàíèöå ïîëîñêè�îëüãè, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ , áûëà ìèíèìàëüíà ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

Φ(Γ) = max
P∈Γ

|∇u(P )|
/

min
P∈Γ

|∇u(P )|. (0.27)Óòî÷íåíèå êëàññîâ êðèâûõ Γ , íà êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ýòà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, äàíî â �6.Òàì æå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ìîìåíòû ïðîâåäåííîãî â [40℄ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîé
Γ̂, äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (0.27). Êðîìå òîãî, â �6 ïðèâîäèòñÿ âûâîä �îðìóëû, ïðåä-ñòàâëÿþùåé êðèâóþ Γ̂, è ïðåäúÿâëåíà àñèìïòîòèêà Φ(Γ̂) ïðè µ→ 0.8. Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî îäíîé èç ñîñòàâëÿþùåé óñïåõà â ðàçðåøåíèè ïàðàäîêñà Ýéëåðà�Äàëàìáåðàÿâèëîñü ïðåäëîæåíèå �åëüìãîëüöà [145℄ äîïóñòèòü íàëè÷èå ðàçðûâîâ ñêîðîñòè ïîòåíöèàëüíîãî òå-÷åíèÿ. Ýòî ñìåëîå ïðåäëîæåíèå áûëî ðàçâèòî â äàëüíåéøåì Ô¼ïïëåì, ×àïëûãèíûì è äð. Êàê ïîêà-çûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ïî ñòðóéíûì è êàâèòàöèîííûì òå÷åíèÿì, äîïóùåíèå îñîáåííîñòåéñêîðîñòè òå÷åíèÿ, îñíîâàííîå íà èäåàëèçàöèè âèçóàëüíûõ íàáëþäåíèé, ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâäîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàòü òå÷åíèÿ ðåàëüíûõ (îáëàäàþùèõ âÿçêîñòüþ) íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé,îñòàâàÿñü ïðè ýòîì â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

d~V (t;x(t), y(t))

dt
=
(
−∇x,y p(t;x, y) + ~F (t;x, y)

)∣∣∣
x=x(t), y=y(t)

. (0.28)Çäåñü, êàê îáû÷íî, ~V (t;x, y) , p(t;x, y) è ~F (t;x, y) � ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, äàâëåíèåè ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå, èìåþùåé äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x, y) .×åðåç (x(t), y(t)) îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòû â ìîìåíò âðåìåíè t òîãî öåíòðà ýëåìåíòàðíîãî îáúåìàæèäêîñòè, êîòîðûé ïðè t = 0 íàõîäèëñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x(0), y(0)) .Èäåÿ �åëüìãîëüöà î äîïóùåíèè îñîáåííîñòåé ñêîðîñòè ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ â �1.Â íåì â ðàìêàõ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (0.28) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû, êîòîðûåìû î�îðìèì, êàêÇàäà÷à 0.3 Êàêîâî âëèÿíèå íà âèõðåâîé ñëåä, âîçíèêàþùèé çà îáòåêàåìûì òåëîì, òåõ óïðàâëÿ-þùèõ ïàðàìåòðîâ (çàâèñÿùèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, îò âðåìåíè), êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñîáòåêàåìûì òåëîì34? Ìîæíî ëè âûðàçèòü ÿâíîé �îðìóëîé çàâèñèìîñòü ëîáîâîãî ñîïðîòèâëå-íèÿ îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ?Â êà÷åñòâå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî ïðèìåðà, â �1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü òå óïðàâëÿþùèå ïàðà-ìåòðû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âàðüèðîâàòü �îðìó òåëà. Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñàìîé ïðî-ñòåéøåé èç ðàññìîòðåííûõ â [41℄ ñõåì âèõðåâîãî ñëåäà çà îáòåêàåìûì ïðåïÿòñòâèåì.Â �7 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îáòåêàíèè ïðåïÿòñòâèÿ, êîòîðîå ÷àñòè÷íî àáñîðáèðóåò íàáåãàþùèé ïîòîê; ïðè ýòîì,â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ �èãóðèðóþò êàê �îðìà êðèâîëèíåéíîãî ïðåïÿòñòâèÿ S = S(t) , òàê è íàïðàâëåíèå âåêòîðà33Ïðè çàäàííîì µ òàêîå h = hγ ñóùåñòâóåò, åñëè ïðè óìåíüøåíèè h (äî òåõ ïîð ïîêà γ è γ
−

íå ñîïðèêîñíóòñÿ)èíòåãðàë I(h, γ) =
R

γ
(∂u/∂ν) dγ , ðàâíûé v(M1) − v(M0) , ïðåâûñèò çíà÷åíèå 2 . Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàë I(h, γ)íåïðåðûâíî çàâèñèò îò h è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè h → ∞ . Îòìåòèì, ÷òî åñëè h ìîæíî óìåíüøàòü äî íóëÿ, òî

sup(h,γ) I(h, γ) = ∞ .34Äåëü�èíû ãîâîðÿò, ÷òî èì óäàëîñü íàéòè òî ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò óìåíüøàòü âèõðåâîé ñëåäè, òåì ñàìûì, óìåíüøàòü ñèëó ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ëþäè òîæå õîòÿò ýòîìó íàó÷èòüñÿ (ñì., íàïðèìåð, �33 â [67℄).16



ñêîðîñòè íà åãî ãðàíèöå Γ = Γ(t) . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà óïðàâëåíèÿ âçÿò ìîäóëü ñêîðîñòè35íà Γ = ∂S , òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü Q (ñì. �1), íà êîòîðîé îïðåäåëåíà �óíêöèÿ �åëüìãîëüöà-Êèðõãî�à, èìååòñâîáîäíóþ ãðàíèöó, õàðàêòåðèçóåìóþ çàäàííûì ìîäóëåì ñêîðîñòè.9. Çàäà÷à, êîòîðàÿ çàâåðøàåò îáçîð, áûëà èíèöèèðîâàíà ïóáëèêàöèÿìè [136℄�[138℄ íà òåìó îöåíêèìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÊÏÄ òóðáèí, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ óñòàíîâêè â îòêðûòîì ïîòîêå ðåê,îêåàíñêèõ ïðèëèâîâ è òå÷åíèé (íàïðèìåð, òàêèõ, êàê Gulf Stream).Òóðáèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåïÿòñòâèå äëÿ ïîòîêà. Îäíàêî, åñëè ñîïðîòèâëåíèå, êîòîðîå òóðáèíà îêàçûâàåòïîòîêó, ñëèøêîì ìàëî, òî ïîòîê ïî÷òè áåñïðåïÿòñòâåííî ïðîñà÷èâàåòñÿ è íå îòäàåò áîëüøóþ ÷àñòü ñâîåé ýíåðãèè íàâðàùåíèå òóðáèíû. Åñëè æå ñîïðîòèâëåíèå ïîòîêó ñëèøêîì âåëèêî, òî ïîòîê ñòðåìèòñÿ îáîéòè òóðáèíó-ïðåïÿòñòâèå(òàê êàê â îòêðûòîì ïîòîêå íåëüçÿ çàñòàâèòü íàáåãàþùèé ïîòîê ïîëíîñòüþ ïðîõîäèòü ÷åðåç òóðáèíó). Êàêîâà æåçîëîòàÿ ñåðåäèíà? Åå èñêàëè ìíîãèå èíæåíåðû. Îêàçàëîñü, ÷òî òóðáèíû òèïà ïðîïåëëåðà ý��åêòèâíåå èíûõ. Îä-íàêî ó òóðáèíû-ïðîïåëëåðà åñòü íåäîñòàòîê: íåðàâíîìåðíîñòü îêàçûâàåìîãî ïîòîêó ñîïðîòèâëåíèÿ âäîëü ðàäèóñàïðîïåëëåðà. Â êàêîé-òî ìåðå ýòîò äå�åêò îòñóòñòâóåò â êîíñòðóêöèè �îðëîâà [139, 140℄. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òîÊÏÄ òóðáèíû �îðëîâà âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè êîíñòðóêöèÿìè. Íî êàêîâ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ÊÏÄ ëþáîéòóðáèíû â îòêðûòîì ïîòîêå âíå çàâèñèìîñòè îò åå êîíñòðóêöèè? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ñëåäóåò ðàññìîòðåòüòóðáèíó, êàê ïðåïÿòñòâèå (ñ òîé èëè èíîé ãåîìåòðèåé), êîòîðîå ñíàáæåíî ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ óãëàìè âõîäà ïîòîêàâ ñàìî ïðåïÿòñòâèå. Äàëåå, íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü äîëþ îòáèðàåìîé (àáñîðáèðóåìîé) ó ïîòîêà ýíåðãèè, âàðüèðóÿãåîìåòðèþ ïðåïÿòñòâèÿ è óãëû âõîäà â íåãî ïîòîêà.�àçâèâàÿ ïðåäëîæåííûé â [136℄�[138℄ ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ ýòîãî âîïðîñà, â êîòîðîé òóðáèíàëþáîé êîíñòðóêöèè çàìåíÿåòñÿ ÷àñòè÷íî àáñîðáèðóåìûì ïðåïÿòñòâèåì (îòáèðàþùèì, òåì ñàìûì,÷àñòü ýíåðãèè ïîòîêà), ÿ ïðåêðàñíî îñîçíàâàë, ÷òî íåñìîòðÿ íà âåñüìà ñóùåñòâåííîå îáîáùåíèåïðåäëîæåííîé ðàíåå ìîäåëè (íå ïëàñòèíà, îðòîãîíàëüíàÿ ñèììåòðè÷íîìó ïîòîêó, à äîñòàòî÷íî ïðî-èçâîëüíàÿ ãåîìåòðèÿ êðèâîëèíåéíîãî ïðåïÿòñòâèÿ, íå îäèí âàðüèðóåìûé óãîë âõîäà òå÷åíèÿ â ÷à-ñòè÷íî àáñîðáèðóåìîå ïðåïÿòñòâèå, à âåñüìà îáùåå ðàñïðåäåëåíèå òàêèõ óãëîâ), òåì íå ìåíåå, ýòîáîëåå îáùàÿ çàäà÷à âñå åùå ñëèøêîì ñõåìàòè÷íî ìîäåëèðóåò ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ. Ñóùåñòâåííûåäå�åêòû ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè òàêîâû: ñòàöèîíàðíîñòü òå÷åíèÿ, îòñóòñòâèå âèõðåâûõ îñîáåííî-ñòåé, êàâèòàöèîííîå îáòåêàíèå. Æåëàíèå óñòðàíèòü ýòè äå�åêòû è ïîáóäèëî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó, ñðàññìîòðåíèÿ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ â �1 ýòîò îáçîð.Òàêîâà ñâÿçü ìåæäó α è ω îáçîðà. Èõ ðàçâèòèþ, à òàêæå ðàçâèòèþ è ðàñøèðåíèþ ïðåäñòàâëåí-íîãî â îáçîðå �àë�àâèòà� (ïîêà èç ñåìè �íîò�-ïàðàãðà�îâ), íàäåþñü, ïîìîãóò ïðèâîäèìûå â êîíöåêàæäîãî ïàðàãðà�à ïåðå÷íè îòêðûòûõ âîïðîñîâ. ×àñòè÷íî îíè ñíàáæåíû êîììåíòàðèÿìè.Åñòü è îäèí îáùèé âîïðîñ: êàê îáîáùàòü �Ê-ìåòîä íà äâóìåðíûå ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû? Âîç-ìîæíî, çäåñü öåëåñîîáðàçíî íå ïðÿìîå îáîáùåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òàê íàçûâàåìûì ïðîèçâîäíûìñèñòåìàì Ì.À. Ëàâðåíòüåâà [65℄ (ê ñîæàëåíèþ, êàê ïðàâèëî, ïðè÷óäëèâî íåëèíåéíûì), à èçó÷å-íèå ëèíåéíûõ (èëè ìåíåå ýêçîòè÷íûõ íåëèíåéíûõ) ñèñòåì ýòîãî òèïà äëÿ �óíêöèé, îáîáùàþùèõ�Ê-�óíêöèþ w = u+ iv 7→ A(u, v) + iB(u, v) , à çàòåì óæå ðàññìîòðåíèå òåõ (áûòü ìîæåò, íåáåçûí-òåðåñíûõ íîâûõ) çàäà÷ â �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z = z(w) , êîòîðûå áóäóò åé ñîîòâåòñòâîâàòü.10. Áëàãîäàðíîñòè. Ïðåæäå âñåãî ÿ áëàãîäàðåí Â.Ô. Äüÿ÷åíêî, èíòóèöèþ è ñàìîáûòíîñòü êîòîðîãîâûñîêî îöåíèëè åùå â 50-ûå ãîäû À.Ä. Ñàõàðîâ è È.Ì. �åëü�àíä. Ýòè åãî êà÷åñòâà ìíå òîæå ïî-ñ÷àñòëèâèëîñü îùóòèòü: èìåííî Âëàäèìèð Ôåäîòîâè÷ îáðàòèë ìîå âíèìàíèå íà çàäà÷ó �åëüìãîëüöàî �îðìå èñòåêàþùåé ñòðóè, ÷òî è äàëî íà÷àëüíûé èìïóëüñ ê èññëåäîâàíèÿì, ïðåäñòàâëåííûì â ýòîìîáçîðå.�ÿä âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê �èçèêå ïëàçìû, ÿ îñîçíàë áëàãîäàðÿ Æ. Áëóìó, Ê.Â. Áðóøëèíñêî-ìó, Ô.Ñ. Çàéöåâó, Ë.Å. Çàõàðîâó, Ä.Ï. Êîñòîìàðîâó, À.Ì. Ïîïîâó, Â.Ä. Ïóñòîâèòîâó è Â.Ä. Øà�ðà-íîâó. ß ïðèçíàòåëåí Ì. Ôîãåëèóñó çà ïðèãëàøåíèå ïîñåòèòü Rutgers University, ãäå ÿ ïîçíàêîìèëñÿñ åãî âàæíîé ðàáîòîé [187℄, ñâÿçàííîé ñ îáðàòíîé çàäà÷åé î ðàâíîâåñèè ïëàçìû.Ê òåìàòèêå, îòíîñÿùåéñÿ ê çàäà÷å Ñòîêñà-Ëåéáåíçîíà ìîå âíèìàíèå ïðèâëåê Å.Â. �àäêåâè÷. ßïðèçíàòåëåí Å.Ï. Äîëæåíêî çà êîíñóëüòàöèþ, à òàêæå ó÷àñòíèêàì ðóêîâîäèìîãî À.Ê. �óùèíûì,À.À. Äåçèíûì è Â.Ï. Ìèõàéëîâûì ñåìèíàðà â ÌÈÀÍ �ÀÍ çà ñêðóïóëåçíîå îáñóæäåíèå íà÷àëü-íîãî âàðèàíòà ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû [40℄ (÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåííîé â ýòîì îáçîðå). Ýòî îáñóæäåíèåïîçâîëèëî óñòðàíèòü ðÿä íåòî÷íîñòåé.35Â ÷àñòíîñòè, òàêîãî ðîäà óïðàâëåíèåì ìîæíî ïûòàòüñÿ âîïëîòèòü èäåþ Á.À. Ëóãîâöîâà (ñì. �37 êíèãè [67℄)î ñíèæåíèè ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïîñðåäñòâîì ÷àñòè÷íîé ðåàëèçàöèè óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ïðè ïîòåíöèàëüíîìîáòåêàíèè âÿçêîé æèäêîñòüþ. 17



u = σ1(t)

u = σ4(t) u = σ3(t)

u = σ3(t)
u = σ2(t)

u = σ2(t)

u = 0

P0 P2
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P#�èñ. 6. Ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî îñè x ÷àñòü Ω(t) = (Ω̃(t) ∩ R2
+) \ γ(t) îáëàñòè òå÷åíèÿ â äàííûé(�èêñèðîâàííûé) ìîìåíò âðåìåíè t .Ìíå î÷åíü ïîìîãëè Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷, Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ, Ì.È. Çåëèêèí, Â.Þ. Ïðîòàñîâ, Å.Â. �àä-êåâè÷, Â.Ì. Òèõîìèðîâ, È.�. Öàðüêîâ è Ý.Ý. Øíîëü, êîòîðûå ñîãëàñèëèñü ïðî÷èòàòü ïðåäâàðèòåëü-íûå âàðèàíòû ýòîé ñòàòüè íà ïðåäìåò ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå áûëè èñïðàâëåíû íåêîòîðûåíåòî÷íîñòè è èçëîæåíèå ðÿäà ìåñò óäàëîñü ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü. Áîëüøóþ äðóæåñêóþ ïîìîùü âî�îðìëåíèè ñòàòüè (è, ïðåæäå âñåãî, ðèñóíêîâ) ìíå îêàçàë Å.Â. Ïàíêðàòüåâ.ß ãëóáîêî áëàãîäàðåí ìîåìó ó÷èòåëþ Ì.È. Âèøèêó, à òàêæå ìîèì ñòàðøèì êîëëåãàì Ì.È. Çå-ëèêèíó è Â.Ì. Òèõîìèðîâó çà äîáðîå îòíîøåíèå êî ìíå, äîïîëíåííîå íàñòîé÷èâûìè òðåáîâàíèÿìèíàïèñàòü ýòîò îáçîð.� 1 ßâíàÿ �îðìóëà çàâèñèìîñòè ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò ãåîìåòðèè ïðåïÿò-ñòâèÿ ïðè îáòåêàíèè åãî ïëîñêèì íåñòàöèîíàðíûì ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì ñâèõðåâûìè îñîáåííîñòÿìèÂ ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à î íåñòàöèîíàðíîì (ïðè t ≥ 0 ) îáòåêàíèè ïðå-ïÿòñòâèÿ S(t) ⊂ R

2 òàêèì ïîòîêîì íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðûé âíå íåêîòîðûõ èñêîìûõ âèõ-ðåâûõ öåíòðîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñëó÷àåì ñèììåòðè÷íîãî îáòåêàíèÿ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ñ îäíîé îñüþ ñèììåòðèè) ïðè íàëè÷èè ïðîñòåéøåãî âèõðåâîãî ñëåäà â âèäå äâóõòî÷å÷íûõ âèõðåé ñ èñêîìûìè öåíòðàìè z±(t). Ñõåìà òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6. Áîëåå îáùàÿñèòóàöèÿ ðàññìîòðåíà â [41℄.Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü �îðìóëó äëÿ ýâîëþöèè òå÷åíèÿ, çàäàâàåìîãî òðàåêòîðèåé
z : t 7→ z(t) = x(t) + iy(t)öåíòðà z(t) ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà æèäêîñòè, â êîòîðîé áû ÿâíî �èãóðèðîâàëè ïàðàìåòðû, õàðàê-òåðèçóþùèå äèíàìèêó ãðàíèöû Γ = Γ(t) ïðåïÿòñòâèÿ. Òàêàÿ �îðìóëà ïîçâîëèò ÿâíî âûðàçèòüçàâèñèìîñòü ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ~V = dz(t)/dt îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ è ïîòîìó ý��åêòèâíî ðåøàòüçàäà÷è ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëîâ âèäà36

∫

s∈Γ
F (s, ~V (s)) ds, F ∈ C1(Γ × R

2).36Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïîä÷èíåíà ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ýéëåðà (0.28), à ìàññîâûå ñè-ëû ïîòåíöèàëüíû, òî ðå÷ü ìîæåò èäòè î ìèíèìèçàöèè ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèåîïðåäåëÿåòñÿ èç èíòåãðàëà Êîøè�Ëàãðàíæà (ñì., íàïðèìåð, [10℄).18



1. Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïîëèãîíàëüíîå ïðåïÿòñòâèå (÷åòûðåõóãîëüíèê) S = S(t) çàäà-åòñÿ ñâîèìè âåðøèíàìè
P0(t) = (0, 0), P1(t) = (x1(t), y1(t)), P2(t) = (x2(t), 0), P3(t) = (x1(t),−y1(t)),ãäå x1(t) ∈ R, y1(t) > 0, x2(t) > 0. Êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê, ïðåäñòàâëåííûå òðåìÿ �óíêöèÿìè

x1 : t 7→ x1(t), y1 : t 7→ y1(t) è x2 : t 7→ x2(t) , (1.1)îïðåäåëÿþò ãåîìåòðèþ ïðåïÿòñòâèÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Ñ òî÷-íîñòüþ äî çàäàíèÿ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ïðåïÿòñòâèÿ, åãî ãåîìåòðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óãëàìè íàêëîíàñåãìåíòîâ P0P1 è P2P1 ê îñè x , ò.å. óãëàìè β0(t) ∈ (0, π) è β1(t) ∈ (β0(t), π) , äëÿ êîòîðûõ
tan βk(t) =

y1(t)

x1(t) − kx2(t)
. (1.2)Ïðîâåäåì â îáëàñòè òå÷åíèÿ

Ω̃(t) = R
2 \ (S(t) ∪ z+(t) ∪ z−(t)) ⊂ C,ðàçðåç γ(t), èäóùèé (ñì. ðèñ. 6) îò ñåðåäèíû çàäíåé ãðàíèöû ïðåïÿòñòâèÿ S(t) äî èñêîìîãî âèõ-ðåâîãî öåíòðà z+(t) âäîëü çàäàþùèõ áåðåãà ðàçðåçà γ(t) ëèíèé óðîâíÿ σ1(t) è σ4(t) ïîòåíöèàëà

u(t, ·, ·) ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ~V (t, x + iy) = ∇x,yu(t;x, y) . Ñòð�åëêè íà ãëàäêèõ êðèâûõ, èçîáðàæåííûõíà ðèñ. 6, óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíûõ ê íåé âåêòîðîâ ~V (t, z). Ýòî (â íåñòàöèîíàðíîìñëó÷àå) îòíþäü íå òðàåêòîðèè t 7→ z(t) ÷àñòèö æèäêîñòè, íî (êàê è â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå) ýòèêðèâûå, íàçûâàåìûå â ãèäðîäèíàìèêå ëèíèÿìè òîêà, îðòîãîíàëüíû ýêâèïîòåíöèàëüíûì ëèíèÿì
{(x, y) ∈ Ω(t)

∣∣ u(t;x, y) = const} è, â ÷àñòíîñòè (ñì. ðèñ. 6), ê ëèíèÿì
{(x, y) ∈ Ω(t)

∣∣ u(t;x, y) = σk(t)}ñ èñêîìûìè �óíêöèÿìè σk (k = 1, . . . , 4). Ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè, îòâå÷àþùèå σ2 è σ3 , ïðîõî-äÿò ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êó P1 ñðûâà ñ ïðåïÿòñòâèÿ ëèíèè òîêà (â ïîñòóëèðóåìîé çäåñü ñõåìåòå÷åíèÿ ýòîé òî÷êîé ñ÷èòàåòñÿ êðîìêà ïðåïÿòñòâèÿ) è òî÷êó P# áè�óðêàöèè ýòîé ëèíèè, ëåæàùåéíà îñè x çà ïðåïÿòñòâèåì.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî T > 0 ïðè t ∈ [0, T ] âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.1). Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíà âíå èñêîìûõ âèõðåâûõ öåíòðîâ z±(t) = x∗(t)±iy∗(t) ñ y∗ >
0 , ðàñïîëîæåííûõ â ñëåäå çà ïðåïÿòñòâèåì S(t). Èòàê,

~V (t;x, y) = ∇x,yu(t;x, y) â Ω̃(t) = R
2 \ (S(t) ∪ z+(t) ∪ z−(t)) ⊂ C. (1.3)Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë u èìååò â òî÷êàõ z+ = x∗ + iy∗ è z− = x∗ − iy∗ îñîáåííîñòü, à èìåííî, ñòî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû,

u(t;x, y) ∼ ∓ ω

2π
arg(z − z±) ïðè |z − z±| ∼ 0. (1.4)2). Æèäêîñòü íåñæèìàåìà, ò.å. divx,y
~V (t;x, y) = 0 . Â ñèëó (1.3), ýòî âëå÷åò ãàðìîíè÷íîñòü ïî-òåíöèàëà u â îáëàñòè Ω̃ = Ω̃(t) ïðè êàæäîì t .3). Ïîòîê ñòàöèîíàðåí íà áåñêîíå÷íîñòè, áîëåå òîãî: äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]

~V (t;x, y) = (Vx, Vy) → (V∞, 0) = (1, 0) ïðè z = x+ iy → ∞. (1.5)4). Ïðåïÿòñòâèå íåïðîíèöàåìî, â ñèëó ÷åãî íà ãðàíèöå ïðåïÿòñòâèÿ ðàâíà íóëþ íîðìàëüíàÿ êãðàíèöå òåëà êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïîòîêà.Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå (1.4) âëå÷åò ðàçðûâ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ37. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàå-ìûé çäåñü êëàññ ñêîðîñòåé èñêîìîãî òå÷åíèÿ èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ òåìè êëàññàìè íåïðåðûâíûõ37Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (1.3) è (1.4),
~V (t;x, y) ∼ ±

ω

2π

`
(y ∓ y∗),−(x− x∗)

´

|z − z±|2
ïðè |z − z±| ∼ 0.19



�óíêöèé (t;x, y) 7→ ~V (t;x, y), äëÿ êîòîðûõ (ïðè òîì æå óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè íà áåñêîíå÷íî-ñòè (1.5), ïî-âèäèìîìó, ìîãóò áûòü) óñòàíîâëåíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è/èëè åäèíñòâåííîñòèîáîáùåííûõ [96℄ (ñð. òàêæå [117, 133℄) èëè êëàññè÷åñêèõ [148, 190℄ ðåøåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ Ýéëåðà (0.28). Ïî ñðàâíåíèþ ñ òå÷åíèÿìè, êîòîðûå èìåþò íåïðåðûâíóþ ñêîðîñòü, ñòðî-ÿùååñÿ çäåñü (ñ ïîìîùüþ �Ê-ìåòîäà) òå÷åíèå èìååò ñâîè ïëþñû è ìèíóñû. Ìèíóñû òàêèå: 1). Ïîêàíå âïîëíå çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äàæå ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ, à èìåí-íî, íóæíî åùå äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ïàðàìåòðèçîâàííóþ âðåìåííûì ïàðàìåòðîì àëãåáðàè÷åñêîé(òî÷íåå, òðàíñöåíäåíòíîé) ñèñòåìû (1.12)�(1.14) èç òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè. 2). �åøå-íèå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ω , ò.å. îò èíòåíñèâíîñòè âèõðÿ. Ýòîò ïàðàìåòð ñëåäóåò âûáèðàòü èç òåõèëè èíûõ ñîîáðàæåíèé (íàïðèìåð, èç äàííûõ ÷èñëåííîãî èëè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà). Âïðî÷åì,çàâèñèìîñòü îò �èçè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïëþñîì, ò.ê. âîçìîæíî ïîçâîëèò ëó÷øåàäàïòèðîâàòü ðåøåíèå ê ðåàëüíûì æèäêîñòÿì. Ïëþñ, è âåñüìà ñóùåñòâåííûé, â òîì, ÷òî ìîæåòáûòü ïðåäúÿâëåíà �îðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ, ÿâíî âûðàæàþùàÿ åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ ãðà-íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòî âàæíî ïðè ðåøåíèè, íàïðèìåð, âîïðîñà î ïîèñêå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ,ïðè êîòîðîì ìèíèìàëüíî ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå.2. �àññìîòðèì îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Ω(t) = (Ω̃(t) ∩ R
2
+) \ γ(t) , ãäå îáëàñòü Ω̃(t) îïðåäåëåíà â �îð-ìóëå (1.3), à γ(t) � òà êðèâàÿ (ñì. ðèñ. 6), êîòîðàÿ âûõîäèò èç òî÷êè P2(t) (ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîéçàäíåé ãðàíèöû ïðåïÿòñòâèÿ) è èäåò äî èñêîìîãî âèõðåâîãî öåíòðà z+(t) âäîëü ýêâèïîòåíöèàëüíîéëèíèè, ò.å. âäîëü ëèíèè óðîâíÿ38 ïîòåíöèàëà u(t; ·, ·) . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ýêâèïîòåí-öèàëüíóþ ëèíèþ ýêâèïîòåíöèàëüþ. Êðèâàÿ γ(t) � ýòî ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω(t) . Êîì-ïåíñèðóþùèì óñëîâèåì, îïðåäåëÿþùèì ýòó ãðàíèöó, ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå èíòåíñèâíîñòè âèõðÿ (ñì.Ïðèìå÷àíèå 37), äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàíèå êîý��èöèåíòà ω â �îðìóëå (1.4) äëÿ ïîòåíöèàëà âîêðåñòíîñòè öåíòðà z+ , ò.å. â �îðìóëå

u(t;x, y) ∼ − ω

2π
arg(z − z+) ïðè |z − z+| ∼ 0.Êðèâàÿ γ(t) ðàçðåçàåò äâóñâÿçíóþ îáëàñòü Ω̃ ∩ R

2
+ . Áåðåãà ðàçðåçà � ýêâèïîòåíöèàëè. Çíà÷åíèÿïîòåíöèàëà íà íèõ îáîçíà÷èì ÷åðåç σ1(t) è σ4(t) ( σ1 < σ4 ), çàðåçåðâèðîâàâ çà îáîçíà÷åíèÿìè σ2(t)è σ3(t) òå çíà÷åíèÿ39 ïîòåíöèàëà u(t; ·, ·) , êîòîðûå çàäàþò ýêâèïîòåíöèàëè

{(x, y) ∈ Ω(t)
∣∣ u(t;x, y) = σk(t)},ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êó P1 ñðûâà ñ ïðåïÿòñòâèÿ ëèíèè òîêà40 è òî÷êó áè�óðêàöèè

P# ýòîé ëèíèè, ëåæàùåé íà îñè x çà ïðåïÿòñòâèåì. Ñîãëàñíî òåîðåìå Óèëüÿìà Òîìñîíà (ñì., íàïðè-ìåð, [88℄), èíà÷å íàçûâàåìîé (íàïðèìåð, â [89℄) òåîðåìîé Êåëüâèíà (â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî ïýðîâñêèìòèòóëîì), âåëè÷èíà ω = σ4(t)− σ1(t) (ðàâíàÿ èíòåíñèâíîñòè âèõðÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì) íåçàâèñèò41 îò t . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω � çàäàííûé ïàðàìåòð-óïðàâëåíèå.Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω(t) îïðåäåëåíà ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííàÿ ê u �óíêöèÿ v . Â ñèëóïðåäïîëîæåíèÿ î ñèììåòðèè òå÷åíèÿ, �óíêöèÿ v ïîñòîÿííà íà ïîëóîñè {x < 0} . Óäîáíî ñ÷èòàòü,÷òî ýòà ïîñòîÿííàÿ ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ëèíèþ òîêà {(x, y) ∈ R
2
∣∣ v(t;x, y) = 0} áóäåì íàçûâàòüÒåì ñàìûì, â òî÷êå z± òàêîå òå÷åíèå ïîðîæäàåò (ñì., íàïðèìåð, [58℄ ñòð. 25) âèõðü èíòåíñèâíîñòè ∓ω, ò.ê.

Z Z

ξ2+η2<ε2

rot(η,−ξ)

ξ2 + η2
dξdη =

Z

ξ2+η2=ε2

ηdξ − ξdη

ξ2 + η2
= −2π.38Ïóñòü Ω∗ � äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü, îòëè÷àþùàÿñÿ îò òîé îäíîñâÿçíîé, êîòîðóþ îõâàòûâàåò ñðûâàþùàÿñÿ ñ ïðå-ïÿòñòâèÿ ëèíèÿ òîêà P1P#P2P1 (ñì. ðèñ. 6), òåì, ÷òî èç ïîñëåäíåé óäàëåíà òî÷êà z+ . Ïðè êîí�îðìíîì îòîáðàæåíèèîáëàñòè Ω∗ íà äèñê ñ âûíóòûì öåíòðîì ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè åñòü îáðàçû ðàäèóñîâ äèñêà.39Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî t ìû ñîîòíîñèì íóëåâîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà u(t; ·, ·) ñ òî÷êîé

z = 0 (íîñîâîé êðîìêîé ïðåïÿòñòâèÿ).40Âûáîð òî÷êè P1 , ò.å. êðîìêè ïðåïÿòñòâèÿ, íàèáîëåå óäàëåííîé îò îñè àáñöèññ, â êà÷åñòâå òî÷êè ñðûâà ëèíèèòîêà, ïðîäèêòîâàí è íàèáîëåå òèïè÷íûìè íàòóðíûìè äàííûìè, è íàèáîëüøåé ïðîñòîòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.41Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñòàâèòñÿ òàêæå è âîïðîñ î çàðîæäåíèè è/èëè ðàçâèòèè âèõðÿ (ñì., íàïðèìåð, [26, 41℄) ïàðàìåòð
ω ìîíîòîííî ðàñòåò äî òåõ ïîð, ïîêà èìååòñÿ åãî ñâÿçü ñ ïîâåðõíîñòüþ ïðåïÿòñòâèÿ.20



σ1

v

σ2

Qσ(t)
σ3 σ4

u�èñ. 7. Îáðàç Qσ(t) îáëàñòè Ω(t) (ñì. ðèñ. 6) ïðè îäíîëèñòíîì îòîáðàæåíèè w = u + iv (ñîõðàíÿþùåìçàêðàñêó îòîáðàæàåìûõ ïîäîáëàñòåé). Ýòîò îáðàç ïàðàìåòðèçîâàí âåêòîð-�óíêöèåé t 7→ (σ1(t), . . . , σ4(t)) ,ãäå σk(t) � çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà u(t; ·, ·) , çàäàþùèå ýêâèïîòåíöèàëè {(x, y) ∈ Ω(t)/ u(t;x, y) = σk(t)} .íóëåâîé ëèíèåé òîêà. Ýòà ëèíèÿ òîêà ðàçâåòâëÿåòñÿ â òî÷êå P0 è (ñîãëàñíî óñëîâèÿì Êîøè-�èìàíà)èäåò âäîëü êîíòóðà (íåïðîíèöàåìîãî) ïðåïÿòñòâèÿ. Ñîðâàâøèñü ñ ïðåïÿòñòâèÿ, îíà äóãîé
l(t) = {(x, y) ∈ R

2
+

∣∣ σ2(t) < u(t;x, y) < σ3(t) , v(t;x, y) = 0}îòäåëÿåò âèõðåâóþ çîíó
Ω1(t) = {(x, y) ∈ R

2
+

∣∣ σ1(t) < u(t;x, y) < σ4(t) , v(t;x, y) < 0}îò, òàê ñêàçàòü, ëàìèíàðíîé ÷àñòè òå÷åíèÿ
Ω0(t) = {(x, y) ∈ R

2
+

∣∣ −∞ < u(t;x, y) <∞ , v(t;x, y) > 0}.Â îáëàñòè Ω0 �óíêöèÿ v ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî ∞ âäîëü ëþáîé ýêâèïîòåíöèàëè
{(x, y) ∈ R

2
+

∣∣ u(x, y) = const ∈ (−∞,∞)} ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íóëåâîé ëèíèè òîêà. Ïîýòîìóëàìèíàðíàÿ îáëàñòü òå÷åíèÿ Ω0 îòîáðàæàåòñÿ �óíêöèåé w = u + iv íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü
C+ . Â îáëàñòè Ω1 �óíêöèÿ v ìîíîòîííî óáûâàåò îò 0 äî −∞ âäîëü ëþáîé ýêâèïîòåíöèàëè
u = const ∈ (σ1, σ4) ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê âèõðåâóþ öåíòðó z+ . Ïîýòîìó �óíêöèÿ w = u + ivîòîáðàæàåò âèõðåâóþ îáëàñòü òå÷åíèÿ Ω1 íà ïîëóïîëîñó Π = {σ1(t) < u < σ4(t) , v < 0} .Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q = Qσ(t) îáëàñòü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 7. Îáëàñòü Q ïàðàìåòðèçîâàíàâåêòîð-�óíêöèåé42 σ = (σ1, σ2, σ3) è ñîñòîèò èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+ è ïîäêëååííîé ê íåéâäîëü èíòåðâàëà w

(
l(t)
)

= {σ2(t) < u < σ3(t), v = 0} ïîëóïîëîñû Π .Ìû âèäèì, ÷òî âûïîëíåíîÓñëîâèå �åëüìãîëüöà: �óíêöèÿ
w(t, ·) : Ω ∋ z = x+ iy 7→ w(t, z) = u(t;x, y) + iv(t;x, y) ∈ Q (1.6)îòîáðàæàåò îäíîëèñòíî îáëàñòü Ω íà îäíîñâÿçíóþ �èêñèðîâàííóþ îáëàñòü Q. Òåì ñàìûì, îïðå-äåëåíà (ñì. Ââåäåíèå, �îðìóëà (0.7)) �óíêöèÿ �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à

A+ iB : Q ∋ w = u+ iv 7→ A(u, v) + iB(u, v)
def
= ln

dz

dw
∈ C, z = x+ iy. (1.7)3. Ïðèìåíèì òåïåðü �Ê-ìåòîä. Â äàííîì ñëó÷àå (â îòëè÷èå îò çàäà÷ äðóãèõ ïàðàãðà�îâ) ñîïóò-ñòâóþùàÿ �Ê-ìåòîäó çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà ñîâñåì ïðîñòàÿ. Îíà ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé êðàåâîéçàäà÷å43 äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè B : Q → R . Âñïîìèíàÿ, ÷òî ëîêàëüíî ýòà �óíêöèÿ õàðàêòå-ðèçóåò óãîë ïîâîðîòà ïðè îòîáðàæåíèè w : Ω → Q , âûïèøåì äëÿ íåå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Èìååìïðè v = ±0

B(u,+0) =





0 ïðè u ∈ (−∞, 0) ,
β0(t) ïðè u ∈ (0, σ2(t)) ,
0 ïðè u ∈ (σ3(t),∞) ,

(1.8)42Íàïîìíèì, ÷òî σ4 = σ1 + ω , ãäå ω � çàäàííûé ïàðàìåòð.43Íåñêîëüêî íèæå, â ïóíêòå 4 ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðå-øåíèÿ, îïèðàþùååñÿ íà ëåììó Æèðî-Õîï�à-Îëåéíèê, èçëîæåíî â êóðñîâîé ðàáîòå 2006 ãîäà ñòóäåíòà 3-ãî êóðñàìåõ-ìàòà Ì�Ó �îðèöêîãî Ì.À. 21



B(u,−0) =

{
β1(t) ïðè u ∈ (σ1(t), σ2(t)) ,
−π ïðè u ∈ (σ3(t), σ4(t)) ,

(1.9)à ïðè v < 0

B(u, v)
∣∣
u=σ1

= B(u, v)
∣∣
u=σ4

+2π , ∂uB(u, v)
∣∣
u=σ1

= ∂uB(u, v)
∣∣
u=σ4

. (1.10)
♥ Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ýëåìåíò (âåêòîð) dz íà ãðàíèöå îáëàñòè Q , íàïðèìåð, âäîëü íóëåâîé ëèíèè òîêà. Ïîä-ñ÷èòàåì arg dz . Åñëè, ñêàæåì, âåêòîð dz ïðèëîæåí ê òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x, 0) ñ x < 0 , òî arg dz = 0 , à åñëèýòîò âåêòîð ïðèëîæåí ê ïåðåäíåé (ñîîòâåòñòâåííî, çàäíåé) ÷àñòè ïðåïÿòñòâèÿ S , òî arg dz = β0 (ñîîòâåòñòâåí-íî, arg dz = β1 ). Çàòåì íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðó dz ýëåìåíò (âåêòîð) w(dz) è, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,÷òî w(dz) = dw + o(|dw|) ïðè |dw| → 0 , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, z(dw) = dz(dw) + o(|dz|) ïðè |dz| → 0 , íàéäåì
B(u, v) = arg dz(dw) − arg dw (ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî íà íóëåâîé ëèíèè òîêà arg dw = 0 ). ×òî êàñàåòñÿ òîé ÷àñòèãðàíèöû îáëàñòè Q, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò áåðåãàì ðàçðåçà γ , òî ñëåäóåò ó÷åñòü ñëåäóþùåå. Â òî÷êàõ, ïðèíàäëåæà-ùèõ îäíîé ëèíèè òîêà, ò.å. îòñòîÿùèõ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò âèõðåâîãî öåíòðà âäîëü îáîèõ áåðåãîâ ðàçðåçà,èíà÷å ãîâîðÿ, â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (σ1, v) è (σ1, v), ãäå v < 0, çíà÷åíèÿ �óíêöèè B îòëè÷àþòñÿ íà 2π , àäëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííóþ ê B �óíêöèþ, ÷òî â èòîãå ïðèâîäèò êðàâåíñòâó â ýòèõ òî÷êàõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè B ïî ïåðåìåííîé v . �×òî æå êàñàåòñÿ �óíêöèè A, ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííîé ê B, òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî B îäíî-çíà÷íî, ïîñêîëüêó A → 0 ïðè u → ∞ . Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòàöèî-íàðíîñòè ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè, èáî

~V
(1.3)
= (ux, uy)

(1.6)
= (ux,−vx)

(1.6)
=

dw

dz
=

1

dz/dw

(1.7)
= e−AeiB . (1.11)Ôóíêöèÿ �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à A + iB , êàê è îáëàñòü Q = Qσ(t) , ïàðàìåòðèçîâàíà âåêòîð-�óíêöèåé σ = (σ1, σ2, σ3). Åå êîìïîíåíòû íàì íå çàäàíû. Íî îíè ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè òðåìÿñîîòíîøåíèÿìè

x1(t)
(0.8)
= ℜ

∫ σ2(t)

0
exp {A(ξ, η;σ(t), β(t))) + iB(ξ, η;σ(t), β(t)))}

∣∣
β
(1.2)
= β(x1 ,y1 ,x2)

dζ , (1.12)
y1(t)

(0.8)
= ℑ

∫ σ2(t)

0
exp {A(ξ, η;σ(t), β(t))) + iB(ξ, η;σ(t), β(t)))}

∣∣
β
(1.2)
= β(x1 ,y1 ,x2)

dζ , (1.13)
x2(t)

(0.8)
= ℜ

∫ σ1(t)

0
exp {A(ξ, η;σ(t), β(t))) + iB(ξ, η;σ(t), β(t)))}

∣∣
β
(1.2)
= β(x1 ,y1 ,x2)

dζ . (1.14)Åñëè ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî âåêòîð-�óíêöèè σ = (σ1, σ2, σ3), òî èìååò ìåñòîÒåîðåìà 1.1 [41℄. Ôóíêöèÿ z : t 7→ z(t) = x(t) + iy(t) , çàäàþùàÿ òðàåêòîðèþ öåíòðà ýëåìåíòàð-íîãî îáúåìà æèäêîñòè è åãî ñêîðîñòü ~V (t, x(t) + iy(t))
def
= d

dtz(t) , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ÿâíîé �îðìóëå
z(t) =

∫ w(t)

0
exp {A(ξ, η) + iB(ξ, η)} dζ , ζ = ξ + iη, (1.15)â êîòîðîé w(t) = u(t) + iv(t) åñòü îáðàç w(t; z(t)) òðàåêòîðèè t 7→ z(t) ïðè îòîáðàæåíèè w .Ýòà �óíêöèÿ t 7→ w(t) = u(t) + iv(t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

u̇ =
∑j=3

j=1 F1j(u, v, σ, β)σ̇j +
∑k=1

k=0G1k(u, v, σ, β)β̇k +H1(u, v, σ, β) ,

v̇ =
∑j=3

j=1 F2j(u, v, σ, β)σ̇j +
∑k=1

k=0G2k(u, v, σ, β)β̇k +H2(u, v, σ, β)

(1.16)
 ÿâíî çàäàííûìè, ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì íèæå �îðìóëàì (1.23), êîý��èöèåíòàìè Flj , Glk,Hl .Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.16) îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ~V (t, x+ iy) = ∇x,yu(t;x, y) .
22



4. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èìååì
~V

(1.3)
= (ux, uy)

(1.6)
= (ux,−vx)

(1.6)
=

dw

dz
=

1

dz/dw

(0.8)
= e−AeiB =⇒ ~V (t, x(t), y(t)) = [E−]u(t),v(t),(1.17)ãäå

E± = e±A+iB , à [
F
]u,v def

= F (u, v). (1.18)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ~V (t;x(t)+iy(t))= d
dtz(t) . Ôóíêöèÿ z(t) ïðåäñòàâëåíà �îðìóëîé (1.15). Ó÷èòûâàÿãåîìåòðèþ îáëàñòè Q , çàïèøåì èíòåãðàë â ýòîé �îðìóëå â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ

∫ u∗+i0

0+i0
+

∫ u∗+iv(t)

u∗+i0
+

∫ w(t)=u(t)+iv(t)

u∗+iv(t)
, ãäå u∗ ∈ (σ2, σ3), (1.19)è ïðîäè��åðåíöèðóåì z(t) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

~V (t, x(t), y(t)) =
d

dt

{∫ u(t)

u∗

[E+]ξ,v(t) dξ
}

+
d

dt

{
i

∫ v(t)

0
[E+]u∗,η dη

}
,ò.å.

~V (t, x(t), y(t)) =
{∫ u(t)

u∗
d
dt [E

+]ξ,v(t) dξ + u̇(t)[E+]u(t),v(t)
}

+ i
{∫ v(t)

0
d
dt [E

+]u∗,η dη + v̇(t)[E+]u∗,v(t)
}
.(1.20)Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.20) ðàâíà

u̇(t)
{

[E+]u(t),v(t)
}

+ v̇(t)
{∫ u(t)

u∗
[E+
v ]ξ,v(t) dξ + i[E+]u∗,v(t)

}
+

σ̇(t)
{∫ u(t)

u∗
[E+
σ ]ξ,v(t) dξ + i

∫ v(t)
0 [E+

σ ]u∗,η dη
}

+ β̇(t)
{∫ u(t)

u∗
[E+
β ]ξ,v(t) dξ + i

∫ v(t)
0 [E+

β ]u∗,η dη
}
.Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî E+ = eA cosB + ieA sinB ,

E+
v = eA+iB

(∂A
∂v

+ i
∂B

∂v

)
= eA

(
Av cosB −Bv sinB

)
+ ieA

(
Av sinB +Bv cosB

)
,à òàêæå òî, ÷òî àíàëîãè÷íûå �îðìóëû âåðíû äëÿ E+

σ è E+
β . Òîãäà ïîëó÷èì

u̇(t)
{[
eA cosB + ieA sinB

]u(t),v(t)
}
+

v̇(t)
{∫ u(t)

u∗

[
eA(Av cosB −Bv sinB) + ieA(Av sinB +Bv cosB)

]ξ,v(t)
dξ + i

[
eA cosB + ieA sinB

]u∗,v(t)}+

σ̇(t)
{∫ u(t)

u∗

[
eA(Aσ cosB −Bσ sinB) + ieA(Aσ sinB +Bσ cosB)

]ξ,v(t)
dξ+

i
∫ v(t)
0

[
eA(Aσ cosB −Bσ sinB) + ieA(Aσ sinB +Bσ cosB)

]u∗,η dη
}

+

β̇(t)
{∫ u(t)

u∗

[
eA(Aβ cosB −Bβ sinB) + ieA(Aβ sinB +Bβ cosB)

]ξ,v(t)
dξ+

i
∫ v(t)
0

[
eA(Aβ cosB −Bβ sinB) + ieA(Aβ sinB +Bβ cosB)

]u∗,η dη
}
.Òàê ïðåîáðàçîâàííóþ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.20) ñîïîñòàâèì ñ åå ëåâîé ÷àñòüþ

~V (t, x(t), y(t))
(1.17)−(1.18)

=
[
e−A(cosB + i sinB)

]u(t),v(t)23



è ðàñïèøåì ðàçäåëüíî âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ êîìïîíåíòû ðàâåíñòâà (1.20). Òîãäà ïîëó÷èì
h1 = e11u̇(t) + e12v̇(t) +

∑j=3
j=1 f1jσ̇j(t) +

∑k=1
k=0 g1kβ̇k(t)(t),

h2 = e21u̇(t) + e22v̇(t) +
∑j=3

j=1 f2jσ̇j(t) +
∑k=1

k=0 g2kβ̇k(t)(t),

(1.21)ãäå
h1 =

[
e−A cosB

]u(t),v(t)
, h2 =

[
e−A sinB)

]u(t),v(t)
,

e11 =
{[
eA cosB

]u(t),v(t)
}
, e12 =

{∫ u(t)

u∗

[
eA(Av cosB −Bv sinB)

]ξ,v(t)
dξ −

[
eA sinB

]u∗,v(t)},

e21 =
{[
eA sinB

]u(t),v(t)
}
, e22 =

{∫ u(t)

u∗

[
eA(Av sinB +Bv cosB)

]ξ,v(t)
dξ +

[
eA cosB

]u∗,v(t)},

f1j =
{∫ u(t)

u∗

[
eA(Aσj cosB −Bσj sinB)

]ξ,v(t)
dξ −

∫ v(t)

0

[
eA(Aσj sinB +Bσj cosB)

]u∗,η dη
}
,

f2j =
{∫ u(t)

u∗

[
eA(Aσj sinB +Bσj cosB)

]ξ,v(t)
dξ +

∫ v(t)

0

[
eA(Aσj cosB −Bσj sinB)

]u∗,η dη
}
,

g1k =
{∫ u(t)

u∗

[
eA(Aβk

cosB −Bβk
sinB)

]ξ,v(t)
dξ −

∫ v(t)

0

[
eA(Aβk

sinB +Bβk
cosB)

]u∗,η dη
}
,

g2k =
{∫ u(t)

u∗

[
eA(Aβk

sinB +Bβk
cosB)

]ξ,v(t)
dξ +

∫ v(t)

0

[
eA(Aβk

cosB −Bβk
sinB)

]u∗,η dη
}
.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü44 ÷òî

E
def
= e11e22 − e21e12 6= 0. (1.22)Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.21) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå (1.16) 
òàêèìè �îðìóëàìè äëÿ Flj, Glk,Hl :

F1j =
(
f2je12 − f1je22

)
/E, F2j =

(
f1je21 − f2je11

)
/E,

G1k =
(
g2ke12 − g1ke22

)
/E, G2k =

(
g1ke21 − g2ke11

)
/E,

H1 =
(
h1e22 − h2e12

)
/E, H2 =

(
h2e11 − h1e21

)
/E.

(1.23)5. Â ïðèâîäèìûõ íèæå �îðìóëàõ äëÿ �óíêöèé A è B �èãóðèðóåò îïðåäåëåííàÿ íà çàìûêàíèè
I èíòåðâàëà I = {σ2 < u < σ3; v = 0} �óíêöèÿ b ∈ C(Ī) ∩ C1(I) , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñëåä B

∣∣
I�óíêöèè B íà èíòåðâàëå I. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

b(σ2 + 0) =
β0 + β1

2
, b(σ3 − 0) = −π

2
, B(σ1,−0) = −π + β1

2
, B(σ4,−0) = −π + β1

2
− 2π. (1.24)Äëÿ �óíêöèè b íèæå âûïèñàíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.27), âûðàæàþùåå ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

∂B0

∂v

∣∣∣
v=+0

=
∂B1

∂v

∣∣∣
v=−0

σ2 < u < σ3, (1.25)êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ñâÿçü ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè B0 = B
∣∣
v>0

è B1 = B
∣∣
v<0

(ïðè-íèìàþùèìè íà èíòåðâàëå I îäíî è òîæå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, çàäàâàåìîå íåïðåðûâíîé �óíêöèåé
b ).44Ýòî ïðåäïîëîæåíèå (åãî àïîñòåðèîðè ìîæíî è íóæíî ïðîâåðèòü!) �èçè÷åñêè îïðàâäàíî: â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-íè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ïîòåíöèàë u(t) = u(t, x(t), y(t)) ñêîðîñòè äâèæåíèÿ t 7→ (x(t), y(t)) ýëåìåíòàðíîãî îáúåìàæèäêîñòè, à ïîòîìó îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà è ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà, ò.å. u̇(t).24



Ôóíêöèè B0 = B
∣∣
v>0

è B1 = B
∣∣
v<0

íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ïóàññîíà äëÿ çàäà÷è Äèðè-õëå â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Ïðåäâàðèòåëüíî, ïðè ïîëó÷åíèè �îðìóëû äëÿ �óíêöèè B1 ìû êîí�îðìíîîòîáðàæàåì ïîëóïîëîñó {σ1 < u < σ4; v < 0}) íà ïîëóïðîñòðàíñòâî, ââîäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ
ω = σ4 − σ1, λ1 = − cos πω (σ4 − σ2), λ2 = − cos πω (σ4 − σ3)

ξ = − cosh π
ωv · cos πω (σ4 − u), η = − sinh π

ωv · sin π
ω (σ4 − u),

(1.26)ãäå u ∈ [σ1, σ4] , à v < 0 .Ôóíêöèÿ A çàäàåòñÿ ñâîèìè îãðàíè÷åíèÿìè A0 = A
∣∣
v>0

è A1 = A
∣∣
v<0

. Ôîðìóëû äëÿ íèõ ïîëó-÷åíû èç óñëîâèÿ àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèè A+ iB è íîðìèðîâêè A
∣∣
u=∞

= 0 , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò,â ñèëó (1.11), óñëîâèþ (1.5).Â èòîãå (áëàãîäàðÿ, ïðåæäå âñåãî, óñèëèÿì À.Ñ. Êî÷óðîâà è Â.Þ. Ïðîòàñîâà45), ïîëó÷åíû ñëå-äóþùèå �îðìóëû
A0(u, v) =

β0

2π
ln
v2 + (u− σ2)

2

v2 + u2
+

1

π

∫ σ3

σ2

b(τ)
(τ − u) dτ

v2 + (u− τ)2
,

B0(u, v) =
β0

π

(
arctg

u

v
+ arctg

σ2 − u

v

)
+

1

π

∫ σ3

σ2

b(τ)
v dτ

v2 + (u− τ)2

A1(u, v) = ln 2 − 1

2
ln
(
F1(σ3 − u, v)F2(σ4 − u, v)

)
+
β1

2π
ln
(
F1(σ4 − u, v)/F2(u− σ2, v)

)
+

+
1

ω

∫ σ3

σ2

b(τ)K
A
(u− τ, v) dτ +A0(

σ3 + σ2

2
, 0) − 1

ω

∫ σ3

σ2

b(τ) · ctg π

2ω
(σ3 + σ2 − 2τ) dτ,

B1(u, v) = −
(

arctg
λ2 − ξ

η
+
β1

π
arctg

λ1 − ξ

η

)
+
β1 − π

2π

(
π − arctg

1 + ξ

η
+ arctg

1 − ξ

η

)

− arctgG(u, v, σ4 − σ3) −
β1

π
arctgG(u, v, σ4 − σ2) −

1

ω

∫ σ3

σ2

b(τ)KB (u− τ, v) dτ,ãäå
F1(s, v) =

cosh 2π
ω v − cos 2π

ω s

sin2 π
2ω (σ2 + σ3 − 2σ4)

, F2(s, v) =
cosh 2π

ω v − cos 2π
ω s

sin2 π
2ω (σ3 − σ2)

,

G(u, v, s) =
sinh π

ωv · cos πωs
sin π

ω (σ4 − u) + cosh π
ωv sin π

ω s
,à

KA(s, v) =
sin 2π

ω s

cosh 2π
ω v − cos 2π

ω s
, KB(s, v) =

sinh 2π
ω v

cosh 2π
ω v − cos 2π

ω s
.×òî æå êàñàåòñÿ �óíêöèè b , ò.å. ñëåäà B

∣∣
I
�óíêöèè B íà èíòåðâàëå I = {σ2 < u < σ3; v = 0}, òîýòà �óíêöèè b ∈ C(Ī)∩C1(I) , ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèþ (1.24), åñòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

1

π

∫ σ3

σ2

b(s)

[
1

τ − s
+
π

ω
ctg

π

ω
(τ − s)

]
ds +

1

π

∫ σ3

σ2

(
b(s) − b(σ2)

) [ 1

s− σ2
+
π

ω
ctg

π

ω
(s− σ2)

]
ds = q(τ),(1.27)â êîòîðîì èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, τ ∈ (σ2, σ3), à

q(τ) = ln
σ3 − τ

σ3 − σ2
+
β1 + β0

2π
ln

(τ − σ2) sin π
ω (τ − σ2)

(σ3 − σ2) sin π
ω (σ3 − σ2)

− β1 − β0

2π
ln

sin π
ω (τ − σ2)

π
ω (τ − σ2)

−45Èìè æå ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå �îðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé A è B ïî ïàðàìåòðó β. Ïîëó÷åíû òàêæå�îðìóëû äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.27) è åãî ïðîèçâîäíîé ∂b/∂β .25



−β1 − π

π
ln

sin π
ω (σ4 − τ)

sin π
ω (σ4 − σ2)

+
β0

π
ln

τ

σ2
.�åøåíèå b óðàâíåíèÿ (1.27) öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

b(s)
(1.24)
=

β0 + β1

2
+

∫ s

σ2

b′(s) ds .Äåëî â òîì, ÷òî �óíêöèÿ ϕ = b
′ ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òðåõ �óíêöèé, êîòîðûåñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé çàìåíû àðãóìåíòà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ϕj óðàâíåíèÿ

∫ ξ1

0
ϕj(s)

[
cot(u− s) +

1

u− s

]
ds = fk(u, ξ2, ξ3) , (1.28)ãäå 0 < u < ξ1 < ξ2 < π , ξ3 > 0 , à

f1(u, ξ2, ξ3) = cot u− 1

u
, f2(u, ξ2, ξ3) = cot(u− ξ2) , f3(u, ξ2, ξ3) = − 1

u+ ξ3
.6. Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.1. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 0.3, ïàðàìåò-ðèçîâàííîãî äàííûìè Êîøè, òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (1.12)�(1.14). Ïîêà ýòî íåñäåëàíî. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è 0.3 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ,ðàçðàáîòàííûõ â ðàáîòàõ [49, 192℄ (ñì. òàêæå [93℄).2. Áûëî áû ïîëåçíî ïîëó÷èòü ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Z

Γ

ϕ(s)M(τ − s)

τ − s
ds = q(τ ), (1.29)ãäå Γ � îòðåçîê ïðÿìîé, à τ 7→M(τ ) � �óíêöèÿ, ãîëîìîð�íàÿ â îêðåñòíîñòè Γ . Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò, â ÷àñòíîñòè,ðåøåíèå, íåîãðàíè÷åííîå íà êîíöàõ îòðåçêà. Ýòî ïîçâîëèëî áû âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.28).Îòìåòèì, ÷òî ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.29) èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [24, 78℄) â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

M = const èëè æå êîãäà Γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ (à íå îòðåçîê).3. �àññìîòðåííàÿ çäåñü ñõåìà âèõðåâîé äîðîæêè ñîñòîèò èç ïàðû ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè x âèõðå-âûõ çîí. Ýòè çîíû ðàçäåëåíû îñüþ ñèììåòðèè. Ïîýòîìó ñîïóòñòâóþùàÿ �Ê-ìåòîäó çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà äëÿ�óíêöèè A + iB � ëèíåéíà. Â ñëó÷àå æå íåñèììåòðè÷íîãî îáòåêàíèÿ èëè íàëè÷èÿ íåñêîëüêèõ ñîïðèêàñàþùèõ-ñÿ ïàð âèõðåâûõ çîí [41℄, ãðàíèöà ìåæäó âèõðåâûìè çîíàìè (ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî) êðèâîëèíåéíà è àïðèîðèíå çàäàíà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé [41℄. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîéíåëèíåéíîé çàäà÷è � äîñòàòî÷íî ñåðüåçíûé âîïðîñ. Ïðè åãî ðàçðåøåíèè ìîæåò ïîìî÷ü òåõíèêà, ïðåäñòàâëåííàÿ âðàáîòàõ [5, 122, 131℄ è ÷àñòè÷íî èçëîæåííàÿ â �2 ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.4. Âûøå çàäà÷à 0.3 èíòåðïðåòèðîâàëàñü êàê çàäà÷à Êîøè. Îäíàêî íå ìåíüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîäðîáíûéàíàëèç åå öèêëî-ïåðèîäè÷åñêîé ïîñòàíîâêè [39℄, êîãäà ïåðèîäè÷åñêè íàèáîëåå óäàëèâøèéñÿ âèõðü ïðèíóäèòåëüíîóãàñàåò, à ñ ïðåïÿòñòâèÿ ñðûâàåòñÿ çàðîäèâøèéñÿ íîâûé âèõðü.5. Áûëî áû î÷åíü èíòåðåñíî îáîáùèòü ïðåäñòàâëåííóþ â �1 êîíñòðóêöèþ íà ñëó÷àè, îáîçíà÷åííûå â Ïðèìå÷à-íèè 35.6. Áûëî áû ïîëåçíî âûÿâèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ñóòü óñëîâèÿ (1.22) â òåðìèíàõ âõîäÿùèõ â íåãî ïàðàìåòðîâ.� 2 Ïðÿìàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàçìû â òîêàìàêå1. ÒÎÊÀÌÀÊ � ýòî ÒÎðîèäàëüíàÿ ÊÀìåðà ñ ÌÀãíèòíûìè Êàòóøêàìè (ñì. ðèñ. 8).Îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè òîêàìàêà ÿâëÿþòñÿ âàêóóìíàÿ òîðîèäàëüíàÿ êàìåðà, òðàíñ�îðìàòîð è êàòóøêè òîðî-èäàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êàìåðà, â êîòîðóþ çàïóñêàþò âîäîðîä, íàïðèìåð, åãî èçîòîïû äåéòåðèé è òðèòèé,ñëóæèò òàêæå âòîðè÷íîé îáìîòêîé (êàòóøêîé) òðàíñ�îðìàòîðà. ×åðåç ïåðâè÷íóþ îáìîòêó òðàíñ�îðìàòîðà ïðî-ïóñêàþò áîëüøîé èìïóëüñíûé (ïåðåìåííûé) òîê, êîòîðûé âîçáóæäàåò òîðîèäàëüíîå (íàïðàâëåííîå âäîëü áîëüøîéîêðóæíîñòè òîðà) âèõðåâîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Îíî îñóùåñòâëÿåò ïðîáîé (ïîäæîã) âîäîðîäà, ïðåâðàùàÿ åãî âèîííî-ýëåêòðîííûé ãàç, ò.å. â ïëàçìó. Èîíû âîäîðîäà (ïðîòîí ó îáû÷íîãî âîäîðîäà, ïðîòîí-íåéòðîí ó äåéòåðèÿ,ïðîòîí-2íåéòðîíà ó òðèòèÿ) � ýòî åãî ÿäðà. Íåîïðåäåëåííîñòü δE ýíåðãèè ðàçîãðåòûõ ÿäåð âîäîðîäà, ñîîòâåòñòâó-þùàÿ íåîïðåäåëåííîñòè δr ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñáëèæàþùèìèñÿ ÿäðàìè (íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà 1 �åðìè= 10−15ì, ò.å. ïîðÿäêà ðàäèóñà äåéñòâèÿ ÿäåðíûõ ñèë) äîñòàòî÷íî âûñîêà â ñèëó ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè �åéçåíáåðãà
δE ≥ 1

πm
( ~

2·δr
)2 , ïîñêîëüêó ìàëà ïðèâåäåííàÿ ìàññà m = m1m2/(m1 + m2) ðåàãèðóþùèõ ÿäåð âîäîðîäà. Ýòî ïîç-âîëÿåò ÿäðàì âîäîðîäà ïðåîäîëåòü ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ (çà ñ÷åò òóííåëüíîãî ý��åêòà) ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé26



�èñ. 8. Ñõåìà òîêàìàêà è âèä ðåàêòîðà ÈÒÝ� � ýòîãî ìåæäóíàðîäíîãî (ÅÑ, �îññèÿ, ÑØÀ, ßïîíèÿ èíåäàâíî ïðèñîåäèíèâøèåñÿ ê ïðîåêòó Èíäèÿ, ÊÍ� è �åñïóáëèêà Êîðåÿ) ýêñïåðèìåíòàëüíîãî òåðìîÿäåðíîãîðåàêòîðà (International Thermonu
lear Experimental Rea
tor) [101, 161℄, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòðîèòüâ äâóõñòàõ êèëîìåòðàõ îò Ìàðñåëÿ (â ìåñòå÷êå Êàäàðàø Cadara
he). Áîëüøîé ðàäèóñ òîðîèäàëüíîé êàìå-ðû ∼ 6 ì , îáúåì êàìåðû ∼ 840 ì3 . Çàïëàíèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü ïëàçìû íåâûñîêà (â 1000 ðàç ìåíüøåàòìîñ�åðíîãî âîçäóõà). Îäíàêî åå áóäåò äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âïåðâûå äîñòè÷ü óðîâíÿ âûäåëÿåìîé ýíåðãèè,íåîáõîäèìîãî äëÿ ñàìîïîääåðæàíèÿ ðåàêöèè ñèíòåçà, ïîñêîëüêó ðàñ÷åòíàÿ òåìïåðàòóðà ïëàçìû ñîñòàâëÿåò
150 ÷ 200 ìëí. ãðàäóñîâ (÷òî íà ïîðÿäîê âûøå òåìïåðàòóðû â öåíòðå Ñîëíöà), à ðàçðÿä äîëæåí äëèòüñÿîêîëî 7 ìèíóò.êóëîíîâñêèé áàðüåð èõ âçàèìíîãî îòòàëêèâàíèÿ è, íàõîäÿñü óæå â çîíå äåéñòâèÿ ÿäåðíûõ ñèë, âñòóïèòü â ðåàêöèþñèíòåçà. Â DT-ðåàêöèè ñèíòåçà îäíîãî ÿäðà äåéòåðèÿ è îäíîãî ÿäðà òðèòèÿ îáðàçóåòñÿ àòîì ãåëèÿ, îäèí íåéòðîí èîñâîáîæäàåòñÿ (çà ñ÷åò äå�åêòà ìàññ) ýíåðãèÿ ïîðÿäêà 7 · 10−18êâò ÷àñ (1 êã DT-òîïëèâà ýêâèâàëåíòåí 250 êã îáî-ãàùåííîãî óðàíà). Ïðîáëåìà òåïëîèçîëÿöèè ïëàçìåííîãî øíóðà ðåøàåòñÿ çà ñ÷åò åå óäåðæàíèÿ îò ñîïðèêîñíîâåíèÿñ êàìåðîé ïîñðåäñòâîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èíäóöèðîâàííûé â ïëàçìå ïðîäîëüíûé (âäîëü áîëüøîé îêðóæíîñòè òîðà)ýëåêòðè÷åñêèé òîê ñîçäàåò ìàãíèòíîå ïîëå, ñèëîâûå ëèíèè êîòîðîãî îðòîãîíàëüíû áîëüøîé îêðóæíîñòè òîðà è, áó-äó÷è êîíöåíòðè÷åñêèìè, èìåþò ïîëþñ. Ïîýòîìó ýòî ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëîèäàëüíûì. Îíî è òîðîèäàëüíîå ìàãíèòíûåïîëÿ îáðàçóþò ðåçóëüòèðóþùåå ìàãíèòíîå ïîëå, ñèëîâûå ëèíèè êîòîðîãî ñïèðàëÿìè îáìàòûâàþò òîð. Âäîëü íèõäâèæóòñÿ (â ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè) çàðÿæåííûå ÷àñòèöû ïëàçìû, ò.å. èîíû è îòîðâàííûå îò íèõýëåêòðîíû, èçîëèðóÿñü òåì ñàìûì îò ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ êàìåðîé. Òîðîèäàëüíîå ïîëå èãðàåò ê òîìó æå ãëàâíóþ ðîëüâ ïîäàâëåíèè ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïëàçìû.�àâíîâåñèå ïëàçìû (êàê â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ [12℄, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ òîêàìàêè, òàê èâ àñòðî�èçèêå [11, 87℄) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �ðýäà�Øà�ðàíîâà, íàçûâàåìîãî èíîãäà SLSG-Equation46.Ïðèâåäåì âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ òîêàìàêà.Â ïëîñêîñòè áîëüøîé îêðóæíîñòè òîðîèäàëüíîé êàìåðû ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû: ðàäèóñ r è óãîë θ . Îð-òîãîíàëüíóþ ýòîé ïëîñêîñòè êîîðäèíàòó îáîçíà÷èì ÷åðåç z. Ïîëÿ âäîëü êîîðäèíàòû θ íàçûâàþòñÿ òîðîèäàëüíûìè(èëè ïðîäîëüíûìè), à â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (r, z) îíè ïîïåðå÷íû ê ïðîäîëüíîé îñè òîðà, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëþñîìäëÿ ýòèõ ïîëåé. Ïîýòîìó íàçûâàþòñÿ ïîëîèäàëüíûìè. Ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïëàçìû â òîêàìàêåîïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B = (Br, Bθ, Bz) , òîêà j = (jr, jθ, jz) è äàâëåíèÿ p .�àâíîâåñèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî äàâëåíèå îäèíàêîâî ñ îáåèõ (âíåøíåé è âíóòðåííåé) ñòîðîí ãðàíèöû γïëàçìåííîãî øíóðà. Ñ âíåøíåé ñòîðîíû, ãäå íåò òîêà, îíî ïîñòîÿííî â ñèëó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

∇p = [j , B] . (2.1)46Ýòî óðàâíåíèå áûëî íåçàâèñèìî ïîëó÷åíî �ðýäîì è Øà�ðàíîâûì â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ, à â îòêðûòûõ ïóáëèêàöèÿõïîÿâèëîñü ñíà÷àëà â ðàáîòå Øà�ðàíîâà [94℄, à çàòåì â ðàáîòàõ Ëþñòà&Øëþòåðà [162℄ è �ðýäà&�óáèíà [141℄ ïîñëåðàññåêðå÷èâàíèÿ ïðîãðàìì óïðàâëÿåìîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà (÷åìó ñïîñîáñòâîâàë äîêëàä â 1956 ã. È.Â. Êóð÷àòîâàâ Harewell). 27



Ïîýòîìó ðàâíîâåñèå âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì
p

˛̨
˛
γ
= const . (2.2)Ïðîàíàëèçèðóåì ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ (îäíîæèäêîñòíîé47) ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â óñëîâèÿõ òîêàìàêà,ò.å. êîãäà
∂

∂θ
= 0 . (2.3)Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà div B = 0 (óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè) ïðèîáðåòàåò âèä

∂(rBr)

∂r
+
∂(rBz)

∂z
= 0 , ïîñêîëüêó divB =

1

r

h∂(rBr)

∂r
+
∂Bθ

∂θ

i
+
∂Bz

∂z
. (2.4)Òåì ñàìûì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ ψ : (r, z) 7→ ψ(r, z) , ÷òî

rBr = −
∂ψ

∂z
, rBz =

∂ψ

∂z
, ò.å. B =

1

r

“
−
∂ψ

∂z
, q ,

∂ψ

∂r

”
, ãäå q(r, z)

def
= rBθ(r, z) . (2.5)Â ñèëó (2.3) è (2.5), âòîðîå âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà rotB = j èìååò òàêèå êîìïîíåíòû48

−
1

r

∂q

∂z
= jr , −e∆ψ = jθ ,

1

r

∂q

∂z
= jz , (2.6)ãäå49

e∆ =
∂

∂r

“1

r

∂

∂r

”
+

1

r

∂2

∂z2
. (2.7)Íàêîíåö, ââèäó (2.3), (2.5) è (2.6), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ∇p = [j , B] çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû

∂p

∂r
= −

1

r

∂ψ

∂r
e∆ψ −

1

2r2
∂q2

∂r
, (2.8)

0 =
1

r2

“
−
∂ψ

∂z

∂q

∂r
+
∂q

∂z

∂ψ

∂r

”
, (2.9)

∂p

∂z
= −

1

r

∂ψ

∂z
e∆ψ −

1

2r2
∂f2

∂z
. (2.10)Óðàâíåíèå (2.9) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðà ∇q =

“
∂q/∂r , 0 , ∂q/∂z

” è ∇ψ =
“
∂ψ/∂r , 0 , ∂ψ/∂z

” ïàðàëëåëüíû. Îòñþäàïîëó÷àåì ïåðâîå çàìå÷àòåëüíîå ñëåäñòâèå
q = Q(ψ) , ò.å. q(r, z) = Q(ψ(r, z)) . (2.11)Â ñèëó ýòîãî ñëåäñòâèÿ, óðàâíåíèÿ (2.8), (2.10) ïðåäñòàâèìû â âèäå

∂p

∂r
=

“
−

1

r
e∆ψ −

1

2r2
∂Q2(ψ)

∂ψ

”∂ψ
∂r

,
∂p

∂z
=

“
−

1

r
e∆ψ −

1

2r2
∂Q2(ψ)

∂ψ

”∂ψ
∂z

. (2.12)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
∇p =

“
−

1

r
e∆ψ −

1

2r2
∂Q2(ψ)

∂ψ

”
∇ψ . (2.13)Îòñþäà âûòåêàåò ïàðàëëåëüíîñòü âåêòîðîâ ∇p =

“
∂p/∂r , 0 , ∂p/∂z

” è ∇ψ =
“
∂ψ/∂r , 0 , ∂ψ/∂z

”
, ÷òî âëå÷åò âòîðîåçàìå÷àòåëüíîå ñëåäñòâèå

p = P (ψ) , ò.å. p(r, z) = P (ψ(r, z)) , (2.14)â ñèëó êîòîðîãî
∇p =

∂P (ψ)

∂ψ
∇ψ . (2.15)Â èòîãå, èç (2.13), (2.15) âûòåêàåò óðàâíåíèå �ðýäà�Øà�ðàíîâà

−e∆ψ = r
∂P (ψ)

∂ψ
+

1

r
Q(ψ)

∂Q(ψ)

∂ψ
, (2.16)ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò êîíêðåòíóþ ñòðóêòóðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òîðîèäàëüíîé ãåîìåòðèè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõëèíèé.Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé óðàâíå-íèå �ðýäà�Øà�ðàíîâà ïðèíèìàåò òàêîé âèä

−∆ψ =
∂

∂ψ

“
P (ψ) +

1

2
Q2(ψ)

”
. (2.17)47Ýòî, êîíå÷íî, èäåàëèçàöèÿ. �åàëüíàÿ ïëàçìà � ýòî äâå �æèäêîñòè�: îäíà èç ýëåêòðîíîâ, äðóãàÿ èç èîíîâ.48Íàïîìíèì, ÷òî rot B =

“
1
r
∂θ(Bz) − ∂z(Bθ) , ∂z(Br) − ∂r(Bz) ,

1
r

ˆ
∂r(rBθ)

˜
−∂θ(Br)

” .49Âîëíà íàä ∆ ïîä÷åðêèâàåò áëèçîñòü îïåðàòîðà e∆ ê îïåðàòîðó Ëàïëàñà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êîý��èöèåíòû îïå-ðàòîðà e∆ íå èìåþò îñîáåííîñòåé, ïîñêîëüêó ïåðåìåííàÿ r ïîä÷èíåíà óñëîâèþ 0 < R1 < r < R2 <∞ .28



Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî, ñîãëàñíî (2.2), óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ïëàçìåííîé îáëàñòè ω âûðàæàåòñÿ ïîñòîÿíñòâîì äàâëåíèÿ
p íà åå ãðàíèöå γ = ∂ω . Îòñþäà è (2.14) âûòåêàåò òðåòüå çàìå÷àòåëüíîå ñëåäñòâèå: êðèâàÿ γ åñòü îäíà èç ëèíèéóðîâíÿ50 �óíêöèè ψ .Èç äàííîãî â (2.5) îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ψ ñëåäóåò, ÷òî îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àä-äèòèâíîé ïîñòîÿííîé. Óäîáíî âûáðàòü ýòó ïîñòîÿííóþ, ñ÷èòàÿ, ÷òî êðèâàÿ γ åñòü íóëåâàÿ ëèíèÿóðîâíÿ �óíêöèè ψ . Ïðè òàêîé �èêñàöèè àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé èñêîìûå ïëàçìåííàÿ îáëàñòü ω èîêðóæàþùàÿ åå âàêóóìíàÿ îáëàñòü Ω0 (â ñå÷åíèè) �óíêöèîíàëüíîé êàìåðû òîêàìàêà î÷åíü ïðîñòîèäåíòè�èöèðóþòñÿ, à èìåííî, çíàêîì �óíêöèè ψ . Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, �óíêöèÿ51

u = −ψ < 0â ω è u > 0 â Ω0 , ò.ê. òîê jθ ≥ 0 . Äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî jθ = 0 â âàêóóìíîé îáëàñòè
Ω0 . Îäíàêî â ïëàçìåííîé îáëàñòè ω îòíîñèòåëüíî �óíêöèè jθ �èçèêàì ðåàëüíî èçâåñòíà ëèøüåå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç �óíêöèè P è Q , çàäàâàåìîå �îðìóëàìè (2.16) èëè (2.17), è, êðîìå òîãî,èçâåñòåí ïîëíûé òîê I . Èíûìè ñëîâàìè, èçâåñòíî, ÷òî

∫

ω
jθ(x, y) dx dy = I , jθ

∣∣∣
ω
≥ 0 , jθ

∣∣∣
Ω
= 0 . (2.18)×òî æå òàêîå ïðÿìàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàçìû â òîêàìàêå? Ýòî, òàê ñêàçàòü, çàäà÷à íàïðÿìóþ ïîäñòàíîâêó �óíêöèè

(r, u) → jθ
(2.16)
= r

∂P (u)

∂u
+

1

r
Q(u)

∂Q(u)

∂u
èëè jθ

(2.17)
=

∂

∂u

(
P (u) +

1

2
Q2(u)

) (2.19)â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà äëÿ òàê èëè èíà÷å çàäàâàåìûõ �óíêöèé P è Q ,ïîä÷èíåííûõ ëèøü óñëîâèþ (2.18), è íàõîæäåíèå �óíêöèè u = −ψ, à òàêæå åå íóëåâîé ëèíèèóðîâíÿ, ò.å ñâîáîäíîé ãðàíèöû γ , îãðàíè÷èâàþùåé ïëàçìåííóþ îáëàñòü ω.Èññëåäîâàíèþ ïðÿìîé çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ ïîñâÿùåíî, îáðàçíî ãîâîðÿ, áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâîâû÷èñëèòåëüíûõ ðàáîò �èçèêîâ (ñì., â ÷àñòíîñòè, áèáëèîãðà�èþ â êíèãàõ [48, 52, 109, 135℄). Ìàòå-ìàòèêè òîæå, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò [43, 103, 119, 181℄ ñåðåäèíû 70-õ ãîäîâ âíåñëè ñâîé ïîñèëüíûé âêëàäâ èçó÷åíèå ýòîé çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Çäåñü ñëåäóåò âûäåëèòü äâà íàïðàâëåíèÿ.Èìååòñÿ è òðåòüå íàïðàâëåíèå, ïðåäñòàâëåííîå (ïðåæäå âñåãî) ÷ðåçâû÷àéíî îðèãèíàëüíûìè è èíòåðåñíûìè ðà-áîòàìè Æàêëèí Ìîññèíî (ñì., â ÷àñòíîñòè, [164, 165℄). Îäíàêî, âîïðåêè èíòåðïðåòàöèè, äàííîé åþ ñàìîé, è îñîáåííîâîïðåêè áèáëèîãðà�è÷åñêîìó çàìå÷àíèþ ê 4-îé ãëàâå êíèãè À. Ôðèäìàíà [91℄, ýòè ðàáîòû, ïî-âèäèìîìó, ëèøü íîìè-íàëüíî îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷å î ðàâíîâåñèè ïëàçìû. Äåëî â òîì, ÷òî íåëèíåéíîñòè, êîòîðûå Æ. Ìîññèíî ðàññìàòðèâàåò âïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ∆u = λf(u) äëÿ �óíêöèè u ∈ H1(S) (è λ ∈ R ), ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé g ◦α íåïðåðûâíîé�óíêöèè g ñ îïåðàòîðîì
α : L1(S) ∋ u(·) 7→ α(u)(·)

def
= mes{y ∈ S

˛̨
u(·) < u(y) < 0 }.Ýòîò îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ íè ìîíîòîííûì, íè ëîêàëüíûì, íè íåïðåðûâíûì. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó íåëèíåéíîñòèâ óðàâíåíèè �ðýäà�Øà�ðàíîâà�(Ìåðñüå) äîïóñêàþò ñêîëüêî-íèáóäü ïðèåìëåìîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà f(u) = g(α(u))?�àçúÿñíåíèå (èëè îáñóæäåíèå) ýòîãî âîïðîñà ìíå íå óäàëîñü îáíàðóæèòü â ðàáîòàõ òðåòüåãî íàïðàâëåíèÿ.Â îäíîì èç âûäåëÿåìûõ çäåñü äâóõ íàïðàâëåíèé, ïðåäñòàâëåííîì ïåðâîíà÷àëüíî â ðàáîòàõ Òåìà-ìà [181, 182℄, Áåðåñòèêè è Áðåçèñà [103, 104℄, à çàòåì è èõ ïîñëåäîâàòåëÿìè52 , çàäàåòñÿ ïàðà (P,Q)è àíàëèçèðóåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà. Îäíàêî ïðè ýòîìâîçíèêàåò (îòíþäü íå ïðîñòîé) âîïðîñ: ÷åì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî N íóëåé ýòîãî ðåøåíèÿ? Ïî �èçèêåäåëà ýòî äîëæíà áûòü êðèâàÿ γ , âìîðîæåííàÿ â ñèëîâóþ ëèíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íî èç óêàçàííûõðàáîò ýòî âîâñå íå ñëåäóåò. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåòîäû ðàáîò ýòîãî íàïðàâëå-íèÿ ñëàáî îðèåíòèðîâàíû íà ãåîìåòðèþ âíåøíåé (çàäàííîé) ãðàíèöû è îñîáåííî íà òîïîëîãè÷åñêèéòèï èñêîìîãî ìíîæåñòâà N , ò.å. íà òî, ÷òî ñîñòàâëÿåò âàæíåéøèå ïîêàçàòåëè èñõîäíîé �èçè÷åñêîé50Ôèçèêè ïðè ýòîì äîáàâëÿþò, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè ψ âìîðîæåíû â ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èáîïîëå B

(2.5)
=

“
−r−1∂ψ/∂z ,Bθ , r

−1∂ψ/∂r
” îðòîãîíàëüíî ∇ψ =

“
∂ψ/∂r , 0 , ∂ψ/∂z

”
,51Ïðè ðàññìîòðåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ âîïðîñîâ ïåðåéäåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿîò ëþáèìîé �èçèêàìè áóêâû ψ ê ëþáèìîé ìàòåìàòèêàìè áóêâå u, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì îáîçíà÷åíèÿ P è Q äëÿ�óíêöèé u 7→ −P (−u) è u 7→ −Q(−u) . Ïðè ýòîì, áóêâà ψ áóäåò çàðåçåðâèðîâàíà äëÿ äðóãèõ öåëåé.52Ñì., â ÷àñòíîñòè, [169, 176℄, à òàêæå áèáëèîãðà�èþ â êíèãå À. Ôðèäìàíà [91℄29



çàäà÷è. Â ýòèõ óñëîâèÿõ (íå îáðåìåíåííûõ àïðèîðíûìè òðåáîâàíèÿìè ê ãåîìåòðè÷åñêèì õàðàêòåðè-ñòèêàì ðåøåíèÿ) ïðîùå äîêàçûâàòü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ (êàêîãî-òî) ñëàáîãî ðåøåíèÿ, íî ïî÷òèíåâîçìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ãåîìåòðèè èñêîìîé �ñâîáîäíîéãðàíèöû�, òî÷íåå, î ìíîæåñòâå N íóëåé èñêîìîé �óíêöèè. Ïðîÿñíåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòå-ðèñòèê ìíîæåñòâà N , â êàêîé-òî ìåðå, èíîãäà ïîìîãàþò òàêèå ðàáîòû (÷àñòè÷íî èíèöèèðîâàííûåçàäà÷åé î ðàâíîâåñèè ïëàçìû), êàê Êèíäåðëåðåð è Íèðåíáåðã [149℄, Êèíäåðëåðåð è53 Ñïðóê [150℄,Êà��àðåëëè è Ñïðóê [112℄ (ñì. òàêæå áèáëèîãðà�èþ â [91℄).Äðóãîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, íàçîâåì åãî ïåðâûì (â ñèëó òîãî, ÷òî îíî áûëî íà÷àòî ðàíååäðóãèõ54), èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê �èçèêå äåëà.Âî-ïåðâûõ, (â ñîîòâåòñòâèè ñ îòìå÷åííûì âûøå òðåòüèì çàìå÷àòåëüíûì ñëåäñòâèåì î âìîðî-æåííîñòè γ â ñèëîâóþ ëèíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ) çäåñü ðå÷ü çàðàíåå èäåò î (ñïðÿìëÿåìîé) íóëåâîéëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè u = −ψ , à âîâñå íå î êàêîì-òî ìíîæåñòâå íóëåé ýòîé �óíêöèè.Âî-âòîðûõ, â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ïðÿìîé çàäà÷è çäåñü ïðåäúÿâëÿåòñÿ íå ïàðà (P,Q) (êàê âðàáîòàõ âòîðîãî è òðåòüåãî íàïðàâëåíèé), à òà èëè èíàÿ �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü íîðìàëüíîéïðîèçâîäíîé �óíêöèè u íà γ . Íàïðèìåð, â [5, 131℄ òàêàÿ çàâèñèìîñòü çàäàåòñÿ â âèäå
∂u

∂ν

∣∣∣∣
p∈γ

=
q(r(p))

|γ| , ãäå q ∈ C2(R/Z) , q > 0 ,

∫ 1

0
q(r) dr = 1 . (2.20)Çäåñü |γ| çàðàíåå íå çàäàííàÿ äëèíà èñêîìîé êðèâîé γ , r(p) = |pγp|/|γ| , à |pγp| äëèíà äóãè pγp ,îòñ÷èòûâàåìàÿ îò íåêîòîðîé òî÷êè pγ ∈ γ (íàïðèìåð, èìåþùåé ìàêñèìàëüíóþ îðäèíàòó ñðåäè âñåõòî÷åê êðèâîé γ ñ ìàêñèìàëüíîé àáñöèññîé).ßñíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçèêè ïîèñê êðèâîé γ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà îìíîæåñòâå íóëåé ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà. À ïî÷åìó ïðèíöèïèàëüíîáîëåå âàæíîé (îïÿòü òàêè ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçèêè) ÿâëÿåòñÿ òà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, â êîòîðîé çàäàåòñÿíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè u íà γ, à íå �óíêöèè P è Q , îáúÿñíåíî â �4, ïîñâÿùåííîìîáðàòíîé çàäà÷å î ðàâíîâåñèè ïëàçìû (ñì. òàêæå [46℄).Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ïîëó÷åíû, çà èñêëþ÷åíèåì ðàáîòû [160℄,ñ èñïîëüçîâàíèåì �Ê-ìåòîäà. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ìåòîä òðóäíî îáîáùàåòñÿ íà óðàâíåíèÿ, îòëè÷íûåîò äâóìåðíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïîýòîìó ýòèì ìåòîäîì ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îðàâíîâåñèè ïëàçìû òîëüêî â öèëèíäðè÷åñêîì (èëè ïî÷òè öèëèíäðè÷åñêîì55) ïðèáëèæåíèè. Ïðî-ãðåññ çäåñü, ïî-âèäèìîìó, ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ïðè ñî÷åòàíèè èäåé è ìåòîäîâ îáîèõ íàïðàâëåíèé,âêëþ÷àþùèõ, â ÷àñòíîñòè, âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà. Òàê, íàïðèìåð, Àâíåð Ôðèäìàí, ïðåäëîæèëñâîåìó ó÷åíèêó Éîíãó Ëþ äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ òåîðåìó 2.1, ïðåäñòàâ-ëåííóþ â �2. Äîêàçàòåëüñòâî, ïîëó÷åííîå Ëþ [160℄, ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà ñëó÷àé òîðî-èäàëüíîé ãåîìåòðèè. Ïðàâäà, îñòàåòñÿ íåâûÿñíåííûì âîïðîñ î âîçìîæíîì òîïîëîãè÷åñêîì òèïåñâîáîäíîé ãðàíèöû γ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ â [160℄. Êðîìå òîãî, ïîêà íå ÿñíî êàêðàñïðîñòðàíèòü òàêîé ïîäõîä íà ñëó÷àé, êîãäà çàäàâàåìàÿ íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà γ îòëè÷íàîò êîíñòàíòû (ò.å. êîãäà, êàê â [5, 131℄, �óíêöèÿ q â (2.20) îòëè÷íà îò åäèíèöû).Íèæå ðå÷ü ïîéäåò î ïðÿìîé çàäà÷å â ðàìêàõ ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðîìîñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ âëèÿíèÿ ãåîìåòðèè çàäàííîé ãðàíèöû56 Γ íà ñó-ùåñòâîâàíèå (èëè íåñóùåñòâîâàíèå) ñâîáîäíîé ãðàíèöû γ òîãî èëè èíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà, àòàêæå àíàëèç ãåîìåòðèè è ãëàäêîñòè êðèâîé γ.2. Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ53Steinitz Transkription ðåêîìåíäóåò òó òðàíñêðèïöèþ �àìèëèè ìàòåìàòèêà Spru
k, êîòîðàÿ áû ñîîòâåòñòâîâàëààíãëèéñêîìó (à íå íåìåöêîìó) ïðîèçíîøåíèþ, ò.å. Ñïðóê (à íå Øïðóê).54Íà÷àëüíàÿ ïóáëèêàöèÿ [43℄ ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé áûëà íà ãîä ðàíüøå íà÷àëüíîé ïóáëèêàöèè [181℄âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ.55Â ðàáîòå Ê.Ñ. Ñëàâèíà [90℄, ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî èì îáîáùåíèÿ �Ê-ìåòîäà, èñïîëüçóþùåãî ïðîèçâîäíûåñèñòåìû Ì.À. Ëàâðåíòüåâà [65℄, óñòàíîâëåíû àíàëîãè òåîðåìû 2.1 (ñì. �2) î ðàçðåøèìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ òîðîèäàëüíîéãåîìåòðèè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé, ïðàâäà, ïðè óñëîâèè, ÷òî áîëüøîé ðàäèóñ òîðà äîñòàòî÷íî âåëèê, ò.å. â ñëó÷àå,êîãäà òîð ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè öèëèíäðîì.56Â ðàáîòàõ [5, 131℄ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ âëèÿíèÿ äîáàâëÿåòñÿ òàêæå è õàðàêòåðèñòèêà, îòíîñÿùàÿñÿ ê ðàñïðåäå-ëåíèþ òîêà è äàâëåíèÿ â ïëàçìå (ñì. (2.20)). 30



Çàäà÷à 2.1 Çàäàíû ÷èñëî M > 0 è ïëîñêàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ Γ, ãîìåîìîð�íàÿ îêðóæíîñòè èñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïóñòü â R
2
++

def
= {x > 0, y > 0}ýòà êðèâàÿ Γ ïåðåñåêàåòñÿ ëþáîé âåðòèêàëüþ èëè ãîðèçîíòàëüþ ëèøü îäèí ðàç, èíûìè ñëîâàìè,(ñì. ðèñ. 3a)

0 ≤ N(s) ≤ π/2 ïðè Ps ∈ Γ ∩ R
2
++. (2.21)Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü ñóùåñòâóåò ëè âíóòðè Γ òàêàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ γ = γ1, ãîìåîìîð�íàÿîêðóæíîñòè è ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà âíóòðèêîíòóðà Γ è äëÿ êîòîðîé â îáðàçîâàâøåéñÿ ìåæäó êðèâûìè Γ è γ îáëàñòè Ω1 ñóùåñòâóåòãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ u , íåïðåðûâíàÿ â Ω1 è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u
∣∣
Γ
= M, u

∣∣
γ
= 0, ∂u/∂ν

∣∣
γ
= 4/|γ|, (2.22)ãäå ÷åðåç |γ| îáîçíà÷åíà çàðàíåå íå çàäàííàÿ äëèíà èñêîìîé êðèâîé γ.Òåîðåìà 2.1 57 [34, 160℄ Ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ γ , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-âèÿì çàäà÷è 2.1. Êðîìå òîãî, ýòà êðèâàÿ γ àíàëèòè÷íà.Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü óñòàíîâëåíà Éîíãîì Ëþ [160℄. Åãî äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåò-ñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè î ãëàäêîñòè êðèâîé γ (óñòàíàâëèâàåìîé ÷óòü íèæå), ìåòîäå ñèììåòðèçàöèèØòåéíåðà è òåîðåìå Ñåððèíà [177℄ î ñèììåòðèè â òåîðèè ïîòåíöèàëà.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîâåäåì �Ê-ìåòîäîì. Çàäà÷à 2.1 ÿâëÿåòñÿ ïîäñëó÷àåì Â-çàäà÷èèç ï. 2 Ââåäåíèÿ. Òàì áûëè óñòàíîâëåíû äâà �àêòà: 1) ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê �Ê-çàäà÷å; 2) ñïðà-âåäëèâû íèæåñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè.Âî-ïåðâûõ, îáëàñòü Ω = Ω1 ∩ R

2
++ îäíîëèñòíî îòîáðàæàåòñÿ �óíêöèåé w = u + iv íà ïðÿìî-óãîëüíèê

Q = {w = u+ iv ∈ C
∣∣ 0 < u < M, 0 < v < 1}.Âî-âòîðûõ, �Ê-�óíêöèÿ

A+ iB : Q ∋ w = u+ iv 7→ A(u, v) + iB(u, v)
def
= ln

dz

dw
∈ C, z = x+ iy, (2.23)îïðåäåëÿåò �îðìóëîé

z(w) = z(0) +

∫ w

0
exp(A+ iB) dw , w ∈ Q (2.24)îáëàñòü Ω = Ω1 ∩ R

2
++, à �îðìóëîé

[0, 1] ∋ v 7→ z(iv) = z(0) + i

∫ iv

0
eA(0,η)+iB(0,η) dη (2.25)êðèâóþ γ (òî÷íåå, åå õàðàêòåðèçóþùóþ ÷åòâåðòü γ ∩ R

2
++ ).Â-òðåòüèõ, ìíèìàÿ ÷àñòü �Ê-�óíêöèè, ò.å. �óíêöèÿ B, îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò (â ñèëó(0.18)�(0.19)) ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

J(v)
def
=

∫ v

0
cosB(0, η) dη>0 ∀v ∈ (0, 1]. (2.26)Íàêîíåö, â-÷åòâåðòûõ,

∆B(u, v) = 0 â Q, B(u, 0) = 0, B(u, 1) = π/2, Bu(0, v) = 0, B(M,v) = ϕ(v), (2.27)ãäå ϕ(v) = N(s(v)), à s(v) =
∫ v
0 e

A(M,η) dη, s(1) = |Γ|/4 .Ïðèâåäåííûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïîäñêàçûâàþò ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû: ñíà÷àëà ñëåäó-åò óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé! (ââèäó íåëèíåéíîñòè óñëîâèÿ ϕ(v) = N(s(v)) )57Ýòà òåîðåìà äîïîëíÿåò äîêàçàííóþ âî Ââåäåíèè òåîðåìó 0.2 î òîì, ÷òî ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ íà êîíòóð Γíå ñóùåñòâóåò êðèâîé γ = γ2 ãîìåîìîð�íîé äâóì îêðóæíîñòÿì, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (2.22).31



çàäà÷è58 (2.27), çàòåì íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå (2.24) îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò ïðÿìîóãîëü-íèê Q íà îáëàñòü Ω è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå (2.26). Ýòîò ïëàí ìû ðåàëèçóåì ñíà÷àëàäëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Γ� ïîëèãîíàëüíûé êîíòóð, ïîñëå ÷åãî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷èì òåîðåìóè äëÿ ñëó÷àÿ ñïðÿìëÿåìîãî êîíòóðà59.Èòàê, äîêàæåì ñíà÷àëà òåîðåìó 2.1 äëÿ áàçîâîãî ñëó÷àÿ, ò.å. êîãäà Γ� ïîëèãîíàëüíûé êîíòóð.Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ ϕ, �èãóðèðóþùàÿ â çàäà÷å (2.27), çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:
ϕ(v) =

m+1∑

j=1

Nj 1(σj−1,σj)(v) . (2.28)Çäåñü Nj �óãîë ìåæäó îñüþ x è âíåøíåé íîðìàëüþ ê j -îé (j = 1, 2, · · · ,m,m + 1) ñòîðîíåïîëèãîíà Γ ∩ R
2
++, �óíêöèÿ [0, 1] ∋ v 7→ 1(σj−1 ,σj)(v) ðàâíà 1 ïðè σj−1 < v < σj è íóëþ âíå ýòîãîèíòåðâàëà, à ìóëüòèïàðàìåòð σ = (σ1, · · · , σm) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

σ = (σ1, · · · , σm) ∈ D
def
= {σ ∈ R

m
∣∣ 0 = σ0 < σ1 < · · · < σm < σm+1 = 1 }, (2.29)ïðè÷åì

lj =

∫ σj

σj−1

eA(M,v) dv , (2.30)ãäå lj � äëèíà j -ãî ñåãìåíòà ëîìàííîé Γ ∩ R
2
++.Íàøà ïåðâàÿ öåëü � äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (2.27)�(2.30) èìååò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå B : Q→ R.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â äâà ýòàïà.Ýòàï 1. Äëÿ ìóëüòèïàðàìåòðà σ = (σ1, · · · , σm), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (2.29), îáîçíà÷èì÷åðåç Bσ � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.27)�(2.28), à ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííóþ ê íåé �óíê-öèþ (îïðåäåëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé) îáîçíà÷èì ÷åðåç Aσ.Ëåììà 2.1 Äëÿ ëþáîãî σ ∈ D îòîáðàæåíèå

Q ∋ w 7→ zσ(w) = zσ(0) +

∫ w

0
exp(Aσ + iBσ) dw , (2.31)ãîëîìîð�íî â Q è íåïðåðûâíî â Q.

♥ Íå î÷åâèäíà ëèøü íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè w 7→ z(w) â òî÷êàõ âèäà w = M + iv, ãäå v ∈ [0, 1].Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè îïóñòèì èíäåêñ σ â îáîçíà÷åíèÿõ �óíêöèé Aσ è Bσ. Ïîëîæèì w1 = M+iv1è w2 = u2 + iv2, ãäå u2 ≤M. Èìååì
|z(w1) − z(w2)| ≤

∣∣∣∣
∫ v1

v2

eA(u2,v) dv

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫ M

u2

eA(u,v1) du

∣∣∣∣ . (2.32)Òàê êàê Bu(0, v) = 0, òî A(0, ·) = A0 = const. Ïîýòîìó A(u, v) = A0 +
∫ u
0
∂B
∂v (ξ, v) dξ . Ïðåäñòàâèì�óíêöèþ B â âèäå ñóììû

B = b+ h, (2.33)ãäå ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ b áåðåò íà ñåáÿ âñå ðàçðûâû â ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ �óíêöèè B .Òî÷íåå,
b(u, v) =

2N1

π
arctg

v

M − u
+

m∑

j=1

Nj+1 −Nj

π
arcctg

σj − v

M − u
+
π − 2Nm+1

π
arcctg

σj − v

M − u
.58Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è âëå÷åò àíàëèòè÷íîñòü êðèâîé γ, çàäàâàåìîé �îðìóëîé (2.25),ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèÿ ñèììåòðèè Bu(0, v) = 0, ðåøåíèå çàäà÷è (2.27) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ ïî v ∈ (−M, 0].59Çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü ñëåäóþùèå çàêëþ÷èòåëüíûå ñëîâà ðàáîòû Í.Å. Æóêîâñêîãî [51℄ î ïåðñïåêòèâå ðåøåíèÿçàäà÷è îáòåêàíèÿ ïëîñêîãî êðèâîëèíåéíîãî ïðåïÿòñòâèÿ: �Ìîæåò áûòü, ýòà çàäà÷à ìîãëà áû áûòü ðàçðåøåíà, êàêïðåäåëüíûé ñëó÷àé çàäà÷è îá óäàðå (ò.å. îáòåêàíèè � À.Ä.) ïîòîêà íà ìíîãîãðàííûé êîíòóð�.32



Ïîýòîìó �óíêöèÿ (u, v) 7→
∫ u
0
∂h(ξ,v)
∂v dξ îãðàíè÷åíà â Q (èáî h àíàëèòè÷íà â Q ), à

∂b(ξ, v)

∂ξ
=
m+1∑

j=1

δNj (M − u)

(σj − v)2 + (M − u)2
, ãäå δNj =

Nj+1 −Nj

π
, à N0 = −N1, Nm+2 = π −Nm+1.Îòñþäà

E(u, v)
def
= exp

∫ u

0

∂b(ξ, v)

∂ξ
dξ =

m+1∏

j=1

(
(σj − v)2 +M2

(σj − v)2 + (M − u)2

) δNj
2

. (2.34)Çàìåòèì, ÷òî
|δNj |

(2.21)
≤ 1/2 ïðè 1 ≤ j ≤ m, à 0 ≤ δN0 < 1, 0 ≤ δNm+2 < 1, (2.35)ò.ê. N1 < π/2 , à Nm+1 > 0. Ïîýòîìó �óíêöèÿ
Q ∋ (u, v) 7→ eA(u,v) = eA0 E(u, v) exp

∫ u

0

∂h(ξ, v)

∂v
dξ (2.36)èíòåãðèðóåìà è, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó (2.32), îòîáðàæåíèå (2.31) íåïðåðûâíî â Q. �Ýòàï 2. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1, �óíêöèÿ Aσ(M, ·) èíòåãðèðóåìà íà [0, 1].Ó÷èòûâàÿ ýòî, áóäåì â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ A = Aσ (îïðåäåëåííàÿ äî ñèõ ïîð ñòî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé) íîðìèðîâàíà óñëîâèåì:

eA0

∫ 1

0
H(M,v) dv = |Γ|/4 ãäå H(u, v) = E(u, v) exp

∫ u

0

∂h(ξ, v)

∂v
dξ . (2.37)Çà�èêñèðóåì òàêæå òî÷êó z(0), ïîëîæèâ

z(0) =

∫ 1

0
eA(0,v) sinB(0, v) dv. (2.38)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëîìàííàÿ

Γ0
σ = {z ∈ C

∣∣ z = zσ(M,v) , v ∈ [0, 1]},îïðåäåëÿåìàÿ îòîáðàæåíèåì (2.31), ëåæèò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, à åå êîíöû íàõîäÿòñÿ íà îñÿõêîîðäèíàò. Ñåãìåíòû ëîìàííîé Γ0
σ èìåþò (ïî ïîñòðîåíèþ) òå æå óãëû íàêëîíà ê îñè x , ÷òî èñîîòâåòñòâóþùèå ñåãìåíòû çàäàííîé ëîìàíîé Γ0 = Γ ∩ R2

++. Îäíàêî äëèíà
Lj(σ) = |z(M + iσj) − z(M + iσj−1| =

∫ σj

σj−1

eA(M,v) dv (2.39)
j -ãî ñåãìåíòà ëîìàííîé Γ0

σ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íà îò äëèíû lj ñîîòâåòñòâóþùåãî, ò.å. j -ãî ñåã-ìåíòà çàäàííîé íàì ëîìàííîé Γ0. Ñîâïàäåíèå ýòèõ ëîìàííûõ ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó äëèí ñîîò-âåòñòâóþùèõ ñåãìåíòîâ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìóëüòèïàðàìåòð σ ∈ D ⊂ R
m ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìòàêîãî óðàâíåíèÿ

F (σ) = σ, ãäå F : D ∋ σ 7→ F (σ) = (F1(σ), · · · , Fm(σ)) ∈ R
m , à Fj(σ) = σj

Lj(σ)

lj
. (2.40)Òî, ÷òî èñêîìàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà σ îòîáðàæåíèÿ F ñóùåñòâóåò, âûòåêàåò èç íèæåñëåäóþùèõ÷åòûðåõ ëåìì è òåîðåìû Ëåðå�Øàóäåðà.Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2.40) òåîðåìà Ëåðå�Øàóäåðà (ñì., íàïðèìåð, [82, 157℄) óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

bσ, ïðèíàäëåæàùåå îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó D ìíîæåñòâà D, åñëè íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
F : D × [0, 1] ∋ (σ, t) 7→ F(σ, t) = F λ(σ) ∈ R

m, (2.41)äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 33



(A) äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà σ îòîáðàæåíèÿ F λ ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó D;(B) F 0 = F ;(C) îòîáðàæåíèå F 1 èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ýòî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî.Ïðè m = 1 ýòà òåîðåìà î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâà (C), íà îäíîì èç èíòåðâàëîâ (a, b) ⊂ D ⋐ R�óíêöèÿ F 1 : [a, b] → R ïðèíèìàåò ðàçíûå çíàêè íà êîíöàõ îòðåçêà [a, b] , à â ñèëó ñâîéñòâà (A) ïðè íåïðåðûâíîéäå�îðìàöèè ãðà�èêà �óíêöèè Fλ çíàê ïðîèçâåäåíèÿ Fλ(a)Fλ(b) îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1]. Âñèëó ñâîéñòâà (B) ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå êîðíÿ bσ ∈ (a, b) óðàâíåíèÿ F (σ) = σ.Óæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå òàêîå ðàññóæäåíèå íå ïðîõîäèò. Íî, êàê çàìå÷àþò Ëåðå è Øàóäåð â ñàìîì íà÷àëå ñâîåéî÷åíü ÿñíî íàïèñàííîé ñòàòüè [157℄, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé îáùèé ðåöåïò, ïîçâîëÿþùèé ñóäèòü î íàëè÷èè ðåøåíèÿ. Ýòîòðåöåïò ñâÿçàí ñ öåëî÷èñëåííûì èíâàðèàíòîì äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé (2.41), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (A).Ýòîò èíâàðèàíò, âïåðâûå ââåäåííûé â íàóêó Áðàóýðîì [111℄, íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ F λ :
D → R

m îòíîñèòåëüíî òî÷êè y = 0 ∈ R
m è îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè äëÿ îäíîãî èç ïðåäñòàâèòåëÿñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé (2.41), ñêàæåì äëÿ F 1, îí îòëè÷åí îò íóëÿ, òî êàæäîå èç ýòèõ îòîáðàæåíèé èìååò õîòÿ áûîäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Â ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèå F : D → R

m äè��åðåíöèðóåìî, à òî÷êà y ∈ R
m íå ÿâëÿåòñÿêðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ F, ò.å. ìíîæåñòâî F−1(y) = {σ ∈ D

˛̨
F (σ) = y } íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõòî÷åê F (â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ÿêîáèàí JF îòîáðàæåíèÿ F ðàâåí íóëþ), ýòîò èíâàðèàíò åñòü ÷èñëî

deg(Fλ,D, y) =
X

bσk∈F−1(y)

sgn JF (bσk), ãäå JF (bσk)
def
= det

∂F (bσk)

∂σ
6= 0 . (2.42)Ôîðìóëà (2.42) êîððåêòíà, ò.ê. ìíîæåñòâî F−1(y) = {bσ1, . . . , bσK} êîíå÷íî, èáî îíî äèñêðåòíî (ñîãëàñíî òåîðåìå îíåÿâíîé �óíêöèè) è êîìïàêòíî (ââèäó êîìïàêòíîñòè D ⊃ F−1(0) ).×èñëî, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (2.42), èìååò ïðîçðà÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, îòðàæåííûé â ñàìîì íàçâàíèè�ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ�: deg(Fλ,D, y) åñòü ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ïðîîáðàçîâ îêðåñòíîñòè òî÷êè y ∈ R

m ñ òîé æåîðèåíòàöèåé è ÷èñëîì ïðîîáðàçîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé.Ìîæíî ïðîâåðèòü (ñì., íàïðèìåð, [82℄), ÷òî ÷èñëî deg(F λ,D, y) ìîæíî äîîïðåäåëèòü è äëÿ äðóãèõ (ò.å. è íåêðèòè÷åñêèõ) çíà÷åíèé y îòîáðàæåíèÿ Fλ, ïðè÷åì ïðè âñåõ y ∈ R
m

• deg(Fλ,D, y) åñòü öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîñòîÿííà äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé F λ, óäîâëå-òâîðÿþùèõ óñëîâèþ (A),
• deg(Fλ,D, y) = deg(F λ,D, 0), åñëè C(y) = C(0), ãäå C(y) � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà R

m \ Fλ(∂D),ñîäåðæàùàÿ òî÷êó y,
• åñëè deg(Fλ,D, y) 6= 0, òî óðàâíåíèå F λ(σ) = y èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå bσ ∈ Dè
• |deg(F 1,D, 0)| = 1.Ýòè ñâîéñòâà ïðîâåðÿþòñÿ ñíà÷àëà äëÿ äè��åðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé. Òðåòüå èç íèõ âûòåêàåò èç òåîðåìûÑàðäà (ñì., íàïðèìåð, [82℄), ñîãëàñíî êîòîðîé â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè C(0) ∋ 0 ìíîæåñòâà R

m \Fλ(∂D) îáÿçàòåëüíîíàéäåòñÿ íå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå y îòîáðàæåíèÿ F λ. ×åòâåðòîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ (C).Âñå ÷åòûðå ñâîéñòâà çàòåì óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Â ñîâîêóï-íîñòè îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî óðàâíåíèå F (σ) = 0 èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå â D.Îòìåòèì åùå îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà D åñòü îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâàïðîñòðàíñòâà X, òåîðåìà Ëåðå�Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ F λ : D → X ïðåäïîëàãàåò êîìïàêòíîñòüîòîáðàæåíèÿ Kλ = I−Fλ : D → X. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Kλ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì êîíå÷íîìåðíûõîòîáðàæåíèé. Â ïðèâîäèìîì çäåñü äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûå àïïðîêñèìàöèè,íî îíè íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîíòóðà Γ (ñ åãî ñàìîíåïåðåñåêàåìîñòüþ). Ýòîïîçâîëÿåò â äàííîì ñëó÷àå ñíÿòü îáðåìåíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå êîìïàêòíîñòè îòîáðàæåíèÿ Kλ : D → X , êîòîðîåïðè íåïîñðåäñòâåííîì ïðèìåíåíèè òåîðåìû Ëåðå�Øàóäåðà â ïðîñòðàíñòâå X ãåëüäåðîâñêèõ �óíêöèé (âîçíèêàþùèõâ ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîãî êîíòóðà Γ ) ïðèâîäèò ê î÷åíü æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì íà ãåîìåòðèþ Γ.Ëåììà 2.2 Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñàìîíåïåðåñåêàþùèõñÿ ëîìàííûõ Γλ, ñîñòîÿùèõ èç m + 1ñåãìåíòîâ {lλj , Nλ
j }(j=1,...,m+1), èìåþùèõ äëèíó lλj è íàêëîíåííûõ ê îñè x ïîä óãëîì (Nλ

j + π/2),êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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(1) Γ0 = Γ ;

(2) Γλ ∩ ∂(R2
++) = ∂Γλ ∀λ ∈ [0, 1];

(3) N1
j = π/4 , l1j = 1/(m+ 1) ;

(4) �óíêöèè λ 7→ lλk è λ 7→ Nλ
k äîñòàòî÷íî ãëàäêèå;

(5) ∃ δ > 0, òàêîå, ÷òî
lλk > δ > 0 ∀ k, dist(Γ, 0) > δ, (2.43)ãäå dist(Γ, 0) � ðàññòîÿíèå ìåæäó Γλ è òî÷êîé z = 0.

x

y

Γ1/2

Γ0 = Γ ∩R2
++

♥ Ïðè λ ∈ [0, 1/2] ïîñòðîåíèå óêàçàííîãî ñåìåéñòâà Γλ ÿñíî èç ïðåäñòàâëåííîãî çäåñü ðèñóíêà.Äàëåå äåëàåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ ãîìîòåòèÿ. �Ñëåäóÿ Â.Í. Ìîíàõîâó (ñì. [76℄, ñòð. 127), ðàññìîòðèì, ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé
[0, 1] ∋ λ 7→ F λ : D ∋ σ 7→ F λ(σ) = (F λ1 (σ), · · · , F λm(σ)) ∈ R

m ,ãäå F λj (σ) = σjL
λ
j (σ)/lλj , à Lλj (σ) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (2.39).Ëåììà 2.3 Ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

F λ(σ) = σ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: σ ∈ D, ãäå
D = Dε

def
= {σ

(2.29)
∈ D

∣∣ (σj − σj+1) > ε , j = 1, . . . ,m+ 1 }.

♥ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ∀n ≥ 1 ∃λn ∈ [0, 1] ∃σn ∈ D \ D1/n , ÷òî
F λn(σn) = σn, ò.å. Lλn

j (σn) = lλn
j ∀ j = 1, . . . ,m . (2.44)Ñîãëàñíî (2.36)�(2.39),

Lλj (σ) =
|Γλ|
4

(∫ σj

σj−1

Hσ,λ(M,v) dv

)(∫ 1

0
Hσ,λ(M,v) dv

)−1

, (2.45)ãäå çàâèñèìîñòü �óíêöèè
Hσ,λ(u, v) = exp

∫ u

0

∂Bσ,λ(ξ, v)

∂ξ
dξ (2.46)îò λ è σ èíîãäà äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè íå áóäåò ÿâíî îáîçíà÷àòüñÿ.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σn}n≥1 è {λn}n≥1 �óíäàìåíòàëüíû. �àññìîòðèì ïî-âåäåíèå èíòåãðàëà ∫ 1

0 H(M,v) dv ïðè n → ∞. Òàê êàê σn 6∋ D1/n, òî ∃j = j(n) òàêîå, ÷òî
0 < σnj − σnj−1 ≤ 1/n. Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî èíòåãðàë îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, ëèáîîí ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå, Lλn

j (σn) → 0, òàê êàê |Γλn | ≤ const. Îòñþäà, âñèëó (2.44)�(2.45), lλn
j → 0, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ëåììå 2.2. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì êðèâóþ

γn = {zn(iv), v ∈ [0, 1]}, ãäå îòîáðàæåíèå zn ïîñòðîåíî ïî �îðìóëàì (2.24) è (2.38) äëÿ A = Aσ
n,λnè B = Bσn,λn . Äëèíà ýòîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

|γn| =

∫ 1

0
eA0 dv = eA0 =

|Γλn |
4

(∫ 1

0
H(M,v) dv

)−1

, (2.47)èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî |γn| → 0. Òàêèì îáðàçîì, γn ñòÿãèâàåòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ìûïîëó÷èì íóæíîå íàì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (2.43), åñëè ïîêàæåì, ÷òî
dist(Γλn , γn) ≤ |Γλn |

(∫ 1

0
H(M,v) dv

)−1

inf
v∈[0,1]

∫ M

0
H(u, v) du , (2.48)35



èáî infv∈[0,1]

∫M
0 H(u, v) du ≤

∫M
0 H(u, v∗) du ≤ const ïðè v∗ ∈ [0, 1] \ ∪j,nσnj . ×òî æå êàñàåòñÿ íåðà-âåíñòâà (2.48), òî âîò åãî äîêàçàòåëüñòâî:

dist(Γλn , γn) = inf
v∈[0,1]

inf
η∈[0,1]

|zn(V +iv)−zn(iη)| ≤ inf
v∈[0,1]

|zn(M+iv)−zn(iv)| ≤ inf
v∈[0,1]

∣∣∣∣
∫ M+iv

iv
eA+iB dw

∣∣∣∣ ≤

inf
v∈[0,1]

eA0

∫ M

0
H(u, v) du ≤ |Γλn |

(∫ 1

0
H(M,v) dv

)−1

inf
v∈[0,1]

∫ M

0
H(u, v) du . �Ëåììà 2.4 Îòîáðàæåíèå D × [0, 1] ∋ (σ, λ) 7→ F λ(σ) íåïðåðûâíî.

♥ Â ñèëó �îðìóëû (2.45) è òîãî �àêòà, ÷òî
∫ 1

0
H(σ,λ)(M,v) dv

(2.46)
> 0 ∀ (σ, λ) ∈ D × [0, 1] ,äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü äâóõ îòîáðàæåíèé

D × [0, 1] ∋ (σ, λ) 7→
∫ 1

0
Hσ,λ(M,v) dv , D × [0, 1] ∋ (σ, λ) 7→

∫ 1

0
1]σj−1,σj [(v)H

σ,λ(M,v) dv . (2.49)Ïóñòü (σn, λn) → (σ∗, λ∗). Èìååì
σ∗ = {σ∗1 , . . . , σ∗m}, ãäå 0 = σ∗0 ≤ σ∗1 ≤ · · · ≤ σ∗m ≤ σ∗m+1 = 1.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî Cδ ⊂ R, ìåðû ìåíüøåé

δ, ñîäåðæàùåå âñå òî÷êè σ∗j , ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé
Hσn,λn(M, ·) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê �óíêöèè Hσ∗,λ∗(M, ·), êîòîðàÿ èíòåãðèðóåìà â ñèëó (2.35). Âñèëó òåõ æå ñîîòíîøåíèé (2.35), êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé îãðàíè÷åí â
Lp(0, 1) ñ íåêîòîðûì p > 1. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó Âèòàëè (ñì., íàïðèìåð, [79℄ ñòð. 144) èíåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé (2.49) äîêàçàíà60. �Ëåììà 2.5 Óðàâíåíèå F 1(σ) = σ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå σ̂ ∈ D, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãîîòîáðàæåíèå I − F 1 áèåêòèâíî.
♥ Ïðè λ = 1 �óíêöèè A = A1 è B = B1 íå çàâèñÿò îò σ = (σ1, . . . , σm), òàê êàê (ñîãëàñíîëåììå 2.2) N1

j = π/4 ∀ j = 1, . . . ,m + 1. Ïðè ýòîì, l1j=1/(m + 1). Ïîýòîìó èñêîìûå êîìïîíåíòûíåïîäâèæíîé òî÷êè σ̂ = (σ̂1, . . . , σ̂m) îòîáðàæåíèÿ F 1 îïðåäåëÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èç ñëåäóþùåéñèñòåìû óðàâíåíèé
l1j=1/(m + 1) , l1j =

∫
bσj

bσj−1

eA(M,v) dv , j = 1, . . . ,m , ãäå σ̂0 = 0, σ̂m+1 = 1 . (2.50)ßêîáèàí J(σ) îòîáðàæåíèÿ I−F 1(σ) ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ. Èìååì F 1
j (σ)

(2.40)
= σj

∫ σj

σj−1
eA(M,v) dv/l1j . Ïðèýòîì, �óíêöèÿ (0, 1) ∋ v 7→ A(M,v) àíàëèòè÷íà, èáî

B(M,v) = const ïðè 0 < v < 1 =⇒ ∂A(u, v)

∂u

∣∣∣
u=M

= 0.Èìååì
∂Fj(σ)

∂σk
= 0 ∀ k > j , ïîýòîìó J(σ) =

m∏

j=1

(
1 − ∂Fj(σ)

∂σj

)
.ßñíî, ÷òî

∂Fj(σ)

∂σj
=

1

l1j

∫ σj

σj−1

eA(M,v) dv +
σj
l1j
eA(M,σj)60Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî óòâåðæäàòü áîëüøåå: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Hσn,λn(M, ·) ñëàáî ñõîäèòñÿ â Lp(0, 1),÷òî ñëåäóåò (ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1 â [5℄) èç åå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ê �óíêöèè èç Lp(0, 1).36



Ó÷èòûâàÿ (2.50), ïîëó÷àåì
J(σ̂) =

m∏

j=1

(
− σ̂j
l1j
eA(M,bσj)

)
6= 0 .Îñòàåòñÿ îòìåòèòü íåïðåðûâíîñòü ÿêîáèàíà J (÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì åãî àíàëèòè÷íîñòè). �Ïîäâåäåì ïåðâûé èòîã. Äîêàçàíû ëåììû 2.2�2.5. Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû Ëåðå�Øàóäåðà, çà-äà÷à (2.27)�(2.30) èìååò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå.Çàìå÷àíèå 2.1 Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà, çàäà÷à (2.27)�(2.30) èìååò îãðàíè÷åí-íîå ðåøåíèå, åñëè

|δNj | < 1 ïðè 0 ≤ j ≤ m+ 1 . (2.51)Óñëîâèå (2.51) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïîëèãîíàëüíûé êîíòóð ñàìîíåïåðåñåêàåòñÿ. Ýòî óñëîâèåñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáîå, ÷åì óñëîâèå (2.35). Ïîñëåäíåå (â ñëó÷àå ïîëèãîíàëüíîñòè êîíòóðà) ÿâëÿ-åòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ (2.21) òåîðåìû 2.1. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû (ñì., â ÷àñòíîñòè,ñëåäóþùèé ïóíêò ýòîãî ïàðàãðà�à) óñëîâèå (2.35), à òåì áîëåå óñëîâèå (2.51), íåäîñòàòî÷íî äëÿðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 2.1.Ïðè÷èíû ýòîãî ïîçâîëÿþò îñîçíàòü ñëåäóþùèå äâå ëåììû, êîòîðûå (ñîãëàñíî ñ�îðìóëèðîâàí-íîìó âûøå ïëàíó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1) óñòàíàâëèâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîëèñòíîñòü îòîá-ðàæåíèÿ z : Q→ Ω è âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (2.26).Ëåììà 2.6 Ïóñòü σ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ (2.41) è ïóñòü
0 ≤ N(s) ≤ π ïðè Ps ∈ Γ ∩ R

2
++. (2.52)Òîãäà �óíêöèÿ z, îïðåäåëåííàÿ �îðìóëîé (2.24) áèåêòèâíî îòîáðàæàåò ïðÿìîóãîëüíèê Q íà îä-íîñâÿçíóþ îáëàñòü ω ⊂ {(x, y) ∈ R

2
∣∣ x > 0}, ãðàíèöà êîòîðîé åñòü çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿêðèâàÿ ∂ω, ñîñòîÿùàÿ èç îòðåçêà [z(0), z(M)] ⊂ Rx , ëîìàííîé Γ∩R2

++ , îòðåçêà [z(i), z(M + i)] ⊂
Ry è êðèâîé (2.25), ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z(0) è z(i).

♥ Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé, óñëîâèå (2.52) âëå÷åò òàêèå íåðàâåí-ñòâà
0 ≤ B(0, v) ≤ π ∀ v ∈ [0, 1] , (2.53)ãäå B � ðåøåíèå çàäà÷è (2.27) (è ïîòîìó B(0, 0) = 0, à B(0, 1) = π/2 ).Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ (2.24) áèåêòèâíî è ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè îòîáðàæàåòíà ∂Q âûøåîïèñàííóþ êðèâóþ ∂ω. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ýòà êðèâàÿ ñàìîíåïåðåñåêàåòñÿ. Äëÿýòîãî, ââèäó (2.53), äîñòàòî÷íî ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òàêèì ïðåäïîëîæåíèåì:

“êðèâàÿ (2.25) è ëîìàííàÿ Γ ∩ R2
++ èìåþò îáùóþ òî÷êó�. (2.54)Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðîâåðãíóòü ýòî ïðåäïîëîæåíèå, ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

z(Q) ⊂ C \ Λ , (2.55)ãäå Λ � ýòî íåîãðàíè÷åííàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà C \ z(∂Q).Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî z(Q) ⊂ C \ Λ, ò.ê. ìíîæåñòâî z(Q) îòêðûòî. Ïðåäïîëîæèì âî-ïðåêè (2.55), ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà z∗ ∈ z(Q) ∩ Λ. Ïîñêîëüêó îáëàñòü z(Q) îãðàíè÷åíà, òî êðè-âàÿ, ëåæàùàÿ â Λ è ñîåäèíÿþùàÿ z∗ è ∞ , ïåðåñåêàåò ∂z(Q). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òî÷êà
y∗ ∈ ∂z(Q) ∩ Λ. Íî y∗ 6= z(∂Q), ò.ê. Λ ∩ z(∂Q) = ∅. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âêëþ÷åíè-åì ∂z(Q) ⊂ z(∂Q), âåðíûì äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî îòîáðàæåíèÿ (è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãîëîìîð�íîé�óíêöèè z ). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîêàçàëè âêëþ÷åíèå (2.55). Ïîêàæåì, ÷òî èç íåãî ñëåäóåò òàêîé�àêò ìíîæåñòâî C \ Λ ñâÿçíî. (2.56)37



Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà C\Λ (îãðàíè÷åííûåâ ñèëó îãðàíè÷åííîñòè C \Λ ), îäíà èç êîòîðûõ, ñîãëàñíî (2.55), ñîäåðæèò ìíîæåñòâî z(Q) (ââèäóåãî ñâÿçíîñòè), à ãðàíèöà äðóãîé ñîäåðæèò òî÷êó p 6∈ z(Q) = z(Q), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäóþùåìó�àêòó
p ∈ ∂(C \ Λ) ⊂ z(∂Q) ⊂ z(Q).Òåïåðü ëåãêî óñòàíîâèòü òðåáóåìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îïðîâåðæåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ (2.54).Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ(2.54) =⇒ ìíîæåñòâî C \ Λ íå ñâÿçíî, (2.57)êîòîðàÿ ïðîòèâîðå÷èò óæå óñòàíîâëåííîìó �àêòó (2.56).Äîêàæåì (2.57). �àññìîòðèì âñòðå÷íîå äâèæåíèåâäîëü êðèâîé (2.25) äâóõ òî÷åê P0(v) = z(0, v) è P1(v) =

z(0, 1−v) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà v îò çíà÷åíèÿ v = 0äî v = 1. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ (2.54), êàæäàÿ òî÷êà
Pj ïðè íåêîòîðîì vj ∈ (0, 1) âïåðâûå äîñòèãíåò ëîìàí-íóþ Γ∩R2

++. Â ñèëó (2.53), ó ëîìàííîé Γ∩R2
++ è êðè-âîé (2.25) íåò îáùèõ òî÷åê, ëåæàùèõ ïðàâåå P0(v0) èëèëåâåå P1(v1). Ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî äâà íåïåðåñåêàþ-ùèõñÿ ìíîæåñòâà M0 è M1 (ñì. ðèñ.) äîëæíû ïðèíàä-ëåæàòü ìíîæåñòâó C \Λ. Òåì ñàìûì, èìïëèêàöèÿ (2.57)äîêàçàíà. �

x

y

P1(1)

P0(0)

M1

M0

P1(v1) P0(v0)

Ëåììà 2.7 Íåðàâåíñòâî (2.26) ñïðàâåäëèâî, åñëè
| N(s) | ≤ π/2 ïðè Ps ∈ Γ ∩ R

2
++. (2.58)

♥ Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, óñëîâèå (2.58) âëå÷åò |B(0, v) | ≤ π/2 ïðè v ∈ [0, 1] . Ïîýòîìó
cosB(0, v) ≥ 0 ïðè v ∈ [0, 1] . Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè v 7→ B(0, v) è òî, ÷òî
B(0, 0) = 0, ìãíîâåííî ïîëó÷àåì (2.26). �Ïîäâåäåì âòîðîé èòîã: òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà äëÿ ïîëèãîíàëüíûõ êîíòóðîâ.Äîêàæåì åå òåïåðü äëÿ ñëó÷àÿ ñïðÿìëÿåìîãî êîíòóðà Γ. Ïóñòü Γm � ñåìåéñòâî òàêèõ ñèì-ìåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé ïîëèãîíàëüíûõ êîíòóðîâ, âïèñàííûõ â Γ, ÷òî äëèíûâñåõ m + 1 ñåãìåíòîâ ëîìàííîé Γm ∩ R2

++ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè m → ∞. Ïóñòü Am + iBm �ðåøåíèå çàäà÷è (2.27) ïðè ϕ = Nm ◦ s, ãäå Nm � óãëîâàÿ �óíêöèÿ êîíòóðà Γm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
zm �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé (2.24). Ôóíêöèÿ zm áèåêòèâíî îòîáðàæàåò Q íà îáëàñòü,îïèñàííóþ â ëåììå 2.6. Ïî ïîñòðîåíèþ, Γm ïðåîáðàçóåòñÿ â Γ ïðè m → ∞. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåòòàêàÿ êîíñòàíòà C , ÷òî |zm(w)| ≤ C ∀w ∈ Q , ∀m ≥ 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëå-äîâàòåëüíîñòü zmk

, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ Q ê ãàðìîíè÷åñêîé â
Q �óíêöèè.Ëåììà 2.8 Ôóíêöèÿ z = limk→∞ zmk

: Q→ C îòëè÷íà îò êîíñòàíòû.
♥ Äîñòàòî÷íî ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñî ñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíèåì

∫ 1

0
expAm(0, v) dv → 0 m→ ∞ ,êîòîðîå, â ñèëó (2.47), îçíà÷àåò, ÷òî γm ñòÿãèâàåòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò è

∫ 1

0
Hm(M,v) dv → ∞ m→ ∞ .38



Îòñþäà è èç (2.48) ñëåäóåò òðåáóåìîå ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó, â ñèëó (2.33), (2.34), (2.36) è (2.37),èìååì
inf

v∈[0,1]

∫ M

0
Hm(u, v) du ≤ C inf

v∈[0,1]

∫ M

0
Em(u, v) du ≤ C∗ <∞ ∀m. �Ïîäâåäåì îêîí÷àòåëüíûé èòîã. Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ðàâíîìåðíîãî (íà êàæäîì êîì-ïàêòå K ⊂ Q ) ïðåäåëà îäíîëèñòíûõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, â [57℄ ïðåäëîæåíèå 2.2 â §1ãëàâû V ), èç ëåììû 2.8 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå z : Q→ C åñòü áèåêöèÿ íà ñâîé îáðàç ω = z(Q) ,ÿâëÿþùèéñÿ, î÷åâèäíî, îáëàñòüþ ñî ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â ëåììàõ 2.6 è 2.7. Òåîðåìà 2.1 ïîë-íîñòüþ äîêàçàíà.3. Åñëè íàðóøåíî óñëîâèå (2.21) íà êîíòóð Γ î òîì, ÷òî êðèâàÿ Γ ∩ R

2
++ ïåðåñåêàåòñÿ ëþáîé âåð-òèêàëüþ èëè ãîðèçîíòàëüþ ëèøü îäèí ðàç, òî òåîðåìà 2.1, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíà. Êîíòðïðèìåðûïðèâåäåíû â [5, 34, 119, 120, 121℄. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîíòóðîâ Γ, îãðàíè÷èâàþùèõîäíîñâÿçíóþ îáëàñòü S, íî íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2.21), ìîãóò ñóùåñòâîâàòü (ïðè îäíîì èòîì æå ïàðàìåòðå M ) êðèâûå γ ⊂ S ðàçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ ( γ = γk îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü

ωk ⊂ S, ñîñòîÿùóþ èç k îäíîñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè), äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ãàðìîíè÷åñêèåâ Ωk = S \ ωk �óíêöèÿ u = uk ∈ C(Ωk) , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.22). Äîêàçàííûå â [34℄ðåçóëüòàòû äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñåìåéñòâà êîíòóðîâ Γa èëëþñòðèðóþòñÿ íà ðèñ. 9 è ðèñ. 10.Â ðàáîòå [5℄ ïîëó÷åíû òàêæå óñëîâèÿ íà ãåîìåòðèþ êîíòóðà Γ è �óíêöèþ q â óñëîâèè (2.20),ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.4. Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î íåñèììåòðè÷íûõ îäíîñâÿçíûõ �ïëàçìåííûõ� îáëàñòÿõ äëÿ ñåìåéñòâàñèììåòðè÷íûõ êîíòóðîâ Γa, ãäå 1/2 < a ≤ 1 (ñì. ðèñ. 11). Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íåñèììåòðè÷-íûõ êîí�èãóðàöèé γ áûëà äîêàçàíà â [120℄ (ñð. ñõîæèé ðåçóëüòàò â ðàáîòå [174℄). Äîêàçàòåëüñòâî,ïî-ñóùåñòâó, ñâîäèëîñü ê ïðîâåðêå âîçìîæíîñòè ïîäîáðàòü òàêîé ìóëüòè-ïàðàìåòð σ = (σ1, σ2, σ3),êîìïîíåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
0 = σ0 < σ1 < σ2 < 1 < σ3 < σ4 = 2 (2.59)è äëÿ êîòîðûõ

S1 = S4 > S2 = S3 , (2.60)ãäå
Sj(σ1, σ2, σ3) =

∫ σj

σj−1

(
exp

∫ M

0

∂B

∂v
(u, v)du

)
dv , (2.61)à B = Bσ � ðåøåíèå çàäà÷è

∆B(u, v) = 0 â Q2, B(u, 0) = 0, B(u, 1) = π, Bu(0, v) = 0, B(M,v) = ϕ(v), (2.62)â îáëàñòè Q2 = {0 < u < M, 0 < v < 2} ñ �óíêöèåé ϕ = ϕσ, îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ϕ(v) =





π/4 ïðè v ∈ (0, σ1) ∪ (σ2, σ3) ,

3π/4 ïðè v ∈ (σ1, σ2) ∪ (σ3, 2) .
(2.63)ßñíî, ÷òî �îðìóëû (2.60) âûðàæàþò ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äëèíàìè Sj ïîñëåäîâà-òåëüíûõ ÷åòûðåõ ñåãìåíòîâ ëîìàííîé Γa ∩ R

2
+. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç èíòåãðàëîâ, ïðåäñòàâëÿ-þùèõ �óíêöèè Sj , ïîêàçàë, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ

def
= σ2 ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðàìåòðû61

σ1 = O(ρ2) è σ3 = σ3(ρ), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.59) è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñî-îòíîøåíèÿ (2.60). Ïðè ýòîì, ìàëîñòü ïàðàìåòðà ρ ïðèâîäèò ê ìàëîñòè �ïåðåøåéêà� êîíòóðà Γa(ãäå 1/2 < a ≤ 1, ñì. ðèñ. 11). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàèáîëåå äëèííàÿ ñòîðîíà êîíòóðà Γa, ðàâíàÿ
a(ρ)

def
= S1

(
σ1(ρ), ρ, σ3(ρ)

)
, ñòðåìèòñÿ ê 1/2 ïðè ρ→ 0.61Ïîðÿäîê ìàëîñòè σ1 = O(ρ2) (â äàííîì ñëó÷àå îí � êâàäðàòè÷íûé) çàâèñèò îò âåëè÷èíû óãëîâ ìåæäó ñåãìåíòàìèêîíòóðà Γa . 39



Ω = Ω1

γ = γ1

ω = ω1

Γ = Γa

x

1 − a

a y
π
4

3
4π

Ω = Ω2

γ = γ2

ω = ω2

Γ = Γa

x

1 − a

a y
π
4

3
4π

�èñ. 9. �Ïëàçìåííûå� îáëàñòè ñ îäíî è äâóìÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè;

M
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0.55

0.55

0.55

0.55

0.55

0.55

1.00 1.00

M = 0.13 M = 0.5

0.50.360.290.13
0.5

0.55

0.61

a

�èñ. 10. Âñå òèïû ñèììåòðè÷íûõ �ïëàçìåííûõ� êîí�èãóðàöèé äëÿ ñåìåéñòâà êîíòóðîâ Γa .40
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x

1 − a

ay

�èñ. 11. Íåñèììåòðè÷íûå �ïëàçìåííûå� êîí�èãóðàöèè γ♭ è γ# (ïðè a = 0.54 è M = 0.13 ).

0
0.5

0
0.5 ρ

1

aM

bM

ρM1 2 σσM

γ♭

γ♯

γ1

γ′2γ′′2

0.3

S1(σ, σ, σ)

S1(σ1(ρ), ρ, σ3(ρ))

a) b)�èñ. 12. Òèïè÷íûå (äëÿ âñåõ çíà÷åíèé M ) ãðà�èêè �óíêöèé a) σ 7→ S1(σ, σ, σ) è b) ρ 7→ S1

(
σ1(ρ), ρ, σ3(ρ)

)
.Êîðíè óðàâíåíèÿ a = S1(σ, σ, σ) îïðåäåëÿþò ñèììåòðè÷íûå �ïëàçìåííûå� êîí�èãóðàöèè γ1, γ

′

2, γ
′′

2 , à êîðíèóðàâíåíèÿ a = S1

(
σ1(ρ), ρ, σ3(ρ)

) îïðåäåëÿþò íåñèììåòðè÷íûå êîí�èãóðàöèè γ♭ è γ#.
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Ôóíêöèè σ 7→ S1(σ, σ, σ) è ρ 7→ S1

(
σ1(ρ), ρ, σ3(ρ)

) áûëè ÷èñëåííî ïðîàíàëèçèðîâàíû. Ïðåä-ñòàâëåííûå íà ðèñ. 12 èõ ãðà�èêè äëÿ M = 0.13 òèïè÷íû è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé M . Çàâè-ñèìîñòü îò ïàðàìåòðà M âåëè÷èí bM è aM , �èãóðèðóþùèõ íà ðèñ. 12, ïðåäñòàâëåíà èõ ãðà-�èêàìè íà ðèñ. 10. Íåñèììåòðè÷íûå �ïëàçìåííûå� êîí�èãóðàöèè γ♭ è γ# , îòâå÷àþùèå, ñîîò-âåòñòâåííî, òî÷êàì (ρ♭, a(ρ♭)) äóãè ïîäúåìà è òî÷êàì (ρ#, a(ρ#)) äóãè ñïóñêà ãðà�èêà �óíêöèè
ρ 7→ a(ρ) = S1

(
σ1(ρ), ρ, σ3(ρ)

) (ñì. ðèñ. 12b), èçîáðàæåíû íà ðèñ. 11.5. Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.1. Êàê áûëî îòìå÷åíî â íà÷àëå ïàðàãðà�à, òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [160℄ â êëàññå èñêîìûõêîíòóðîâ γ, êîòîðûå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äâóõ êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ñïðàâåäëèâà ëè ýòà òåîðåìà â ñëó÷àå,åñëè ñèììåòðèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü îòíîñèòåëüíî îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò? À åñëè íå ïðåäïîëàãàòü êàêóþ-ëèáîñèììåòðèþ êîíòóðà γ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíèé êîíòóð Γ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ? Åñòü ëè åäèíñòâåííîñòüäëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî êîíòóðà Γ?2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî êîíòóðà Γ â [131℄ äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû γ,ãîìåîìîð�íîé îêðóæíîñòè, åñëè íà γ (íóëåâîé ëèíèè ïîòåíöèàëà) ñòàâèòñÿ óñëîâèå (2.20) ñ íåêîòîðîé �óíêöèåé q.Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèþ q ñïðàâåäëèâ àíàëîã ýòîé òåîðåìû, åñëè ëàïëàñèàí çàìåíåí íà îïåðàòîð (2.7)?� 3 Êîí�îðìíîå σ -èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå çàäàííûõ àíàëèòè÷åñêèõ êðè-âûõ è âåêòîðíûå ïîëÿ, îïðåäåëÿþùèå ýêñïîíåíöèàëüíî òî÷íûå àñèìïòîòèêè ðå-øåíèé äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ íà ãðàíèöå1. Â ýòîì ïóíêòå äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε = 1/M (M ∈ N ) ñòðîèòñÿ òàêîå àñèìïòîòè÷åñêîåïðèáëèæåíèå uε ðåøåíèÿ Uε êðàåâîé çàäà÷è
∆Uε

∣∣∣
Ω
= 0 ,

(
Uε + λ

∂Uε
∂ν

) ∣∣∣∣
s∈Γ=∂Ω

= f(s/ε) , ãäå f ∈ Hβ(Γ) , à β ≥ −1/2 − signλ , (3.1)äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà
‖uε − Uε‖Hα(Ω) ≤ Cαe

−τ/ε, ãäå τ > 0 , à α = β + 1/2 + signλ ≥ 0 . (3.2)Çäåñü λ = const ≥ 0, ∂/∂ν � äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âíåøíåé íîðìàëè ê Γ, Hα � ïðîñòðàí-ñòâî Ñîáîëåâà ñ ïîêàçàòåëåì ãëàäêîñòè α. �ðàíèöà Γ îáëàñòè Ω ⋐ R
2 (äëÿ ïðîñòîòû, îäíî-ñâÿçíàÿ) ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé. Åå äëèíà |Γ| ðàâíà 2π . Òî÷êà s ∈ Γ îòîæäåñòâëÿåò-ñÿ ñ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì ãðàíèöû. Èçîìåòðè÷íî îòîáðàæàÿ Γ íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü

T = {eiσ , σ ∈ R/2πZ} ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ∈ Hα(T).Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ f, èìååòíóëåâîå ñðåäíåå: ∫
T
f(s) ds = 0. Ýòà �óíêöèÿ îïðåäåëÿåò áûñòðî îñöèëëèðóþùóþ îêîëî íóëåâîãîçíà÷åíèÿ ãðàíè÷íóþ �óíêöèþ
fε : T ∋ eiσ 7→ f(Mσ) =

∑

k≥1

(ak cosMkσ + bk sinMkσ) , (3.3)ïðè ýòîì
‖f‖2

β
def
=
∑

k≥1

k2β
(
|ak|2 + |bk|2

)
<∞ . (3.4)Åñëè îáëàñòü Ω åñòü äèñê D, à (ρ, σ) � åãî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, òî �óíêöèÿ

vε : (ρ, σ) 7→
∑

k≥1

ρMk (ck cosMkσ + dk sinMkσ) , ãäå ck =
ak

1 +Mkλ
dk =

bk
1 +Mkλ

, (3.5)åñòü, î÷åâèäíî, òî÷íîå ðåøåíèå62 çàäà÷è (3.1), äëÿ êîòîðîãî
‖vε(ρ, ·)‖α

(3.4)
≤ Cρ1/ε ‖f‖β , ãäå α = β + 1/2 + signλ ≥ 0 . (3.6)62Ýòî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò (ñì., íàïðèìåð, [73℄) ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà Hα(Ω) (
 α ≥ 0 ) è îíî åäèíñòâåííî âýòîì êëàññå, íî íå åäèíñòâåííî â êëàññå H−µ(Ω) ïðè ëþáîì µ > 0 (íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî ÿäðî Ïóàññîíà çàäà÷èÄèðèõëå ïðèíàäëåæèò H−µ(Ω) ïðè µ > 0 ). 42



Çàìå÷àíèå 3.1 Äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ f : T → R ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé (ò.å.êîãäà êîý��èöèåíòû ak , bk â ðàçëîæåíèè (3.3) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì k ),÷èñëî ÷ëåíîâ â ðÿäå (3.3), êîòîðûå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü äëÿ íàäëåæàùåé àïïðîêñèìàöèè �óíê-öèè fε (à òåì ñàìûì, è �óíêöèè vε ), ìîæåò áûòü äîâîëüíî âåëèêî. Íàïðèìåð, òàê áóäåò äëÿàíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè f, êîòîðàÿ áëèçêà ê òàêîé ñòóïåí÷àòîé �óíêöèè
f∗ : T ∋ s 7→ 1[−π,−π

2
)(s) −

3

11
· 1[−π

2
, 7
8
π)(s) − 1[ 7

8
π,π)(s),ãäå 1[a,b) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ [a, b). Ìåæäó òåì, àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f, áëèçêàÿê ñòóïåí÷àòîé �óíêöèè f∗, ìîæåò áûòü ñðàâíèòåëüíî õîðîøî ïðèáëèæåíà âñåãî ëèøü îäíîé�óíêöèåé âèäà f(s) = sin(σ(s)), ãäå σ � ïîäõîäÿùèé àíàëèòè÷åñêèé àâòîìîð�èçì îêðóæíî-ñòè T. Ïîñêîëüêó èçëàãàåìîå çäåñü ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) äîïóñêàåò (êàêïîêàçàíî â ïóíêòå 3) àíàëèòè÷åñêóþ çàìåíó àðãóìåíòà ãðàíè÷íîé �óíêöèè, åñòü ðåçîí ïîäîáðàòüòàêîé àíàëèòè÷åñêèé àâòîìîð�èçì σ : T → T, äëÿ êîòîðîãî ñóììà

K∑

k=1

(Ck cos kσ(s) +Dk sin kσ(s)) (3.7)õîðîøî áû ïðèáëèæàëà �óíêöèþ f : s 7→ f(s) ïðè íåáîëüøèõ K ∈ N.Â ÷àñòíîñòè, òàêîãî ðîäà àíàëèòè÷åñêàÿ çàìåíà àðãóìåíòà ãðàíè÷íîé �óíêöèè ïîçâîëÿåòïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå â çàäà÷å (3.1) èìååò òàêîé âèä:
(
Uε + λ

∂Uε
∂ν

) ∣∣∣∣
s∈Γ=∂Ω

= χ(s)f(s/ε) +
(
1 − χ(s)

)
g(s) , (3.8)ãäå χ � ãëàäêàÿ, ïî÷òè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íåêîòîðîé äóãè Γ0 êðèâîé Γ, à g ∈ Hβ(Γ).Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ: îäíî áå-ðåò íà ñåáÿ íåîñöèëëèðóþùóþ ÷àñòü ãðàíè÷íîé �óíêöèè, ò.å. �óíêöèþ g , äðóãîå � îñöèëëÿöèþ íà

Γ0. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî àâòîìîð�èçìà îêðóæíîñòè, ðàñòÿãèâàþùåãî Γ0 äî Γ, ïîñòðîåíèåàñèìïòîòèêè ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè
(
Uε + λ

∂Uε
∂ν

) ∣∣∣∣
s∈Γ=∂Ω

= χ(s)f(s/ε) , (3.9)ñâîäèòñÿ, ïî-ñóùåñòâó, ê ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1).Èìåÿ ðåøåíèå â äèñêå D, òðàíñ�îðìèðóåì åãî â àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (3.1).Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì êîí�îðìíîå èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé Γ íà åäèíè÷-íóþ îêðóæíîñòü T = {ζ ∈ C
∣∣ |ζ| = 1}. Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î òàêîì îäíîëèñòíîì îòîáðàæå-íèè ζ : VΓ ∋ z 7→ ζ(z) ∈ VT íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè VΓ êðèâîé Γ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ îêðåñòíîñòü

VT îêðóæíîñòè T, êîòîðîå èçîìåòðè÷íî îòîáðàæàåò îêðóæíîñòü íà êðèâóþ Γ , ò.å. óäîâëåòâîðÿåòñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
|z′(ζ)| ≡ 1 äëÿ ζ ∈ T. (3.10)Òàêîå îòîáðàæåíèå, êàê áûëî îòìå÷åíî â [35℄, ìîæåò áûòü çàäàíî �îðìóëîé

ζ : VΓ ∋ z 7→ ζ(z) = 1 +

∫ z

0
exp(A+ iB) dz , (3.11)â êîòîðîé �óíêöèÿ �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à A+ iB : VΓ → C õàðàêòåðèçóåòñÿ òàêèìè óñëîâèÿìè

B
∣∣∣
s∈Γ

= s−N(s), A
∣∣∣
s∈Γ

= 0

(
⇒ ∂B

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0

)
, (3.12)ãäå N(s) � óãîë ìåæäó îñüþ è âíåøíåé íîðìàëüþ ê Γ â òî÷êå s . �àâåíñòâî íóëþ íîðìàëüíîéïðîèçâîäíîé �óíêöèè B âëå÷åò ïîñòîÿíñòâî �óíêöèè A íà Γ. �àâåíñòâî íóëþ ýòîé ïîñòîÿííîéýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ èçîìåòðèè (3.10). 43



Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Γ ∋ s 7→ s−N(s) àíàëèòè÷íà (è 2π -ïåðèîäè÷íà), òî ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè�Êîâàëåâñêîé âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè VΓ ñóùåñòâóåò ( 2π -ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî s ) ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ B ñ äàííûìè Êîøè (3.12).Ýòà îêðåñòíîñòü VΓ åñòü òà ìàêñèìàëüíàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðîîáðàçû ðàäèóñîâ ê îêðóæíîñòè T.Èñêëþ÷àÿ êðàéíå ðåäêèå ñëó÷àè, ìíîæåñòâî ∂VΓ íå äèñêðåòíî è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïðîäîëæåíèÿðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè âíå VΓ . Òàêîâî íàãëÿäíîå ãåîìåòðè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ïðè÷èíû (êàê ïðàâèëî)ëèøü ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ vε ◦ ζ , çàäàííàÿ �îðìóëîé
vε ◦ ζ

∣∣∣
z=x+iy

= vε
(
ρ(x, y), σ(x, y)

)
, ζ(x+ iy) = ρ(x, y) eiσ(x,y) , (3.13)óäîâëåòâîðÿåò, â ñèëó ñâîéñòâà èçîìåòðèè (3.10), ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ çàäà÷è (3.1).Âîçüìåì äâå êîëüöåâûå îáëàñòè V 0

T
è V 1

T
⊂ V 0

T
⊂ VT, îïðåäåëÿåìûå ðàäèóñàìè ρk ìàëîéîêðóæíîñòè êîëüöà V k

T
= {ρk < ρ < 1}, è ðàññìîòðèì èõ ïðîîáðàçû V k

Γ = z(V k
T

) ⊂ VΓ ïðèîòîáðàæåíèè ζ : VΓ → VT. Ïóñòü χ ∈ C∞(Ω) � òàê íàçûâàåìàÿ ñðåçàþùàÿ �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî:
χ = 1 â V 1

Γ è χ = 0 âíå V 0
Γ .Îïðåäåëèì �óíêöèþ uε �îðìóëîé uε = χ · vε ◦ ζ . Òî÷íåå,

uε(x, y) = χ(x, y) · vε
(
ρ(x, y), σ(x, y)

) äëÿ (x, y) ∈ V 0
Γ , uε(x, y) = 0 äëÿ (x, y) /∈ V 0

Γ . (3.14)Ïîëàãàÿ Ht
+(Q) = Ht+(Q), ãäå t+ def

= max{t , 0}, èìååì (ïî ïîñòðîåíèþ)
‖∆uε‖Hα−2

+ (VΓ\W ) = 0 , ãäå W = V 0
Γ \ V 1

Γ è ‖∆uε‖Hα−2
+ (W )

(3.6)
≤ Cα(ρ1)

1/ε .Òåì ñàìûì, �óíêöèÿ Rε = uε − Uε óäîâëåòâîðÿåò òàêèì óñëîâèÿì:
‖∆Rε‖Hα−2

+ (Ω)≤Cα(ρ1)
1/ε ,

(
Rε + λ

∂Rε
∂ν

) ∣∣∣∣
Γ

= 0 .Îòñþäà, ñîãëàñíî èçâåñòíîé ýëëèïòè÷åñêîé àïðèîðíîé îöåíêå (ñì., íàïðèìåð, [73, 159℄), ïîëó÷àåìàíîíñèðîâàííîå íåðàâåíñòâî (3.2) ñ τ = ln 1/ρ1 > 0.Çàìå÷àíèå 3.2 Ôîðìóëà (3.14), çàäàþùàÿ èñêîìîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå uε, íåóäîáíàòåì, ÷òî òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Γ. Êîíå÷íî, ìîæíîëîêàëüíî ðàñïðÿìëÿòü ãðàíèöó, ÷òî îáû÷íî è äåëàþò ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê â îáëàñòè ñêðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé, ñâîäÿ èñõîäíóþ çàäà÷ó ê ñåðèè çàäà÷ â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Â äàííîì ñëó÷àåëîêàëüíûì ðàñïðÿìëåíèåì ãðàíèöû âñå ìîæíî ñâåñòè ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîì Êîøè-Êîâàëåâñêîéñòåïåííûõ ðÿäîâ, ëîêàëüíî çàäàþùèõ �óíêöèþ B è, òåì ñàìûì, îòîáðàæåíèå (3.11). Îäíàêîòàêàÿ ïðîöåäóðà, ïðèåìëåìàÿ â òåîðèè, äîñòàòî÷íî òðóäîåìêà è ïîòîìó íåóäîáíà íà ïðàêòèêå.Îñíîâíàÿ öåëü, êîòîðóþ ñëåäóåò èìåòü ââèäó ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê, ñîñòîèò íå â òîì,÷òîáû âûïèñàòü óìîïîìðà÷èòåëüíûå �îðìóëû, à â òîì, ÷òîáû äàòü ÿñíî âûðàæåííîå ïðåäñòàâëåíèåîá îñíîâíûõ (àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ) îñîáåííîñòÿõ èññëåäóåìîé �óíêöèè.Èìåííî ýòîé öåëè ñîîòâåòñòâóåò êîíñòðóêöèÿ, èçëîæåííàÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå.2. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòü, ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî �óíêöèÿ f, çàäàííàÿ íà îêðóæíîñòè T èìååòíóëåâîå ñðåäíåå: ∫
T
f(s) ds = 0. �àññìîòðèì ñëó÷àé çàäà÷è Äèðèõëå è ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî,÷òî �óíêöèÿ f íå÷åòíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè t∗ ∈ T. Äàæå åñëè �óíêöèÿ f ðàçðûâíàâ t∗, áóäåì ñ÷èòàòü ýòó òî÷êó åå íóëåì, ïîñêîëüêó â ýòó òî÷êó óïèðàåòñÿ íóëåâàÿ ëèíèÿ óðîâíÿ�óíêöèè uε = vε ◦ ζ . Â ñèëó íå÷åòíîñòè, �óíêöèÿ f îáðàùàåòñÿ â íóëü â äâóõ äèàìåòðàëüíîïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ: â t∗ è â t∗ + π. Ýòè íóëè òðàíñ�îðìèðóþòñÿ â 2M ðàâíîìåðíî ðàñïðå-äåëåííûõ âäîëü Γ íóëåé ãðàíè÷íîé �óíêöèè fε : s 7→ f(s/ε), ãäå 1/ε = M ∈ Z.Çàäàäèìñÿ òàêèì âîïðîñîì: âäîëü êàêèõ êðèâûõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âíóòðü îáëàñòè ýòè íóëè�óíêöèè fε, òî÷íåå: êàêîâû íóëåâûå ëèíèè óðîâíÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòè 2M ãðàíè÷íûõ íóëåé,ó ïîñòðîåííîé âûøå òî÷íîé àñèìïòîòèêè uε ðåøåíèÿ Uε?Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ãðà�èêå �óíêöèè uε.Åãî äàåò ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ 44



Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü �óíêöèÿ f : T → R íå÷åòíà. Òîãäà èñêîìûå íóëåâûå ëèíèè óðîâíÿ �óíê-öèè uε = vε ◦ ζ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 2M ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íóëåé ãðàíè÷íîé �óíêöèè
fε : s 7→ f(s/ε), âêëàäûâàþòñÿ â âåêòîðíîå ïîëå πΓ òðàíñâåðñàëåé ê Γ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðà-çîì ðàäèóñîâ îêðóæíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè ζ−1 : VT → VΓ. Ýòî îòîáðàæåíèå z = ζ−1 , îáðàòíîåê ζ : VΓ → VT çàäàåòñÿ �îðìóëîé

z : VT ∋ ζ = ρeiσ 7→ z(ζ) = z0 +

∫ ζ

1
exp(A+ iB) dζ ∈ VΓ, z0 ∈ Γ , (3.15)â êîòîðîé �óíêöèÿ �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à A+ iB îïðåäåëÿåòñÿ63 ïî ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷èÊîøè:

B(ρ, σ)
∣∣∣
ρ=1

= N(σ) − σ, A
∣∣∣
ρ=1

= 0

(
⇒ Bρ

∣∣∣
ρ=1

= 0

)
, ρ = |ζ|, σ = arg ζ. (3.16)À èìåííî,

A : VS ∋ ζ = ρeiσ 7→ A(ρ, σ) =
1

2

∑

k≥1

(ρk − ρ−k) [Gk cos kσ − Fk sin kσ] , (3.17)
B : VS ∋ ζ = ρeiσ 7→ B(ρ, σ) = F0 +

1

2

∑

k≥1

(ρk + ρ−k) [Fk cos kσ +Gk sin kσ] , (3.18)ãäå Fk è Gk � ýòî òå êîý��èöèåíòû, êîòîðûå �èãóðèðóþò â ñëåäóþùåì ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèè
T ∋ σ 7→ B(1, σ) = F0 +

∑

k≥1

(Fk cos kσ +Gk sin kσ) .3. Áóäåì äëÿ óäîáñòâà ðàññìàòðèâàòü äâà ýêçåìïëÿðà îêðóæíîñòè, à èìåííî:
T = Tθ

def
= {ψ = µeiθ , |ψ| = 1} è T = Tσ

def
= {ζ = ρeiσ , |ζ| = 1}.�àññìîòðèì òó ñèòóàöèþ, êîãäà äëÿ �óíêöèè f : T → R íàéäåòñÿ òàêîé àíàëèòè÷åñêèé (è, äëÿîïðåäåëåííîñòè, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ) àâòîìîð�èçì

σ : T ∋ eiθ 7→ eiσ(θ) ∈ T, (3.19)à òàêæå òàêàÿ êîíñòàíòà C ∈ R, ÷òî �óíêöèÿ
g : θ 7→ g(θ)

def
= f

(
σ(θ)

)
−C (3.20)íå÷åòíà îòíîñèòåëüíî, ñêàæåì, òî÷êè θ0 = 0, ò.å. g(−θ) = −g(θ).Ëåììà 3.1 Ïóñòü 2π -ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè θ 7→ σ(θ) − θ è θ 7→ −σ′′(θ)

σ′(θ) ïðåäñòàâëåíû ñîîò-âåòñòâåííî â âèäå
σ(θ) − θ = f0 +

∑

k≥1

(fk cos kθ + gk sin kθ) (3.21)è
−σ

′′(θ)

σ′(θ)
=
∑

k≥1

k(ck cos kθ + dk sin kθ) . (3.22)Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V θ
T

îêðóæíîñòè Tθ îòîáðàæåíèå
σ

def
= ζ : V θ

T ∋ ψ = µeiθ 7→ ζ(ψ) = 1 +

∫ ψ

1
exp(a+ ib) dψ ∈ σ(V θ

T ) , (3.23)63Òðåáóåìàÿ èçîìåòðèÿ îòîáðàæåíèÿ (3.15) íà îêðóæíîñòè ýêâèâàëåíòíà òîæäåñòâó eA|ρ=1

def
= ds(σ)/dσ ≡ 1, ãäå

s(σ) � äëèíà äóãè êðèâîé Γ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ òî÷êîé eiσ ∈ T. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
s(σ) = σ. Îòñþäà N(s(σ)) = N(σ) è ïîòîìó B

˛̨
˛
ρ=1

= N(σ) − σ.45



â êîòîðîì64
a(µ, θ) = a0 +

∑

k≥1

[(
dk + gk

2
µk +

dk − gk
2

µ−k
)

cos kθ +

(
−ck + fk

2
µk − ck − fk

2
µ−k

)
sin kθ

]
, (3.24)

b(µ, θ) = f0 +
∑

k≥1

[(
ck + fk

2
µk − ck − fk

2
µ−k

)
cos kθ +

(
dk + gk

2
µk − dk − gk

2
µ−k

)
sin kθ

]
. (3.25)îñóùåñòâëÿåò òàêîå îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå V θ

T
íà σ(V θ

T
), êîòîðîå íà T = T

θ ñîâïàäàåò ñ
σ, ò.å. σ

∣∣
T
= σ.

♥ Ïðè µ = 1 îòîáðàæåíèå (3.23) äîëæíî ñîâïàäàòü ñ çàäàííûì àâòîìîð�èçìîì σ îêðóæíîñòè
T = { |eiθ| = 1 }, ò.å. äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå

|dζ/dψ|
∣∣∣∣
ψ=eiθ

= σ′(θ) .Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî a(µ, θ)
∣∣
µ=1

= lnσ′(θ). Îòñþäà ñëåäóåò (ñð. ñ [5, 131℄), ÷òî
b′µ(µ, θ)

∣∣
µ=1

= −a′θ(µ, θ)
∣∣
µ=1

= −
[
lnσ′(θ)

]′
θ

= −σ
′′(θ)

σ′(θ)
. (3.26)Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óãëîâàÿ �óíêöèÿ N äëÿ îêðóæíîñòè åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (óãîëíàêëîíà íîðìàëè ê îñè x â ëþáîé òî÷êå îêðóæíîñòè � ýòî ïîëÿðíûé óãîë ýòîé òî÷êè). Ïîýòîìó

b(µ, θ)
∣∣
µ=1

= σ(θ) − θ . (3.27)Òåì ñàìûì, àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ a + ib, çàäàâàåìàÿ �îðìóëàìè (3.24)�(3.25), îïðåäåëÿåò âîêðåñòíîñòè V θ
T
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T îòîáðàæåíèå (3.23) ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè . �Ïî ïîñòðîåíèþ êîìïîçèöèÿ f ◦ σ �óíêöèè f ∈ Hα(T) ñ àíàëèòè÷åñêèì àâòîìîð�èçìîì σ :

T → T åñòü íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû�àññìîòðèì îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå
z ◦ σ : V θ

T ∋ ψ = µeiθ 7→ z(σ(ψ)) ∈ V σ
Γ
def
= z(σ(VT)). (3.28)Îíî êîí�îðìíî è σ -èçîìåòðè÷íî îòîáðàæàåò îêðóæíîñòü Tθ â àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ Γ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç πσΓ ïîëå òðàíñâåðñàëåé ê Γ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íîðìàëåé ê îêðóæíîñòè

Tθ ïðè îòîáðàæåíèè (3.28). Ïîëå πσΓ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ î ãðà�èêå òî÷íîéàñèìïòîòèêè uε. À èìåííî, ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì ïîñòðîåíèÿì, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â �îðìóëàõ (3.19) è (3.20). Òîãäàëèíèè óðîâíÿ uε(x, y) = C �óíêöèè uε (äëÿ óêàçàííîé â (3.20) êîíñòàíòû C ) âêëàäûâàþòñÿ âïîëå πσΓ òðàíñâåðñàëåé ê Γ.Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöû çíàíèå ïîëÿ πΓ (èëè â áîëåå îáùåé ñèòó-àöèè ïîëÿ πσΓ ) ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü è âûÿâèòü îñîáåííîñòè àñèìïòîòèêè â îêðåñòíîñòè óãëîâûõòî÷åê ãðàíèöû.4. Ïåðåéäåì òåïåðü ê íàìå÷åííîìó â çàìåòêå [35℄ ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå
∆Uε = 0 â Ω ⋐ R

2, Uε
∣∣
∂Ω

= F (x/ε, y/ε) (3.29)â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé Γ = ∂Ω. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü65 ñëó÷àåì äâóçíà÷íîé �óíêöèè F,êîòîðàÿ (1,1)-ïåðèîäè÷íà è íå÷åòíà ïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó (ñì. (0.23)). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòèîáëàñòü Ω îäíîñâÿçíà, à äëèíà |Γ| êðèâîé Γ ðàâíà 2π. Ïîñòðîåíèå áàçèðóåòñÿ íà ïðèâåäåííûõâûøå �îðìóëàõ (3.15), (3.23), çàäàþùèõ 46



ε

s = 0

|Γ| = |T | = 2π

σ0 = 0 σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8 = 2π

s, σ

θ0 = 0 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6 θ7 θ8 = 2π
θ

fε(σ) = F (x
ε ,

y
ε ), (x, y) ∈ Γ

1

−1

f( θ
ε )

1

−1

z(ζ)

ζ(ψ)

Γ

ζ = ρeiσ

σ
ρ

σ1

σ2
σ3

T ′
σ

ψ = |ψ|eiθ

θ

|ψ|
θ1

θ1

θ1

T ′
θ

a) b) c)

d)

e) �èñ. 13.
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1) èçîìåòðè÷åñêîå êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè Tσ íà êðèâóþ Γ;2) êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå σ = ζ : Tθ ∋ ψ 7→ ζ(ψ) ∈ Tσ, êîòîðîå íà Tθ ñîâïàäàåò ñ çàäàííûìàíàëèòè÷åñêèì àâòîìîð�èçìîì σ : Tθ → Tσ.Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè çàäàííûõ ε è àíàëèòè÷åñêîéêðèâîé Γ (ñì. ðèñ. 13a) íà Γ �èêñèðóåòñÿ ñëåä �óíêöèè (x, y) 7→ F (x/ε, y/ε). �àçâåðòêà ýòîãîñëåäà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ òî÷êàìè σk (ñì. ðèñ. 13d), ïåðåíîñèòñÿ â âèäå ãðà�èêà �óíêöèè σ 7→
fε(σ) íà îêðóæíîñòü66 Tσ (ñì. ðèñ. 13b). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî67

max
k

(σk − σk−1) ≤ Cε , ãäå C = O(1) ïðè ε→ 0, (3.30)ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïîëèíîì θ 7→ σ(θ), ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå σk â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå θk (ñì.ðèñ. 13d,e). Çàòåì ñòðîèòñÿ ðåøåíèå vε çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â äèñêå Dθ (ñì.ðèñ. 13
) ñ äàííûìè Äèðèõëå, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 13e â âèäå ðàçâåðòêè ãðà�èêà �óíêöèè
f(θ/ε). Íàêîíåö, ïîñòðîåííîå ðåøåíèå vε òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â èñêîìóþ àñèìïòîòèêó ñ ïîìîùüþ
σ -îòîáðàæåíèÿ (3.23), ñëåäóÿ òåîðåìå 3.1.5. Êîñíåìñÿ, âêðàòöå, âîïðîñà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è

∆Uε

∣∣∣
Ωε

= 0 ,

(
Uε + λ

∂Uε
∂ν

) ∣∣∣∣
s∈Γε

= f(s) , ãäå f ∈ Hβ(Γε) , à β ≥ −1/2 − signλ , (3.31)â îáëàñòè Ωε (äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, îäíîñâÿçíîé) ñ ñèëüíî ãî�ðèðîâàííîé àíàëèòè÷åñêîé ãðà-íèöåé Γε, óãëîâàÿ �óíêöèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâèìà â âèäå
Nε : [0, 2π ] ∋ s 7→ Nε(s) = N(s) +

K∑

k=1

εk
(
f

k
cos

ks

ε
+ g

k
sin

ks

ε

)
, 1/ε = M ∈ Z. (3.32)Ôîðìóëà (3.32) îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà êðèâîé Γε ðàâíà 2π, à óãîë ìåæäó îñüþ x è âíåøíåé íîðìàëüþê Γε â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó s ýòîé êðèâîé, ðàâåí Nε(s) = N(s)+nε(s),ãäå N � óãëîâàÿ �óíêöèÿ êðèâîé Γ, �èãóðèðóþùàÿ â �îðìóëàõ (3.12) è (3.16).�àññìîòðèì îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå zε , îïðåäåëåííîå ïî �îðìóëå (3.15), â êîòîðîé �óíêöèÿ

A+ iB , çàäàííàÿ �îðìóëàìè (3.17)�(3.18), çàìåíåíà íà �óíêöèþ Aε + iBε = (A+ iB) + (aε + ibε) ,ãäå
aε(ρ, β) =

1

2

K∑

k=1

(
ρ2k − ε2k

ρk

)
[gk cos kβ − fk sin kβ)] ,

bε(ρ, β) =
1

2

K∑

k=1

(
ρ2k + ε2k

ρk

)
[fk cos kβ + gk sin kβ)] ,Ïóñòü ζε : VΓε

def
= zε(VT) ∋ z 7→ ζε(z) ∈ VT � îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê zε (ñð. (3.11)). Âîçüìåì,êàê è âûøå äâå êîëüöåâûå îáëàñòè V 0

T
è V 1

T
⊂ V 0

T
⊂ VT, îïðåäåëÿåìûå ðàäèóñàìè ρk ìàëîéîêðóæíîñòè êîëüöà V k

T
= {ρk < ρ < 1}, è ðàññìîòðèì èõ ïðîîáðàçû V k

Γε
= zε(V

k
T

) ⊂ VΓε ïðèîòîáðàæåíèè ζε : VΓε → VT. Ïóñòü χ ∈ C∞(Ωε) � ñðåçàþùàÿ �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî: χ = 1 â V 1
Γε

è
χ = 0 âíå V 0

Γε
.Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ðåøåíèå çàäà÷è (3.31) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü Ωε åñòü åäèíè÷íûé äèñê.Òîãäà �óíêöèÿ uε = χ·v◦ζε åñòü òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.31), ò.å. äëÿ íåå ñïðàâåäëèâàîöåíêà (3.2).6. Ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ïîñòðîåíèÿ ìîæíî â êàêîé-òî ìåðå ðàñïðîñòðàíèòü íà ýëëèïòè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ âèäà
A(u)

def
= a11(x, y)uxx + 2a12(x, y)uxy + a22(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0, (3.33)64Êîíñòàíòà a0 â �îðìóëå (3.24) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ òàêîé íîðìèðîâêè: R 2π

0
ea(1,θ)dθ = 2π.65Îòíîñèòåëüíî îáùåãî ñëó÷àÿ ñì. ïîäïóíêò 3 â ðàçäåëå Îòêðûòûå âîïðîñû.66Îáðàçîì îêðóæíîñòè Tσ ïðè îòîáðàæåíèè (3.15) ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ Γ.67Åñëè óñëîâèå (3.30) íå âûïîëíåíî, òî íàäî äåéñòâîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ Çàìå÷àíèåì 3.1 (ñì. (3.8)�(3.9)).48



ãäå �óíêöèè aij : (x, y) 7→ aij(x, y) è F àíàëèòè÷íû. Äîïóñòèì, ðå÷ü èäåò î çàäà÷å (3.1), â êîòîðîéîïåðàòîð Ëàïëàñà çàìåíåí íà îïåðàòîð A è ðàññìàòðèâàåòñÿ, ñêàæåì, çàäà÷à Äèðèõëå. Â ýòîìñëó÷àå, ïî-ñóùåñòâó, âñå ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Γ äâóõ �óíêöèé
(x, y) 7→ ρ(x, y) è (x, y) 7→ ϕ(x, y),çàäàþùèõ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäó-þùèì óñëîâèÿì. Âî-ïåðâûõ,
ρx = βϕx + γϕy, −ρy = αϕx + βϕy, (3.34)ãäå

α =
a√

ac− b2
, β =

b√
ac− b2

, γ =
c√

ac− b2
. (3.35)Âî-âòîðûõ,

ρ
∣∣∣
(x,y)∈Γ

= 1
∂ϕ

∂τ

∣∣∣
(x,y)∈Γ

= 1, (3.36)ãäå ∂
∂τ � äè��åðåíöèðîâàíèå âäîëü Γ.Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [62℄, ãë. IV, �8), ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ (3.34)�(3.35) óðàâíå-íèå (3.37) ïðèìåò â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Γ òàêîé âèä

ρ2vρρ + ρvρ + vϕϕ +G(ρ, ϕ, v, vρ, vϕ) = 0, (3.37)ãäå v(ρ(x, y), ϕ(x, y)) = u(x, y). Äàííûå Êîøè (3.36) äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû (3.34)�(3.35) îáåñ-ïå÷èâàþò èçîìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ãðàíèöû Γ â îêðóæíîñòü T ðàäèóñà ρ = 1. Ïîýòîìóèñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ â íåêîòîðîé âíóòðåííåé îêðåñòíîñòè îêðóæíîñòè T òàêîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.37), êîòîðîå ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò â íàïðàâëåíèè âíóòðåííåé íîðìàëè êãðàíèöå è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèðèõëå v
∣∣
s∈Γ

= f(s/ε), ãäå f ∈ Hα(T) � ãðàíè÷íàÿ �óíêöèÿäëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Â òîì âåñüìà ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ G ëèíåéíà ïî (ρ, v, vρ) è íåçàâèñèò îò (ϕ, vϕ), èñêîìàÿ àñèìïòîòèêà ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû äâóõ �óíêöèé, îäíà èç êîòîðûõåñòü ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ρ2vρρ + ρvρ +G(ρ, v, vρ) = 0, à äðóãàÿñòðîèòñÿ ñîãëàñíî èçëîæåííîìó âûøå ðåöåïòó.7. Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.1. Êàêîé äå�îðìàöèè ïîäâåðãàåòñÿ ïîëå πΓ ïðè àíàëèòè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ �óíêöèè N : [0, |Γ| ] ∋ s 7→ N(s),çàäàþùåé ãðàíèöó Γ? Ýòîò âîïðîñ, ïî-âèäèìîìó, íåòðóäíûé, îñîáåííî åñëè ó÷åñòü èìåþùèåñÿ â ýòîì íàïðàâëå-íèè ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè, â [74℄. Îäíàêî îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ çíàòü ïîëåçíî (íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿâîçìóùåíèé â òîì èëè èíîì êëàññå ïîëèíîìîâ).2. Äëÿ êàêèõ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïîäêëàññîâ �óíêöèé f èç Hβ(T), ãäå β ≥ −1/2 âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ,ïðåäñòàâëåííûå â �îðìóëàõ (3.19) è (3.20)? Êàêîé ìîæíî ïðåäëîæèòü ý��åêòèâíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâó-þùåãî îòîáðàæåíèÿ σ â êàæäîì èç ýòèõ ïîäêëàññîâ?3. Ïóñòü çàäàíû àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Γ, ìàëîå ÷èñëî ε > 0 è ãëàäêàÿ �óíêöèÿ Fε : R
2 ∋ (x, y) 7→ F (x/ε, y/ε),êîòîðàÿ íå÷åòíà ïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó è (ε, ε) -ïåðèîäè÷íà (ñì. ïóíêò 4 ýòîãî ïàðàãðà�à). Òðåáóåòñÿ (ñì. Ïðè-ìå÷àíèå 65) ïîäîáðàòü íåáîëüøîå ÷èñëî J ∈ N àíàëèòè÷åñêèõ àâòîìîð�èçìîâ σj : T → T, òî÷êè eisj ∈ T, ÷èñëà

Cj ∈ R è ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà εj = O(ε), äëÿ êîòîðûõ (ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ Kj ∈ N ) �óíêöèÿ âèäà
T ∋ eis 7→

JX

j=1

KjX

k=1

»„
Akj cos k

σj(s− sj)

εj
+Bkj sin k

σj(s− sj)

εj

«
− Cj

–õîðîøî áû ïðèáëèæàëà ïðè íåêîòîðûõ èñêîìûõ Akj ∈ R , Bkj ∈ R áûñòðî îñöèëëèðóþùóþ ñîñòàâëÿþùóþ �óíêöèè
F (x/ε, y/ε)

˛̨
˛
Γ
, ò.å. ñëåä íà àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ Γ ãëàäêîé �óíêöèè Fε : R

2 ∋ (x, y) 7→ F (x/ε, y/ε).4. Êàêîâ àíàëîã òåîðåìû 3.2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà λ 6= 0 â óñëîâèè (3.1)?
49



� 4 Îáðàòíàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàçìû â òîêàìàêåÎáðàòíàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàçìû � ýòî çàäà÷à î ðåêîíñòðóêöèè (èäåíòè�èêàöèè) ðàñïðå-äåëåíèÿ òîêà è äàâëåíèÿ â ïëàçìå ïî äàííûì ìàãíèòíîé äèàãíîñòèêè. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òàêîéðåêîíñòðóêöèè öåëåñîîáðàçíî ïðåäâàðèòåëüíî âûÿâèòü âñå �ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå� ïðàâûå ÷àñòèâ óðàâíåíèè �ðýäà-Øà�ðàíîâà, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû äèàãíîñòè÷åñêèå äàííûå î ãðàäèåíòåìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â ðÿäå òî÷åê âíå �óíêöèîíàëüíîé êàìåðû. Òàêèå �ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå�ïðàâûå ÷àñòè áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèÿìè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �ðýäà-Øà�ðàíîâà. Ñêîëü-êî òàêèõ ðåøåíèé � îäèí èç òðóäíåéøèõ âîïðîñîâ â ýòîé ïðîáëåìå. Åñëè èìååòñÿ åäèíñòâåííîñòü, òîäîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ íå íóæíî: íàéäåííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå òîêà èäàâëåíèÿ. Åñëè åäèíñòâåííîñòè íåò, òî íåò íèêàêîé ãàðàíòèè, ÷òî êàêîå-òî, òàê èëè èíà÷å íàéäåííîåðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �ðýäà-Øà�ðàíîâà õàðàêòåðèçóåò ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåòîêà è äàâëåíèÿ.1. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �ðýäà-Øà�ðàíîâà
x
∂

∂x

( 1

x

∂u

∂x

)
+
∂2u

∂y2
= F (u) + x2G(u) ≥ 0 â Ω ⋐ R

2, ãäå x > x0 > 0 , (4.1)êîòîðîå â òàê íàçûâàåìîì öèëèíäðè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ñì. (2.17)) èìååò âèä
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(u) ≥ 0 â Ω ⋐ R

2, ãäå x > x0 > 0 , (4.2)�èãóðèðóþò ñëåäóþùèå îáúåêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñå÷åíèþ �óíêöèîíàëüíîé êàìåðû òîêàìàêà (ñì.ðèñ. 14):1) �ïëàçìåííàÿ� îáëàñòü ω, îãðàíè÷åííàÿ èñêîìîé êðèâîé γ (íà íåé ïîëîèäàëüíàÿ êîìïîíåíòà
u âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ: u∣∣

γ
= 0 );2) �âàêóóìíàÿ� îáëàñòü Ω, êîòîðàÿ îêðóæàåò îáëàñòü ω;3) Γ � âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω (íà íåé68 çàäàí ïîòåíöèàë M > 0 ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ò.å.69

u
∣∣
Γ
= M );4) Äàííûå Ψj èçìåðåíèé ∂u

∂ν

∣∣∣
Pj

â ðÿäå òî÷åê70 Pj ∈ Γ ( j = 1, . . . , n ) è òî÷íîñòü ε ýòèõ èçìå-ðåíèé.Îòíîñèòåëüíî �óíêöèé F : u 7→ F (u) è G : u 7→ G(u) â (4.1), à òàêæå �óíêöèè f : u 7→ f(u)â (4.2) èçâåñòíî, ÷òî îíè ðàâíû íóëþ äëÿ u > 0, ò.å. ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (4.1) è (4.2) ðàâ-íû íóëþ â âàêóóìíîé îáëàñòè Ω (ò.ê. òàì, â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà ïîëîæèòåëüíî). Â �ïëàçìåííîé� îáëàñòè ω �óíêöèÿ u îòðèöàòåëü-íà è äëÿ òàêèõ åå çíà÷åíèé �óíêöèè F è G, à òàêæå f, âîîáùå ãîâîðÿ, àïðèîðè ïðîèçâîëüíû.Äîïóñòèìû (êàê ìû âèäåëè ïðè îáñóæäåíèè óñëîâèÿ (0.3)) äàæå îáîáùåííûå �óíêöèè. Îäíàêîâïîëíå ðàçóìíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òàêèõ �óíêöèé F è G â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (4.1) (è�óíêöèé f â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (4.2)), êîòîðûå ïðè u < 0 ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè èëè äàæåïîëèíîìèàëüíûìè.Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà (4.1) (ò.å. äëÿ òîðîèäàëüíîé ãåîìåòðèè) îáðàòíàÿ çàäà-÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â àïðèîðè çàäàííîì êëàññå �óíêöèé F è G âûÿâèòü âñå �ñóùåñòâåííî68Â òîêàìàêàõ ñòàðûõ êîíñòðóêöèé â êà÷åñòâå êðèâîé Γ ìîæíî âçÿòü êîíòóð ìåäíîãî êîæóõà, îãðàíè÷èâàþùåãî�óíêöèîíàëüíóþ êàìåðó. Â ñîâðåìåííûõ òîêàìàêàõ ñ ñèñòåìîé âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ òîêîâ, òàêóþ êðèâóþ, äè�-�åîìîð�íóþ îêðóæíîñòè, ìîæíî âûáðàòü, ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà.69Êðèâàÿ γ, êàê ìû âèäåëè, ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà u. Åñëè, êàê çäåñü, åå ñ÷èòàòü íóëåâîéëèíèåé ïîòåíöèàëà, òî çàäàâ ÷èñëî M, êàê çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà �èêñèðîâàííîé êðèâîé Γ, ìû õàðàêòåðèçóåìîòäàëåííîñòü γ îò Γ. Ôèçèêè ýòî äåëàþò ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ëèìèòîðà. Èì ÿâëÿåò-ñÿ ñòåðæåíü, íàõîäÿùèéñÿ â �óíêöèîíàëüíîé êàìåðå òîêàìàêà, êîíåö êîòîðîãî, ñîïðèêàñàÿñü ñ ïëàçìîé, îïðåäåëÿåòòî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ åå ãðàíèöå, à ïîòîìó è ñàìó ãðàíèöó γ.70Âûáîð òî÷åê Pj ëèìèòèðîâàí òåì �èêñèðîâàííûì íàáîðîì ìåñò, ãäå ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû èçìåðèòåëüíûåïðèáîðû. Îòìåòèì, ÷òî ðåàëüíî (ñîãëàñíî Ïðèìå÷àíèþ 25) ðå÷ü èäåò îá èçìåðåíèè íå ÷èñåë ∂u
∂ν

˛̨
˛
Pj

, à ìàãíèòíîãîïîòîêà ÷åðåç ìàëåíüêèå äóæêè ⌣ lPj
∋ Pj êðèâîé Γ. 50



Pn

Pj

P2

P1

ω
γ =?

Γ
u
∣∣
Γ

= M
u
∣∣
γ

= 0, ∂u
∂ν

∣∣
γ

=?

∆u
∣∣
Ω

= 0

(∂Ω = Γ ∪ γ)

∣∣∣∣
∂u
∂ν

∣∣∣
Pj

− Ψj

∣∣∣∣ ≤ ε

γ = ∂ω

∆u = f(u) ≥ 0

ω

f =?

u
∣∣
γ

= 0, ∂u
∂ν

∣∣
γ

= ϕa) b)�èñ. 14. Äâå ïîäçàäà÷è îáðàòíîé çàäà÷è î ðàâíîâåñèè ïëàçìû (äëÿ ñëó÷àÿ �öèëèíäðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ�).ðàçëè÷íûå�71 ïðàâûå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå èì ðåøåíèå
u = u

F,G
, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u
∣∣∣
Γ=∂Ω

= 0 è ∣∣Φ(Pj) − Ψj

∣∣
Pj∈Γ

≤ ε , ãäå Φ
def
=

∂u

∂ν

∣∣∣
Γ
,

∫

Γ
Φ 6= 0 . (4.3)Ïðè ýòîì ïàðû (F1, G1) è (F2, G2) ñ÷èòàþòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè, åñëè �çàìåòíî� ðàçëè÷à-þòñÿ �óíêöèè

ω ∋ (x, y) 7→ F1(u1(x, y)) + x2G1(u1(x, y)) è ω ∋ (x, y) 7→ F2(u1(x, y)) + x2G2(u1(x, y)).Àíàëîãè÷íî ñòàâèòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà äëÿ öèëèíäðè÷å-ñêîé ãåîìåòðèè (ò.å. â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (4.2)).2. ×åì ïðîäèêòîâàí èíòåðåñ ê ýòîé çàäà÷å? Ïðîáëåìà ðåêîíñòðóêöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ�ðýäà�Øà�ðàíîâà áûëà ïîäíÿòà â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ (ñì., íàïðèìåð, [43℄) è æèâî îáñóæäàåòñÿ �èçè-êàìè äî ñèõ ïîð (â ÷àñòíîñòè, â [170℄). Åå ïðèíöèïèàëüíàÿ âàæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåòîäûóïðàâëåíèÿ ðàçðÿäîì è, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû áîðüáû ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ïëàçìû â ñóùåñòâåííîé ìåðåçàâèñÿò îò òîãî, êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå ïðîòåêàþùåãî ïî íåé òîêà è êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿâ ïëàçìå, ò.å. îò òîãî, êàêîâû �óíêöèè F è G. Íî ýòè �óíêöèè �èçèêàì íåèçâåñòíû. Êàê æå èõðåêîíñòðóèðîâàòü? Äëÿ ðåêîíñòðóêöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà íåîáõîäèìà äî-ïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ. Ôèçèêè óìåþò çàìåðÿòü ãðàäèåíò �óíêöèè u (â ðÿäå òî÷åê Pj ) âäîëüíåêîòîðîãî êîíòóðà Γ, âíåøíåãî îòíîñèòåëüíî �óíêöèîíàëüíîé êàìåðû òîêàìàêà. Óäîáíî ñ÷èòàòü,÷òî êðèâàÿ Γ åñòü ëèíèÿ óðîâíÿ �óíêöèè u � ïîëîèäàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëàìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå çàìåðÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ∂u
∂ν

∣∣∣
Pj∈Γ

, çàäàâàåìûå ÷èñëàìè
Ψj. Ïóñòü Ψ � �óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ òîé èëè èíîé èíòåðïîëÿöèè ïî äàííûì ìàãíèòíîéäèàãíîñòèêè, ò.å. ïî ÷èñëàì Ψj. Òîãäà ìîæíî (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå), ñêàæåì, ÷èñëåííî ðåøèòüïîäçàäà÷óa). Íàéòè ðåøåíèå u îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà â �âàêóóìíîé� îáëàñòè Ω ñòàêèìè äàííûìè Êîøè

u
∣∣
Γ
= M, ∂u/∂ν

∣∣
Γ
= Ψ .Åñëè ïîäçàäà÷à a) ðåøåíà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî èçâåñòíûìè è ñâîáîäíóþ ãðàíèöó

γ = γ
Ψ
, îãðàíè÷èâàþùóþ �ïëàçìåííóþ� îáëàñòü ω, è ïðèáëèæåíèå ψ ê �óíêöèè ϕ = ∂u/∂ν

∣∣
γ
.Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïîäçàäà÷àb). Îïðåäåëèòü âñå òå �ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå� �óíêöèè F è G, äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ ðåøåíèåóðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà (4.1) â �èêñèðîâàííîé(!) îáëàñòè ω, óäîâëåòâîðÿþùåå (äëÿ íåêîòî-ðîãî p ∈ [0,∞] ) òàêèì äàííûì

u
∣∣
γ=∂ω

= 0, ‖ρ
(
∂u/∂ν

∣∣
γ=∂ω

−ψ
)
‖

Lp ≤ εγ ≪ 1 , (4.4)71Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð, [46℄) ïðåäïîëàãàåò, êîíå÷íî, òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ óïîòðåáëÿåìûõ çäåñüòåðìèíîâ: �ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå�, �çàìåòíî� è ïð. 51



ãäå ρ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ òîé ÷àñòè äóãè êðèâîé γ, êîòîðàÿ íåñêîëüêî îòäåëåíà îò ååòî÷åê ñ ÷ðåçìåðíîé êðèâèçíîé72.Ââåäåíèå ïîäçàäà÷ a) è b) íåñêîëüêî îáëåã÷àåò73 ïðîáëåìó ðåêîíñòðóêöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-íèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà. Â ñëó÷àå �öèëèíäðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ� ýòè ïîäçàäà÷è ñõåìàòè÷íî ïðåä-ñòàâëåíû íà ðèñ. 14.Ïîäçàäà÷à b) åùå äàëåêî íå èçó÷åíà, õîòÿ âîïðîñó ðåêîíñòðóêöèè ïî äàííûì (4.4) ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.1)ïîñâÿùåíû ñîòíè âû÷èñëèòåëüíûõ ðàáîò (ñì., â ÷àñòíîñòè, áèáëèîãðà�èþ â [52, 110℄), â êîòîðûõ òàê èëè èíà÷åîïðåäåëÿþò ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà. Íî êòî ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íàéäåííàÿ â ÷èñëåííîìýêñïåðèìåíòå âåëè÷èíà áëèçêà ê òîé, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó ïðîöåññó? Èìåííî åå è íàäî íàéòè, ÷òîáûêîððåêòèðîâàòü ðåæèì ðàçðÿäà è ïîäàâëÿòü íåóñòîé÷èâîñòè ïëàçìû. Ïîýòîìó ïðè èìåþùèõñÿ ïðèáëèæåííûõ äàííûõÊîøè íàäî âûÿâèòü âñå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà. Íåëüçÿ ïðîïóñòèòü íèîäíó. �åöåïò, ÷èñëåííî ïîçâîëÿþùèé ýòîò îñóùåñòâèòü, ïðåäëîæåí â [42, 46℄ (ñð. ñ íåäàâíåé ðàáîòîé [191℄). ×òî æåêàñàåòñÿ ðåêîíñòðóêöèè íåëèíåéíîñòåé ïî àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïðè ïðèáëèæåíèèê óãëîâîé òî÷êå, òî òàêàÿ ïðîöåäóðà íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðèåìëåìîé ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ñ îäíîé ñòîðîíû,ëþáàÿ òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ìîäóëþ ñêîëü óãîäíî ìàëà ïðè ïðèáëèæåíèè ê óãëîâîé òî÷êå êîíòóðà γ, àñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî [105℄�[107℄, ìíîæåñòâî ýòèõ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîìñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé, çàäàþùèõ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.1). Òåì ñàìûì, ëþáûåðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè àáñîëþòíî íå èí�îðìàòèâíû äëÿðåêîíñòðóêöèè ïðàâîé ÷àñòè (äàæå â ðàìêàõ åå à��èííîé àïïðîêñèìàöèè, êàê ýòî ñëåäóåò èç [130℄). Âî-âòîðûõ, åñëèíåëèíåéíîñòü âîññòàíîâëåíà ïî äàííûì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíîñòè óãëîâîéòî÷êè, òî ìîæíî ãîâîðèòü î çíàíèè �óíêöèè u, à ïîòîìó è î åå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà âñåé ãëàäêîé ÷àñòèãðàíèöû. Íî òîãäà ïîëó÷àåì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íåñîâïàäåíèå òàê âû÷èñëÿåìîé íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ñ �óíêöèåé
Ψ, ïðåäñòàâëÿþùåé ýòó ïðîèçâîäíóþ.�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè àáñîëþòíî íå áàíàëüíà. Äàæå â òîì âåñüìà ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âîöåíêå (4.4) ε = 0, à óðàâíåíèå �ðýäà�Øà�ðàíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (òîðîèäàëüíîãîïëàçìåííîãî øíóðà), ò.å. êîãäà îíî ïðèíèìàåò âèä

∆u = f(u) ≥ 0 ω ⋐ R
2 (4.5)è ïðè ýòîì �óíêöèÿ f àïðèîðè âñåãî ëèøü à��èííà ( f(u) = au+b ), äî ñèõ ïîð íåò àáñîëþòíî òî÷íîãî îòâåòà íà òàêîéâîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè îáëàñòü ω 
 ãëàäêîé ãðàíèöåé, îòëè÷íàÿ îò äèñêà èëè êîëüöà, äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåìàÿçàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ïî äàííûì Êîøè èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âîçìîæíî ëè ñóùåñòâîâàíèåáîëåå îäíîé ïàðû ÷èñåë (a, b), äëÿ êîòîðûõ ïðè îäíèõ è òåõ æå äàííûõ Êîøè óðàâíåíèå (4.5) èìååò ðåøåíèå? Íåäîêàçàíî è ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîé âûïóêëîé (â îòëè÷èå îò ïîñòðîåííîé â [46℄) îáëàñòè ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé,äëÿ êîòîðîé îáðàòíàÿ çàäà÷à èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, ò.å. íå áîëåå îäíîé ïàðû ÷èñåë (a, b).×òî êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü ω ÿâëÿåòñÿ äèñêîì, òî (êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ) ñóùåñòâóåò êîíòèíóàëüíîåìíîæåñòâî à��èííûõ �óíêöèé f(u) = au+ b , äëÿ êîòîðûõ åñòü ðåøåíèå u çàäà÷è (4.5), (4.4) (ýòî ðåøåíèå âûðàæà-åòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ; ñì., íàïðèìåð, [187℄). Îäíàêî [37, 130, 118, 187℄ òàêèõ à��èííûõ �óíêöèé f(u) = au+ bçàâåäîìî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî, åñëè îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ω îòëè÷íà îò äèñêà. Âîçìîæíî, ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé �àêò÷àñòè÷íî îòðàæàåò âíóòðåííþþ ïðè÷èíó òåõ �èçè÷åñêèõ äîâîäîâ ðàáîòû [4℄, êîòîðûå è ïîñòàâèëè â ïîâåñòêó äíÿèçó÷åíèå ïëàçìåííîãî ðàçðÿäà ñ íåêðóãëûì ñå÷åíèåì.3. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîäçàäà÷à a) ñóùåñòâåííî ïðîùå ïîäçàäà÷è b), íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òîçàäà÷à Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà íåóñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî òîãî, êàêñòðîèòñÿ �óíêöèÿ Ψ ïî åå çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ Pj ∈ Γ, àïïðîêñèìèðóþùèì ∂u/∂ν

∣∣
Pj∈Γ

(íå ãî-âîðÿ óæå î òîì, êàê àïïðîêñèìèðóåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè êðèâûìè êîíòóð Γ ). Âïðî÷åì, íàâåðíÿêàèçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ Φ = ∂u/∂ν
∣∣
Γ
ïîëîæèòåëüíà ââèäó (óïîìÿíóòîé â Ïðèìå÷àíèè 15) ëåììûÆèðî-Õîï�à-Îëåéíèê. Êðîìå òîãî, â ñèëó óñëîâèÿ (2.18) Φ èìååò çàäàííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå (ðàâ-íîå ïîëíîìó òîêó). Â çàìåòêå [14℄ ïðèâîäÿòñÿ 3 àëãåáðàè÷åñêèõ îïèñàíèÿ âñåõ òàêèõ �óíêöèé Φ,ÿâëÿþùèõñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè74 ñòåïåíè n − 1. Íèæå äîêà-çûâàåòñÿÒåîðåìà 4.1 [131℄ Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Φ|P∈Γ e
−4M/µ ≤ ϕ|p=p(P )∈γ ≤ Φ|P∈Γ e

4M/µ. (4.6)72 Ó òîêàìàêîâ ñ òàê íàçûâàåìûì äèâåðòîðîì �ïëàçìåííàÿ� îáëàñòü ω èìååò �îðìó ïîëîâèíêè âîñüìåðêè, ÿâ-ëÿþùåéñÿ ñåïàðàòðèñîé ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé. Òåì ñàìûì, ω èìååò óãëîâóþ òî÷êó. Îäíàêî âáëèçè òî÷åê ñ÷ðåçìåðíîé êðèâèçíîé, à òåì áîëåå â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè ðåàëüíî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü äàííûå î êîý��èöè-åíòàõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ �óíêöèè ϕ = ∂u/∂ν
˛̨
γ
. Ïîýòîìó âåñîâàÿ �óíêöèÿ ρ ðàâíà íóëþ âáëèçè óãëîâîéòî÷êè.73Òÿæåëûé ãðóç ïðîùå ïîäíÿòü íå ñðàçó, à ïî ÷àñòÿì (è ïðîùå íåñòè äâà îáëåã÷åííûõ ÷åìîäàíà, ÷åì îäèí òÿæåëûé).74Îäíî èç ýòèõ îïèñàíèé óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òàêèìè �óíêöèÿìè Φ è òî÷êàìèíà íåêîòîðîì ýëëèïñîèäå â C

n . 52



Çäåñü µ � ÿâíî ïîäñ÷èòûâàåìîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî75, à p(P ) � òà òî÷êà γ , â êîòîðóþïðèõîäèò âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè P ∈ Γ ëèíèÿ, êàñàþùàÿñÿ ãðàäèåíòà �óíêöèè u .Îöåíêà (4.6) ìîæåò áûòü ïîëåçíà â êà÷åñòâå òåñòîâîãî êîíòðîëÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà âû÷èñ-ëåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè ϕ .
♥ Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 ïðîâåäåì, ïðåäïîëàãàÿ ïîíà÷àëó, ÷òî Γ àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿäëèíû |Γ| = 2π . Ïóñòü θ ∈ R/2πZ íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà Γ, à θj = θ(Pj) � êîîðäèíàòû çà-äàííûõ íà Γ òî÷åê P1, . . . , Pn. Îïðåäåëèì êëàññ G = G(Γ;P1, . . . , Pn; Φ1, . . . ,Φn; ε) àíàëèòè÷åñêèõïîëîæèòåëüíûõ �óíêöèé

g : Γ ∋ θ 7−→ g(θ) =
1

2π
+
∑

k≥1

ℜ(gke
ikθ), gk ∈ C (ℜeikθ= cos kθ)íà êðèâîé Γ, òàêèõ, ÷òî |g(θj) − Φj| ≤ ε ∀j = 1, . . . , n.Ïóñòü S = {ζ ∈ C

∣∣ |z| = 1}, à ζ : VΓ ∋ z = x+iy 7−→ ζ(z) ∈ VS 6∋ {0} � îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèåìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè VΓ êðèâîé Γ íà îêðåñòíîñòü VS îêðóæíîñòè S,óäîâëåòâîðÿþùåå (ñì. �3) óñëîâèþ ζ(Γ) = S è |ζ ′(z)| ≡ 1 íà Γ. Ôóíêöèÿ
Ug(ζ) = M +

1

2π
ln r +

1

2

∑

k≥1

ℜ(
gk
k

(rk − 1

rk
)eikθ), r = |ζ|, θ = arg ζ(ñîîòâ., �óíêöèÿ ug(z) = Ug(ζ(z)) ) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â VS (ñîîòâ., â VΓ ) è Ug|S = M, ∂Ug/∂r|S =

g (ñîîòâ., ug|Γ = M, ∂ug/∂ν|Γ = g) .Ââåäåì åùå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà Mg è M∗
g , ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùèå îò �óíêöèè g ∈ G . Àèìåííî, −M∗

g è Mg � ýòî êîíöåâûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî èíòåðâàëà (−M∗
g ,Mg) , òàêîãî, ÷òî

(−M∗
g ,Mg) ∋ m ⇐⇒ ëèíèÿ óðîâíÿ {ζ ∈ VS

∣∣ Ug(ζ) = M +m} ãîìåîìîð�íà îêðóæíîñòè.Ïîäâåäåì ïåðâûé èòîã. Ìû ïðîâåðèëè, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ G è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî÷èñëà M < M∗
g ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèâàÿ γ = γg , ãîìåîìîð�íàÿ îêðóæíîñòè, ÷òî çàäà÷à

∆u = 0 â Ω, u|γ = 0, u|Γ = M, ∂u/∂ν|Γ = gèìååò ðåøåíèå u = ug .Ïîëàãàÿ µ = min(1/2,mg ,Mg), ãäå mg = M∗
g −M, äîêàæåì òåïåðü îöåíêó (4.6). Çàìåòèì, ïðåæ-äå âñåãî, ÷òî ââåäåííûé êëàññ �óíêöèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ76: ∫Γ g =

∫
Γ ∂u/∂ν = 1 . Ïîýòîìó�óíêöèÿ v, ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííàÿ ê u â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè V ∗

Γ = VΓ \ l(P ∗) è ðàâíàÿ (âñèëó óñëîâèé Êîøè-�èìàíà) êîíñòàíòå íà ëèíèè l(P ∗) , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: max v−min v = 1 .Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ v âàðüèðóåò ìåæäó −1/2 è 1/2 . ×òî êàñàåòñÿ òî÷êè P ∗ = P ∗(P ) ,òî îíà âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû v = 0 íà l(P ) .Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå w = u + iv : V ∗
Γ ∋ z 7→ w(z) îáðàòèìî, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ïðÿìî-óãîëüíèêå

Q
def
= {M −M∗

g < u < M +Mg, |v| < 1/2 } ⊂ w(V ∗
Γ ),à îáðàòíàÿ ê w �óíêöèÿ z : w 7→ z(w) îäíîëèñòíà íà Q.Ïîñêîëüêó ∂u/∂ν = |dw/dz| êàê íà Γ , òàê è íà γ , îöåíèì |z′(w(p))|/|z′(w(P ))| . Çàìåòèì, ÷òî

w(p) = 0 , w(P ) = M . Ïîêðîåì îòðåçîê [0,M ] ⊂ Q ñåìåéñòâîì äèñêîâ
{w ∈ C

∣∣ |w −mi| < ̺}; mi = mi−1 +
mN −m0

N
; i = 1, . . . ,N.Çäåñü m0 = 0, mN = M, ̺ < µ = min(1/2,M∗

g −M,Mg), ̺N > M . Èìååì
∣∣∣∣
z′(mN )

z′(m0)

∣∣∣∣ =
N∏

i=1

∣∣∣∣
z′(mi)

z′(mi−1)

∣∣∣∣ ,
z′(mi)

z′(mi−1)
= f ′

(
mi −mi−1

̺

)75Ïðèâåäåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû �îðìóëà äëÿ ïàðàìåòðà µ âåðíà äëÿ ëþáîé êîí�èãóðàöèè ãðàíèöû Γ .Ó÷åò ãåîìåòðèè êîíêðåòíîé êðèâîé Γ , ïî-âèäèìîìó, ïîçâîëèò óìåíüøèâ �âèëêó� â îöåíêå (4.6).76Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âî Ââåäåíèè è â �2, �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî óñëîâèÿ òàêîâà: ïîëíûé òîê, ïðîòåêà-þùèé ïî ïëàçìå, ðàâåí åäèíèöå (â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå èçìåðåíèé).53



ãäå �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà äèñêå D = {w ∈ C : |w| < 1} �îðìóëîé
f : D ∋ w 7→ f(w) =

z(mi−1 + ̺w) − z(mi−1)

̺z′(mi−1)
= w + c2w

2 + . . .Ýòà �óíêöèÿ îäíîëèñòíà, ò.ê. z : w 7→ z(w) îäíîëèñòíà íà Q.Ïî òåîðåìå Áèáåðáàõà (ñì., íàïðèìåð, [28℄) èìååì: |f ′(w)| ≤ (1+|w|)/(1−|w|)3 ∀w ∈ D. Âîçüìåì
τ = M/̺N. Òîãäà |mi −mi−1|/̺ = τ . Ïîýòîìó

∣∣∣∣
z′(mN )

z′(m0)

∣∣∣∣ ≤
(

1 + τ

(1 − τ)3

)N
=

[(
1 + τ

(1 − τ)3

)1/τ
]M/̺

≤ exp(4M/̺) ∀̺ < µ.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì |z′(m0)/z
′(mN )| ≤ exp(4M/µ) , îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà (4.6).Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 ïðîñòûì çàìå÷àíèåì: ñëó÷àé Γ ∈ C1,α ëåãêî ñâîäèòñÿ êðàññìîòðåííîìó. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàçèâ êîí�îðìíî îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C1,α íà îáëàñòü ñ(äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê Γ ) àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé, ìû ïîëó÷èì, â ñèëó òåîðåìû Êåëëîããà (ñì.,íàïðèìåð, [66℄), óæå ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó (ëèøü ñ íåìíîãî èíûìè êîíñòàíòàìè Φj è íåìíîãîèíûì ïàðàìåòðîì ε ). �4. Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.1. Êàê óëó÷øèòü îöåíêó (4.6), åñëè ó÷èòûâàòü äàííûå î �óíêöèè N, çàäàþùåé ãåîìåòðèþ êîíòóðà Γ ? Êàêèå âñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî äàòü ðåêîìåíäàöèè ïî ðàñïîëîæåíèþ òî÷åê Pj , â êîòîðûõ óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðèáîðû ìàãíèòíîéäèàãíîñòèêè? Íàñêîëüêî îöåíêà (4.6) ìîæåò áûòü óëó÷øåíà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ëèøü âûïóêëûå êðèâûå Γ ?2. �ëàâíûé âîïðîñ â îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà � ýòî âîïðîñ î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ñó-ùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé òîêà â ïëàçìå è/èëè åå ïëîòíîñòè ïðè ïî÷òè îäèíàêîâûõ äàííûõ î âåëè÷èíå ìàã-íèòíîãî ïîòîêà Φj , èçìåðÿåìîì ñ òî÷íîñòüþ ε íà ìàëûõ äóãàõ-îêðåñòíîñòÿõ çàäàííûõ òî÷åê Pj ∈ Γ (j = 1, . . . , n) .Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ èíòåðïîëÿöèåé çíà÷åíèé Φj â êëàññå Tn òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè ìåíüøåé n,òî, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, â çàìåòêå [14℄ ïðèâåäåí àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé òîãî, ÷òî òàêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèéïîëèíîì ïðèíàäëåæèò ââåäåííîìó â ýòîì ïàðàãðà�å êëàññó G = G(Γ;P1, . . . , Pn; Φ1, . . . ,Φn; ε).Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ77 î âîçìîæíîñòè íàëè÷èÿ íåñêîëüêèõ (ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ) íåîòðèöàòåëüíûõ�óíêöèé f, òàêèõ, ÷òî f(u) = 0 ïðè u > 0 , äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ îòâå÷àþùàÿ åé �óíêöèÿ u = uf :

S → R, îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè S ⋐ R
2 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ = ∂S, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òàêèì óñëîâèÿì:

∆u = f(u) â S, u
˛̨
˛
Γ
= M , ∂u/∂ν

˛̨
˛
Γ
= g , (4.7)ãäå M � çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, à g ∈ Tn ∩ G (è, ñëåäîâàòåëüíî, R

Γ
g = 1 ).Âàêóóìíàÿ îáëàñòü Ω (òàì, ãäå f = 0 ), à ïîòîìó è ãðàíèöà γ ïëàçìåííîé îáëàñòè ω = S \ Ω ïîëíîñòüþ îïðå-äåëÿþòñÿ �óíêöèåé g. Ïîýòîìó ïîäíÿòûé çäåñü âîïðîñ ñîäåðæèò â ñåáå â êà÷åñòâå ïîäïóíêòîâ ðÿä ýêñòðåìàëüíûõçàäà÷ íà ìíîæåñòâå Tn ∩ G , ò.å. çàäà÷ íà ïîèñê òàêèõ �óíêöèé g− è g+ èç Tn ∩ G, äëÿ êîòîðûõ

R(g−) ≤ R(g) ≤ R(g+) ∀ g ∈ Tn ∩ G. (4.8)Â êà÷åñòâå öåëåâîé �óíêöèè R ìîãóò áûòü âûáðàíû, íàïðèìåð, òàêèå âåëè÷èíû:à) R
γ
|κ(s)|2 dγ , ãäå κ(s) � êðèâèçíà êðèâîé γ = γg â òî÷êå s ;á) òà èëè èíàÿ íîðìà �óíêöèè ϕ = ∂u/∂ν

˛̨
γg
.Ñìûñë ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ î÷åâèäåí: ÷åì áîëüøå (ñîîòâ. ìåíüøå) èíòåãðàëüíàÿ êðèâèçíàêðèâîé γg èëè íîðìà ϕ , òåì ñ áîëüøåé (ñîîòâ. ñ ìåíüøåé) âåðîÿòíîñòüþ ãðà�èê ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè f ìîæåòèìåòü êðóòûå ïåðåãèáû. Ïîýòîìó âïîëíå ïðàâäîïîäîáíî, ÷òî �óíêöèÿì g− è g+ ìîãóò îòâå÷àòü äâå ñóùåñòâåííîîòëè÷àþùèåñÿ äîïóñòèìûå �óíêöèè fg− è fg+ .� 5 Çàäà÷à Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà1. Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà òàêîâà. Ïóñòü Ω0 � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòüâ R

2 , îãðàíè÷åííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé êðèâîé Γ0 , îêðóæàþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò {0} . Îáëàñòü
Ω0 ñîîòâåòñòâóåò ïÿòíó æèäêîñòè (ãëèöåðèíà) â íà÷àëüíûé ìîìåíò, à èñòî÷íèê-ñòîê ëîêàëèçîâàí77Äëÿ ïðîñòîòû �îðìóëèðîâêè îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ëèøü ñëó÷àåì öèëèíäðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ãåîìåòðèè òîêà-ìàêà. 54



â íà÷àëå êîîðäèíàò {0} ∈ Ω0 . Çàäàííàÿ îáëàñòü äå�îðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ìîìåíò tòî÷êà s(t) = (x(t), y(t)) ãðàíèöû Γt îáëàñòè Ωt äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ṡ = (ẋ, ẏ) , îïðåäåëÿåìîéêèíåìàòè÷åñêèì óñëîâèåì
ṡ = ∇u íà Γt, (5.1)ãäå ∇u = (ux, uy) � ãðàäèåíò �óíêöèè u(t; ·, ·) : Ωt → R, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ñòîêñà

uxx + uyy = qδ(x, y) â Ωt (5.2)è äèíàìè÷åñêîìó óñëîâèþ Ëåéáåíçîíà
u = 0 íà Γt. (5.3)Çäåñü δ(x, y) � ýòî δ -�óíêöèÿ Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à íåíóëåâîé êîý��è-öèåíò q ∈ R õàðàêòåðèçóåò ìîùíîñòü èñòî÷íèêà-ñòîêà. Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîîáëàñòü Ωt ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè x . Ñ ó÷åòîì ýòîãî óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî q = 2. Ïðè ýòîì

t > 0 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñëó÷àþ èñòî÷íèêà, à t < 0 � ñëó÷àþ ñòîêà.Îòìåòèì, âêðàòöå, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé çàäà÷è (5.1)�(5.3). Îíè íà÷àëèñü ñ ðàáîòË.À. �àëèíà [22℄ è Ï.ß. Êî÷èíîé [85, 86℄, îïóáëèêîâàííûõ â 1945 ã. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî âûâåäåíîóðàâíåíèå
ℜ [ ḟ(ζ, t) ζf ′ (ζ, t) ] = q/2π, |ζ| = 1 (5.4)äëÿ îòîáðàæåíèÿ f(·, t), îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùåãî åäèíè÷íûé äèñê {ζ ∈ C

∣∣ |ζ| ≤ 1 } íà èñêîìóþîáëàñòü Ωt.Óðàâíåíèå (5.4) íà îêðóæíîñòè |ζ| = 1 ýêâèâàëåíòíî (ñì., íàïðèìåð, [17℄) òàêîìó íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìóóðàâíåíèþ â äèñêå |ζ| < 1 :
ḟ(ζ, t) = ζf ′ (ζ, t)

q

4π2

Z 2π

0

1

|f ′ (eiθ, t)|2
eiθ + ζ

eiθ − ζ
dθ . (5.5)Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f(ζ, t) = a1(t) + a2(t)ζ + · · · + an(t)ζ

n, áûëà ïîëó÷åíà [22℄ ñèñòåìà îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà êîý��èöèåíòû aj(t). Â ñëó÷àå n = 2 ýòà ñèñòåìàïðèíèìàåò âèä [86℄
a2

1(t)a2(t) = a2
1(0)a2(0), a2

1(t) + 2a2
2(t) = a2

1(0) + 2a2
2(0) − qt/π.Åñëè |a2/a1| < 1/2, òî îáðàç åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè f(·, t) åñòü óëèòêà Ïàñêàëÿ

Γ0, çàäàâàåìàÿ ïîëÿðíûì ðàäèóñîì {r(θ) = a cos θ + b, b > a}. Â ñëó÷àå ñòîêà (ò.å. ïðè qt < 0 )îíà çà êîíå÷íîå âðåìÿ òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â êàðäèîèäó Γt∗ , îñòðèå êîòîðîé, êàê îêàçûâàåòñÿ, íåäîñòèãàåò òî÷êè ñòîêà. Äàëåå (ò.å. ïðè qt < qt∗ , êîãäà |a2/a1| > 1/2 ), îòîáðàæåíèå f(·, t) ïåðåñòàåòáûòü îäíîëèñòíûì è ðåøåíèå t 7→ Γt ïðåêðàùàåò ñâîå ñóùåñòâîâàíèå78. Àíàëîãè÷íûé ý��åêòñ ïîìîùüþ ìåðîìîð�íîãî îòîáðàæåíèÿ ζ 7→ f(ζ, t) = A(t)ζ/
(
ζ − a(t)

)
+b(t)ζ Ï.Ï. Êó�àðåâ [63℄óñòàíîâèë äëÿ îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé ñäâèíóò îòíîñèòåëüíî òî÷êè ñòîêà. Ïåðâûå òåîðåìû îëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (5.4) áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [17℄.Â ðàáîòàõ [17, 22, 85, 86℄ çàäà÷à (5.1)�(5.3) èíòåðïðåòèðîâàëàñü, êàê òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè âñðåçå ïîðèñòîé ñðåäû. Ïî óêàçàííûì âûøå ïðè÷èíàì òåïåðü ÷àñòî ãîâîðÿò î Õèëå-Øîó òå÷åíèè [83℄.Èíòåðåñ ê òàêîãî ðîäà çàäà÷àì çà ïîñëåäíèå ãîäû óñèëèëñÿ (ñì., â ÷àñòíîñòè, [60, 83, 142, 143, 147,163, 179℄ è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó). Ýòî âûçâàíî íå òîëüêî èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî ðîäà òå÷åíèéâ èíæåíåðíîé ïðàêòèêå, ìàòåðèàëîâåäåíèè, â ïðîöåññàõ, ñâÿçàííûõ ñ ðîñòîì êðèñòàëëîâ (îòìåòèìâ ñâÿçè ñ ýòèì ðàáîòû [1, 16, 55, 98, 99, 102, 184℄), íî è òåì, ÷òî ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìèìîäåëÿìè (ñì., íàïðèìåð, [84, 113, 114℄) íåêîòîðûõ âåñüìà ñëîæíûõ äâóõ�àçíûõ çàäà÷. Ïîýòîìóèññëåäîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò â êàêîé-òî ìåðå ïðåäóãàäàòü îñîáåííîñòè ãëàâíîãî ÷ëåíààñèìïòîòèêè (ñì., íàïðèìåð, [30℄) ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ �àçîâûìè ïåðåõîäàìè.2. Âàæíûì ìîìåíòîì â èññëåäîâàíèè çàäà÷è (5.1)�(5.3) áûëî îñîçíàíèå òîãî íåîæèäàííîãî �àêòà,÷òî â ñëó÷àå ñòîêà ( qt < 0 ) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò íè ïðè êàêîì ñêîëüêî óãîäíî ìà-ëîì t, åñëè íà÷àëüíûé êîíòóð Γ0 íå àíàëèòè÷åí õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè78Ýòî îòðàæàåò èäåàëèçàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ äèíàìè÷åñêèì óñëîâèåì Ëåéáåíçîíà î ïîñòîÿíñòâå äàâëåíèÿ íà Γt. Íàñàìîì äåëå, äàâëåíèå â òî÷êå s ∈ Γt ïðîïîðöèîíàëüíî (ñ ìàëûì êîý��èöèåíòîì, çàâèñÿùèì îò ïîâåðõíîñòíîãîíàòÿæåíèÿ) êðèâèçíå Γt â ýòîé òî÷êå. 55



òàêîì íà÷àëüíîì êîíòóðå ñòîê íåâîçìîæåí: çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ. À ìîæåò ëè òàêîé (íåàíàëè-òè÷åñêèé) êîíòóð ñäâèíóòüñÿ â ñëó÷àå èñòî÷íèêà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí ñðàâíèòåëüíîíåäàâíî [134, 168℄, ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ ðåøåíèå çàäà÷è (5.1)�(5.3) â ñëó÷àåèñòî÷íèêà ñóùåñòâóåò79. Íà ïåðâûé âçãëÿä, âñå ýòî óäèâèòåëüíî, èáî çàêîí äâèæåíèÿ êîíòóðà Γ0àïðèîðè íèêàê íå çàâèñèò íè îò åãî àíàëèòè÷íîñòè, íè îò òèïà �äâèãàòåëÿ�: èñòî÷íèê èëè ñòîê.Èçâåñòíûå ìíå äîêàçàòåëüñòâà îáîèõ ýòèõ �àêòîâ, ê ñîæàëåíèþ, íå ðàñêðûâàþò (íà ìîé âçãëÿä)èõ âíóòðåííþþ ïðè÷èíó. Ìû åå ñåé÷àñ âûÿâèì, ðàññìîòðåâ ýâîëþöèþ ãàðìîíèê ñëàáîãî âîçìóùåíèÿîêðóæíîñòè.Ñ ýòîé öåëüþ, äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî t çàïàðàìåòðèçóåì òî÷êó s(t) ∈ Γ+
t = Γt ∩ R

2
+òîé ëèíèåé óðîâíÿ {(x, y) ∈ Ωt

∣∣ v(t;x, y) = η} �óíêöèè v , ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííîé ê uâ Ω+
t = Ωt ∩ R

2
+ , êîòîðàÿ ñîäåðæèò ýòó òî÷êó s(t) . Â ñèëó ñèììåòðèè Ωt è (ïî ýòîé ïðè÷èíå)âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ q = 2 , ïàðàìåòð η ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíàíåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

s(t, ·) : [0, 1] ∋ η 7→ s(t, η) = |P0Pη| ∈ [0, |Γ+
t | ], (5.6)ãäå |P0Pη | � äëèíà äóãè ⌣ P0Pη êðèâîé Γ+

t , îòñ÷èòûâàåìàÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòòî÷êè P0 åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ x äî òî÷êè Pη åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëèíèåé óðîâíÿ
{v(t;x, y) = η} .Ïðèìåíèâ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì �Ê-ìåòîä, ìîæíî (ñì. �5) ïðåäñòàâèòü äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
(x, y) òî÷êè Pv ∈ Γt , êàê ñëåäóþùèå �óíêöèè àðãóìåíòîâ t è v :

x(t, v) = x(t, 0) −
∫ v

0
ea(t,η) sin b(t, η) dη, y(t, v) =

∫ v

0
ea(t,η) cos b(t, η) dη, (5.7)ãäå x(t, 0) =

∫ 0
−∞ eA(t;u,0) du , à

a(t, v) + ib(t, v) = A(t; 0, v) + iB(t, 0, v). (5.8)Çäåñü A+ iB � ýòî �óíêöèÿ �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à
w = u+ iv 7→ A(t;u, v) + iB(t;u, v)= ln

∣∣∣∣
∂z(t;w)

∂w

∣∣∣∣+ i arg
∂z(t;w)

∂w
, z = x+ iy ∈ Ω+

t (5.9)îïðåäåëåííàÿ (ïðè êàæäîì t ) â çàìûêàíèè ïîëóïîëîñû Q =
{
u+ iv ∈ C

∣∣ −∞ < u < 0 , 0 < v < 1
} .Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (5.1)�(5.3) ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ �óíêöèé80 a è

b . Îíè ïîä÷èíåíû óñëîâèþ (5.8). Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèè a è b ïðè êàæäîì t ñâÿçàíûìåæäó ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèåì �èëüáåðòà, à èìåííî, ÿâëÿþòñÿ ñëåäîì ïðè u = 0 ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííûõ â ïîëóïîëîñå Q �óíêöèé A è B . Çàìåòèì, ÷òî B(t, u, v) ≡ πv åñëè (è òîëüêî åñëè)êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ {z ∈ C
∣∣ |z| = R0 > 0} , öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé

z = 0 (ò.å. íîñèòåëåì ñòîêà�èñòî÷íèêà, äðóãèìè ñëîâàìè, íîñèòåëåì δ -�óíêöèè â óðàâíåíèè (5.2)).Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðåäñòàâèì �óíêöèþ b â âèäå
b(t, v) = πv + β(t, v) (5.10)Çàìåòèì, ÷òî β(t, 0) = β(t, 1) = 0 (â ñèëó ñèììåòðèè è äè��åðåíöèðóåìîñòè êðèâîé Γ ), è ðàçëîæèì�óíêöèþ β(t, ·) : [0, 1] ∋ v 7→ β(t, v) â ðÿä Ôóðüå

β(t, v) =
∑

k≥1

βk(t) sin πkv (5.11)ïî îðòîáàçèñó
ek : [0, 1] ∋ v 7→ sinπkv, k ∈ N (5.12)79Ñòðîãî ãîâîðÿ, â [134℄ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ íå äëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, à äëÿ ÷óòü ðàññðåäîòî÷åííîãî. Îäíàêîïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñëó÷àé òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà.80Âñïîìíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë �óíêöèè b(t, v) . Ýòî óãîë ìåæäó îñüþ x è âíåøíåé ê Γt íîðìàëüþ ν â òî÷êå

Pv ∈ Γt . À âåëè÷èíà exp a(t, v) åñòü êîý��èöèåíò ïðîäîëüíîé äå�îðìàöèè êîíòóðà Γt â òî÷êå Pv ∈ Γt (âäîëüêàñàòåëüíîé ê Γt â òî÷êå Pv ). 56



ïðîñòðàíñòâà L2(0, 1) .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òå æå êîý��èöèåíòû Ôóðüå βk(t) îïðåäåëÿþò è �óíêöèþ a0(t) , çàäàâàåìóþðàâåíñòâîì
A(t;u, v) = a0(t) + πu+

∑

k≥1

βk(t)e
πku cos πkv. (5.13)÷òî, ÿñíîå äåëî, ìîæíî âûðàçèòü è òàêèì ðàâåíñòâîì:

a(t, v) = a0(t) + α(t, v), ãäå α(t, v)=
∑

k≥1

βk(t) cos πkv. (5.14)Äåéñòâèòåëüíî, ïðèðàùåíèå ïëîùàäè |Ωt| = 2|Ω+
t | îáëàñòè Ωt çà åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî

∫

Γ
ṡ dΓ

(5.1)
=

∫

Γ

∂u

∂ν
dΓ ,ò.å. êîý��èöèåíòó ïðè δ -�óíêöèè â óðàâíåíèè (5.2). Äðóãèìè ñëîâàìè,

d

dt
|Ω+
t | = 1 ⇐⇒ |Ω+

t | = t+ t0, ãäå t0 = |Ω+
0 |. (5.15)Â òåðìèíàõ �óíêöèè �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

∂

∂t

∫ 1

0

(∫ 0

−∞
e2A(t;u,v) du

)
dv = 1 , (5.16)ïîñêîëüêó ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ w 7→ eA+iB ðàâåí |∂z/∂w| (5.9)

= e2A . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîý�-�èöèåíò (ñì. Ïðèìå÷àíèå 80) ea(t,v) ïðîäîëüíîé äå�îðìàöèè êîíòóðà Γ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíå-íèÿ (5.15). Ïîýòîìó îí, à ïîòîìó è �óíêöèÿ a0(t) , çàâèñÿò îò |Ω0| è êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå βk(t) .Åñëè Γ0 � îêðóæíîñòü {z ∈ C
˛̨

|z| = R0} , öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì�ñòîêîì, òî, êàêíåòðóäíî ïðîâåðèòü,
e2a0(t) = 2π (|Ω0| + t) =⇒

d

dt
e2a0(t) = 2π. (5.17)Â [126℄ óñòàíàâëèâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ �îðìóëà

d

dt
e2a0(t) = 2π

0
@1 −

X

k≥1

β2
k + 2(t+ t0)βkβ̇k

k + 1

1
A + . . . (t0 =

π

2
R2

0) (5.18)â ñëó÷àå, êîãäà Γ0 ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îêðóæíîñòè {z ∈ C
˛̨
|z| = R0} .Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ äå�îðìàöèÿ íà÷àëüíîé êðèâîé Γ0 ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ýâîëþ-öèåé êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå βk(·) . ÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 5.1 [126℄ Ýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå βk(·) çàäàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé âèäà

β̇ − K(β)β̇ =
1

2(t+ t0)
F(β), (5.19)ãäå K = K0 + K1, F = F0 + F1 , à

[K0(β)β̇](t, v) = b′(t, v)e−α(t,v)

∫ v

0
eα(t,η)α̇(t, η) dη ,

[K1(β)β̇](t, v) =

(∑

j≥1

2βj β̇j
j + 1

)∑

k≥1

(−1)k−1

k
sinπkv + [r(β)β̇](t, v),

[F0(β)](t, v) =
1

π

{
e−2αα′ − b′e−α

∫ v

0
e−αb′ dη + πb′e−α

∫ v

0
eα dη

}
,

[F1(β)](t, v) =

(∑

j≥1

2β2
j

j + 1

)∑

k≥1

(−1)k−1

k
sinπkv + [s(β)](t, v).57



Ïîêîîðäèíàòíî ñèñòåìà (5.19) òàêîâà:
2(t+ t0)

(
β1β̇1 + r1(β)β̇

)
=

(
−β2

1 + 2
∑

j≥2 β
2
j

)
+s1(β),

2(t+ t0)
(
β̇k + rk(β)β̇

)
= −(k + 2)βk + sk(β) äëÿ k ≥ 2,





(5.20)ãäå
|rk(β)β̇| ≤ C‖β‖1+sgn |k−1|

1 ‖β̇‖0 , |sk(β)| ≤ C‖β‖2+sgn |k−1|
1 ,à

‖β‖1 = max
t

√∑

k≥1

(
kβk(t)

)2
, ‖β̇‖0 = max

t

√∑

k≥1

(
β̇k(t)

)2
.Îòñþäà, êàê îáúÿñíåíî íåñêîëüêî íèæå, ñëåäóåòÒåîðåìà 5.2 [38, 125℄ Åñëè íà÷àëüíûé êîíòóð Γ0 åñòü ìàëîå (îïðåäåëÿåìîå �îðìóëàìè (5.27))âîçìóùåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R(0) , òî åãî ýâîëþöèÿ Γt ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî è îíàåäèíñòâåííà íà ëþáîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. ×òî æå êàñàåòñÿ îòêëîíåíèÿ Γt îò îêðóæíîñòèðàäèóñà R(t) =

√
R2(0) + 2t/π , òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, îíî ïî÷òè ìîíîòîííî ñòðå-ìèòñÿ ê íóëþ.Òî÷íåå, ñóùåñòâóåò ÷èñëî ρ ∈ (0, 1/8) , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1) �óíêöèÿ

[0, 1] ∋ v 7→ b(t, v) = πv + β(t, v), ãäå β(t, v) =
∑

n≥1

βn(t) sinπnv, (5.21)îïðåäåëÿþùàÿ êîíòóð Γt , ñóùåñòâóåò81 ïðè ëþáîì t > 0 , åñëè òîëüêî íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ �óíê-öèÿ, çàäàþùàÿ êîíòóð Γ0 , ò.å. �óíêöèÿ
[0, 1] ∋ v 7→ b(0, v) = πv +

∑

n≥1

β0
n sinπnv, (5.22)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∑

k≥2

(kβ0
k)

2 ≤ (µρ)1/2|β0
1 |3/2, 0 < |β0

1 | ≤ µρ. (5.23)Ïðè ýòîì ∣∣∣β̇1(0) − ˙̄β1(0)
∣∣∣ ≤ µ,

√∑

k≥2

∣∣∣β̇k(0) − ˙̄βk(0)
∣∣∣
2
≤ µ, (5.24)ãäå

β̄2
1(t) =

1

t+ t0


t0β2

1(0) + 2
∑

k≥2

β2
k(0)

∫ t

0

dτ

(1 + τ/t0)k+2


 , (5.25)

β̄k(t) =
βk(0)

(1 + t/t0)k/2+1
. (5.26)Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Ñ (íåìíîãî ïðåâîñõîäÿùàÿ åäèíèöó), òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì

t ≥ 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè
∣∣∣β̇1(t) − ˙̄β1(t)

∣∣∣ ≤ Cµ,

√∑

k≥2

∣∣∣β̇k(t) − ˙̄βk(t)
∣∣∣
2
≤ Cµ.81È åäèíñòâåííà íà ëþáîì âðåìåííîì èíòåðâàëå, òî÷íåå: �óíêöèÿ β åäèíñòâåííà â ïðîñòðàíñòâå C1(0, T ;H1(0, 1))

∀T > 0 (ñì. �5). 58



Çàìåòèì, ÷òî �îðìóëû (5.26) îáúÿñíÿþò ïðèðîäó îòìå÷åííîãî âûøå ðåçóëüòàòà: åñëè â ñëó÷àåñòîêà(!) çàäà÷à (5.1)�(5.3) ðàçðåøèìà õîòÿ áû ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì t (êîãäà q = 2 > 0, êàê âíàøåì ñëó÷àå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷ü èäåò î ëþáîì ìàëîì îòðèöàòåëüíîì t ), òî íà÷àëüíûé êîíòóð
Γ0 íåîáõîäèìî àíàëèòè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (5.26), �óíêöèè (5.46) áóäóò îïðåäåëåíû ïðèñêîëü óãîäíî ìàëîì t < 0 ëèøü òîãäà, êîãäà êîý��èöèåíòû Ôóðüå βk(0) �óíêöèè (5.47) äîñòàòî÷íîáûñòðî óáûâàþò, à èìåííî: îïðåäåëÿþò àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ (ñì., íàïðèìåð, �12 êíèãè [2℄).Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå (î áåñêîíå÷íîì ïî âðåìåíè �äðåé�å� âîçìóùåííîéîêðóæíîñòè; ñð. ñ [100℄) ñîãëàñóåòñÿ ñ òàêèì �àêòîì: åñëè ïðè äå�îðìàöèè t 7→ Γt êðèâàÿ Γt∗ ïðèíåêîòîðîì êîíå÷íîì t∗ 6= 0 ãîìîòåòè÷íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò {0} , ò.å. òàì,ãäå ëîêàëèçîâàí èñòî÷íèê-ñòîê, òî êðèâàÿ Γ0 , à ïîòîìó è âñå êðèâûå Γt ãîìîòåòè÷íû òîé æå ñàìîéîêðóæíîñòè.Èíûìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 5.3 åñëè Γ0 ñòÿãèâàåòñÿ ê ñòîêó, òî Γ0 åñòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå ñòîêà.

♥ Ñîãëàñíî [172℄, ïðè n ≥ 1 âñå êîìïëåêñíûå ìîìåíòû Mn
def
=

R
Ωt
zn dz ∧ dz íå çàâèñÿò îò t. Ïîýòîìó îíèðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó |Ωt| → 0 â ïðîöåññå ñòÿãèâàíèÿ êîíòóðà Γ0 â òî÷êó ñòîêà. Äàëåå, M0 = 2i|Ωt|. Êðîìåòîãî, Mn =

R
Γt
zn z dz = 2πic−(n+1) , ãäå ck � êîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè â ðÿä Ëîðàíà P

ckz
k �óíêöèè f,àíàëèòè÷åñêîé â Ωt \ {z = 0} è ïðèíèìàþùåé ïî íåïðåðûâíîñòè íà Γt çíà÷åíèÿ �óíêöèè z . Ñëåäîâàòåëüíî,

f(z) = c−1/z + g(z), ãäå g � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â Ωt . Îòñþäà ïîëó÷àåì öåïî÷êó èìïëèêàöèé íà Γt :
“
z=c−1/z + g(z)

”
⇒

“
|z|2 − c−1 = zg(z)

”
⇒

“
ℑzg(z) = |Ωt|/π

”
⇒

“
zg(z) = (a+ ib)|Ωt|

”
.À ïîñêîëüêó zg(z)

˛̨
z=0∈Ω

=0, òî a + ib = 0 ⇒ g(z) ≡ 0. Òåì ñàìûì, |z|2 = |Ωt|/π íà Γt , à ýòî çíà÷èò, ÷òî Ωt åñòüäèñê ñ öåíòðîì â íóëå. �Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðè äå�îðìàöèè t 7→ Γt äâå êðèâûå Γ0 è Γt∗ ñ t∗ 6= 0 îêàçàëèñü ãîìîòåòè÷íûìè, òî Γ0ãîìîòåòè÷íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå èñòî÷íèêà-ñòîêà. Äåéñòâèòåëüíî, Γt∗ , à ïîòîìó è Γ0 ñòÿãèâàþòñÿ âòî÷êó, èáî, ïðåäïîëîæèâ äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî Γt∗ íàõîäèòñÿ âíóòðè Γ0 , ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâàÿ Γnt∗ ïîïàäàåò âñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ∈ N.3. Òåîðåìû 5.1 è 5.2 ïðîÿñíÿþò ýâîëþöèþ ñëàáûõ âîçìóùåíèé îêðóæíîñòè. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëü-íîãî íà÷àëüíîãî êîíòóðà óðàâíåíèå (5.19) èçó÷àëîñü â ðàìêàõ àïïðîêñèìàöèîííîé òàê íàçûâàåìîéêâàçèêîíòóðíîé [127℄�[129℄ (äðóãèå íàçâàíèÿ: ïîëèãîíàëüíîé [15℄, êîíå÷íîòî÷å÷íîé [36℄) ìîäåëè çà-äà÷è (5.1)�(5.3). Êâàçèêîíòóðíàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì âèäà
Q(N,σ)Ṅ = P (t,N, σ),àïïðîêñèìèðóþùèì íåëèíåéíîå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5.19). Çäåñü N = (N1, . . . ,Nm) ,

Nj � óãîë ìåæäó îñüþ x è âíåøíåé íîðìàëüþ ê j -îé ñòîðîíå ïîëèãîíàëüíîãî êâàçèêîíòóðà, àïàðàìåòð σ = (σ1, . . . , σm) õàðàêòåðèçóåò äëèíû åãî ñòîðîí. ×èñëåííûé àíàëèç [127℄�[129℄ ïîêà-çàë, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå êâàçèêîíòóðîâ èìååòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Nm = {(N,σ)
∣∣ detQ(N,σ) = 0}êîðàçìåðíîñòè 1.Â ñëó÷àå èñòî÷íèêà (ïðè t > 0 ) ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì ìíîãîîáðàçèåì (àò-òðàêòîðîì). Ïðè ïîäõîäå ê Nm ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò. Äàëüíåéøåå äâè-æåíèå èäåò â âèäå ñâåðõáûñòðûõ îñöèëëÿöèé îêîëî Nm ñ áåñêîíå÷íî-ìàëîé àìïëèòóäîé82 è âåñüìàìåäëåííûì ïðîäâèæåíèåì â íàïðàâëåíèè îäíîãî èç ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ íà ñàìîì àòòðàêòîðå.Îäèí èç ýòèõ öåíòðîâ � êâàçèîêðóæíîñòü, ò.å. ïðàâèëüíûé m -óãîëüíèê (N̂ , σ̂) .Åñëè îáðàòèòü âðåìÿ, ò.å. ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñòîêà, òî ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü ïðåâðàùàåòñÿ â îò-òàëêèâàþùåå ìíîãîîáðàçèå, êàê ãîâîðÿò, ðåïåëëåð (àíòè-àòòðàêòîð). Áûëî áû ïðàâèëüíåå ñêàçàòü, âñóïåð-ðåïåëëåð, ïîñêîëüêó âïîëíå �ïðèëè÷íûé�, âíåøíå íè÷åì îñîáî íå âûäåëÿþùèéñÿ êîíòóð Γ0 ,ïðåäñòàâëåííûé òî÷êîé P0, ðàñïîëîæåííîé î÷åíü áëèçêî ê ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïî÷òè ìãíîâåííîèçìåíÿåò ñâîþ �îðìó. Äåëî â òîì, ÷òî òî÷êà P0 ñ ãðîìàäíîé ñêîðîñòüþ �îòëåòàåò� îò ãèïåðïîâåðõ-íîñòè è ÷åðåç ìãíîâåíèå íàõîäèòñÿ âäàëè îò íåå, ïðåäñòàâëÿÿ êîíòóð, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûé îò82Êâàçèêîíòóð åñòü êîíå÷íî-òî÷å÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ãëàäêîãî êîíòóðà. Áûñòðî îñöèëëèöèðóþùåå äâèæåíèå ñáåñêîíå÷íî-ìàëîé àìïëèòóäîé åñòåñòâåííî òðàêòîâàòü â ðàìêàõ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà [53℄, êàê äâèæåíèå â îðåîëåãèïåðïîâåðõíîñòè Nm . Â ïðåäåëå òàêîå äâèæåíèå ïåðåõîäèò â äâèæåíèå íà ñàìîé áåñêîíå÷íîìåðíîé àòòðàêòèðóþ-ùåé ïîâåðõíîñòè N∞. Îíà õàðàêòåðèçóþùåéñÿ òåì, ÷òî íà íåé âûðîæäàåòñÿ îïåðàòîð I − K, ñòîÿùèé ïðè β̇ âóðàâíåíèè (5.19). 59



Γ0. Îòëè÷èå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñèëüíî ðàñòóò ãàðìîíèêè, êîòîðûå îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâóþùåìó âû-ðîæäåíèþ îïåðàòîðà I−K ,ñòîÿùåìó ïðè β̇ â óðàâíåíèè (5.19). Ïðè ýòîì ïëîùàäü, îõâàòûâàåìàÿêîíòóðîì, çà ñòîëü êîðîòêîå âðåìÿ ïî÷òè íå óìåíüøàåòñÿ (ò.ê. ìîùíîñòü ñòîêà ïîñòîÿííà). Ïîýòî-ìó âîçíèêàþò �ïàëüöû� [61, 173℄, êîìïåíñèðóþùèå ñèëüíîå èçìåíåíèå êðèâèçíû êîíòóðà ïðè ïî÷òèïîñòîÿííîé ïëîùàäè, êîòîðóþ îí îõâàòûâàåò.4. Â ýòîì ïóíêòå áóäóò ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè s(t) = (x(t), y(t)) äâèæóùåãîñÿêîíòóðà Γt, çàêîí äâèæåíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé ṡ = ∇u
∣∣
s∈Γt

, ãäå ∇u = (ux, uy) �ãðàäèåíò �óíêöèè u(t; ·, ·) : Ωt → R , à u(t;x, y) óäîâëåòâîðÿåò òàêèì óñëîâèÿì
uxx + uyy = 2δ(x, y) â Ωt ⋐ R

2 , u = 0 íà Γt = ∂Ωt. (5.27)Êîý��èöèåíò 2 ïðè δ -�óíêöèè îòðàæàåò íàøå ïðåäïîëîæåíèå î ñèììåòðèè íà÷àëüíîãî êîíòóðà
Γ0 îòíîñèòåëüíî îñè x.Â êàæäûé ìîìåíò t ìû ìîæåì ïàðàìåòðèçèðîâàòü êîíòóð Γt , çàäàâ íåêîòîðûé äè��åîìîð-�èçì eiπv ∋ v 7→ s(t, v) ∈ Γt åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íà Γt . Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð (ẋ(t, v), ẏ(t, v))ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷êè s(t, v) ïàðàìåòðèçîâàí ýòèì äè��åîìîð�èçìîì. Îäíàêî, êàê ëåãêî âè-äåòü, íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ýòîé ñêîðîñòè, ò.å. åå ñîñòàâëÿþùàÿ

ṡ(t, v) · ν = νxẋ(t, v) + νyẏ(t, v) (5.28)âäîëü åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè ν = (νx, νy) ê Γt â òî÷êå s = s(t, v) , íå çàâèñèò îò ïàðàìåò-ðèçàöèè è ñîâïàäàåò ñ |∇u| = ∂u/∂ν â òî÷êå s ∈ Γ . Îòñþäà, ââèäó óñëîâèÿ Ëåéáåíçîíà u
∣∣
Γt

= 0 ,ïîëó÷àåì òàêóþ �îðìó
|∇u|

∣∣∣
s=s(t,v)∈Γt

= νxẋ(t, v) + νyẏ(t, v) (5.29)êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ ṡ = ∇u
∣∣
s∈Γt

.Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå (5.29) ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à çàäà÷è (5.27). Â îä-íîñâÿçíîé îáëàñòè Ω+ = Ω+
t =

{
(x, y) ∈ Ω = Ωt

∣∣ y > 0
} ðàññìîòðèì �óíêöèþ v = v(t;x, y) ,ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííóþ ê u = u(t;x, y) è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ v(t;x, y) = 0 ïðè x > 0(÷òî êîððåêòíî, ò.ê. Ω ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè x ). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ∂/∂ν äè��åðåíöèðî-âàíèå ïî íîðìàëè ν , à ÷åðåç ∂/∂τ äè��åðåíöèðîâàíèå ïî êàñàòåëüíîé τ = (−νy, νx) , ïîëó÷èìèç (5.27), ÷òî v(t;x, 0) = 1 ïðè x < 0 , ïîñêîëüêó ∂v/∂τ = ∂u/∂ν íà

Γ+ = Γ ∩ Ω+, Ω+ = {(x, y) ∈ Ω
∣∣ y > 0}. (5.30)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ

w = u+ iv : Ω+ → Π = {u+ iv ∈ C
∣∣ u < 0, 0 < v < 1}

z = x+ iy 7→ w(z) = u(x, y) + iv(x, y)
(5.31)îäíîëèñòíà è, òåì ñàìûì, â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Π ⊂ C îïðåäåëåíà îäíîëèñòíàÿ ÍÊ-�óíêöèÿ

A+ iB = ln
∂z

∂w
, A = A(t;u, v), B = B(t;u, v), (5.32)ãäå z(t, ·) : Π ∋ w 7→ z(t, w) = x(t;u, v) + iy(t;u, v) ∈ Ω+

t . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâàÿ Γ+ ìîæåòáûòü ïàðàìåòðèçîâàíà òî÷êàìè ïîëóîêðóæíîñòè ïîñðåäñòâîì äè��åîìîð�èçìà
{
eiπv

∣∣ v ∈ (0, 1)
}
∋ eiπv 7→ z(t; iv) = x(t, v) + iy(t, v) ∈ Γ+,ãäå

x(t, v) = x(t, 0) −
∫ v

0
ea(t,η) sin b(t, η) dη, y(t, v) =

∫ v

0
ea(t,η) cos b(t, η) dη. (5.33)Çäåñü x(t, 0) =

∫ 0
−∞ eA(t,u,0) du , à

a(t, v) = A(t; 0, v), b(t, v) = B(t; 0, v). (5.34)60



5. Ïåðå�îðìóëèðóåì çàäà÷ó Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà â òåðìèíàõ �óíêöèé a è b. Çàìå÷àÿ, ÷òî |∇u| =
e−a íà Γ+ , à b = b(t, v) � óãîë ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ν â òî÷êå s(t, v) , ïåðåïèøåì óñëîâèå(5.29) â âèäå

e−a = ẋ cos b+ ẏ sin b íà Γ+
t . (5.35)Ïîëîæèì

T = −ẋ sin b+ ẏ cos b. (5.36)Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (5.33), ïåðåéäåì îò �îðìóë (5.35)�(5.36) ê ýêâèâàëåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:
e−a cos b− T sin b = ẋ(t, 0) −

∫ v

0
ea
[
ȧ sin b+ ḃ cos b

]
dξ,

e−a sin b+ T cos b =

∫ v

0
ea
[
ȧ cos b− ḃ sin b

]
dξ.Ïðîäè��åðåíöèðóåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïî v . Ïîëó÷èì

ea
[
ȧ sin b+ ḃ cos b

]
= e−aa′ cos b+ e−ab′ sin b+ (T sin b)′,

ea
[
ȧ cos b− ḃ sin b

]
= −e−aa′ sin b+ e−ab′ cos b+ (T cos b)′.



 (5.37)Çäåñü è íèæå ȧ = ∂

∂ta(t, v) , a′ = ∂
∂va(t, v) .Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâà

(T sin b)′ sin b+ (T cos b)′ cos b = T ′,

(T sin b)′ cos b− (T cos b)′ sin b = b′T,âûâîäèì èç (5.37) ñèñòåìó óðàâíåíèé
eaȧ = e−ab′ + T ′, eaḃ = e−aa′ + b′T,èñêëþ÷èâ èç êîòîðîé T , ïîëó÷àåì (ñð. ñ (5.5)� (5.4)) îñíîâíîå óðàâíåíèå

ḃ(t, v) = e−2aa′ + b′e−a
∫ v

0

[
eaȧ− e−ab′

]
dξ. (5.38)6. Èçó÷èì óðàâíåíèå (5.38) âáëèçè óãëîâîé �óíêöèè îêðóæíîñòè

b̂ : v 7→ b̂(v) = πv, v ∈ R/2Z . (5.39)Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì �óíêöèþ b = b(t, v) , çàäàþùóþ êîíòóð Γt , êàê âîçìóùåíèå b̂ , ò.å.
b(t, v) = b̂(v) + β(t, v). (5.40)Ñîãëàñíî (5.13)�(5.16), èñêîìàÿ äå�îðìàöèÿ íà÷àëüíîé êðèâîé Γ0 ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ýâî-ëþöèåé êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå βk(·) âîçìóùåíèÿ

β(t, v) =
∑

k≥1

βk(t) sin πkv . (5.41)Îíè óäîâëåòâîðÿþò (ñì. [126℄) òàêîé áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
2(t+ t0)

(
β1β̇1 + r1(β)β̇

)
=

(
−β2

1 + 2
∑

j≥2 β
2
j

)
+s1(β),

2(t+ t0)
(
β̇k +Rk(β)β̇

)
= −(k + 2)βk + Sk(β) äëÿ k ≥ 2.





(5.42)Çäåñü
|r1(β)β̇| ≤ C‖β‖2

1‖β̇‖0 , |s1(β)| ≤ C‖β‖3
1, |Rk(β)β̇| ≤ C‖β‖1‖β̇‖0 , |Sk(β)| ≤ C‖β‖2

1, (5.43)61



à β ∈ C1(0, T ; H1(0, 1)) è β̇ ∈ C0(0, T ; H0(0, 1)) äëÿ ëþáîãî T > 0, ò.å. β(·, v) ∈ C1(0, T ) ∀v è
‖β‖1 = max

t

√∑

k≥1

(
kβk(t)

)2
, ‖β̇‖0 = max

t

√∑

k≥1

(
β̇k(t)

)2
∀ t ∈ (0, T ). (5.44)Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóë (5.42)�(5.43) íå îáðåìåíåíî ñêîëüêî-íèáóäü èçûñêàííûìè èäåÿìè, íî òåõ-íè÷åñêè ñëîæíî. Îíî çàíèìàåò ïî÷òè âñå 14 ñòðàíèö ðàáîòû [126℄.Åùå òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíî äîêàçûâàåòñÿÒåîðåìà 5.4 [125℄ Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C∗ > 1 , ÷òî äëÿ ëþáûõ χ ≥ 1 , 1/ε ≥ C∗χ

3 , 1/T ≥
C∗χ

2 è �óíêöèè
β0 : [0, 1] ∋ σ 7→ β0(σ) =

∑

n≥1

β0
n sinπnσ,òàêîé, ÷òî

|β0
1 | = ε/8χ,

∑

k≥2

(kβ0
k)

2 ≤ (ε/8)2, (5.45)ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.42) èìååò â ε -îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðîñòðàíñòâà C1(0, T ; H1(0, 1)) åäèíñòâåí-íîå ðåøåíèå
β : (t, σ) 7→ β(t, σ) =

∑

n≥1

βn(t) sin πnσ, (5.46)òàêîå, ÷òî β(0, ·) = β0 . Ïðè ýòîì, ðåøåíèå (5.46) àïïðîêñèìèðóåòñÿ �óíêöèåé
β̄(t, σ) =

∑

n≥1

β̄n(t) sin πnσ (5.47)â òîì ñìûñëå, ÷òî
∣∣∣β̇1(0) − ˙̄β1(0)

∣∣∣ ≤ C∗ε,

√∑

k≥2

∣∣∣β̇k(0) − ˙̄βk(0)
∣∣∣
2
≤ C∗ε/χ, (5.48)Çäåñü ˙̄βn(0) = d

dt β̄n(t)
∣∣∣
t=0

, à �óíêöèÿ β̄n(t) îïðåäåëåíà â (5.25)�(5.26).Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïðè ‖β‖1 ≤ 1 è β1(t) 6= 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.42) ïðåäñòàâèìà ââèäå
(1 + P (β))β̇ = (Λ(β) +Q(β))

/
(t+ t0), (5.49)ãäå ïîêîîðäèíàòíûå êîìïîíåíòû P, Λ, Q , à òàêæå R è S (ñì. íèæå) òàêîâû:

P1(β)β̇ =
1

β1



∑

k≥2

(βk +
k − 1

k
βk−1)Rk(β)β̇ + r1(β)β̇


 , Pk(β)β̇ = −Rk(β)β̇,

Λ1(β) =
1

2β1
[−β2

1 + 2
∑

k≥2

β2
k] , Λk(β) = −k + 2

2
βk ,

Q1(β) = − 1

2β1
[s1(β) +

∑

k≥2

(βk +
k − 1

k
βk−1)Sk(β)] , Qk(β) =

1

2
Sk(β).Ïðè ýòîì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà Ĉ > 0 , ÷òî ‖P (β)‖ ≤ 3Ĉ

(
‖β‖0/|β1| + 1

)
‖β‖1 è

‖R(β)φ‖0 ≤ Ĉ‖β‖1‖φ‖0, |r1(β)φ| ≤ Ĉ‖β‖0‖β‖1‖φ‖0,

‖S(β)‖0 ≤ Ĉ‖β‖2
1, |s1(β)| ≤ Ĉ‖β‖0‖β‖2

1.62



β1

βk

( ˙̄β1,
˙̄βk)
∣∣
lλ

= ( 2λ2−1
2 ,−k+2

2 λ)β1

lλ := {βk = λβ1}

βk = 1
k (µρ)1/4β

3/4
1

�èñ. 15. Âåêòîðíîå ïîëå ( ˙̄β1,
˙̄βk

) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà βj(0) = 0 ïðè j 6= 1 è j 6= k .Íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå83
M

def
= {β ∈ X1 | ‖β‖1 ≤ ε ; β(0, ·) = β0(·) ;

β1(t)

β1(0)
≥ 1/2}ïðîñòðàíñòâà X1 = C(0, T ;H1(0, 1)) ïðè ε ≤ (100χĈ)−1 (è, òåì ñàìûì, ïðè ‖P (β)‖ ≤ 1/2 ) óðàâ-íåíèå (5.49) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåòñÿ â �óíêöèîíàëüíîå β = Φ(β) . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òîîïåðàòîð Φ ñæèìàåì íà M ïðè 1/ε ≥ C∗χ

3 , 1/T ≥ C∗χ
2 , ãäå C∗ = C∗(Ĉ) . ßâíî âûïèñûâàåòñÿ�ãëàâíàÿ� ÷àñòü β̄ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ β .Êàê ýòî íè óäèâèòåëüíî, íî èç òåîðåìû 5.4 î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.42) ïðè ìàëûõ

t > 0 ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòî âûòåêàåò àíîíñèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà 5.2 î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íàëþáîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Ñåêðåò ïðîñò: ðå÷ü èäåò î ðåøåíèè, ïîä÷èíåííîì íà÷àëüíîìó óñëî-âèþ (5.27).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2.Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4 ïîëîæèì ρ = (8C∗)
−1 è ε = µC−1

∗ χ−3 ,ãäå µ ∈ (0.1] . Çàäàâ |β0
1 | ∈ (0, µρ] , ìû �èêñèðóåì χ = (µρ/|β0

1 |)1/4 ≥ 1 è ïîëó÷àåì (5.27) èç(5.45). Äàëåå, èç (5.48) âûòåêàåò îöåíêà (5.24). Îíà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå t 7→ β(t, ·) ,ïîñòðîåííîå ïðè ìàëûõ t > 0 (ñîãëàñíî òåîðåìå 5.4), ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîëóîñü R+ = {t ∈
R | t > 0} ïðè óñëîâèè |β0

1 | ≪ 1 . Â ñàìîì äåëå, ïðè îãîâîðåííîì óñëîâèè êî��èöèåíòû βn(t)�äðåé�óþò� (ñîãëàñíî (5.24)) âáëèçè òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ (ñì. ðèñ. 14)
{ ˙̄βn(t)}n≥1 =



−β̄1(t)/2 +

∑

k≥2

β̄(t)2k,−
3

2
β̄(t)2, . . . ,−

k + 2

2
β̄(t)k, . . .



 ,îñòàâàÿñü, òåì ñàìûì, â çîíå (5.27). Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíòû βn(t) âèòîãå îáíóëÿþòñÿ, íî çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.7. Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.83Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ β0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.45).63



1. Òåîðåìà 5.2 íå îõâàòûâàåò âñå áëèçëåæàùèå ê îêðóæíîñòè íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ êîíòóðà Γ0, òî÷íåå: äàííûåÊîøè äëÿ âîçìóùåíèÿ �óíêöèè bβ íå ïðèíàäëåæàò ïîëíîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðîñòðàíñòâà H1(0, 1)). Èñêëþ÷åíñëó÷àé (ñì. ðèñ. 14), êîãäà
|β0

1 |
3/2 = o(β∗) ïðè β∗ def

=
X

k≥2

(kβ0
k)2 → 0. (5.50)Êàê óñòðîåíî âåêòîðíîå ïîëå òðàåêòîðèé “

˙̄β1,
˙̄βk

” â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèåì (5.50)?2. Àòòðàêòèðóþùàÿ (ïðè t ↑ ∞ ) ïîâåðõíîñòü N∞ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì (ñì. Ïðèìå÷àíèå 82), ÷òî íà íåé âû-ðîæäàåòñÿ îïåðàòîð I −K, ñòîÿùèé ïðè β̇ â óðàâíåíèè (5.19). Êàê â òåðìèíàõ îïåðàòîðà I− K îõàðàêòåðèçîâàòüïðèòÿãèâàþùèå öåíòðû íà N∞?� 6 Ïëîñêèå òå÷åíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì îòíîøåíèåì ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé äàâ-ëåíèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå1. Êàê áûëî îòìå÷åíî â Ïðèìå÷àíèè 32, îáîçíà÷åííàÿ â çàãîëîâêå òåìà � ýòî ëèøü îäíà èç âîç-ìîæíûõ èíòåðïðåòàöèé çàäà÷è íà ìèíèìóì
Φ(γ) = max

P∈γ

∣∣∣∣
∂u

∂ν
(P )

∣∣∣∣
/

min
P∈γ

∣∣∣∣
∂u

∂ν
(P )

∣∣∣∣ → inf (6.1)îòíîøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè Ω = Ωγ ⊂ R
2 íà ååèñêîìîé ëèíèè óðîâíÿ γ. Â äàííîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêðåòíûé ïðèìåð òàêîé çàäà÷è,îáîçíà÷åííûé â ïóíêòå 7 Ââåäåíèÿ. Â ýòîì ïðèìåðå �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ�óíêöèè w = u + iv, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå îäíîñâÿçíîé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé îáëàñòè Ω = Ωγ ⊂ C (ñì. ðèñ. 5) íà ïðÿìîóãîëüíèê Q = {|u| < µ, |v| < 1} è ïðèýòîì

u = ±µ íà γ±, v = −1 íàM3M0 è v = 1 íàM1M2 . (6.2)Çäåñü µ � çàäàííîå ÷èñëî, à îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ωγ îãðàíè÷åíà îòðåçêàìè M3M0 ,M1M2 (ñì.ðèñ. 5) è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè êðèâûìè γ = γ+ è γ− .Â ýòîì ïóíêòå ìû óòî÷íèì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ êðèâûõ γ è ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ êðèâîé
γ̂, äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (6.1) (ïðåäïîëàãàÿ åå ñóùåñòâîâàíèå). Òåîðåìà î ñóùå-ñòâîâàíèè êðèâîé γ̂ äîêàçûâàåòñÿ â ïóíêòå 2.Â ðàçäåëå 37 ó÷åáíèêà [66℄ ïðèâåäåí ïðîñòîé ïðèìåð êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé Γ êëàññà C1 (â òî÷êåñîïðÿæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ äóã), äëÿ êîòîðîé Φ(Γ) = ∞ . Îãðàíè÷èìñÿ ïîýòîìó êðèâûìè Γ êëàññà Ck+1,λ , �èêñèðóÿòî èëè èíîå öåëîå k ≥ 0 è ÷èñëî λ ∈ (0, 1) . Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî �óíêöèÿ

N : γ ∋ Ps 7→ N(s), (6.3)çàäàþùàÿ óãîë N(s) (ñì. ðèñ. 5a) ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ê êðèâîé γ â òî÷êå Ps ∈ γ , îòñòîÿùåé âäîëü γ íàðàññòîÿíèè s îò òî÷êè M0 , óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:1) N ∈ Ck,λ(I) , ãäå84 I = [0, |γ|] , à |γ| � äëèíà êðèâîé γ ;2) N(0) = N(|γ|) = 0 (ò.å. êðèâàÿ Γ ïåðåñåêàåòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì ñ îòðåçêàìè M3M0 è M1M2 ).Çà�èêñèðîâàâ öåëîå k ≥ 0 è λ ∈ (0, 1), áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíà-ëà (6.1) íà ìíîæåñòâå G = Gk,λ êðèâûõ γ êëàññà Ck+1,λ , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (6.2).Ñ èíæåíåðíîé òî÷êè çðåíèÿ èíîãäà ðàçóìíî �èêñèðîâàòü òàêæå äîïóñòèìûé äèàïàçîí [m,M ] çíà÷åíèé �óíê-öèè N :
m ≤ N(s) ≤M ∀Ps ∈ γ, (N(0) = N(|γ|) = 0 ∈ [m,M ]). (6.5)Ñîîòâåòñòâóþùèé îãðàíè÷åíèþ (6.5) ïîäêëàññ êðèâûõ èç ìíîæåñòâà Gk,λ ìîæíî áûëî áû îáîçíà÷èòü ÷åðåç G =

Gk,λ(m,M) . Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèìûõ íèæå òåîðåì íå çàâèñÿò îò òîãî, �èêñèðîâàí èëè íåò äèàïàçîí84Íàïîìíèì, ÷òî íîðìà â Ck,λ(I) åñòü ‖f‖k,λ
def
= ‖f‖k +

h
f (k)

i
λ
, ãäå

‖f‖k = max
0≤j≤k

sup
t∈I

|f (j)(t)|,
h
f (k)

i
λ

= sup
tk∈I, 0<|t1−t2|≤1

|f (k)(t1) − f (k)(t2)|

|t1 − t2|λ
, (6.4)à f (j) � j -àÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f . 64



[m,M ]. Ïîýòîìó äëÿ êðàòêîñòè �îðìóëèðîâîê êëàññ G = Gk,λ(m,M) áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü òàêæå ÷åðåç
G = Gk,λ .Ïóñòü �óíêöèÿ B : Q ∋ w 7→ B(u, v) ∈ R åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

∆B = 0 â Q, B(u,±1) = 0 , B(±µ, v) = β(±v). (6.6)Çäåñü β : [−1, 1] ∋ v 7→ β(v), ãäå
β(v) = N(s(v)), s : [−1, 1] ∋ v 7→ s(v) =

∫ v

−1
eα(η) dη, α(v) = A(µ, v), (6.7)à �óíêöèÿ A ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåíà ê B . Ôóíêöèÿ A îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîéêîíñòàíòû. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå

z : Q ∋ w = u+ iv 7→ z(w) =

∫ w

µ−i
exp [A(u, v) + iB(u, v)] dw ∈ Ωγ . (6.8)è îïðåäåëÿåìóþ èì êðèâóþ

z(µ, ·) : [−1, 1] ∋ v 7→ z(µ, v) = i

∫ v

−1
exp [α(η) + iβ(η)] dη. (6.9)Ëåììà 6.1 Êðèâàÿ (6.9) ïðèíàäëåæèò êëàññó äîïóñòèìûõ êðèâûõ Gk,λ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà F1(α, β) = 0, F2(α, β) = 0, ãäå

F1(α, β)=ρ−
∫ 1

−1
eα(v) cos β(v) dv, F2(α, β)=1 +

∫ 1

−1
eα(v) sin β(v) dv, (6.10)à ρ - îðäèíàòà òî÷êè M1(1, ρ) (ñì. ðèñ. 5).

♥ Íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî êîíåö z(µ, 1) êðèâîé (6.9) èìååò êîîðäèíàòû (1, ρ). Íî èìåííî ýòîñâîéñòâî âûðàæàþò �îðìóëû (6.10). �Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ̂ , íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì �óíêöèîíàëà (6.1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç α̂ è β̂ òå �óíêöèè α è β (îïðåäåëåííûå �îðìóëàìè (6.7)), êîòîðûì ñîîòâåò-ñòâóþò ýòà êðèâàÿ γ̂.Òåîðåìà 6.1 Ôóíêöèè α̂ è β̂ äàþò ðåøåíèå çàäà÷è
F0(α) → inf, F1(α, β) = 0, F2(α, β) = 0, (6.11)ãäå

F0(α) = α+ − α−, α+ = max
|v|≤1

α(v) , α− = min
|v|≤1

α(v) . (6.12)
♥ Îáîçíà÷èì ℑw(Ps) ÷åðåç vs , ò.å. w(Ps) = µ+ ivs . Èìååì

|∇u(Ps)| =

∣∣∣∣
dz

dw

∣∣∣∣
−1

w=µ+ivs

.Òåì ñàìûì, ln |∇u(Ps)| = −α(vs). Ïîýòîìó
ln

[
max
P∈γ

|∇u(P )|
/

min
P∈γ

|∇u(P )|
]

= max
|v|≤1

(−α(v)) − min
|v|≤1

(−α(v)) = −α− + α+. �2. Ñïðàâåäëèâà
65



Òåîðåìà 6.2 10 . Ïðè ëþáîì öåëîì k ≥ 0 è ëþáûõ ÷èñëàõ L > 0 , λ ∈ (0, 1) �óíêöèîíàë Φ ,îïðåäåëåííûé �îðìóëîé (6.1), äîñòèãàåò ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå
Gk,λL = {γ ∈ Gk,λ | [N (k)]λ ≤ L } , (6.13)åñëè

maxN − minN ≤ π. (6.14)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ γ̂ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (6.9) ïî ðåøåíèþ (α̂, β̂) çàäà÷è (6.11).
20 . Åñëè �óíêöèÿ β̂ (îíà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà µ = u

∣∣
γ
) òàêîâà, ÷òî85

K(µ)
def
= ‖β̂‖C4 <∞ ïðè µ > 0,òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C è �óíêöèÿ µ 7→ C(µ) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ |C(µ)| ≤ C ·K(µ) ,÷òî

Φ(γ̂) = inf
γ∈G

Φ(γ)
(6.12)
= exp(α̂+ − α̂−)

µ→0
= exp(

C−1

µ
+ C0 + C1µ+ C(µ)µ2), (6.15)ãäå α̂+ = max|v|≤1 α̂(v), α̂− = min|v|≤1 α̂(v) , à

C−1 = max
|v|≤1

D−1(v) − min
|v|≤1

D−1(v), D−1(v) =
1

2

∫ v

−1
(β̂(−η) − β̂(η)) dη. (6.16)Åñëè ê òîìó æå �óíêöèÿ β̂ åùå è ÷åòíà86, òî

C−1 = C0 = 0, C1(v) = max
|v|≤1

β̂′(v) − min
|v|≤1

β̂′(v). (6.17)Äîêàçàòåëüñòâî
10 . Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (6.14) íà �óíêöèþ N îáåñïå÷èâàåò îäíîëèñòíîñòüîòîáðàæåíèÿ (6.8) (ñð. ëåììó 2.6 â ïàðàãðà�å �2). Ïóñòü γj ∈ Gk,λL è Φ(γj) → inf íà Gk,λL , à�óíêöèè Nj , sj, αj è βj , ñîîòâåòñòâóþùèå γj , îïðåäåëåíû ïî �îðìóëàì (6.3) è (6.7). Òàê êàê

maxv |αj(v)| îãðàíè÷åí87 ïðè ëþáûõ j íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C0 , òî
|sj(v) − sj(v0)| =

∫ v

v0

∣∣∣∣
dzj
dw

∣∣∣∣
w=µ+iη

dη =

∫ v

v0

eαj (η) dη ≤ eC0 |v − v0| .Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî βj(v) = Nj(sj(v)) , à [N (k)]λ ≤ L , ïîëó÷àåì
|β(k)
j (v) − β

(k)
j (v0)| ≤ L|sj(v) − sj(v0)|λ ≤ LeC0 |v − v0|λ.Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìàì Õàðäè�Ëèòòëüâóäà è Ïðèâàëîâà88, èçëîæåííûì, íàïðèìåð, â [28℄(ñì. òàêæå [23℄), ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C ≥ L expC0 , ÷òî ïðè 0 < τ < λ

‖αj‖k,τ ≤ ‖αj‖k,λ ≤ C, ‖βj‖k,τ ≤ ‖βj‖k,λ ≤ C äëÿ ëþáûõ j ≥ 1. (6.18)Ïîñêîëüêó Ck,λ[−1, 1] êîìïàêòíî âëîæåíî â Ck,τ [−1, 1] , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî αj è βj ñõîäÿòñÿ â
Ck,τ [−1, 1] ñîîòâåòñòâåííî ê α̂ è β̂ . Èìååì

lim
τ→λ

‖α̂‖k,τ
(6.4)
= ‖α̂‖k,λ ≤ C, lim

τ→λ
‖β̂‖k,τ

(6.4)
= ‖β̂‖k,λ ≤ C, (6.19)85Ìîæíî ïîêàçàòü [40℄, ÷òî limµ→0‖bβ‖C4 = ∞, åñëè êðèâûå bγ− è bγ+ ñòÿãèâàþòñÿ ïðè µ→ 0 ê íåêîòîðîé êðèâîé

γ0.86Åñëè bβ ÷åòíà ïðè îäíîì çíà÷åíèè µ, òî îíà ÷åòíà ïðè âñåõ µ. Îòìåòèì [40℄, ÷òî ÷åòíîé �óíêöèè bβ ñîîòâåòñòâóåòêðèâàÿ bγ, êîòîðàÿ íå(!) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé.87Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |∇uj |γj
ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ëèáî ê íóëþ, ëèáî ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷òîïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ R

γ
(∂u/∂ν) dγ = 2 , ñëåäóþùåìó èç (6.2).88Òåîðåìó Ïðèâàëîâà ñëåäóåò ïðèìåíèòü ê ìíèìîé ÷àñòè �óíêöèè dk(A + iB)/dwk , à çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàòü kðàç ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå âåùåñòâåííîé ÷àñòè ýòîé �óíêöèè.66



ïîýòîìó �óíêöèè α̂ è β̂ îïðåäåëÿþò êðèâóþ γ̂ ∈ Gk,λL , äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (6.1)íà ìíîæåñòâå Gk,λL , èáî �óíêöèîíàëû F1, F2 è F0 , îïðåäåëåííûå �îðìóëàìè (6.10) è (6.12), íåïðå-ðûâíû îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè89 .
20 . Ôîðìóëû (6.15)�(6.17) äëÿ Φ(γ̂(µ)) ïðè µ → 0 âûâîäÿòñÿ [40℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîé�îðìóëû äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ïîëîñå Π = {u + iv ∈ C | |u| < µ} �óíêöèè b , ðàâíîé íóëþ íàãðàíèöå Π ïðè |v| > 3 è òàêîé, ÷òî

b(−µ, v) = b(µ,−v), b(µ, v) = β(v) ïðè |v| ≤ 3 (6.20)ãäå β(v ± 2k) = β̂(v) äëÿ |v| ≤ 1 è k = 0,±1 . Ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè çàíèìàþò äâåñòðàíèöû â ðàáîòå [40℄.3. Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.1. Ïóñòü �óíêöèÿ N èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Äîñòèãàåòñÿ ëè â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì�óíêöèîíàëà (6.1) íà êðèâûõ êëàññà C1,λ?2. Ïóñòü êðèâàÿ bγ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (6.1) íà êðèâûõ êëàññà C1,λ. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà�óíêöèþ N ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýòà êðèâàÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó C1,σ ñ σ ∈ (λ, 1)?� 7 Îáòåêàíèå ïî ñõåìå Êèðõãî�à êðèâîëèíåéíîãî ÷àñòè÷íî àáñîðáèðóåìîãîïðåïÿòñòâèÿ è îöåíêà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÊÏÄ òóðáèí â îòêðûòîì ïîòîêåè, â ÷àñòíîñòè, òóðáèíû �îðëîâà1. Êàê áûëî îòìå÷åíî âî Ââåäåíèè, ý��åêòèâíîñòü òóðáèíû â îòêðûòîì ïîòîêå (ðåê, îêåàíñêèõïðèëèâîâ è òå÷åíèé) çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî óäàëîñü êîíñòðóêòîðó íàéòè �çîëîòóþ ñåðåäèíó�ìåæäó äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè �àêòîðàìè: ñ îäíîé ñòîðîíû, � íå ñîçäàâàòü ïîòîêó ÷ðåçìåðíîåñîïðîòèâëåíèå (÷òîáû êàê ìîæíî áîëüøàÿ åãî ÷àñòü ïðîõîäèëà ÷åðåç òóðáèíó), à ñ äðóãîé, � ñîçäàòüíà åãî ïóòè ÷åðåç òóðáèíó ñîïðîòèâëåíèå ðîòîðà òóðáèíû, ïðåîäîëåâàÿ êîòîðîå îí áû ìàêñèìàëüíîîòäàâàë ñâîþ ýíåðãèþ íà åãî âðàùåíèå.Ñëåäóÿ [136℄-[138℄, áóäåì ìîäåëèðîâàòü òóðáèíó, êàê ïðåïÿòñòâèå, ÷àñòè÷íî àáñîðáèðóþùåå ïî-òîê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
~V = (Vx, Vy) : R

2 ∋ (x, y) 7→ ~V (x, y) = ∇u(x, y)ñêîðîñòü ïîòîêà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ÷àñòè÷íî îáòåêàþùåé ýòî ïðåïÿòñòâèå. �àññìîòðèì ñõåìóîáòåêàíèÿ, êîãäà çà ïðåïÿòñòâèåì îáðàçóåòñÿ çîíà çàñòîÿ (ñòàãíàöèè: ~V (x, y) ≡ 0 ), èíà÷å ãîâî-ðÿ êàâåðíà (ïîëîñòü ïî îòíîøåíèþ ê äâèæåíèþ). Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, êàâåðíà ïðîñòèðàåòñÿ äîáåñêîíå÷íîñòè90 (ñõåìà Êèðõãî�à; ñì. ðèñ. 16). ×åðåç Ω îáîçíà÷èì îáëàñòü òå÷åíèÿ (ò.å. îáëàñòü,âíåøíþþ îòíîñèòåëüíî êàâåðíû). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
~V (x, y) → (V∞, 0) = (1, 0) ïðè Ω ∋ z = x+ iy → ∞. (7.1)�åîìåòðèþ ïðåïÿòñòâèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ñàìîíåïåðåñåêàþùåéñÿ íåçàìêíóòîé êðèâîé Γ , äëèíàêîòîðîé (â âûáðàííîé ñèñòåìå åäèíèö èçìåðåíèÿ91) ðàâíà 1 . Îáîçíà÷èì îäíó èç êðàéíèõ òî÷åêêðèâîé ÷åðåç P0 , à ÷åðåç Ps , ãäå s ∈ [0, 1] , òó òî÷êó íà Γ , ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé, èçìåðåííîåâäîëü Γ îò P0 , ðàâíî s . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðäèíàòû y0 è y1 êðàéíèõ òî÷åê P0 è P1 êðèâîé Γïîä÷èíåíû óñëîâèþ

D(Γ)
def
= (y1 − y0) > 0. (7.2)89Îòìåòèì, ÷òî |F0(α) − F0(bα)| ≤ 2‖α − bα‖0 , òàê êàê |minα− min bα| ≤ ‖α− bα‖0 .90Àâòîðû êíèãè [26℄ îòìå÷àþò (íà ñòð. 11), ÷òî ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, �îðìà êàâåðíû ñëàáîâëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà îáòåêàåìîì òåëå â ðåàëüíîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ÷èñëà êàâèòàöèè Q. Ýòîò�àêò ñòðîãî îáîñíîâàí â [20℄ äëÿ ìàëûõ Q.91Ïëîòíîñòü æèäêîñòè òîæå íîðìèðóåì: îíà áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ðàâíîé åäèíèöå.
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Γ

γ0

γ1

v
∣∣
γ0

= v0

v
∣∣
γ1

= v1 ≥ v0

P0

Ps

P1

~ν

N(s)

ϕ(s)Ω

~V
∣∣
Ω

= ∇u

~V
∣∣
R2\Ω̄

≡ 0

(∂Ω = Γ ∪ γ0 ∪ γ1)

�èñ. 16. Îáëàñòü òå÷åíèÿ Ω = ΩΓ è ïðåïÿòñòâèå Γ, ÷àñòè÷íî àáñîðáèðóþùèå íàáåãàþùèé ïîòîê è ñíàá-æåííîå óñòðîéñòâîì, çàäàþùèì íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè ~V (s) â êàæäîé òî÷êå Ps ∈ Γ, à èìåííî: óãîë
φ(s) ∈ [−π/2, π/2] ìåæäó íîðìàëüþ ~ν(s) ê Γ (íàïðàâëåííîé â ñòîðîíó êàâåðíû) è âåêòîðîì ~V (s) ( s �íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð òî÷êè Ps ); N(s) � óãîë ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ~ν(s) ê Γ â òî÷êå Ps.

λ0

λ1

Λ

A = 0 uT0

Tl

TL

B
∣∣
Tl

= β(l)

v

A = 0

θ(l) = π/2 − ϕ(s(l))

β(l(s)) = N(s) + ϕ(s)

Q = w(Ω)

Π = C \Q

�èñ. 17. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ �óíêöèè A+ iB
def
= ln dz/dw : Q = w(Ω) → C íà ∂Q = Λ∪λ0 ∪λ1 ⊂ Π = C \Q.

68



Êðèâàÿ Γ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé N : [0, 1] ∋ s 7→ N(s) ∈ R , çàäàþùåé óãîë N(s)ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ~ν(s) ê Γ â òî÷êå Ps ∈ Γ . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî92
|N(s)| ≤ π/2 ∀s ∈ [0, 1] (7.3)è ÷òî ñðûâ ëèíèé òîêà γ0 è γ1 , îõâàòûâàþùèõ êàâåðíó, ïðîèñõîäèò ñ êðàéíèõ òî÷åê P0 è P1êðèâîé Γ .Ìîùíîñòü òóðáèíû íå ïðåâîñõîäèò òîé ìîùíîñòè, êîòîðóþ àáñîðáèðóåò ïðåïÿòñòâèå. Ïîñëåäíÿÿ(ïðè òåõ èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) ìîæåò áûòü âûðàæåíà èíòåãðàëîì âèäà

∫

Γ
f(s, Vν(s), Vτ (s)) dΓ, f ∈ C(Γ × R

2). (7.4)Çäåñü Vν = ~V ∗ ~ν (ñîîòâåòñòâåííî, Vτ = ~V ∗ ~τ ) � ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~V è
~ν = (cosN, sinN) , (ñîîòâåòñòâåííî, ~V è ~τ = (− sinN, cosN)) .Êàê ìàêñèìèçèðîâàòü ýòó ìîùíîñòü? Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî (êðîìå âîýìîæíîñòè âûáîðàêðèâîé Γ , çàäàííîé �óíêöèåé N ) ìîæíî â êàæäîé òî÷êå Ps ∈ Γ �èêñèðîâàòü òî èëè èíîå íà-ïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè ~V (s) àáñîðáèðóåìîãî ïîòîêà, à èìåííî: óãîë ϕ(s) ∈ [−π/2, π/2] ìåæäóíîðìàëüþ ~ν(s) ê Γ (íàïðàâëåííîé â ñòîðîíó êàâåðíû) è âåêòîðîì ~V (s) .Îòâåòû íà âîïðîñû î ìàêñèìèçàöèè àáñîðáèðóåìîé ìîùíîñòè ìîãóò ñëóæèòü îðèåíòèðîì ïðèðàçðàáîòêå "íàèëó÷øåé"êîíñòðóêöèè òóðáèíû. Òàêîâà ìîòèâàöèÿ ïîñòàíîâêè êàê çàäà÷è

F1(Γ, ϕ)
def
=

∫

Γ
f(s, Vν(s), Vτ (s)) dΓ → sup , (7.5)òàê è çàäà÷ ñëåäóþùåãî òèïà

F2(Γ, ϕ)
def
=

F1(Γ, ϕ)

D(Γ)
→ sup , F3(Γ, ϕ)

def
=

F1(Γ, ϕ)

H(Γ)
→ sup , (7.6)ãäå93 D(Γ) óæå áûëî îïðåäåëåíî â (7.2), à

H(γ) = sup
Ps=(xs,ys)∈Γ

|x(s) − x(0)|. (7.7)Çàäà÷è (7.5)�(7.6) ñ�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ �óíêöèè ~V , îïðåäåëåííîé â îáëàñòè Ω ñî ñâî-áîäíîé ãðàíèöåé γ0 ∪ γ1 , íå ÿâëÿþùåéñÿ íåïîñðåäñòâåííî âàðüèðóåìûì àðãóìåíòîì �óíêöèîíà-ëîâ Fk (k = 1 ÷ 3). Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ýòè çàäà÷è ïåðå�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ �óíêöèè�åëüìãîëüöà-Êèðõãî�à, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ñâîáîäíîé ãðà-íèöû îáëàñòè Ω . Òàì æå óñòàíàâëèâàþòñÿ òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè è ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëû, ïðåä-ñòàâëÿþùèå ðåøåíèÿ çàäà÷.2. Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ââåäåì �óíêöèþ v : Ω → R , ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííóþ ê �óíêöèè
u . Çà�èêñèðîâàâ ðàâåíñòâîì w(P0) = 0 àääèòèâíóþ êîíñòàíòó àíàëèòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

w : Ω ∋ z = x+ iy 7→ u(x, y) + iv(x, y) ∈ C ,íàéäåì îáðàç Q = w(Ω) îáëàñòè Ω è îáðàç Λ ∪ λ0 ∪ λ1 = w(∂Ω) åå ãðàíèöû ∂Ω = Γ ∪ γ0 ∪ γ1 .Ëåììà 7.1 Êðèâàÿ Λ = w(Γ) çàäàåòñÿ �îðìóëîé
Λ = {w(Ps) = u(Ps) + iv(Ps) , [0, 1] ∋ s 7→ Ps ∈ Γ}, ãäå (7.8)
u(Ps) =

∫ s

0
V (r) sinϕ(r) dr , v(Ps) =

∫ s

0
V (r) cosϕ(r) dr (7.9)( v(Ps)− íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ s ∈ [0, 1] ) , à94 V (s) = |~V (Ps)| .92Îãðàíè÷åíèå (7.3) ìîæíî îñëàáèòü. Îäíàêî îíî âïîëíå åñòåñòâåííî è áëàãîäàðÿ åìó êðèâàÿ Γ ñàìîíåïåðåñåêàåòñÿ(äîïóñêàþòñÿ "ñêëàäêè"â âèäå áåðåãîâ ãîðèçîíòàëüíûõ ðàçðåçîâ) è åå ïðîåêöèÿ íà îñü Oy àâòîìàòè÷åñêè ñîâïàäàåòñ îòðåçêîì [y

0
, y

1
] .93×èñëî D(Γ)/2 åñòü ìîùíîñòü (íå âîçìóùåííîãî ïðåïÿòñòâèåì) ðàâíîìåðíîãî ïîòîêà V0 = (1, 0) , ïðîòåêàþùåãîâ ïðåäåëàõ ñå÷åíèÿ, ñîâïàäàþùåãî ñ ïðîåêöèåé êðèâîé Γ íà îñü Oy .94Ïîä÷åðêíåì, ÷òî |~V (Ps)| - èñêîìàÿ âåëè÷èíà êàê â çàäà÷å (7.5), òàê è â çàäà÷àõ (7.6).69



♥ Ïóñòü ds - äè��åðåíöèàë äóãè êðèâîé Γ . Òîãäà (ñì. ðèñ. 16)
dx = − sinN ds , dy = cosN ds.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ~V = (ux, uy) è ïîòîìó

vx = −uy = −|~V | sin β , vy = ux = |~V | cos β,ãäå β = N + ϕ óãîë ìåæäó îñüþ x è âåêòîðîì ~V . Ñëåäîâàòåëüíî,
du = uxdx+ uydy = |~V | sinϕds, dv = vxdx+ vydy = |~V | cosϕds.Î÷åâèäíî, ÷òî â w -ïëîñêîñòè ëèíèè òîêà γ0 è γ1 ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëó÷àìè

λ0 = {u ≥ u(P0) , v = v(P0)} è λ1 = {u ≥ u(P1) , v = v(P1)}. �Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tl òó òî÷êó íà êðèâîé Λ , ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé, èçìåðåííîå âäîëü Λ îò ååêðàéíåé òî÷êè w(P0) = 0 , ðàâíî l . Çàìåòèì, ÷òî Tl(s) = w(Ps) , ãäå s - íàòóðàëüíûé ïàðàìåòðòî÷êè Ps ∈ Γ , à
l(s)

(7.8)−(7.9)
=

∫ s

0
V (r) dr , s ∈ [0, 1] , (7.10)ãäå àïðèîðè íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ s 7→ V (s) = |~V (Ps)| ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé êàê â çàäà÷å (7.5), òàê èâ çàäà÷àõ (7.6). Â ñëó÷àå çàäà÷è (7.5) ýòî îòíîñèòñÿ è ê äëèíå L = l(1) êðèâîé Λ . Îòìåòèì, ÷òî

L ≤ 1 , ïîñêîëüêó V ≤ 1 .Íå óòî÷íÿÿ çäåñü �óíêöèîíàëüíûå êëàññû, ê êîòîðûì ïðèíàäëåæàò àðãóìåíòû �óíêöèîíàëîâ
Fk , áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè òàêîâû, ÷òî �óíêöèÿ l ñòðîãî ìîíîòîííà. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî l′(s) ≥
0 ∀s ∈ [0, 1] , à ~V∞ = (1, 0) , ïîëó÷èì, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ ãðàíèö [66℄, ÷òî îòîáðàæåíèå w :
z 7→ w(z) îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò îáëàñòü Ω íà îáëàñòü Q = w(Ω) , äîïîëíèòåëüíóþ ê (çàìêíóòîéâ C ) �ïîëó�ïîëîñå Π , ëåæàùåé ìåæäó ëó÷àìè λ0 , λ1 è îãðàíè÷åííîé ñëåâà êðèâîé Λ .Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ l : s 7→ l(s) ñòðîãî ìîíîòîííà, îíà èìååò îáðàòíóþ, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ�îðìóëîé

s : [0, L] ∋ l 7→ s(l) =

∫ l

0
eA(ul,vl) dl . (7.11)Çäåñü è íèæå (ul, vl) � êîîðäèíàòû òî÷êè Tl ∈ Λ , à A � ýòî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü �óíêöèè �åëüìãîëüöà-Êèðõãî�à

A+ iB : Q = w(Ω) ∋ w = u+ iv 7→ A(u, v) + iB(u, v)
def
= ln

dz

dw
∈ C, (7.12)îïðåäåëåííîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Q . Íåïîñðåäñòâåííî èç �îðìóë (7.9) ñëåäóåòËåììà 7.2 Êðèâàÿ Λ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé

θ : [0, L] ∋ l 7→ θ(l) = π/2 − ϕ(s(l)) ∈ [0, π], (7.13)çàäàþùåé êàê äëèíó L = |Λ| ýòîé êðèâîé, òàê è óãîë θ(l) ìåæäó îñüþ Ou è êàñàòåëüíîé ê íåéâ òî÷êå Tl ∈ Λ .Íàéäåì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè �åëüìãîëüöà-Êèðõãî�à. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
A = 0 íà ëó÷àõ λ0 = w(γ0) è λ1 = w(γ1). (7.14)Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæåíèå ëèíèé òîêà γ0 è γ1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì äàâëåíèÿ íà íèõ êàê ñîñòîðîíû ïîòîêà, òàê è ñî ñòîðîíû êàâåðíû. Â êàâåðíå äàâëåíèå ïîñòîÿííî. Ïîýòîìó, â ñèëó èíòåãðàëàÁåðíóëëè, |∇u| = V∞ = 1 íà γ0 è γ1 . Îñòàåòñÿ âñïîìíèòü, ÷òî A(u, v) = − ln |w′

z(z)|z=z(w). Ñòîëüæå ïðîñòî óñòàíàâëèâàåòñÿ �îðìóëà
B(ul, vl) = β(l) , ãäå β(l)

∣∣
l=l(s)

def
= N(s) + ϕ(s). (7.15)70



Â ñàìîì äåëå, cosϕdu
(7.9)
= sinϕdv è ïîòîìó

B = arg dz − arg dw=(π/2 +N) − (π/2 − ϕ).Íàêîíåö, íà áåñêîíå÷íîñòè èìååì
A+ iB → A∞ = 0 ïðè Q ∋ w → ∞, (7.16)ïîñêîëüêó ~V → (1, 0) ïðè Ω ∋ z → ∞ .NB. Óäîáíî íîðìèðîâàòü äëèíó L êðèâîé Λ ñ ïîìîùüþ çàìåíû (ξ, η) = (u/L, v/L) . Âñþäó âäàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêàÿ çàìåíà âûïîëíåíà. Îäíàêî íîâûå ïåðåìåííûå (ξ, η) áóäóò,ïî-ïðåæíåìó, îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç (u, v) .Àíîíñèðîâàííàÿ âûøå ïåðå�îðìóëèðîâêà çàäà÷ (7.5)�(7.6) â òåðìèíàõ �óíêöèè �åëüìãîëüöà-Êèðõãî�à áàçèðóåòñÿ íà íèæåñëåäóþùèõ ëåììàõ95.Ëåììà 7.3 F1(Γ, ϕ) = G1(θ, β) , ãäå (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ NB)

G1(θ, β) = L

∫ 1

0
f
(
s, e−A(ul,vl) cosϕ(s), e−A(ul ,vl) sinϕ(s)

)∣∣∣∣
s
(7.11)

= s(l)

eA(ul,vl) dl , (7.17)à (ul, vl) �êîîðäèíàòû òî÷êè Tl ∈ Λ .
♥ Äåéñòâèòåëüíî, ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ z 7→ w(z) ðàâåí eA , à

~V (x, y) = exp(−A(u, v) + iB(x, y)) , ãäå u+ iv = w(x+ iy). � (7.18)Ëåììà 7.4 D(Γ) = D(θ, β) , ãäå (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ NB)
D(θ, β) = L

∫ 1

0
eA(ul,vl) cosN(s)

∣∣∣∣
s
(7.11)

= s(l)

dl . (7.19)
♥ Èìååì du = dl cos θ, dv = dl sin θ, β

(7.15)
= N + ϕ. Ïîýòîìó

D(θ, β) =

∫

Λ
eA [cosB dv + sinB du]

(7.13)
= L

∫ 1

0
eA(ul,vl) cosN(s)

∣∣∣∣
s
(7.11)

= s(l)

dl . �Òî÷íî òàêæå äîêàçûâàåòñÿËåììà 7.5 H(Γ) = H(θ, β) , ãäå (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ NB)
H(θ, β) = L sup

0≤l≤1

∣∣∣∣∣

∫ l

0
eA(ul,vl) sinN(s)

∣∣∣∣
s
(7.11)

= s(l)

dl

∣∣∣∣∣ . (7.20)Õîòÿ D(θ, β) è H(θ, β) ïðåäñòàâëåíû â �îðìóëàõ (7.19) è (7.20) ÷åðåç �óíêöèþ A , çàâèñÿùóþîò β è θ (ò.å. êðèâîé Λ , íà êîòîðîé �óíêöèÿ B : Q → C , ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííàÿ ê A ,ðàâíà β ) îäíàêî è D(θ, β) , è H(θ, β) çàâèñÿò ëèøü îò êðèâîé Γ è âûðàæàþò åå ãåîìåòðè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè: "ðàçìåð"ïî âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëüíîå "îòêëîíåíèå"îò âåðòèêàëè x = 0 .Ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ (ñì. (7.11)�(7.16) è ëåììû 7.3�7.5) ïîêàçûâàþò, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 7.1 Ïóñòü �óíêöèîíàëüíûå êëàññû, íà êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ �óíêöèîíàëû
F1(Γ, ϕ) , F2(Γ, ϕ) , F3(Γ, ϕ) (7.21)95Íàïîìíèì, ÷òî N(s) åñòü óãîë ìåæäó îñüþ x è íîðìàëüþ ê Γ â òî÷êå Ps ∈ Γ ; θ(·) = π/2 − ϕ(s(·)) , à β(s) =

N(s) + ϕ(s) � ýòî òî çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåò �óíêöèÿ B (ãàðìîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííàÿ ê A ) â òî÷êå w(Ps) .71



(çàäàííûå �îðìóëàìè (7.5) - (7.6)), òàêîâû, ÷òî îòîáðàæåíèå w : Ω → Q ãîìåîìîð�íî, à â Ω îíîîäíîëèñòíî. Ïóñòü (θ̂k, β̂k) - ðåøåíèå çàäà÷è
Gk(θ, β) → sup , (7.22)ãäå �óíêöèîíàë G1(θ, β) îïðåäåëåí �îðìóëîé (7.17), à96

G2(θ, β)
def
=

G1(θ, β)

D(θ, β)
, G3(θ, β)

def
=

G1(θ, β)

H(θ, β)
. (7.23)Òîãäà çàäà÷à

Fk(Γ, ϕ) → sup , (7.24)èìååò ðåøåíèå (Γ̂k, ϕ̂k) è ïàðà �óíêöèé (N̂k, ϕ̂k) , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýòî ðåøåíèå, îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì
N̂k(s)

∣∣
s=sk(l)

= B(sk(l)) , ϕ̂k(s)
∣∣
s=sk(l)

= π/2 − θ̂(sk(l)) . (7.25)Çäåñü �óíêöèÿ sk îïðåäåëåíà ñîãëàñíî �îðìóëå (7.11), à �èãóðèðóþùàÿ â ýòîé �îðìóëå �óíêöèÿ�åëüìãîëüöà-Êèðõãî�à A + iB : Q → C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7.14)�(7.16), ãäå â êà÷åñòâå�óíêöèè β (â �îðìóëå (7.15)) âçÿòà �óíêöèÿ β̂k .3. Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé (íî ïîëåçíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà) ïðèìåð, êîãäà âû-ïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 7.1, ò.å. îòîáðàæåíèå w : Ω → Q ãîìåîìîð�íî è îäíîëèñòíî â Ω ,à çàäà÷è (7.22) ðàçðåøèìû. Îïðåäåëèì ñ ýòîé öåëüþ ìíîæåñòâî Mρ ïî çàäàííîìó íàòóðàëüíîìó÷èñëó M è ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó ρ . Ìíîæåñòâî Mρ � ýòî êëàññ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé
θ ∈ L∞((0, L); R) è β ∈ L∞((0, L); R),êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ M -ìåðíûìè âåêòîðàìè

~σ = (σ1, . . . , σM ) , ~θ = (θ1, . . . , θM ) è ~β = (β1, . . . , βM ) , (7.26)òàêèìè, ÷òî (äëÿ ëþáîãî j = 1 ÷M )
σj ≥ ρ > 0 , L

def
=

M∑

j=1

σj ≤ 1/ρ , θj = π/2 − ϕj , βj = Nj + ϕj , (7.27)ãäå ÷èñëà ϕj , Nj , (ãäå j = 1 ÷M) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì97
|ϕj | ≤ π/2 , |Nj | ≤ π/2 , (7.28)à

|βj+1 − βj | ≤ π − ρ ïðè 1 ≤ j ≤M − 1. (7.29)Ýëåìåíò (θ, β) ìíîæåñòâà Mρ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
θ(l) = θj , β(l) = βj ïðè lj−1 < l < lj äëÿ j = 1 ÷M. (7.30)Çäåñü

l0 = 0 , l1 = σ1 , . . . , lj = lj−1 + σj , . . . , lM = L. (7.31)Ïàðà (θ, β) ∈ Mρ îïðåäåëÿåò â ñâîþ î÷åðåäü1) ëîìàííóþ98 Λ = ∪Λj , ñîñòàâëåííóþ èç îòðåçêîâ Λj , j -ûé èç êîòîðûõ èìååò äëèíó σj ,íàêëîíåí ê îñè Ou ïîä óãëîì θj ∈ [0, π] è ïðèìûêàåò ê îòðåçêó Λj−1 (îòðåçîê Λ1 èñõîäèò èçíà÷àëà êîîðäèíàò (u, v) = (0, 0) );2) çíà÷åíèå �óíêöèè B íà Λj , à èìåííî: B∣∣Λj
= βj .Òåì ñàìûì, ïàðà (θ, β) ∈ M çàäàåò (â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (7.14)�(7.16)) òó èëè èíóþ �óíê-öèþ �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à A+ iB .96Ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå �îðìóëîé (7.23), íå çàâèñÿò îò äëèíû êðèâîé Λ . Äëÿ ýòèõ �óíêöèîíàëîâ îáëàñòüþîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè θ ìîæíî ñ÷èòàòü îòðåçîê [0, 1] .97Ñð. Ïðèìå÷àíèå 92.98Êðèâàÿ Λ õàðàêòåðèçóåò (ñì. ðèñ. 17) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Q �óíêöèè A+ iB .72



Òåîðåìà 7.2 Çàäà÷è (7.22) èìåþò ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå Mρ,σ , à îòîáðàæåíèå
Q ∋ w 7→ z(w) =

∫ w

0
eA+iB dwΩãîìåîìîð�íî è â Q îíî îäíîëèñòíî.Â ñèëó óñëîâèé (7.28)�(7.29) (ñð. Çàìå÷àíèÿ 1.2�1.3 è Ïðåäëîæåíèå 3.1 ðàáîòû [5℄), ñïðàâåäëèâîâêëþ÷åíèå e±A

∣∣
Λ
∈ L1(Λ) . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå σj ≥ ρ > 0 (ñì. (7.27)) îáåñïå÷èâàåòòàêæå íåïðåðûâíîñòü �óíêöèîíàëîâ (7.17) è (7.23) îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðîâ (7.26).4. Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.1. Êàêîâû ÷èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèé çàäà÷ (7.24) íà êëàññàõ ëîìàíûõ êðèâûõ, îïðåäåëåííûõ â ïóíêòå 3?2. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÊÏÄ òóðáèíû ïðè áîëåå îáùèõ ìîäåëÿõ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ èíûå òèïû ãðàíè÷íûõóïðàâëåíèé è/èëè ó÷åò âëèÿíèÿ âèõðåâûõ îñîáåííîñòåé?� Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ë.Í. Àëåêñàíäðîâ (1985) Êèíåòèêà êðèñòàëèçàöèè è ïåðåêðèñòàëèçàöèè ïîëóïðîâîäíèêîâûõïëåíîê. �Íàóêà�, Íîâîñèáèðñê.[2℄ Â.È. Àðíîëüä (2000) �åîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé, 2-îå èçä. Óäìóðä. ãîñ. óíèâ-ò.[3℄ Â.È. Àðíîëüä (2002) È.�. Ïåòðîâñêèé, òîïîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû �èëüáåðòà è ñîâðåìåííàÿ ìà-òåìàòèêà ÓÌÍ, Ò. 57, âûï. 4, 197�207.[4℄ Ë.À. Àðöèìîâè÷, Â.Ä. Øà�ðàíîâ (1972) Òîêàìàê ñ íåêðóãëûì ñå÷åíèåì ïëàçìåííîãî âèòêà.Ïèñüìà â ÆÝÒÔ, Ò. 15, � 1, 72�76.[5℄ À. Áàäæàäè, À.Ñ. Äåìèäîâ (1983) Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, íåñóùåñòâîâàíèÿ è ðåãóëÿðíîñòè âîäíîé çàäà÷å ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ìàòåì. ñáîðíèê ÀÍ ÑÑÑ�, Ò. 122(164), �1(9), 64�81.[6℄ Ñ.È. Áåçðîäíûõ, Â.È. Âëàñîâ (2002) Çàäà÷à �èìàíà - �èëüáåðòà â ñëîæíîé îáëàñòè äëÿ ìîäåëèìàãíèòíîãî ïåðåñîåäèíåíèÿ â ïëàçìå. Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. �èç., Ò. 42, �3, 277�312.[7℄ Ñ.È. Áåçðîäíûõ, Â.È. Âëàñîâ (2006) Çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà â îáëàñòÿõ ñëîæíîé �îðìû è ååïðèëîæåíèå. Spe
tral and Evolution Problems: Pro
eedings of the XV Crimean Autumn Mathemati
alS
hool-Symposium 16, p. 51-61.[8℄ Ë. Áåðñ, Ô. Äæîí, Ì. Øåõòåð (1966) Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçîäíûìè. �Ìèð�, Ìîñêâà.[9℄ ∗ 99 �. Áèðêãî� (1963) �èäðîäèíàìèêà. 2-îå èçä., ÈË, Ìîñêâà.[10℄ ∗ �. Áèðêãî�, Ý. Ñàðàíòîíåëëî (1964) Ñòðóè, ñëåäû è êàâåðíû. �Ìèð�, Ìîñêâà.[11℄ Î.È. Áîãîÿâëåíñêèé (2000) Òî÷íûå ãëîáàëüíûå ðàâíîâåñèÿ ïëàçìû. ÓÌÍ, Ò. 55, � 3, 63�100.[12℄ Ê.Â. Áðóøëèíñêèé, Â.Â. Ñàâåëüåâ (1999) Ìàãíèòíûå ëîâóøêè äëÿ óäåðæàíèÿ ïëàçìû. Ìàòåì.ìîäåëèðîâàíèå, Ò. 11, � 5, 3�36.[13℄ Ï.Í. Âàáèùåâè÷, Ë.Ì. Äåêòÿðåâ, Þ.Þ. Ïîøåõîíîâ (1979) ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé è îá-ðàòíîé çàäà÷è Ì�Ä-ðàâíîâåñèÿ ñ ïîâåðõíîñòíûì òîêîì. Ïðåïðèíò ÈÏÌ èì. Ì.Â.Êåëäûøà,� 9.[14℄ À.Ä. Âàëèåâ, À.Ñ. Äåìèäîâ (1997) Î íåîòðèöàòåëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìàõ ñ �èê-ñèðîâàííûì ñðåäíèì, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè. Ìàòåì. çàìåòêè, 62, � 3, 468�471.99Êíèãè, îòìå÷åííûå * èìåþòñÿ (âîçìîæíî â èíîì èçäàíèè) íà ñâîáîäíîäîñòóïíîì ñàéòå EqWorld � Ìèð ìàòåìà-òè÷åñêèõ óðàâíåíèé http://eqworld.ipmnet.ru/ru/library/mathemati
s/
al
ulus.htm73



[15℄ Î.À. Âàñèëüåâà, À.Ñ. Äåìèäîâ (1999) Êîíå÷íîòî÷å÷íàÿ ìîäåëü çàäà÷è Ñòîêñà�Ëåéáåíçîíà äëÿÕèë-Øîó òå÷åíèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåì., Ò. 5, � 5, 67�84.[16℄ Â.Í. Âèäàðîâè÷, À.Å. Âàëüïÿí, �.Ì. Êóðäþìîâ (1976) Íàïðàâëåííàÿ êðèñòàëëèçàöèÿ è �èçèêî-õèìè÷åñêèé àíàëèç. �Õèìèÿ�, Ìîñêâà.[17℄ Þ.Ï. Âèíîãðàäîâ, Ï.Ï. Êó�àðåâ (1948) Îá îäíîé çàäà÷å �èëüòðàöèè. Ïðèêë. Ìàòåì. Ìåõ.,Ò. 12, � 2, 181�198.[18℄ Ì.È. Âèøèê, Ñ.Ë. Ñîáîëåâ (1956) Îáùàÿ ïîñòàíîâêà íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷å-ñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ÄÀÍ ÑÑÑ�, Ò. 111, � 3, 521�523.[19℄ Â.È. Âëàñîâ (1987) Êðàåâûå çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé. Ì.: Èçä-âî ÂÖ ÀÍÑÑÑ�.[20℄ Â.È. Âëàñîâ (1989) Âàðèàöèÿ êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè ñèíãóëÿðíîì äå�îðìèðîâàíèèîáëàñòè è åå ïðèëîæåíèå ê òåîðèè ñòðóé Àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Èçä-âî ÂÖ ÀÍ ÑÑÑ�. Ñ. 41-48.[21℄ Â.È. Âëàñîâ, À.Á. Ïàëüöåâ (2003) Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà â îáëàñòÿõ ñ óçêîé ùåëüþ. Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. �èç., Ò. 43, �12, 1789�1805.[22℄ Ë.À. �àëèí (1945) Íåóñòàíîâèâøàÿñÿ �èëüòðàöèÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. ÄÀÍ ÑÑÑ�,Ò. 47, � 4, 250�253.[23℄ Äæ. �àðíåòò (1984) Îãðàíè÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè. �Ìèð�, Ìîñêâà.[24℄ Ô.Ä. �àõîâ (1977) Êðàåâûå çàäà÷è. �Íàóêà�, Ìîñêâà.[25℄ Ä. �èëáàðã, Äæ. Ñåððèí (1951) Ñâîáîäíûå ïîâåðõíîñòè è ñòðóè â òåîðèè êàâèòàöèè. Ìåõàíèêà,ïåðèîä. ñá. ïåðåâîäîâ, � 2, 53�63.[26℄ Ë.Â. �îãèø, �.Þ. Ñòåïàíîâ (1990) Îòðûâíûå è êàâèòàöèîííûå òå÷åíèÿ. �Íàóêà�, Ìîñêâà.[27℄ Ñ.Ê. �îäóíîâ (1971) Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. 2-îå èçä., �Íàóêà�, Ìîñêâà.[28℄ �.Ì. �îëóçèí (1966) �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. 2-îå èçä., �Íà-óêà�, Ìîñêâà.[29℄ Ì.È. �óðåâè÷ (1979) Òåîðèÿ ñòðóé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Îòðûâíûå è êàâèòàöèîííûå òå÷åíèÿ.2-îå èçä.,�Íàóêà�, Ìîñêâà.[30℄ Â.�. Äàíèëîâ, �.À. Îìåëüÿíîâ, Å.Â. �àäêåâè÷ (1995) Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû �àçî-âîãî ïîëÿ è ìîäå�èöèðîâàííàÿ çàäà÷à Ñòå�àíà. Äè��. óðàâíåíèÿ Ò. 31, � 3, C. 483�491.[31℄ È.È. Äàíèëþê (1972) Îá èíòåãðàëüíûõ �óíêöèîíàëàõ ñ ïåðåìåííîé îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ.Òðóäû Ìàòåì. èí-òà èì. Â.À. Ñòåêëîâà, Ò. 118.[32℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (1970) Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîý��èöèåíòàìè, èìåþùèìè �âñïëåñê�. Òðóäû ÌÌÎ, Ò. 23, 77�112.[33℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (1975) Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïñåâäîäè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåì îïåðàòîðå. Òðóäû ÌÌÎ, Ò. 32, 119�146.[34℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (1978) Îá îäíîé çàäà÷å ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé â òåîðèè ðàâíîâåñíîé ïëàçìû.Òðóäû ñåìèíàðà èì. È.�. Ïåòðîâñêîãî, Ò. 4, 65�82.[35℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (1996) Ïîëíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ 2-ìåðíîãî óðàâíåíèÿËàïëàñà ñ áûñòðî îñöèëèðóþùèìè ãðàíè÷íûìè äàííûìè. Äîêëàäû �ÀÍ, Ò. 346, � 6, 732�734.74



[36℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (1998) Ïîëèãîíàëüíàÿ ìîäåëü äëÿ òå÷åíèÿ Õèë-Øîó. Óñïåõè Ìàòåì. Íàóê, Ò. 53,� 4, 195�196.[37℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (2000) Îá îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà ñ à��èííîé ïðàâîé÷àñòüþ. Óñïåõè Ìàòåì. Íàóê, Ò. 55, � 6, 131�132.[38℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (2002) Îá ýâîëþöèè ñëàáîãî âîçìóùåíèÿ îêðóæíîñòè â çàäà÷å î òå÷åíèè Õèë-Øîó. Óñïåõè Ìàòåì. Íàóê, Ò. 57, � 6, 177�178.[39℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (2004) Ìåòîä �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à è ïëîñêîå öèêëî-ïåðèîäè÷åñêîå òå÷åíèå ñâèõðåâûìè îñîáåííîñòÿìè çà ïðåïÿòñòâèåì. Intern. Confer. �Di�. Equations & Related Topi
s�dedi
ated to I.G. Petrovskii. Book of Abstra
ts, Mos
ow, p.51.[40℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (2005) Î ìèíèìóìå íåïðåðûâíûõ �óíêöèîíàëîâ îò ïðîèçâîäíûõ ãàðìîíè÷åñêîé�óíêöèè, ïàðàìåòðèçîâàííîé åå èñêîìîé ëèíèåé óðîâíÿ è/èëè äðóãèìè ãðàíè÷íûìè äàííûìè.Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ, 24, Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è îïòèìèçàöèÿ, 35�50.[41℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (2006) Ìåòîä �åëüìãîëüöà�Êèðõãî�à è ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðè îáòåêàíèèïëîñêèì ïîòîêîì. Ôóíäàì. è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà, Ò. 12, � 4, 65�77.[42℄ À.Ñ. Äåìèäîâ (2007) Î ðåêîíñòðóêöèè ïîëèíîìèàëüíûõ íåëèíåéíîñòåé â óðàâíåíèÿõ ìàòåìà-òè÷åñêîé �èçèêè. Intern. Confer. �Di�. Equations & Related Topi
s� dedi
ated to I.G. Petrovskii.Book of Abstra
ts, Mos
ow, 73�74.[43℄ À.Ñ. Äåìèäîâ, Ë.Å. Çàõàðîâ (1974) Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è â òåîðèè ðàâíîâåñèÿ ïëàçìû.Óñïåõè Ìàòåì. Íàóê, Ò. 29, � 6, 203.[44℄ À.Ñ. Äåìèäîâ, À.À. Ñîçûêèí (1986) Îá îäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé.Óñïåõè Ìàòåì. Íàóê, Ò. 41, � 4, 190�191.[45℄ À.Ñ. Äåìèäîâ, Æ. Ìâàìáàêàíà, È.À. Ôåäîòîâ (2005) Àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà äëÿ ýë-ëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåò-êè, Ò. 77, � 4, 622�624.[46℄ À.Ñ. Äåìèäîâ, À.Ñ. Êî÷óðîâ è À.Þ. Ïîïîâ (2008) Ïðèìåðû åäèíñòâåííîñòè è íååäèíñòâåííî-ñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �ðýäà�Øà�ðàíîâà â îáëàñòÿõ ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé.Òðóäû ñåìèíàðà èì. È.�. Ïåòðîâñêîãî (ïðèíÿòî ê ïå÷àòè).[47℄ Ñ.Ñ. Äåìèäîâ (1976) Î ïîíÿòèè ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-âîäíûìè â ñïîðå î êîëåáàíèè ñòðóíû â XVIII âåêå. Èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.,Âûï. XXI, �Íàóêà�, Ìîñêâà, p.158�182.[48℄ Þ.Í. Äíåñòðîâñêèé, Ä.Ï. Êîñòîìàðîâ (1993)Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïëàçìû. �Íàóêà�,Ìîñêâà.[49℄ À.È. Äüÿ÷åíêî, Â.È. Çàõàðîâ, Å.À. Êóçíåöîâ (1996) Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-ñòè èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ôèçèêà ïëàçìû, Ò. 22, � 10, 916�929.[50℄ Â.Â. Æèêîâ, Ñ.Ì. Êîçëîâ, Î.À. Îëåéíèê (1993) Óñðåäíåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.�Ôèçèêî-ìàòåì. ëèò-ðà�, Ìîñêâà.[51℄ Í.Å. Æóêîâñêèé (1890) Âèäîèçìåíåíèå ìåòîäà Êèðõãî�à äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòèâ äóõ èçìåðåíèÿõ ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè, äàííîé íà íåèçâåñòíîé ãðàíèöå. Ìàòåì. ñáîðíèê,Ò. XV, âûï. 1, 121�278 (ñì. òàêæå Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé, Ò. II, �ÈÒÒË, Ì.-Ë., 1949ã.).[52℄ Ô.Ñ. Çàéöåâ (2005) Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè òîðîèäàëüíîé ïëàçìû. �Íàóêà�,Ìîñêâà.[53℄ À.Ê. Çâîíêèí, Ì.À. Øóáèí (1984) Íåñòàíäàðòíûé àíàëèç è ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ÓÌÍ, Ò. 39, �2, 77-127.75



[54℄ Ê. Èîñèäà (1967) Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. �Ìèð�, Ìîñêâà.[55℄ Å.Í. Êàáëîâ (2001) Ëèòûå ëîïàòêè ãàçîòóðáèííûõ äâèãàòåëåé. �ÌÈÑÈÑ�, Ìîñêâà.[56℄ Ýòè ñëîâà ñêàçàë ìíå â ëè÷íîé áåñåäå Á.Á. Êàäîìöåâ ïîñëå ñâîåãî åäèíñòâåííîãî äîêëàäà íàñåìèíàðå È.Ì. �åëü�àíäà â Ì�Ó. Õîòÿ ýòîò äîêëàä, ñîñòîÿâøèéñÿ, ïîìíèòñÿ, âåñíîé 1983 ãîäà,îñòàëñÿ â ïàìÿòè ìíîãèõ, íå òîëüêî ìàòåìàòèêîâ, íî è �èçèêîâ, ïåðåïîëíèâøèõ òîãäà àóäè-òîðèþ 14-08, ìíå íå óäàëîñü íàéòè òîãî, êòî ñìîã áû óòî÷íèòü äàòó äîêëàäà. Íî çà ïîäëèí-íîñòü �ðàçû Á.Á. Êàäîìöåâà ÿ ðó÷àþñü. Âïðî÷åì, âîçìîæíî, ýòè ñëîâà áûëè ñêàçàíû, ÷òîáûïîääåðæàòü ìåíÿ, ïîñêîëüêó â ðàçãîâîðå ñ Á.Á. Êàäîìöåâûì ÿ âûðàçèë ñêåïñèñ îòíîñèòåëüíîêàêîé-ëèáî çíà÷èìîñòè äëÿ �èçèêîâ ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ ïî çàäà÷å î ðàâíîâåñèè ïëàçìû.ß.Á. Çåëüäîâè÷ ïîâåäàë Ì.È. Çåëèêèíó ïðîòèïîïîëîæíîå ñóæäåíèå À.Á. Ìèãäàëà: �Ôèçèêàåñòü èñêóññòâî îáõîäèòüñÿ áåç ìàòåìàòèêè�.Íà ìîé âçãëÿä, îáà çíàìåíèòûõ �èçèêà ïðàâû: èõ à�îðèçìû � äâå ñòîðîíû îäíîé ìåäàëè.[57℄ À. Êàðòàí (1963) Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé îäíîãî è íåñêîëüêèõ êîì-ïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ. �ÈË�, Ìîñêâà.[58℄ Â.Â. Êîçëîâ (1998) Îáùàÿ òåîðèÿ âèõðåé. ��åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà�, Èæåâñê.[59℄ ∗ Í.Å. Êî÷èí, È.À. Êèáåëü, Í.Â. �îçå (1963) Òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà. 6-îå èçä. (â äâóõ÷àñòÿõ), �Ôèçìàòãèç�, Ìîñêâà.[60℄ Ï.ß. Êî÷èíà /Ï.ß. Ïîëóáàðèíîâà-Êî÷èíà/ (1991). Èçáðàííûå òðóäû. �èäðîäèíàìèêà è òåîðèÿ�èëüòðàöèè. �Íàóêà�, Ìîñêâà.[61℄ Ï.ß. Êî÷èíà, À.�. Øêèðè÷ (1954) Ê âîïðîñó î ïåðåìåùåíèè êîíòóðà íå�òåíîñíîñòè (ýêñïåðå-ìåíò) Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�, îòä. òåõíè÷. íàóê, �11, 105�107.[62℄ �.Êóðàíò (1962) Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, �Ìèð�, Ìîñêâà.[63℄ Ï.Ï. Êó�àðåâ (1948) �åøåíèå çàäà÷è î êîíòóðå íå�òåíîñíîñòè äëÿ êðóãà. ÄÀÍ ÑÑÑ�, Ò. 60,�8, 1333-1334.[64℄ Ì.À. Ëàâðåíòüåâ (1938) Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ îäíîëèñòíûõ �óíêöèé ñ ïðèëîæåíèÿìè ê òåî-ðèè ñòðóé. Ìàòåì. Ñáîðíèê, 4(46), âûï. 3, 391-458.[65℄ Ì.À. Ëàâðåíòüåâ (1962) Âàðèàöèîííûé ìåòîä â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåìóðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, Ìîñêâà.[66℄ Ì.À. Ëàâðåíòüåâ, Á.Â. Øàáàò (1973) Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. 4-îåèçä., �Íàóêà�, Ìîñêâà.[67℄ Ì.À. Ëàâðåíòüåâ, Á.Â. Øàáàò (1977) Ïðîáëåìû ãèäðîäèíàìèêè è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè.2-îå èçä., �Íàóêà�, Ìîñêâà.[68℄ ∗ �. Ëàìá (2003) �èäðîäèíàìèêà. (â äâóõ ÷àñòÿõ), ��åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà�,Èæåâñê.[69℄ ∗ Ë.Ä. Ëàíäàó, Ëèâøèö (1954) Ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. ��îñòåõèçäàò�, Ìîñêâà.[70℄ ∗ Ë.Ä. Ëàíäàó, Ëèâøèö (1974) Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. �Íàóêà�, Ìîñêâà.[71℄ Ë.Ñ. Ëåéáåíçîí (1934) Íå�òåïðîìûñëîâàÿ ìåõàíèêà. ×àñòü II, Íå�òåèçäàò, Ìîñêâà.[72℄ Í.Í. Ëóçèí (1935) Ôóíêöèÿ. Áîëüøàÿ Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ, ò.59, ñòð. 314�324. Ýòà ñòà-òüÿ âîøëà òàêæå â åãî ïîñìåðòíûå Èçáðàííûå òðóäû, 1959, Ò. 3, ÀÍ ÑÑÑ�, Ìîñêâà (îäíàêî�ïðèëèçûâàíèå� ðÿäà ïàññàæåé îðèãèíàëà íåñêîëüêî ïîäïîðòèëî åãî).76
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Íî âîò íàñòóïèë 1968 ã. è ïîÿâèëàñü ïóáëèêàöèÿ Á.Ó. Òîìñîíà [183℄, êîòîðûé ïðèåõàë â Ëîíäîí èç Ìåëüáóðíàïèñàòü äèññåðòàöèþ ïî òåìå ÿ÷åéêè Õèëå-Øîó (îá óòî÷íåíèè õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèõ â ñâÿçè ñ óñëîâèåìïðèëèïàíèÿ ê ïîìåùåííîìó â ÿ÷åéêó ïðåïÿòñòâèÿ). Á.Ó. Òîìñîí è ñòàë (ýòî ïðèçíàåò ñàì Äæ.�. Îêåíäîí â [167℄)àâòîðîì òåðìèíà �òå÷åíèå Õèëå-Øîó�. Â [183℄ ýòîò òåðìèí óïîòðåáëåí ïî÷òè ñëó÷àéíî, îäèí ëèøü ðàç (ýòî íå öèòàòà èçïåñíè, ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê). È òåì íå ìåíåå, îäíîãî ýòîãî ñëó÷àéíîãî ïàñà áûëî äîñòàòî÷íî äëÿ îïûòíîé êîìàíäû,âîçãëàâëÿåìîé Äæ.�. Îêåíäîíîì, ÷òîáû ïðåâðàòèòü ýòîò òåðìèí â �áðåíä� (ýòî æå íå êàêàÿ-òî ÿ÷åéêà â êàêîì-òîïðèáîðå, à òå÷åíèå!). Ñîáûòèÿ ðàçâîðà÷èâàëèñü ïðîñòî ãåíèàëüíî (÷óòü íèæå ÷èòàòåëü ïîéìåò, ïî÷åìó ÿ îá ýòîì òàêïîäðîáíî ïèøó). Â 1972 ã. âûøëà ðàáîòà Ñ. �è÷àðñîíà [172℄, ãäå ýòîò òåðìèí âïåðâûå áûë âûíåñåí â çàãëàâèå ñòàòüè.Óæå ýòî ïðèâëåêëî âíèìàíèå (÷òî ýòî çà òå÷åíèå?). Íî ñàìîå ãëàâíîå, â ñòàòüå áûëè ïîëó÷åíû ïðåêðàñíûå ðåçóëüòàòû.Îá îäíîì èç íèõ áûëî ñêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.3. Ïî÷èí �è÷àðäñîíà ïîäõâàòèëà âñÿ êîìàíäà Îêåíäîíà�Õàóèñîíà. Â ðåçóëüòàòå òåðìèí �òå÷åíèå Õèëå-Øîó� ñòàë êëþ÷åâûì ñëîâîì äëÿ òûñÿ÷ ïóáëèêàöèé. Íå âñå, ïðàâäà, ïðèýòîì îñîçíàâàëè, ÷òî Õèëå-Øîó� ýòî íå äâà ÷åëîâåêà, à îäèí èíæåíåð-êîíñòðóêòîð. Íî ýòî äåòàëè. À ãëàâíîå òî, ÷òî êòåìàòèêå, ñâÿçàííîé ñ òå÷åíèåì Õèëå-Øîó (èíòåðåñíîé êàê ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ)îáðàòèëèñü ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ìíîãèõ ñòðàí è áûëè ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû (ñì., â ÷àñòíîñòè, [147℄). Êðîìåòîãî, ïîïóòíî èìÿ åùå îäíîãî àíãëè÷àíèíà ñòàëî çíàêîâûì.Âñå ýòî áûëà ïðåàìáóëà, öåëü êîòîðîé ïîä÷åðêíóòü êîíòðàñò ñ òåì, ÷òî âûçûâàåò (âûðàæàÿñü äèïëîìàòè÷å-ñêèì ÿçûêîì) îïðåäåëåííóþ îçàáî÷åííîñòü è ðàäè ÷åãî ÿ ïèøó ýòî Îñîáîå çàìå÷àíèå. �å÷ü íå ñòîëüêî î ñêðîìíîñòèìíîãèõ íàøèõ ðîññèéñêèõ êëàññèêîâ, ñêîëüêî î êîïèðîâàíèè (à ïîòîìó è ïîääåðæêå) òåõ ââîäèìûõ íà Çàïàäå íà-çâàíèé âàæíåéøèõ ìåòîäîâ, òåîðåì, ëåìì, ïîíÿòèé, êîòîðûå íå îòðàæàþò ñóùåñòâåííûé, à çà÷àñòóþ îñíîâîïîëàãàþ-ùèé âêëàä â ýòè ñóáñòàíöèè íàøèõ ïåðâîïðîõîäöåâ. Ïî÷åìó, ê ïðèìåðó, íóæíî ïîääåðæèâàòü óïîòðåáëåíèå òåðìèíà�Multigrid-method�, à íå âíåäðèòü â ÷èñëåííûé àíàëèç òåðìèí �ìåòîä Áàõâàëîâà�Ôåäîðåíêî�, èëè, ÷òî âåðíåå, �ìåòîäÔåäîðåíêî�Áàõâàëîâà�. Ìîæíî ñêàçàòü è òàê: �Fedorenko's multigrid-method�. Âåäü ãîâîðèì, íàïðèìåð, îá àëüòåðíè-ðóþùåì ìåòîäå Øâàðöà [45℄. �îâîðèì æå (è ñîâåðøåííî îáîñíîâàííî) îá ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõïî Ïåòðîâñêîìó, îá ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïî Äóãëèñó�Íèðåíáåðãó, ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïî Ëåðå-Âîëåâè÷ó.Íî ìíîãî ëè òåõ (äàæå èç ðîññèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ), êòî íàçîâåò èìÿ òîãî, êîìó Ìàòåìàòèêà îáÿçàíà êàê ñàìèì ïî-íÿòèåì ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû, òàê è îñíîâîïîëàãàþùèìè äëÿ íèõ ðåçóëüòàòàìè? Åñëè ñòóäåíò, ïîæåëàâøèéíàéòè îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, çàãëÿíåò, ñêàæåì, â ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü ïîïóëÿðíîãî ó íàñ ó÷åáíèêà [54℄ è îòêðî-åò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðàíèöó, òî îí óâèäèò ëèøü èìÿ �îðäèíãà. Æàëü, ÷òî ñòóäåíò íå óçíàåò, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíîóñèëåííîå íåðàâåíñòâî �îðäèíãà äëÿ �óíêöèé ñ ìàëûì íîñèòåëåì áûëî äîêàçàíî Ì.È. Âèøèêîì äëÿ ââåäåííûõ èìñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ê ÷åñòè �îðäèíãà, ñàì îí ïðèçíàâàë ïðèíöèïèàëüíûé âêëàä Ì.È. Âèøèêà â òî, ÷òî íà-çûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì �îðäèíãà. À ÷òî çíàþò íåêîòîðûå �ïðîäâèíóòûå� çàðóáåæíûå ìàòåìàòèêè î È.�. Ïåòðîâñêîì?Ñëàâà Áîãó, õîòü ÷òî-òî (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [3℄), èáî åñòü òåðìèí �2b-ïàðàáîëè÷åñêèå ïî Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû�. Òàêïî÷åìó æå (âîïðåêè ïî÷èíó Ëåðå è Ëèîíñà [158℄) íóæíî îïóñêàòü â ñîîòâåòñòâóþùåì òåðìèíå èìÿ òîãî, êòî ïåðâûéïîëó÷èë âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû äëÿ ââåäåííûõ èì êâàçèëèíåéíûõ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, íàçûâàåìûõ (ïîñëåàêñèîìàòèçàöèè èõ ñâîéñòâ) �p-ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè� è àññîöèèðóåìûõ íåðåäêî, îñîáåííî íà Çàïàäå, ëèøü ñèìåíàìè Áðàóäåðà è Ìèíòè? Ïî÷åìó íàäî óïîòðåáëÿòü òåðìèí �ëåììà Ëàêñà-Ìèëüãðàìà�, à íå ãîâîðèòü, ñêàæåì,î ÂËÌ-ëåììå, ïîêîðíî �çàáûâàÿ� (â ïðîòèâîâåñ ìíåíèþ ñàìîãî Ëàêñà) î ïåðâîì (ò.å. Ì.È. Âèøèêå), êòî óñòàíîâèëñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò? �å÷ü íå î òîì, ÷òîáû ïðîäîëæèòü òàêîãî ñîðòà âîïðîñû (ýòî ñäåëàòü ëåãêî). �å÷ü îáóâàæåíèè ê àâòîðàì âàæíåéøèõ ïîíÿòèé, ðåçóëüòàòîâ, ìåòîäîâ è î íåîáõîäèìîñòè îòñòàèâàòü èõ ïðèîðèòåò è, â÷àñòíîñòè, ïðèîðèòåò ñîîòå÷åñòâåííèêîâ, óïîìèíàÿ èõ èìåíà â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàçâàíèÿõ òåîðåì, ëåìì, ìåòîäîâ,ïîíÿòèé. Âåäü ñìîãëè æå, êîãäà çàõîòåëè, ïðèó÷èòü (íå òîëüêî èíîñòðàíöåâ, íî è ñàìèõ ñåáÿ) ãîâîðèòü, ñêàæåì, î�îðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà (ïîëó÷åííîé Îñòðîãðàäñêèì â 1835 ã. è ñïóñòÿ 6 ëåò �àóññîì â íåñêîëüêî ñïåöèàëèçè-ðîâàííîì âèäå, íå ñîäåðæàùåì âûðàæåíèÿ äëÿ äèâåðãåíöèè), î ðàçëîæåíèè ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì êðàåâûõ çàäà÷,êàê î òåîðåìå Ñòåêëîâà (1896 ã.) è ò.ä. Êîíå÷íî, íå âñå òàê ïå÷àëüíî. Ó âñåõ íà ñëóõó óðàâíåíèå �åëü�àíäà�Ëåâèòàíà,ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, èíäåêñ Àðíîëüäà�Ìàñëîâà è ò.ä. Íî íàäî èñïðàâëÿòü äîïóùåííûå ïðîìàõè, îñî-áåííî â îòíîøåíèè àâòîðîâ, ñåáÿ íå ðåêëàìèðóþùèõ. Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ, êàê íà ýòî îáðàòèë ìîå âíèìàíèåÀ.�. Êóøíèðåíêî, äëÿ ýòîãî åñòü äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè, à èìåííî: ïðèçíàííûå ìèðîâûå ñïðàâî÷íûå ðåñóðñû,òà æå Âèêèïåäèÿ (ñâîáîäíàÿ ìíîãîÿçû÷íàÿ èíòåðíåò-ýíöèêëîïåäèÿ, â êîòîðîé êàæäûé ìîæåò ñîçäàòü, èçìåíèòü èëèäîïîëíèòü ëþáóþ ñòàòüþ). Ïîýòîìó ìîæíî è íóæíî íå òîëüêî â ïóáëèêàöèÿõ ïðîïàãàíäèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèåíàçâàíèÿ ëåìì, òåîðåì, ïîíÿòèé, íî è äîïîëíèòåëüíî áðàòü íà ñåáÿ òðóä ñàìèì ó÷àñòâîâàòü (è ïîìîãàòü èñòîðèêàììàòåìàòèêè) â ïîïîëíåíèè èíòåðíåò-ñàéòîâ ïðàâèëüíîé èí�îðìàöèåé ïî âîïðîñàì, êîòîðûå êàñàþòñÿ ïðèîðèòåòàíàøèõ ñîîòå÷åñòâåííèêîâ.
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