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ПРЕДИСЛОВИЕ

Управляемые динамические колебательные системы 
широко распространены в различных областях техники, 
механики, радиоэлектроники и т. д. Эти объекты обычно 
описываются системами линейных или нелинейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений, содержа­
щими управляющие воздействия и имеющими решения 
колебательного или вращательного типа. Проблема по­
строения оптимального управления для таких систем 
может быть поставлена и исследована в рамках теории 
оптимального управления и, прежде всего, на основе 
принципа максимума Л. С. Понтрягина. Разработке при­
ближенных методов оптимального управления и решению 
задач управления для колебательных систем посвящены 
исследования Н. Н. Красовского, Н. Н. Моисеева,
В. А. Троицкого и других.

Задачи оптимального управления для колебательных 
систем со многими степенями свободы представляют, как 
правило, значительные математические и вычислитель­
ные трудности. Эти трудности обусловлены высоким по­
рядком систем, нелинейностью, осциллирующим характе­
ром решений. Применение вычислительных методов, 
эффективных для построения программных управлений, 
затруднено в случав необходимости построения синтеза 
оптимального управления.

Поэтому представляются актуальными, с одной сто­
роны, разработка эффективных приближенных методов 
оптимального управления, и с другой стороны — полу­
чение точных оптимальных решений для характерных 
«опорных» задач. Первый пз этих подходов состоит в 
сочетании методов теории управления с известными и 
хорошо разработанными приближенными (асимптотиче­
скими) методами теории колебаний: методом малого па­
раметра, методом усреднения Н. М. Крылова — Н. Н. Бо­
голюбова— Ю. А. Митропольского и другими. Второй
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подход предполагает построение па основе точных «опор­
ных» решений некоторых квазиоптималышх законов 
управления, простых для реализации и близких к опти­
мальным.

Настоящая монография посвящена проблемам управ­
ления колебательными динамическими системами и ос­
нована на указанных выше подходах. В пей разрабаты­
ваются приближенные методы построения управления 
для систем, содержащих колебательные и вращательные 
звенья. На основе этих методов дано решение ряда задач 
оптимального управления движением при помощи малых 
сил, задач управления колебаниями, исследованы управ­
ляемые вращения твердого тела вокруг центра масс. 
Построен ряд точных решений типичных задач оптималь­
ного перемещения и разгона колебательных систем при 
различных ограничениях на управляющие воздействия и 
фазовые координаты. На основе полученных решений 
предложены квазиоптимальпые управления в более слож­
ных ситуациях. Рассмотрен ряд прикладных задач уп­
равления колебаниями, связанных с грузоподъемными 
машинами и системами амортизации.

Книга состоит из восьми глав.
В главах 1 — 5 рассмотрены приближенные методы 

оптимального управления системами, содержащими ма­
лый параметр. Главы 6 — 8 посвящены точным решени­
ям и их приложениям.

В первой главе исследуются, в основном, задачи оп­
тимального управления для слабо управляемых систем, 
т. е. систем, подверженных действию малых управляю­
щих сил. Предложен метод приближенного решения, 
дано его обоснование. Приведены примеры, относящиеся 
к динамике полета и к вращению твердого тела отно­
сительно центра масс, в которых методами малого пара­
метра построено приближенное оптимальное управление.

В главах 2 — 5 развивается и применяется методика 
исследования управляемых колебательных систем с вра­
щающейся фазой. Влияние малых управляющих и воз­
мущающих факторов рассматривается на большом интер­
вале времени, на котором фазовые координаты системы 
изменяются существенно. Предполагаемый подход осно­
ван на асимптотическом методе усреднения и разделения 
быстрых и медленных движений. Он позволяет умень-
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шить размерность краевой задачи принципа максимума 
и проводить ее интегрирование в медленном времени на 
относительно коротком интервале. Таким способом пост­
роены в форме программы и синтеза приближенные оп­
тимальные управления нелинейными системами, содер­
ж ащ им и колебательные и вращательные звенья.

Во второй главе указанная методика асимптотическо­
го решения развивается для квазилинейных управляемых 
колебательных систем с медленно изменяющимися па­
раметрами. В третьей главе исследуется общая задача 
оптимального управления существенно нелинейными 
колебательными системами с вращающейся фазой при 
малых управляющих воздействиях. В обеих главах ис- 
следовапы как задачи с фиксированным моментом окон­
чания процесса, так и задачи типа быстродействия. 
Приведены примеры, среди которых — задача об управ­
ляемой эволюции орбиты в центральном поле.

Методы второй и третьей глав применяются в четвер­
той и пятой главах.

Четвертая глава посвящена задачам оптимального по 
быстродействию управления колебаниями посредством 
перемещения положения равновесия, системы. Здесь счи­
тается, что управляющим воздействием является малая 
скорость перемещения положения равновесия.

Асимптотический подход оказался полезным при ре­
шении задач оптимального управления движением твер­
дого тела вокруг центра масс. В пятой главе, на основе 
методики третьей главы, исследован ряд таких задач 
при различных ограничениях на управляющие моменты, 
а также при наличии возмущающих воздействий. Реше­
ны задачи оптимального по быстродействию торможения 
вращений спутника и его переориентации.

Шестая и седьмая главы посвящены исследованию и 
точному решению ряда конкретных задач оптимального 
управления колебательными системами. Здесь построены 
оптимальные по быстродействшо законы перемещения 
(в шестой главе) и разгона до заданной скорости (в седь­
мой главе) колебательной системы типа маятника при 
различных ограничениях на скорость п ускорение точки 
его подвеса. При этом накладывается условие гашения 
колебаний в конце процесса управления. Построены как 
точные оптимальные решения, так и квазиоптпмальные



10 ПРЕДИСЛОВИЕ

решения, удобные для технической реализации и более 
простые по структуре.

В шестой главе решение задачи об оптимальном 
перемещении получено как при ограничениях на ско­
рость точки подвеса, так и при воздействии ограничен­
ной управляющей силы. Первое ограничение предполага­
ет возможность мгновенного изменения скорости точки 
подвеса, второе учитывает инерционность подвеса.

В седьмой главе решены задачи оптимального по 
быстродействию разгона и торможения колебательной 
системы при различных вариантах ограпичеппй на ско­
рость и ускорение точки подвеса, в том числе и при 
смешапных ограничениях. Построены управления, со­
общающие системе поступательное движеппе в заданном 
направлении.

Восьмая глава посвящена некоторым прикладным 
вопросам управления механическими колебаниями. Здесь 
на основе сочетания режимов, полученных в шестой и 
седьмой главах, построен способ перемещения маятника 
па заданное расстояние с изменением длины его подвеса. 
Рассмотрены некоторые задачи управления грузоподъ­
емными машинами. Освещаются вопросы оптимальной 
амортизации механических систем в случае ударных 
воздействий и при прохождении через резонанс.

Монография основана на исследованиях, выполнен­
ных авторами в Отделе мехаппкп управляемых систем 
Института проблем механики АН СССР. Использо­
ваны также отдельные результаты, полученные сотруд­
никами и аспирантами Отдела. В ходе написания книги 
весь этот материал был значительно переработан и до­
полнен.

Авторы выражают глубокую благодарность А .Ю . Иш- 
линскому, II. Н. Красовскому, Н. Н. Моисееву, Д. Е. Охо- 
цимскому за полезные обсуждения некоторых результа­
тов и И. И. Ерофееву, который привлек их внимание к 
задачам оптимального управления грузоподъемными ма­
шинами. Авторы благодарят Р. П. Солдатову за большую 
помощь при оформлении рукописи.



Г Л А В А  1

МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА 
В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

В главе 1 рассмотрены некоторые способы прпменс- 
ния теории малого параметра к задачам оптимального 
управления. § 1 имеет вводный характер: здесь приво­
дятся постановка задачи оптимального управления и не­
обходимые условия принципа максимума, рассматрива­
ются различные способы выделения малого параметра. 
В § 2 рассмотрен класс слабо управляемых систем, раз­
вит алгоритм приближенного решения задачи по степе­
ням малого параметра, исследовано явление локальной 
оптимальности управлений. Оценка точности метода по 
функционалу, траектории и управлению содержится в 
§ 3. В § 4 изложен пример приближенного решения за­
дачи оптимального управления для слабо управляемой 
системы. В § 5 метод малого параметра применяется 
для построения синтеза в одной задаче управления дви­
жением твердого тела вокруг центра масс. В § 6 приве­
дены некоторые общие замечания о применении метода 
возмущений в задачах оптимального управления. Резуль­
таты §§ 2, 4 были впервые опубликованы в работе [226], 
§ 3 — в статье [138], § 5 — в статьях [17, 22].

§ 1. Постановка задачи
\. Задача оптимального управления. Исследуется 

управляемый процесс, описываемый системой дифферен­
циальных уравнений с начальными условиями

х =  /U , f, и), x(to) =  а. (1.1.1)
Здесь x = (x i ,  .. . ,  хп)— тг-мерный вектор фазовых 

координат, точкой обозначено дифференцирование по 
времени t, и =  (ui, . . . ,  ит) — пг-мерный вектор управля­
ющих функций, f — (fu •••» /п)— заданная n-мерная век- 
тор-фупкцпя, t0 — начальный момент времени, а — вектор 
начального фазового состояния.
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На управление наложено ограничение
uit)^U , t > t 0, (1.1.2)

где U — заданное замкнутое множество в пг-мерпом 
пространстве. Функции uit) предполагаются кусочно не­
прерывными. Граничные условия в конце процесса уп­
равления заданы в виде

h(x(T), Т) =  0, qixiT), Я  =  0 (1.1.3)
и минимизируемый функционал (критерии качества) 
имеет вид

J =  FixiT), Т). (1.1.4)
Здесь hix, t) и Fix, t)— заданные скалярные функ­

ции, qix, t) =  (gi, . . . ,  gr)— задапная r-мерпая вектор- 
функция, причем О ^ г ^ / г — 1. Функции h, q предпола­
гаем непрерывно дифференцируемыми по х, t, a F — 
дважды непрерывно дифференцируемой. Первое равенст­
во (1.1.3) служит условием, определяющим момент вре­
мени Т окончания процесса. Предполагается, что функ­
ция h такова, что при допустимых траекториях xit) она 
монотонно зависит от £ (в некотором интервале времени), 
и поэтому условие h — 0 определяет для каждой допу­
стимой траектории единственный момент времени Т ^  t0. 
Второе (векторное) равенство (1.1.3) представляет собой 
дополнительные краевые условия в момент Т (если г =  
=  0, то эти условия отсутствуют). Все эти условия пред­
полагаются независимыми и непротиворечивыми.

Отметим, что разбиение граничных условий в (1.1.3) 
на условие окончания процесса h =  0 и дополнительные 
граничные условия q =  0 довольно условно и неединст­
венно; не всегда удается выделить условие окончания 
процесса, для которого имеет место монотонность h по £. 
Однако такое разбиение удобно для приближенного или 
численного решения, и оно будет предполагаться вы­
полненным. В частности, для задачи с фиксированным 
временем окончания процесса Г* имеем h =  t — T*.

Задача оптимального управления состоит в определе­
нии управления uit) и соответствующей оптимальной 
траектории ж(£), которые при t o ^ t ^ T  удовлетворяют 
уравнениям и граничным условиям ( I jI .1), (1.1.3), огра­
ничениям на управление (1.1.2) и доставляют минимум 
функционалу /  из (1.1.4).
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2. Принцип максимума. Применим к поставленной 
задаче оптимального управления принцип максимума 
Л. С. Полтрягпна [176], представляющий собой необхо­
димые условия оптимальности.

Введем дополнительные фазовые координаты Xq ж 
хп+и определяемые уравнениями с начальными усло­
виями

Здесь и'далее д/дх — оператор градиента по фазовым 
координатам х, d/dt — полная производная вдоль траек­
торий системы С1.1.1), скобки означают скалярное про­
изведение векторов. Очевидно, что arn+i — t, и поэтому 
аргумент t у функций /, /о, h, q, F можно заменить на 
я„+1. Тогда система 01.4.1) будет автономной, а функцио­
нал (1.1.4) примет вид J =  x<jLT).

Относительно гладкости правых частей системы
(1.1.1) , (1.1.5) предполагается, что функции /, / 0 опреде­
лены и непрерывны по совокупности переменных х, 
#п+ь и и непрерывно дифференцируемы по гг, xn+i для 
всех х, xn+i, u^U .

Введем вектор сопряженных переменных ф(£) =  
=  (фь .. . ,  фп), а также сопряженные переменные i|>n+i(J) 
и фоШ, причем положим, как обычно, фо — —1. Функция 
Гамильтона Я ' и сопряженные уравнения для системы
(1.1.1) , (1Л.5) примут вид

Я ' =  (ф, /)  -|- ф,1+1 — /о — ^ф---- f'j +  фп+1-----------0̂ 1

С учетом краевых условий (1.1.3) условия транс­
версальности запишутся в виде (момент окончания

(1.1.5)

(1. 1. 6)

+
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процесса Т не фиксирован)

И '  =  0 при  I -  Т.

Здесь Я, — неизвестные постоянные параметры. 
Подставим условия (1.1.7) в равенство (1.1.6) для / / ',  
которое затем разрешим относительно %

Полные производные по t здесь имеют тот же смысл, 
что и в равенстве (1.1.5). Введем видоизмененные сопря­
женные переменные и гамильтониан

Отметим, что выражение в квадратпых скобках
(1.1.6) равно d(dF/dxh)/dt. Тогда уравнения (1.1.6) п ус­
ловия (1.1.7) можно с учетом .(1.1.9) записать в виде

Согласно принципу максимума, задача оптимального 
управления свелась к краевой задаче для двух га-мерных 
вектор-функций x(t) и pit). Оптимальное управление 
u(t) определяется из условия супремума функции # '  по 
и, что эквивалентно условию супремума функции Н изМ', *1 iu олюпиалюитди y^iu a m u  утхцаш. лл по
(1.1.10), т. е.
# (/> (* ).* (* ) . *, w(f)) =  s u p # (p ( f ) ,  *(«), «, и). (1.1.11)

P =  * - t e >  Р =  (Рн •••.?»).

Я  =  (/> ,/) =  Я '

( 1.1.10)
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Система уравнений краевой задачи задается диффе­
ренциальными соотношениями (1.1.1), (1.1.10), а крае­
вые условия — равенствами (1.1.1), (1.1.3), (1Л.Ю). Не­
известная управляющая вектор-фунщия и исключается 
при помощи равенства (1.1.11). Параметр X определяется 
равенством (1.1.8), а момент времени Т и параметры Х\ 
неизвестны и определяются в процессе решения краевой 
задачи.

3. Задачи управления с малым параметром. Решение 
задач оптимального управления строится обычно при 
помощи принципа максимума Л. С. Понтрягипа, метода 
дипампческого программирования, классического вариа­
ционного исчисления или других методов теории опти­
мальных процессов. При этом точное решение задач оп­
тимального управления может быть построено сравни­
тельно редко, лишь для определенных классов задач. 
Большое развитие получили численные методы оптималь­
ного управления, см., например, книги и обзоры [43, 44, 
56, 57, 73, 79, 101, 117, 118, 120, 143, 149, 150, 175, 179, 
205, 209, 231—233, 2351 и другие. Однако даже при ис­
пользовании современных ЭВМ численное построение оп- 
тимальпых управлений для сложных динамических сис­
тем представляет значительные трудности, особенно в том 
случае, когда требуется найти управление в виде синтеза.

В то же время многие прикладные задачи оптималь­
ного управления в явном или неявном виде содержат 
малые параметры, характеризующие относительную ма­
лость тех или иных воздействий или факторов. Поэтому 
могут быть развиты эффективные приближенные или 
асимптотические методы построения оптимальных уп­
равлений, основанные на идее малого параметра. При 
этом могут быть использованы такие широко известные 
методы теории колебаний, как методы теории возмуще- 
пий, метод усреднения, асимптотические методы разде­
ления медленных и быстрых движений и т. д. (см., 
например, [29, 46, 58, 64, 121, 139, 148, 1541). С по­
мощью этих методов удается в ряде случаев получить 
приближенное оптимальное управление в форме програм­
мы или синтеза. Отметим, что полученные при помощи 
приближенных методов результаты можно также при­
менять при построении начального приближения для 
численных методов.
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Введение малого параметра е оправдано в тех слу­
чаях, когда невозмущенная задача (при е =  0) может 
быть решена аналитически или численно значительно 
более просто, чем возмущенная. Например, это имеет 
место, когда система близка к линейной пли неуправ­
ляемой, или в ней выявляются медленные и быстрые 
переменные, допускающие разделение движений.

Рассмотрим некоторые способы вхождения малого па­
раметра е в задачу оптимального управления (1.1.1)—
(1.1.4). Пусть функции /, h, q п F могут быть представ­
лены в виде разложешгй 

■ /  =  fix , t, и) +  е /1 (х, t, и) -Ь в2 +  .. 
h =  h°ix, t) +  eh]ix, /) +  е2.. ., 
q — q°ix, t) +  eq4x, i ) +  e2.. .,
F -F °(x , t) +  &F'ix, i) +  e2.. . ,  8 e [ 0 ,  s j .  □ *) (1.1.12) 
Точками обозначены высшие члены разложепнй. Со­

ответствующая невозмущенная задача оптимального уп­
равления описывается соотношениями (1.1.1)— (1.1.4),
(1.1.12), в которых полагается е =  0. Предполагается, 
что решение этой задачи существует, единственно и мо­
жет быть построено. Тогда возникает вопрос об оценке 
погрешности, вызванной отбрасыванием возмущающих 
членов порядка е в 01.1.12), а также проблема построе­
ния приближенного решения задачи оптимального управ­
ления с учетом малого параметра, т. е. вычисление по­
правок к невозмущенному решению.

Этот естественный прием исследования широко ис­
пользуется при линеаризации систем, когда функция f  
в (1.1.12) содержит линейные члены по х, и, а нелиней­
ности входят в виде возмущений. Подобные задачи рас­
сматривались, например, в работах [17, 22, 28, 99, 104, 
105, 117, 201, 241, 247, 252].

Примеры подобного подхода для нелинейной порож­
дающей задачи оптимального синтеза будут изложены в 
§ 5 данной главы.

Другой случай возникает тогда, когда в (1.1.12) 
функция f  не зависит от управляющего воздействия и

*) Значок □  перед номером формулы означает, что данный 
помер относится к группе формул, перед первой из которых стоит 
значок ■ .
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[226]. Соответствующую систему естественно назвать 
слабоуправляемой: при € =  0 она превращается в неуп­
равляемую, а отличие между управляемым и неуправ­
ляемым движениями, вообще говоря, будет порядка е. 
Таким системам посвящены § § 2—4.

Если интервал движения управляемой системы неог­
раничен (асимптотически растет) при е 0 (например, 
Т ~  е-1), то даже малые управляющие воздействия мо­
гут привести к существенному изменению фазовых пере- 
мепиых. Такая ситуация характерна для многих задач 
управления колебательными системами, когда малые 
управляющие силы вызывают большие изменения ампли­
туды или энергии колебаний или вращений в течение 
длительного времени (за много периодов колебаний). 
Для исследования таких систем можно эффективно ис­
пользовать асимптотические методы нелинейной механи­
ки (методы усреднения), изложенные в монографиях 
[46, 47, 64, 145, 148]. Применению асимптотических ме­
тодов типа усреднения к задачам оптимального управле­
ния посвящено большое число работ, например, [1—3, 
9—13, 15, 16, 20, 21, 23, 24, 69, 81, 130, 148, 155, 156, 
172—174, 184, 229, 230, 245, 262]. Проблемам управле­
ния колебательными системами с малым параметром, 
разработке асимптотических методов построения опти­
мального управления в таких системах посвящена зна­
чительная часть данной монографии (главы 2—5).

В последнее время получило развитие также иссле­
дование сингулярно возмущенных задач оптимального 
управления [35, 71, 80, 253, 257, 258, 261, 263, 265,267]. 
Управляемая система (1.1.1) называется сингулярно воз­
мущенной, если при е =  0 ее порядок уменьшается. Та­
кая ситуация возникает, если некоторые (например, 
первые s) из компонент вектора f  могут быть представ­
лены в виде

fi =  tT V r1 (*, и) +  ft (я, t, и) +  в . . ( 1 . 1 . 1 3 )  
i =  1, . . . ,  s; 1 ^  s<Zn.

Формально полагая e =  0 в (1.1.4), (1.4.13), приходим 
к системе, содержащей 5 конечных уравнений

/Г 1 (я, tt и) =  0, i — 1, . . . ,  s, 
п п — s дифференциальных уравнений. Для исследования
Z ф. Л. Черноусько, л . Д. Акуленко, В. Н. Соколов
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подобйых задач оптимального управления обычно исполь­
зуют асимптотические методы типа пограничного слоя и 
теорию обыкновенных дифференциальных уравнений с 
малым параметром при старших производных [62, 154, 
204]. Отметим, что множество U в (1.1.2) также может 
зависеть от переменных х, t и от малого параметра. 
В ряде случаев простым преобразованием в пространстве 
управлений его можно перевести в постоянное множест­
во. Например, пусть множество U(x, t, е) задано нера­
венствами

|гг,| cf(x, t, e), i =  1, . . . ,  m,
где с,- — известные положительные фупкцип. При помощи 
преобразования м4 =  с,1М £ =  1, —  т, где щ — повыс уп­
равления, это множество переводится в постоянное мно­
жество | и\ | ^  1. Ниже множество V предполагается по­
стоянным.

Возможны и более сложные случаи вхождения ма­
лого параметра в задачу оптимальпого управления
(1.1.1) — (1.1.4), когда для решения требуется комбини­
ровать различные методы малого параметра.

§ 2. Слабо управляемые системы

1. Вывод уравнепнй движения и приближенное ре­
шение задачи. Будем рассматривать задачу управления
(1.1.1) — (1.1.4) в предположении, что функции /, h, q, F 
и вектор а разлагаются в ряды по малому параметру е

■ /  =  /°(z, t) +  е /1 (х, £, гг) +  .. . ,  
h =  h°(x, t) +  ehl(x, t) Н-.. . ,  
q =  q°(x, t) +  ед'(.т, £) +  .. . ,

F =  F°(x, t )+ eF 4 x , £) +  .. . ,
a =  a° +  zal +  ...t e <  1. □ (1.2.1)

Верхние индексы указывают помер члепов в разло­
жениях, а нижние — помер компонент векторов. Так 
как функция /  при е =  0 не зависит от гг, то система
(1.1.1) при е =  0 будет неуправляемой. Ее общее решение 
будем считать известным. При е < 1  систему (1.1.1) ес­
тественно назвать слабо управляемой,
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Если функция /°  зависит от и, то при е =  0 система 
не вырождается в неуправляемую и для нее, вообще го­
воря, существует оптимальное управление нулевого 
приближения. Разложение но малому параметру позво­
лит уточнить это управлепие. Рассматриваемый далее 
случай интересен тем, что в нулевом приближении уп­
равление вообще нельзя определить в принципе. Отме- 
тпм, что возможеп также л промежуточный случай: 
функция /° зависит лишь от некоторых компонент 
вектора управляющих функций.

Переходим к построению приближенного решения 
поставленной задачи оптимального управления для 
слабо управляемой системы (1.1.1)—(1.1.4), (1.2.1). Иско­
мые величины х, р, Т, Я, Я4 и /  ищем в виде разложений

■ х =  х° (t) +  ея1 (1) -f- . . . ,  
p =  /;°(f) +  ep1( t )+  Т =  Т° гТ1 +  . . . ,

Я = Я0 +  еЯ1 +  + еЯ1 +  ..
J =  Р  +  еР  +  i =  l ,  . . . , г .  □  (1.2.2)

Подставим равенства (1.2.1), (1.2.2) в уравнения
(1.1.1), (1.4.3), (1.1.4), (4.1.8), (1.1.10), разложим полу­
ченные соотношения в ряды по е и приравняем коэф­
фициенты при степенях е° =  1 и е. В нулевом приближе­
нии получим

.  i°  =  m 0 ,  * • ( * „ ) - «л
k° (х° (Т°), Т°) =  0, д° {х° (Г°), Г°) =  0,

Р  =  F0 {х° (Т°), Г°),

х [ ^  +  ( ^ . / " ) Г " Р п ,  =  Г - ' ' -  =  1 ' ° 2 3 )

2*
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=*) + / 1 (*"(*). * ,« (* )). (* .)= «* ,

Для равенств (1.1.1), (1.1.3), (1.1.4) выпишем еще 
уравнения первого приближения с учетом соотношений
(1.2.3)

•, ( Q f l W .  0
h дх ’

[ т г  +  (4зг- / • ) ] Т1 +  ( £ •  *' ( п )  I- =  о ,

[ ^  +  ( # . ' , ) ] 1Ч  +  ( ^ Н  +  * , " 0-

^  “  [ т г + ( ■ £ •  / ”) ] г + ( £ • 11 ( г > ) + ^
i =  1.........г. □  (1.2.4)

В последних трех равенствах (1.2.4) все функции от 
х, г берутся при значениях ж =  я°(Г°), t =  T°.

Перейдем к анализу уравнений (1.2.3), (1.2.4). Общее
решение системы нулевого приближения х =  f ix , t) пз
(1.2.3) предполагается известным и заданным в явном 
виде

x =  q>(t, с), ф =  (фь . . . ,  ф„), c =  (ci, . . . ,  с„). (1.2.5) 
Здесь ф — вектор-функция, с — вектор произвольных 

постоянных. Разрешая равенство (1.2.5) относительно 
постоянных с, получим

g(x, t) =  c, g = ( g i ,  . . . ,  gn). (1.2.6)
Функции gk являются независимыми первыми интег­

ралами системы нулевого приближения.
Для траектории x°(t) в нулевом приближении имеем, 

задачу Коши, задаваемую первыми двумя равенствами
(1.2.3) . Ее решение выражается через функции ф, g, 
введенные равенствами (1.2.5), (1.2.6)

ж0Ш =  ф(£, с), c =  g(a°, to). (1.2.7)
Момент Т° окончания процесса и функционал / °  в 

этом приближении определяются третьим и пятым равен­
ствами (1.2.3). Будем считать, что четвертое равенство
(1.2.3) , т. е. краевые условия g =  0 нулевого приближе­
ния выполняются автоматически. Это тождество можно 
рассматривать как дополнительное условие, наложенное 
на функцию д°(ж, t).
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Введем матрицы размера п X п

(1.2.8)
при

ж = ф  (£, с), i, /  =  1, . . п.
Равенства (1.2.5), (1.2.6) задают преобразования, пе­

реводящие вектор с в ж п обратно. Матрицы (1.2.8), как 
матрицы Якоби для этих взаимпо обратных преобразова­
нии, связаны соотношением Ф =  G~l. Ранг матриц ра- 
веп /г.

Функция ж1 удовлетворяет линейной неоднородной 
системе (1.2.4). Соответствующая однородная система 
является системой в вариациях для уравнений нулевого 
приближения (1.2.3), которой удовлетворяет ж0. Как из­
вестно из теории обыкновенных дифференциальных урав­
нений [1031, матрица Ф из (1.2.8) представляет собой 
фундаментальную матрицу для системы в вариациях. 
Пользуясь этим, запишем при помощи метода вариации 
произвольных постоянных общее решение неоднородной 
системы (1.2.4)

ж1 =  Ф (t1 с) b +  Ф (i, с) J Ф 1 (т, с) f1 (ж0 (т), т, и (т)) dx.

Определим вектор Ъ произвольных постоянных при 
помощи начального условия для ж1 из (1.2.4) и пользуясь 
равенством Ф-1 =  6?, получим

Выразим еще величину Г1 из третьего равенства
(1.2.4) и затем подставим ее в четвертое равенство

t

я ^ )  =  ф(1, c)G (t0, с) аг +
t

+  Ф (*, с) J  G (т, с) f1 (ж° (т), т, и {%)) ф . (1.2.9)

(1.2.4)

=  1, . . . .  г.
(1 .2 .10)
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Вектор р°, как следует из (1.2.3), удовлетворяет ли­
нейной однородной системе, которая является сопряжен­
ной по отношению к упоминавшейся выше системе в ва­
риациях. Поэтому (см. [103]) фундаментальная матрица 
для нее равна (Ф-1) ' =  G', где штрих означает транспо­
нированную матрицу. Следовательно, общее решение си­
стемы (1.2.3) для р° имеет вид (в векторной и скалярной 
запнсн соответственно)

р° =  G' (if, с) Я, S — («!, 

„ dg.
. . .,

* =  1--i=l *
. . ,  п.

( 1.2. 11)

Здесь s — вектор произвольных постоянных. Подстав­
ляя решепие (1.2.11) в условие (1.2.3) для р°(Г0) и учи­
тывая равенство ( £ г ') _1 =  Ф ', получим

e) U ° - ^ -  +  2 -MlM дх дх при t — Т°. 

( 1 .2 .1 2 )
Перейдем к определению управления в первом при­

ближении (в нулевом приближении система неуправляе­
ма). Подставим в функцию II нз (1.1.10) представления
(1.2.1) и (1.2.2) и разложим эту функцию в ряд по в

Н  =  (/>, /) =  (/Л  /° (я0, *)) -|-е +

+  (р\ /° (я°, *)) +  (р°, Z1 (*°, И)) J +  • ■ •

Точками обозначены члены порядков выше первого. 
Из выписанпых слагаемых лишь последнее зависит от и. 
Поэтому определение максимума II по и в (1.1.11) сво­
дится в первом приближении к максимизации этого по­
следнего слагаемого

( / > ° ( * ) , / Ч * ° ( г) ,  * , » ( * ) ) )  =
=  SUP (рО ^ /Ч *0 (*),*, и)). (1.2.13)иеи

Управление uit), определяемое соотношением (1.2.13), 
может и не быть близко к оптимальному в смысле метрики в
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пространство С (т. с. по максимуму модуля разпости). 
Однако опо будет приближенно оптимальным в смысле 
минимизируемого функционала. В самом деле, из извест­
ных формул для первой вариации функционала [181] 
следует, что функционалы для двух различных управле­
ний отличаются па величину того же порядка, что и 
функции II для этих управлений. Но при соблюдении 
условия (1.2.13) фупкцпя Я  для управления u(t) будет 
отличаться от максимума функции Я, достигаемого при 
выборе оптимального управления, на величину порядка 
отброптсппых членов, т. е. порядка е2. Такой же порядок 
малости <9(е2) будет иметь' п отличие по функционалу 
между приближенным и точным оптимальными управле­
ниями. Отметим, что отличие по функционалу между лю­
быми двумя допустимыми управлениями в слабо управ­
ляемой системе (1.1.1), (1.2.1) составляет величину по­
рядка е. Строгое обосповаппе алгоритма и оценка точ­
ности погрешности построеппого решения излагаются 
далее в § 3.

Отметим, что согласно (1.2.13) управление u{t) зави­
сит только от решений пулевого приближения x°(t) и 
p°(t). Подставляя решение (1.2.11), условие (1.2.13) мож­
но переписать в виде

~  (G's, f )  =  2  Sifj(x°(t),  t, u)^sup. (1.2.14)
1 J иен

2. Описание алгоритма. Полученные соотношения 
позволяют получить приближенное решение поставлен­
ной задачи оптимального управления. При этом траекто­
рия я(£), а также момент Т и функционал /  определя­
ются в первом' приближении (с учетом двух членов раз­
ложений (1.2.2), т. е. с погрешностью порядка е2), а 
сопряженные переменные р(£) и постоянные X, — в пу­
левом приближении. Аналогично изложенному выше 
могут быть построены указанные величины в более вы­
соком приближении по степеням малого параметра 8.

Определение решения первого приближения сводится 
к следующим этапам.

1. Находим общее решение системы нулевого приб­
лижения, т. е. функции (p, g из (1.2.5), (1.2.6), а также 
матрицы Ф, G из (1.2.8).
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2. В нулевом приближении траектория я°(г) опреде­
ляется равенствами (-1.2.7), момент Т° и функционал 
У0 — третьим и пятым равенствами (1.2.3). Четвертое 
равенство (1.2.3) считаем выполненным по условию.

3. Функция p°(f) определяется равенствами (1.2.11), 
а вектор s — равенством (1.2.12), в которое следует под­
ставить Я° из (1.2.3). Правую часть равенства (1.2.3) для 
Я0 и (1.2.12) следует брать при х — х°(Т°), t =  T°. Таким 
образом, равенства (1.2.3), (1.2.11), (1,2.42) определяют 
функцию p4t) с точностью до г произвольных постоян­
ных Я®, которые будут найдены ниже.

4. Подставив z°U) и р°Ш в условие (1.2.13) или 
(1.2.14) и вычислив супремум по и, найдем управление 
u(t) также с точностью до г неизвестных постояппых Я?.

5. Подставим х°Ш и u(t) в равенство (1.2.9) и найдем 
ххit) и, в частности, хх(Т°) с точностью до тех же по­
стоянных.

6. Подставим t =  TQ, x =  xQ(T°) и найденное значение 
хЧТ°) в соотношение (1.2.40). Получим в общем слу­
чае г трансцендентных уравнений для определения посто­
янных Я®, которые входят в хЧТ°). Разрешая эти урав­
нения (предполагаем, что решение существует), найдем 
постоянные Я®. Теперь функции p°(t), u(t), xx(t) и по­
стоянная Я°, найденные в этапах 3 — 5, полностью опре­
делены.

7. Поправку Т1 к моменту окончания процесса и J1 к 
функционалу найдем последовательно из третьего и пя­
того равенств (1.2.4), в которые нужно подставить уже 
известные значения х =  х°(Т°), t =  T° и хх(Т°).

3. Дополнительные замечания.
З а м е ч а н и е  1.2.1. Рассмотрим решение поставлен­

ной задачи еще в том важном случае, когда краевые ус­
ловия д =  0 в конце процесса отсутствуют (кроме усло­
вия h — 0, служащего для определения момента оконча­
ния процесса). В этом случае размерность г вектора q из
(1.1.3) равна нулю, и поэтому в равенствах §§ 1, 2 сле­
дует опустить члены, содержащие q{, q\ и постоянные Я;, 
Я®. Соотношения (4.2.40) также нужно опустить. Приб­
лиженное решение задачи в этом случае значительно 
упрощается, так как опускается одна из самых сложных 
его частей — решение системы уравнений (этап 6). При
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выполнении этапов 3 — 5 функции р°Ш, uCt), x4i) теперь 
определяются однозначно. В остальном схема решения 
остается той же.

З а м е ч а н и е  1.2.2. Рассмотрим еще задачу о мини­
мизации интегрального функционала 

т
/ =  \ U (х, t,u)dt,

*о
/* (я, t, и) =  /® (ж, tt и) +  е /1 (х, t, и) +  . . . ,

где / * — заданная функция. Уравнения, краевые условия 
и ограничения по-прежнему задаем в виде (1,1.1)—
(1.1.2), причем имеют место разложения (1.2.1). Если 
/® не зависит от и, то введем новую фазовую координа­

ту и функционал соотношениями

i*  = /* = /,° (*, *) +  е/.1 (*, * ,»)+■. . ,  ** (fo) = О,

Если же /® зависит явно от и, то полагаем

х* =  е/* =  е/I  (ж, *, и) +  . . . ,  х* (*0) =  О,
=  е /  =  ж* (Г).

Увеличим на единицу размерность вектора х за счет 
добавления к нему новой компоненты ж*. Тогда исход­
ная задача, эквивалентная задаче минимизации функцио­
нала /* , полностью сведется к рассмотренному выше в 
§ 2 случаю. По методике § 2 можно определить минимум 
функционала / *  с погрешностью порядка е2. Для исход­
ного функционала J погрешность решения соста­
вит величину поряда е2 в случае, когда /® не зави­
сит от и, и величину порядка е, когда /® явпо зависит 
от и.

Рассмотрению некоторых задач оптимального управ­
ления указанного типа для слабо управляемых систем с 
интегральным функционалом посвящена работа [1061. 
В ней получены оценки погрешности приближенного 
решения для случая интегрального функционала, содер­
жащего положительно определенную квадратичную фор­
му от управления.
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З а м е ч а н и е  1.2.3. Изложенный подход можно при­
менять для построения приближенных аналитических 
решений задач оптимального управления в случае слабо 
управляемых систем. При этом значение параметра е мо­
жет фактически быть не очень малым. Следует отметить, 
что задачи управления механическими объектами часто 
относятся к рассмотренному выше типу слабо управля­
емых систем. Параметр е здесь характеризует отношение 
управляющих сил к неуправляемым силам.

З а м е ч а н и е  1.2.4. Изложенным методом малого па­
раметра можно получать исходное (начальное) прибли­
жение для последующего решения задачи онтимальпого 
управления на ЭВМ различными численными методами.

В частности, метод малого параметра применяется в 
сочетании с численным методом последовательных приб­
лижений, предложенным в работе [122] и развитым в 
[123], см. также [231]. Малый параметр при этом может 
вводиться в систему (-1.1.-1) искусственно, например, од­
ним из следующих способов:

x =  f(x, t, ей), x =  efixt t, и), 
так, чтобы она была слабо управляемой при е <  1. По­
строив решение при малом е, затем постепенио (шагами) 
увеличивают е до е =  1, решая численно при каждом 
значении е задачу оптимального управления. При этом 
в качестве начального приближения в расчетах исполь­
зуется полученное оптимальное управление для преды­
дущего значения е. Таким образом часто удается до­
биться сходимости численного метода в тех случаях, ког­
да его непосредственное применение при е =  1 не дает 
желаемого результата.

4. Локальная оптимальность. Так как первые интег­
ралы (1.2.6) системы нулевого приближения предпола­
гаются известными, то их можно взять в качестве новых 
искомых функций в системе (1.1 Л). Другими словами, 
равенства (1.2.5), (1.2.6) можно рассматривать как пря­
мое и обратное преобразования от вектора переменных 
х  к вектору новых переменных с, причем вектор с будет 
постоянным лишь в нулевом приближении. Такое преоб­
разование применяется в небесной механике, где пере­
менные типа с называются оскулирующими элементами.

Рассмотрим решение пп. 1, 2 § 2, считая, что в ка­
честве фазовых координат выбраны первые интегралы
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системы нулевого приближения (т. е. оскулирующие пе­
ременные с пз (1.2.6)) и что эти переменные затем по- 
прежнему обозначены через х . Ход решения п.п. 1, 2 
§ 2 останется неизменным, но появятся некоторые упро­
щения, связанные с выбором фазовых координат. Так 
как новые фазовые координаты тождественно постоянны 
в нулевом приближении, то в соотношениях п. п. 1, 2 § 2 
оледует положить /° =  0. При этом, как легко видеть, 
функции ф, g из (1.2.5), (1.2.6) и матрицы (1.2.8) равны

ф(г, с) =  с, g(x, t) =  xi (1215)
Ф(*, c) =  G(t, с )= Е .

Здесь единичная матрица. Соотношения (1.2.7), 
(1.2.9), (1.2.11), (1.2.13) примут вид

t
х° (t) =  а0, х1 (t) =  а1 +  f Z1 (а0, т, и (т)) dx,

*° (1.2.16)
р° (t) =  s, (s, f1 (а°, t, а ))-► sup no u ^ U .

Остальные равенства п. 1 § 2 также можно упростить, 
подставляя в них соотношения (1.2.15), (1.2.16).

Сделаем еще два предположения. Во-первых, будем 
считать, что краевые условия д =  0 в конце процесса от­
сутствуют. Это, как указано в замечании 1.2.1 из п. 3, 
дает возможность опустить в равенствах п. 1 § 2 все 
члены, содержащие Я® и } ! ,  и упростить ход решения. 
Во-вторых, считаем, что выполнено одно из двух усло­
вий: либо функция F0 не зависит явно от t, либо h° не 
зависит явно от х , т. е. справедливо равенство

Т Г Т Г - 0- <‘ -2-17)
Условие (1.2.17) выполнено, например, если Их, t) =  

=  t — 2"*, где Г* — заданное число. Тогда момент Т окон­
чания процесса, определяемый первым условием (1.1.3), 
фиксирован и равен Т*, причем Т° — Т^, Т1 =  0.

Учитывая сделанные предположения и равенства 
(1.2.15)— (1.2.17), пайдем № из соотношения (1.2.3) и за­
тем s из (1.2.12)

при х= х °(Т °), t =  Т°.

(1.2.18)
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Подставим равенство (1.2.18) для s в последнее уело- 
вне (1.2.16)

( * .  г  <»'■ * .  “ »  =  -  ( С - 11 * .  “ >) =  Т  ( т г
d F ° \ 
dt Г

(1.2.19)

Здесь полная производная вычисляется в силу урав­
нения >(1.1.1) с учетом членов первого порядка малости, 
т. е. при / = е / 1. Не уменьшая точности решения (с пог­
решностью в малых высшего порядка), эту производную 
можно заменить производной в силу точных уравнений

Приближенное оптимальное управление, согласно 
последнему условию (1.2.16), доставляет максимум лево­
му из выражений (1.2.19). Так как производная dF°/dt 
не зависит явно от и, то согласно равенствам (1.2.19), 
управление может определяться из условия минималь­
ности полной производной dFVdt.

Управление, которое в каждый момент времени мини­
мизирует скорость dF°/dt изменения минимизируемого 
функционала F0, часто называется локально оптималь­
ным. Таким образом, выше показано, что в слабо уп­
равляемой системе локально оптимальное управление 
при сформулированных выше предположениях является 
приближенно оптимальным управлением. Другими сло­
вами, значения функционала для точного оптимального 
и локально оптимального управления отличаются на ве­
личину порядка е2.

З а м е ч а н и е  1.2.5. Локально оптимальные управле­
ния находятся обычно весьма просто. Для этого доста­
точно записать полную производную dF°/dt как функцию 
оскулирующих переменных, управления и времени, а за­
тем найти ее минимум по u ^ U . Управление при этом 
получается в виде функции от оскулирующих фазовых 
координат и, возможно, времени, т. е. в форме синтеза. 
После этого траектория может определяться либо анали­
тически, либо численным интегрированием задачи Коши. 
Благодаря своей простоте локально оптимальные управ­
ления пеодпократпо использовались в задачах управляе­
мого движения космических аппаратов с малой тягой, 
см., например, [73, 130]. При этом роль нулевого приб­
лижения играет кеплерово движение, а роль первых ин­
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тегралов уравнений нулевого приближения — обычно 
оскулирующие элементы. Локально оптимальные управ­
ления применялись и в качестве начального приближе­
ния при численных расчетах оптимальных траекторий. 
Полученные выше результаты указывают, при каких ус­
ловиях и в каком смысле локально оптимальные управ­
ления действительно близки к оптимальным управлениям.

§ 3. Оценка точности метода малого параметра 
для слабо управляемых систем

1. Постановка задачи. Исследуем вопросы обоснова­
ния н оценки точности методики построения приближен­
ного решепия, развитой в § 2. Задача оптимального уп­
равления (1.1.1)—'(1.1.4), (1.2.1) рассматривается при 
упрощающем предположении, что краевые условия q =  О 
в (1.1.3) отсутствуют (см. замечание 1.2.1).

Систему уравнений движения (1.1.1) представим в 
виде

x =  f°(x, t) +  efl(x, t, и), xito) =  a. (1.3.1)
Здесь f  — некоторая функция, содержащая все по­

следующие члены разложения (1.2.1). В общем случае 
функция f  может непрерывно зависеть от малого пара­
метра е. Однако для обоснования первого приближения 
эта зависимость несущественна и далее не указывается. 
Аналогично, возможная зависимость от аргумента е ус­
ловия h =  0 в (1.4.3) и функционала (1.1.4) в явном ви­
де также не выписывается, т. е.

Их, i) =  0, J =  F(x, t) при t — T. (1.3.2)
Функция u(f) называется допустимым управлением, 

если она измерима и u(t) ^  U для всех t ^  fo, где U — 
замкнутое ограниченное фиксированное множество. Обоз­
начим через Xu(t) соответствующее решение задачи Ко­
ши (1.3.1) при фиксированном допустимом управлении 
u(t) и е ^  (0, еоЗ, а через Г® —первый момент времени, 
когда траектория (t) достигнет поверхности Их, t) *■= 
=  0 из (1.3.2), т. е. Ти — наименьший корень уравнения

к (4 ( * ) , « ) =  0, (1.3.3)

§ 3]
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Здесь ео >  0 — заданная постояппая. Сформулируем 
теперь в новых обозначениях вариационную задачу: для 
заданного е <= (0, sol найти функцию ие it)— оптимальное 
управление, реализующее минимум функционала (1.3.2)

yS =  F (4 (r l ) ,r J ) ,  (1.3.4)
на классе допустимых управлений.

Предположим, что для всех е е  (0, ео! существует 
оптимальное в смысле (1.3.4) управление ifit). Обозна­
чим через яеШ, Те оптимальную траекторию и момент 
окончания оптимального процесса соответственно. Необ­
ходимые условия оптимальности в данном случае имеют 
следующий вид. Существует вектор-функция peit) такая, 
что удовлетворяется уравнение

V  =  -  ^ Я (р '( ( ) ,  t, u'(«), в) (1.3.5) 
и условие трансверсальности

р‘ ( т ‘ ) =  ПР“ t = r -
Здесь Я  — функция Гамильтона, достигающая макси­

мума по аргументу и при фиксированных других аргу-

H (p B(t), xR{t), t, ие (t), e) -  m a x tf(p e(t), x*(t), t, u, e), 
u<=U

(1.3.7)
Hip, x, t, u, e) =  ip, f i x , t)) +  e(p, f i x ,  t, и)).

В (1.3.6) F и h означают полные производные по t 
вдоль 1 траекторий системы (1.3.1), аналогично (1.1.5). 
Изложим кратко для задачи (1.3.1), (1.3.2) процедуру 
малого параметра § 2. Положим формально в (1.3.1) 
8 =  0; получим задачу Коши: х =  f i x , t), я(*0) =  а. Обоз­
начим ее решение через aPit) и найдем момент времени 
Т° как первый корень уравнения hix°it), t) =  0. Далее 
положим 8 =  0 в правых частях (1.3.5), (1.3.6); получим 
задачу Коши

p =  -A * i t )p ,

p i^ ) Г  F jx ° (t ) ,

L  * ( ^ W ,

t) d h jx °(t), t) dF jx° (t)

- 1  •
(1.3.8)
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Здесь Ait) =  dfix^it), t)/dx — матрица пХп  с компо­
нентами dj\ (a;0(£), t)/dxj, А* (t) — транспонированная ей 
матрица. Решение задачи (1.3.8) обозначим через р°(£). 
Введем обозначения

gc(t, и) =  (pe(t), fix 'd ), t, и)), ,. .
g4t,u) =  (p 4 t),f(x°(t),t,u )). }

Из общих соображений следует, что на ограниченном 
интервале времени справедливы оценки

x'it) =  x°(t) +  0(e), p'it) =  p°(t) +  0(e).
Так как при этом g'it, и) =  g°(t, и) +  0(е), то естест­

венно искать приближенное к оптимальному ifit) управ­
ление и°(£) из соотношения (см. (1.3.7), (1.3.9))

8° (*, (t)) =  max (£, и). (1.3.10)
us и

Здесь u°(t)— управляющая функция, реализующая 
максимум (1.3.10). Из леммы (см. [65], стр. 172) следует, 
что существует измеримая функция u°(t), для которой 
равенство (1.3.10) выполняется почти всюду. Эта функ­
ция будет допустимым управлением. Функция u°(t), оп­
ределяемая из (1.3.10), может быть неединственной; 
в этом случае берется произвольная измеримая функция, 
удовлетворяющая (1.3.10). Ниже оценивается близость по 
функционалу управлений u4t) и ifit).

2. Вспомогательные утверждения. Пусть выполнены 
следующие условия:

1) функции fix , t) и fix , t, и) дважды непрерывно 
дифференцируемы по х и непрерывны по t, и;

2) функция hix, t) дважды непрерывно дифференци­
руема по х, f ; функция q>°(t) s  h(x°(t), t) обращается в 
пуль в момент Т* >  to, причем <p°(f) Ф 0 для t е  [£0) Т0] и

ц>ЧТ°) Ф 0; (1.3.11)

3) существует такая постоянная Ь >  0, что для всех
e e [ 0 ,  e j ,  для всех допустимых управлений и для лю­
бых у*], где Г* — некоторый момент времени,
больший Т°, справедливо неравенство

| 4  ( * ) ! < ! > ; (1.3.12)
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4) функция Fix, t) дважды непрерывно дифференци­
руема по х, t;

5) для всех е ^  (0, ео! существует оптимальное уп­
равление u'it).

Тогда справедливы утверждения.
Лемма 1.3.1. Для всех е е [0, e j  и для любых допу­

стимых uit) имеет место оценка
Ь4 (*) - 1*' (*) +  exi (*)] | <  Ь,е*. * s  [t0, Т* 1, (1.3.13)

где xl. (t)— решение задачи Коши

i i  =  A(t) xl +  f1 (x° (t), t, u(t)), xl (*0) =  0. (1.3.14)

Здесь b\ — постоянная, не зависящая от выбора uit).
Доказательство леммы 1.3.1 проводится с помощью 

стандартных рассуждений, используемых при оценке 
близости приближенного решения регулярно возмущен­
ной задачи Коши (см., например, [224]). Двукратная 
дифференцируемость функций /°  и /* по ж (условие 1)) 
позволяет представить решение жй(£)*с точностью до 
членов порядка е2; уравнение (1.3.14) также получается 
разложениями метода теории возмущений. Факт равно­
мерности оценки (1.3.13) устанавливается при помощи 
условия (4.3.12).

Лемма 1.3.2. Для любого допустимого управления 
uit) и достаточно малого значения е*, 0 < е * < с .о ,  су­
ществует момент времени такой, что траектория хи Щ 
достигает терминальной поверхности hix, t) =  0, причем

Смысл и доказательство леммы 1.3.2 достаточно оче­
видны. Все траектории системы (1.3.1) лежат в е-окрест- 
ности траектории x°it), которая вследствие (1.3.11) с не­
нулевой скоростью пересекает терминальную поверх­
ность (4.3.2) в момент времени Т°. Поэтому при доста­
точно малых е* все траектории системы (1.3.1) также 
достигают терминальной поверхности в момент времени 
Ти , отличающийся от Г° на величину порядка е <= [0, е*].

Лемма 1.3.3. Для е ^  [0, е*] и всех допустимых uit) 
справедлива равномерная оценка

\т1 -  ( г °  + s r i ) | < b 2e4. (1.3.15)
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Здесь Т\— постоянный коэффициент, равный

Т'и = -  прп » =  Г ,  (1.3.16)
\ Ох } фО ^

а постоянная Ъ2 по завысит от выбора е и u(t).
Доказательство леммы 1.3.3 проводится па основании 

оценки (1.3.13) п условия (1.3.11). Из (1.3.3) следует 
уравнение для Ти

7t) =

-  Ф* (К )  I- £ ( £  А (*• (П ) .  К ). *1 (П ) )  +  О (е2) =  0.

(1.3.17)

Решение Ти уравпешгя (1.3.17) строится в виде 
7 « =  7’° +  еТ’и - fs 2. . ,;в результате подстановки в (1.3.17) 
для Ти получается выражение (1.3.16). Равномерность 
оценки (1.3.15) устанавливается па основе непрерывной 
дифференцируемости функции ф°Ш и условий (1.3.11),
(1.3.12).

Лемма 1.3.4. Для всех допустимых управлений u(t) 
и е ^ [ 0 ,-8 *] справедлива оценка (&з — постоянная)

| / ; - [ Р ( 1 0 ( 2 ">), Г ) - е ( р 0 ( Г ) ,  4 (2 '» ) ) ]| < 6 ,в 2.
(1.3.18)

Доказательство леммы 1.3.4 основано па двукратной 
дифференцируемости функции Fix, t) (услопие 4)) и 
оценке (1.3.13). Действительно,

=  f  ( * " ( г 0) , г *)  +
+  (*° (Г"), Г") Ти +  *1 ( Г ) ] ]  +  ь у .

Здесь bi — постоянная, не зависящая от uit) и  е е  
s  [0, е*]. Использование выражений (1.3.16) для Ти и
(1.3.8) для р<47°) приводит к оценке (1.3.-18).

Лемма 1.3.5. Равномерно по £ e [ i 0, Т*] при доста­
точно малом значении е справедлива равномерная оценка

Ip'it) -  p°(t) I ^  Ь5е, b5 =  const >  0. (1.3.19)
3 Ф. л. Чериоусыю, Л. Д. Акуленко, D. И. Соколоо



34 МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА [ГЛ. i

Доказательство леммы 1.3.5 следует непосредственно 
из оценки решения системы (1.3.5), (1.3.6) на основании 
двукратной дифференцируемости функций /, h и F и при 
помощи оценок (1.3.13), (1.3.15).

Обозначим теперь через У0е =  min (Г0, Г®}, где Тв — 
оптимальное время процесса. Аналогично предыдущим 
утверждениям можно установить оценку \Т° — Те\ 
где Ьц — постоянная.

Лемма 1.3.6. Для е е  [0, е*] и f e U 0, Г0®] существует 
постоянная Ь7>  0 такая, что

О ^  g°(t, n°(*)) -  g°(f, и®(£)) ^  2&7е. (1.3.20)
Доказательство леммы 1.3.6 стропм при помощи оценок

(1.3.13), (1.3.19) и условия 1). Из mix следует существо­
вание некоторой постоянной Ь7 >  0  такой, что

\gR{t, и) — g°U, и)| <  й7е, £е  [*0) т 0е], н<=77.

Отсюда находим

£®U, ue(l)) — g°(t, u,e(t ) )^ b 7e, 
g°(t, U°(t)) — ge(t, U°(t)) <  b7R.

Кроме того, из (1.3.7) следует

ge{t, и°Ш) —gz(t, игШ) <  0 .

Складывая последние три неравенства, получим 

g°(£, и°(£)) — g°(£, иеШ) <  2 &7е.

Отсюда, так как функция u°(t) удовлетворяет условию 
(1.3.10), следует оценка (1.3.20).

3. Теорема 1.3.1. При выполнении условны 1 )— 5) для 
е е  (0 , е*] справедлива оценка

0 < / ® о - / ® Е< а е 2, а > 0 ,  (1.3.21)

где а, — постоянная.
Доказательство теоремы 1.3.1 следует из устаповлеп- 

иых лемм 1.3.1—1.3.6. Обозначим

д *‘ <‘ ) =  * !•№ - Ч ч о -
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Тогда из оценок (1.3.18) для и =  и° н и = и с получим 
-  Ко =  8(р® (Г°), А* 1 (Г 0)) +  О (е2) =

'/О
=  e f  [( ;» (« ), Л*-(*)) +  (р*№. АМ*))|<И +  0 И .

Иодстаним теперь в подынтегральное выражение ра­
венства

р° =  — Л*р°,
Ад:1 =  Akxx +p(x°(t), tt u°(t)) — / lGr°(£), t, ue(t)).

Получим соотношение
уОв

J \  -  J ‘u, =  В J  [ /  (t, u° («)) -  g° (t, v? (0)1 dt +
2<0

+  J [g° (*, (*)) -  g° (*, “ “ (‘ ))1 dt +  О (e2). (1.3.22)
Toe

В нервом интеграле (1.3.22) подынтегральное выраже­
ние имеет порядок е в силу леммы 1.3.6. Во втором интег­
рале промежуток интегрирования имеет порядок е, а 
подынтегральное выражение заведомо равномерно ограни­
чено. Отсюда следует справедливость оценки (1.3.21).

Изложенное выше доказательство следует работе [138]. 
Независимо аналогичный результат приведен в [164]. 
Оценка (1.3.21) показывает, что найденное согласно про­
цедуре § 2  приближение ю° ( 0  к оптимальному управлению 
ue(t) приводит к отличию 0 (б2) в смысле минимизируемо-, 
го функционала

§ 4. Пример слабо управляемой системы
1. Постановка задачи о полете на максимальную даль­

ность. В качестве примера приложения общего подхода 
§ 2  рассмотрим модельную задачу о полете на максималь­
ную дальность в атмосфере. Численное решение этой за­
дачи было получено методом последовательных приближе­
ний в работе [ 1 2 2 ], а излагаемое ниже приближенное 
аналитическое решепие построено в [226]. Летательный 
аппарат (материальная точка) совершает плоское движение 
в атмосфере. Обозначим через Do его начальную скорость, 
3*
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через g — постояппое ускорение силы тяжести, через т — 
массу аппарата п выберем величины l =  v0g~\ vqg~l и т 
в качестве единиц длины, времени и массы соответственно. 
Связь между размерными и безразмерными переменными 
примет вид

t* =  oQg~lt, xl =  lxh Xj =  v0xJt v =  W  • /

v = ( x U - x iy ’\ * =  1 ,2 ; / =  3 ,4 .

Здесь / — время, xi — горизонтальная координата 
(дальность), Х2 — вертикальная координата (высота); жз, 
Х4 — горизонтальная и всртпкальпая компоненты скорости, 
v — модуль скорости. Величины без звездочек безразмер­
ны, а звездочками обозначены соответствующие размерные 
величины. Помимо веса па аппарат действуют аэродина­
мические силы: сила сопротивления R и подъемная сила 
Г, равные

R =  у  P*v*2S*Cx, Y  =  4-’ р *v**S*Cy. (1.4.2)

Сила R направлена против скорости аппарата, а У -  
перпендикулярпр ей. Здесь р* — плотность атмосферы, 
S* — характерная площадь тела, Сх, Су — аэродинамиче­
ские коэффициенты, зависящие от угла атаки а. Пусть 
управление может осуществляться углом сс, а также пло­
щадью S*, которая может принимать два значения: 
Sx и S2, причем Sx <iS2. Последняя возможность ка­
чественно моделирует изменение геометрии крыла или 
выдвижение закрылков.

Перепишем равенства (1.4.2), вводя безразмерные пе­
ременные

R =  Bmgpv2SCx, Y =  Bmgpv2SCy,

с -  frfo*.
’ 2 mg

(1.4.3)

Здесь ро — плотность атмосферы на начальной высо­
те, р — безразмерная плотность, S — безразмерная величи­
на, принимающая значение Si =  1 и S2 =  Sl/Sx >» 1, а без­
размерный параметр в характеризует отношение аэродина­
мических сил к  силе тяжести. Запишем уравнения движе­
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нии аппарата в безразмерных переменных (1.4.1), проек­
тируя силы (1.4.3) на оси х2:

—- a’j, х3 — BpvS (Сххз -|- Сухл), и — (.Тз -р х )̂  ̂ ,
(1.4.4)

.То — .T.j, Хц — 1 -|- BpvS (CjjZ3 — Схх4).

Начальные услоппя зададим в виде Uo =  0) 
х\ =  х2 =  О, х3 =  cos Go, .r4 =  sin 0О, 

v =  1  (0  <  Go <  п/2 ). (1.4.5)

Здесь 0о — заданный начальный угол наклона траекто­
рии (начальная скорость в безразмерных переменных рав­
на единице). Поставим вариационпую задачу: достичь 
максимальной дальности полета х\ в момент, когда высота 
х2 вновь обратится в нуль. Управляющими функциями 
являются угол атаки a(f), от которого зависят С* п Су (эти 
зависимости конкретизируются ниже), и величина Sit), при­
нимающая дискретные значения Si и S2. Сформулирован- 
пая задача укладывается в общую постановку §§ 1 , 2 , 
если параметр е является малым, что и предполагается в 
дальнейшем.

2. Построение приближенного решения. В обозначе­
ниях ( 1 .2 .1 ) имеем

/г0 =  х2, hl =  0, F° =  - x u Fl =  0, (1.4.6)

а краевые условия q =  0 из (1.1.3) здесь отсутствуют, т. е. 
г =  0. Функции /л и fl при к =  1, 2, 3, 4 равны коэффи­
циентам при е° =  1  и е в правых частях системы (1.4.4). 
При решении следуем общей схеме, изложенной в § 2, см. 
п. п. 2 , 3.

1. Положим е =  0 в уравнениях (1.4.4) и найдем общее 
решение системы нулевого приближения, описывающее 
движение без сопротивления

х\ =  c3f +  Ci, х2 =  с4£ +  с2 — 'kt2,
. (1.4.7)

.г*з =  сз, ж4 =  с4 — г.

Правые части эти равенств есть функции срл из (1.2.5). 
Разрешая равенства (1.4.7) относительно постоянных с{, по-
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лучим первые интегралы 
женил

gl=X\ — х3£,
g3 =  x3,

( 1 .2 .6 ) системы нулевого приблн-

g 2 =  X 2 -  X t t  -  V212, 
g 4 =  X 4 +  t .

(1.4.8)

При помощи равенств (1.4.7), (1.4.8) составим 
цы ( 1 .2 .8 )

Ф =

1 0 / о 1 0 — / on
0 1 0 / 0 1  о — /|
0 0 1 О » G  =  О 0 1 о ■
0 0 0 1 0 0 0 l||

матри-

(1.4.9)

2. Фазовые коордппаты в пулевом приближении (1.2.7) 
пайдем, определяя в решении ( 1 .4 .7 ) произвольные посто­
янные при помощи начальных условий (1.4.5). Получим

x° =  icos0o, х% =  t  sin 0О — £^/2, 

Х3 =  cos 0О, х} =  sin 0О — t .

Подставим решение (1.4.10) в условие окончания про­
цесса хг =  0 и пайдем время Т°, а затем определим мини­
мизируемый функционал /°  — дальность со знаком минус

Т° =  2 sin 0о, 7° =  -  xi (710) =  -  sin 20о. (1.4.11)
3. По формуле (1.2.3) найдем постоянную Я0, исполь­

зуя решение (1.4.10), равенства (1.4.6) для h°, F°, (1.4.11) 
для Т° и учитывая, что г =  0:

*.“ =  - 4  ( Г )  \ х \  ( г 0) ] -1  =  c t g  9 ,.  (1 .4 .12 )

Теперь по формуле (1.2.12) найдем постоянный вектор 
s, используя соотношения (1.4.9), (1.4.12)

Si =  1, S2 =  c tg  0о, S3 =  Т° =  2 sin  0о,
/ЛО * о о п (1.4.13)s 4 =  Т° ctg 0о =  2 cos 0о.

Сопряженпый вектор пулевого приближения р° опреде­
лим при помощи соотношений (1.2.11), (1.4.9), (1.4.13)
r i  =  i ,  r f  =  c te e0l р® =  r °  — t , Pi — ( г °  — <) c tg  о0.

(1 .4 .1 4 )

4. Теперь из соотношения (1.2.13) с использованием
(1.4.4), (1.4.14) получим, что управляющие функции оп-
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ределяются из условия максимальности по <х, S следующе­
го выражения:

ерvS (Т° -  0  [ctgr 0 „ '.(С ^ -O S ) -  (О з  +  O J)l-
Подставляя сюда решение (1.4.10) и учитывая, что 

t ^  7’° =  2  sin Оо, полученному условию можно придать вид 
( cos 290 +  t sin Q0 ^
у х v sin 2G0 — t cos 0O J » min.

a ,S
(1.4.15)

Если па угол атаки а не наложено ограничений, то 
для выполпеппя условия (1.4.15) необходимо потребовать, 
чтобы первая производная выражения (1.4.15) по а равня­
лась пулю. Отсюда получим (штрих озпачает производную 
но а)

У'„ (<*) _  sin 20о — t cos 0о 
С'х {а) _  cos 200 +  t sin 0О * (1.4.16)

Вторая пронзводпая (1.4.15) по а  должна быть при 
этом неотрицательна. При помощи равенства (1.4.16) это
условие запишем в виде

cl -  {c'jc'uyc; = с, {С,/су >  о. (1.4.17)
Таким образом, управление а  (О определяется из усло­

вия (1.4.15), для выполнения которого необходимо выпол­
нение условий (1.4.16), (1.4.17). Если условия (1.4.16), 
(1.4.17) определяют а единственным образом, то это a it) 
и будет искомым. Когда а найдено, управление S выбира­
ется в зависимости от знака коэффициента при S в (1.4.15). 
С учетом равенства (1.4.16) условию для выбора S можпо 
придать вид

S =  S\ =  1 при А >  0, S =  S2 >Si при А <  О,

A =  C,-Cy(C'*IC'y). (1.4.18)

3. Анализ решения. Дадим геометрическую интерпре­
тацию условия (1.4.16). Пусть 0Ш — угол паклона траек­
тории пулевого приближения к горизонтальной оси. Сог­
ласно (1.4.10) имеем

t g O  =  x\/xl =  (s in  0 о —  i)lcos 0 О. ( 1 . 4 . I D )
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Нетрудно проверить, что равенство (1.4.16) с учетом 
(1.4.19) можпо записать в эквивалентном виде

с ; / с ; = tg (0 - !- 0„). ( 1 / 1 .2 0 )
Функции 6’х(а), Су(а) определяют параметрически 

уравнение поляры аппарата — кривой в плоскости Сх, Су. 
Равепство (1.4.20) показывает, что при оптимальном выбо­
ре угла атаки ait) касательпаяк поляре аппарата в лю­
бой момент времени составляет с осью Сх угол 0 -Ь Оо.

Для конкретизации дальнейших вычислении зададим 
аэродпнамнческие характеристики в виде

Сх =  1 — cos 2ао cos 2а,
. о . о (1.4.21)Cv =  К sin 2ао sm 2а.

Здесь ао, К — постоянные, причем, как пструдио про­
верить, К равпо максимальному качеству аппарата 
т а xiCv/Cx), а ао — угол атаки, при котором оио достигает­
ся. Зависимости (1.4.21) принимались в работе [122] при 
численном расчете задачи о полете на максимальную 
дальность. Они обладают следующими свойствами, типич­
ными для некоторых симметричных тел: 1) функции Сх, 
Cv периодичны по а с периодом л; 2) С*(а) — четная, 
а Су{а) — нечетная функции от а; 3) при малых а функции
(1.4.21) имеют обычный вид СХ =  С\ +  С2а2, С„ =  Сза, где 
С\% С2, Сз — постоянные. Поляра аппарата, имеющего ха­
рактеристики (1.4.21), представляет собой эллипс.

Подставляя соотпошеппя (1.4.21) в условия (1.4.16) — 
(1.4.18), получим

tg 2а — К tg 2а0
cos 20о - f  t sin 0о 
sin 20о — t cos 0()

л ■! cos2a.
cos 2а ’  cos 2а '

(1.4.22)

Первое равенство (1.4.22) с учетом неравенства из
(1.4.22) однозначно определяет угол атаки а на интервале 
[0, л). Прибавление к а углов, кратных л, несущественно 
в силу отмеченной периодичности функций (1.4.21). Пос­
леднее равенство (1.4.22) определяет S согласно (1.4.18).

Пусть для определенности а о < л /4 , 0о < л /4  (другие 
случаи рассматриваются аналогично). Учитывая еще не­
равенство t <  Т° =  2 sin 0о, из первого равенства (1.4.22)
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найдем, что tg 2 a > 0 . Принимая во внимание второе со­
отношение (1.4.22), убедимся в том, что 0 < 2 а < я /2 .  
Угол а и величина S примут вид

/а  1 , (тгь о cos 20 +  t sin 0О \
“ (() =  у a rc tg

S =  S\ при а <  ао, S =  S2 при а >  осо.
(1.4.23)

Таким образом, управляющие функции полностью оп­
ределены. Угол ait) согласно (1.4.22) монотонно возра­
стает от а(0) до я/4. Отметим, что углу атаки а =  л/4  от­
вечает согласно (1.4.21) максимальное значение коэффи­
циента подъемной силы Cv. Кусочно постоянная функция 
Sit) имеет, очевидно, пс более одного переключения. 
В копцо процесса, так как а(Т°) =  я/4 >  ос0, величина S при­
нимает свое наибольшее значение S2. Если а(0) >  ао, то 
точка нереь-лючепия вообще отсутствует и S =  S2 всюду, 
а если а (0 ) <  а0, то па начальном участке траектории 
S — Si. Чем больше качество К, тем раньше наступает 
переключение п тем большие значения принимает угол а 
в один и тот же момент времени.

Приведенные результаты хорошо согласуются с резуль­
татами работы [122]. В работе [122] получено численное 
решепис поставленной задачи для случая постоянной ат­
мосферы и в широком диапазоне (от 0 , 1  до 3) изменения 
параметров е, 1C Сравнение оптимального закона управ­
ления ait) из работы [ 1 2 2 ] при ао =  9о =  1 0 ° с законом
(1.4.23) показывает, что при е =  0,1 эти законы практи­
чески совпадают, и даже при е =  0,5 отличие между ними 
составляет примерно 1 0 % во всем диапазоне изменения 
К. Момент переключения, определяемый условием (1.4.23), 
также хорошо согласуется с результатами расчетов (при­
мерно с той же точностью).

Приближенное аналитическое решение (1.4.22) полу­
чено при произвольной зависимости плотности атмосферы 
от высоты. Задавая эту зависимость, при помощи квадра­
туры (1.2.9) нетрудно найти и поправку к траектории, 
обусловленную действием аэродинамических сил. Отметим, 
что траектория и функционал при этом будут определены 
с погрешностью порядка е2, т. е. на порядок в точнее, 
чем управление.
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§ 5. Приблнжепный спптез управления вращепиями 
твердого тела

1. Постановка задачи оптимального торможения. В ка­
честве примера применения метода малого параметра 
(теории возмущений) для приближенного построения син­
теза рассмотрим управляемые вращения твердого тела, 
близкого к динамически симметричному. Динамические 
уравпеппя Эйлера имеют вид

/© i -f- ( / 3 — I) ©2®з “  biui Ч- 1 » (0 ) =  ® и
/со2 + '( /  — / 3) © !© 3 =  Ъ2иг +  N2j © 2 (0) =  «а, (1.5.1^ 

/ 3©3=  Ъ3и3 +  ©3(0 ) =  о)".

Здесь постоянные /, /з — главные центральные момен­
ты инерции твердого тела при отсутствии возмущений 
(0<  1з,<21), — проекции вектора угловой скорости па
главные центральные оси инерции, 6<и{ — управляющие 
моменты, bi =  const >  0 , и,- — управляющие функции, под­
чиненные ограничению

и* +  *4 +  1* (1.5.2)
Проекции момента возмущающих сил ДО{ =  МД©i, ©2, 

©з) есть достаточно гладкие функции переменных ю{ в 
некоторой окрестности начала координат, включающей 
шар

G>1 +  +  ©з <  ©о, ©о =  ( « ?  +  ©22 -Ь ©з2) 1/2.
В частности, если тело близко к динамически симмет­

ричному, т. е.
/ ,  =  Д 1  +  6 i), h  =  Я 1  +  б2), 6 i>2«: 1 ,

то функции Nt содержат гироскопические возмущения ви­
да 7(6i — бг)©1©2. Конкретные модели возмущающих мо­
ментов N{ (i =  1, 2, 3) рассматривается ниже. Далее пред­
полагается, что величина возмущений мала по сравнению 
с моментом сил управления. Это предположение можно 
формализовать введением малого числового параметра е, 
полагая N{ =  eb{fu i =  1 , 2 , 3 .

Для возмущенной управляемой системы (1.5.1), (1.5.2) 
поставим задачу оптимального по быстродействию тормо-



жештя вращений. Требуется перевести фазовую точку 
системы из начального состояния (1.5.1) в пачало коорди­
нат ыДУ') -  0, i “ l, 2 , 3, за' минимальное время Т. Для 
итого необходимо найти закон управления в виде синтеза 
щ =  о)2, оз3), оптимальную фазовую траекторию
как функцию времени t н начальных данных со?, а. также 
минимальное значение времени торможения как функцию 
начальных данных: Т =  Т (со?, со?, ю?).

Отметим, что исследованию управляемых движений 
твердого тела относительно центра масс посвящено значи­
тельное число работ (см. главу 5). Приведенная постанов­
ка задачи оптимального торможения представляет самосто­
ятельный интерес, но может рассматриваться и как со­
ставная часть более общей задачи управления, например, 
переориентации твердого тела в абсолютном пространст­
во. Выбранное ограничение па управление (1.5.2) соответ­
ствует двигателям ограниченной суммарной мощности [73] 
или верньерным двигателям ограниченной тяги [34].

Линейным преобразованием переменных система (1.5.1) 
приводится к удобному для дальнейших исследований 
виду

zi ■+■ D1z2z3 =  uL -(- efL (г ,̂ z2, z3), Zj (0 ) =  z?,

z2 =  A ¥ j  =  tt.2 +  e /2 (z1 , z 2, z !)), z 2 (0) =  z2, (1.5.3)

2з =  из +  e/з  (zlt Z2, z3), z3 (0) =  z3.
Здесь переменные z., функции /, и параметры D\, 

определяются соотношениями

Z1 — I&ibi Z2 =  / ( 0 2&2 *, Zj  =  / 3(i)3&3 , CJ ^

N i-e b J i  (i =  1 ,2 ,3 ) , / ) li2 = i L = i - | M b 3.
°i,a

Поставленная задача синтеёа содержит малый пара­
метр е, и для ее решения нужно сначала найти порожда­
ющее решение, соответствующёе е =  0. В общем случае 
для произвольных D\, D2 явно решить задачу синтеза для 
системы (1.5.3) при е = 0  не удается. В случае же равенст­
ва D\—D% — D певозмущепная система (1.5.3) при «  — 0 
становится управляемой системой с инвариантной нормой,

§ 51 ТОРМОЖЕНИЕ ВРАЩЕНИЙ ТВЕРДОГО ТЕЛА 43
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допускающей при щ =  0 первый интеграл 
z\ -1- z\ -f- z\ =  const.

Синтез оптимального управления при 6 =  0  в этом слу­
чае может быть найден явно [34], что дает возможность 
построить приближенное решение для е <  1  методом воз­
мущений. Отметим, что согласпо (1.5.4) рассматриваемый 
случай D \ = D i= i) реализуется либо при b{ =  b2, либо 
при равенстве момептов инерции /  =  / 3 (тогда имеем 
D\=D2 =  0).

2. Синтез оптимального торможения для нсвозмущен- 
ной системы. Исследуем систему (1.5.2), (1.5.3) при & =  0 
в предположении, что Di = D 2 =  D, т. е. рассмотрим зада­
чу управления вида

Z\ Л-Dz2z$ =  Hi, z2 — Dz\Zz =  u2, z3 =  щ,
2 (0 ) - г ° ,  2 (Г) =  0 , Г -*■ min, lul <  1 . (1'Э'о)

Через z и и обозначены векторы с компонентами (zi, 
z2, Z3) и (7/ 1, из) соответственно, символ М означает мо­
дуль вектора.

Решение задачи (1.5.5) получается прп помощи просто­
го прпема. Умножим каждое нз уравнений (1.5.5) па z,Z_1, 
где Z=|z|, п сложим все уравнения. Получим скаляриое 
уравнение

1=(и, г]), 1] =zl~\ Z(0) =  |z°| =  Z°. (1.5.G)
Из (1.5.G) с учетом соотношений М < 1 ,  |ц1 =  1  сле­

дует
- u U i .

В левом из иолучеппых неравенств знак равенства до­
стигается при управлении

|Н| =  1, (1.5.7)

которое, очевидно, н является оптимальным по быстро­
действию.

Подстановка функции (1.5.7) в уравпеппс ( 1 .5 .6 ) при­
водит к равенству I — — 1 , откуда следует

г =  г°(1 — (2Т 1) , г 0 =  г°. (1.5.8)
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Здесь Го — время оптимального быстродействия. Под­
ставим теперь функцию Щ (1.5.7) в уравнения (1.5.5), 
Получим систему с заданными начальными условиями, для 
которой известен один из интегралов (1.5.8). Ее решение 
ищем в виде z =  Zt], где г](£) — неизвестная вектор-функ­
ция, удовлетворяющая условию |,г)(<)| =  1 . Подставляя 
z{ =  /(£)% в уравнения (1.5.5) и учитывая (1.5.8), для не­
известных функций rji получим уравнения

%  +  Dh\2v\3 =  0 , щ  — Dlrtf)3 =  0 , -Пз =  0 , 
г). (0) =  Т1?, i = 1 ,2 ,3 .

Введем в системе (1.5.9) новую независимую перемен­
ную а

cr =  B » | t ( l - 1/ I « 7 1)  (1 .5 .10)

и воспользуемся выражением (1.5.8) для Z. Тогда с уче­
том цз =  const система (1.5.9) для тц, т)2 сведется к ли­
нейной системе с постоянными коэффициентами. Интегри­
руя, найдем

11i =  Й. (*0)- 1  cos (а +  сг0), cos <j0 =  z\ (Z®)-1 ,
т]2 =  Zj}. (Z0)- 1  sin (<т +  <J0), sin <r0 =  z\ (Zj.)-1 , (1.5.11)
Т Ь -* 8 (*°)Л  l.± =  (z\ +  zlY'\

Отмстим, что скорость изменения фазы о колебаний 
вектора (r)j, т]г) обращается в нуль при t =  T0 вместе с 
величиной Z модуля вектора z. Таким образом, решение 
задачи оптимального быстродействия для невозмущенной 
системы (1.5.2), (1.5.5) полностью построено в виде
(1.5.7), (1.5.8), (1.5.10), (1.5.11). Простым пересчетом по 
формулам (1.5.4) получается решение в исходных пере­
менных ом, 0)2, о)э. Зависимость фазовой переменной zi, 
а также величин Z, 1± и о +  оо от времени t качественно 
представлена на рис. 1 .1 .

3. Приближенное построение оптимального синтеза. 
Подставим управление и0 из (1.5.7) в возмущенную си­
стему (1.5.3). Для величины Z=lz| получим уравнение

г------1 —e(T|, /), Z(0) =  Z°.
Так как Кц, /)1 <  1/1, то вследствие ограниченности 

функции / = ( / ь  / 2, /з) в окрестности начала координат
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величина I достигнет нуля за некоторое время Т, отлич- 
пое от Го =  1° на величину порядка е. Следовательно, син­
тез управления (1.5.7) обеспечивает торможение тола за 
время Г, близкое к Г0.

Построение синтеза оптимального управления с уче­
том возмущающих моментов с некоторой заданной сте- 
пепыо точности по малому параметру е можно осущест­
вить при помощи метода динамического программирова­
ния. Для этого построим приближенное решение задачи 
Коши для уравнения Гамильтона — Якоби — Веллмана

Здесь Г =  T(z, е) — функция Веллмана — минималь­
ное значение функционала (времени торможения) для 
процесса, начинающегося в фазовой точке ъ; G — вектор 
гироскопических моментов, дТ!дъ — вектор частных про­
изводных функции Г по z. Таким образом, в левой части 
уравненпя (1.5.12) стоит скалярное выражение, минимп-

Еис. 1.1.

[43, 53]:

G =  (В*Л . -  1*л , 0), Т (0, е) =  о. ( 1  -5Л2)
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зация по и которого приводит к оптимальному управле­
нию вида

и*

Подставляя (1.5.13) в соотношение (1.5.12), получим 
задачу Коши для нелинейного уравнения в частных про­
изводных

Ipl -I- (р, G) +  ъ(р, /) =  1, Г(0, е) =  0. (1.5.14)
Решение задачи (1.5.14) в предположении, что фупк- 

ция /  достаточное число раз дифференцируема в ^-окрест­
ности начала координат z =  0 , строится разложениями по 
степепям параметра е

П*, е) -  В Д  +  вГ,(*) +  . . .  +  8"ДЫ  +
Гл(0)==0, к =  0, 1, 2, ...

В соответствии с методикой теории возмущений пред­
ставление (1.5.15) подставляется в (1.5.14). Приравнива­
ние коэффициентов при одинаковых степенях е позволя­
ет получить последовательность уравнений в частных 
производных с нулевыми условиями. В дальнейшем бу­
дем использовать обозначение

дТ
Pk =  -g±, fc =  0 ,1 ,2 , . . .  (1.5.16)

При к =  0, что соответствует певозмущенной системе
(1.5.5), получим нелинейную задачу Коши вида

1ро1 +  (ро, 0  =  1, Го(0) =  0. (1.5.17)

Решение задачи (1.5.17) доставляет функция
а д - 1 * 1 -  г, po= ti =  ^ - i а.5.18)

из (1.5.8), для которой lpol =  l, (ро, 0  =  0 (см. формулу 
(1.5.12) для G). Фупкцпя (1.5.18) всюду пенрерывпа и 
непрерывно дифференцируема в каждой точке, кроме 
точки z =  0, где производные не определены. Однако урав­
нение (1.5.17) формально удовлетворяется п в точке 
z — 0. Таким образом, выражение (1.5.18) ость функция 
Веллмана невозмущепной задачи оптимального управле­
ния (1.5.5), а ро =  г). Из (1.5.13), (1.5.15), (1.5.18) полу­
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чим пулевое приближение для управления, совпадающее 
с ( 1 .5 .7 ): и* (z, 0) =  и* (z) =  — Ц.

Отметим, что так как Ipol =  li т0  проведепное в урав­
нении (1.5.14) разложение вблизи Т =  7o(z) справедливо 
при достаточно малых е.

Следующее уравнение, определяющее функцию T\(z) 
в (1.5.15), является линейным с известной неоднород­
ностью

(ри Ро) +  (ри G )= F u F\{z) =  (Ро, /(z )), Г ,(0 )= 0 .
(1.5.19)

Здесь вектор G дан формулой (1.5.12), а ро — форму­
лой (1.5.18). Решение задачи Коши (1.5.19) можно по­
строить методом характеристик [170]. Семейство харак­
теристик строится однозначно, так как сумма квадратов 
коэффициентов при частных производных здесь отлична 
от нуля:

(Ро “Ь &)2 =  1 +  -D2 ( z 1 +  z|) Zg ^  1.
Уравнения характеристик задаются соотношениями

«  ,, 5  20.
ч ,+  л « А  ч , -  DV ,  ~  ч ,  “  -  F l  (,)•

Общий интеграл первых двух уравнений (1.5.20) удоб­
но представить в форме, аналогичной ( 1 .5 .1 1 )

Zi =  ad cos OfaDfrl2 +  x) =  ф| (Z, ar p, t),
z2 =  -a Z s in  (V2Z)pZ2 +  x) = q)2(Z, a, p, x), (1.5.21')
z3 =  pZ =  фз(£, a, p, x),

a, p, т =  const, a2 +  p2 == 1 .
Из соотношений (1.5.21) постоянные a, p, т могут 

быть выражены как функции вектора z следующим 
образом:

а = 1 х Г 1, Р = ZjZ_1, c ost  = { z y coss  — z2 sin s) (Z±)_1,
sinx =  — (z^in s - f  z2cos s) (Zx)“ \ (1.5.22)

=  (*I +  2г)1/2> s=  1UDzil.
Теперь на основании последнего соотношения (1.5.20) 

и выражений (1.5.21) искомое решение Т\ задачи Коши
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(1.5.19) записывается в виде квадратуры
i

T i (z) =  -  .f F i (<P {У, a. P, *)) d y , (1.5.23)
о

в которую должны быть подставлены компоненты <pi, фг, 
фз вектор-фупкцни ф из (1.5.21) и выражения (1.5.22) 
ДЛЯ а, Р, т.

Уравпепия для последующих коэффициентов Tk(z) 
(к > 2 ) разложепия (1.5.15) имеют вид, аналогичный
(1.5.19):

(.Рп, po +  G )= F h(z), З Д » =  0. (1.5.24)
Функции Fh(z) в правой части (1.5.24) на каждом 

шаге известим в результате вычислений функций Ti(z) , . . .  
.. ., Th~i(z) на предыдущих шагах. Они выражаются че­
рез производные /;о, рi, . . . ,  Ph-u & в конечном птоге при 
помощи квадратур от функций /Дг) (i =  l, 2 , 3) и их 
производных. Аналогично (1.5.23) записывается решение 
задачи Коши (1.5.24)

{
Тк (z) =  -  j  Fh (ф (у, a, Р, т)) dy, (1.5.25)

о
где величины а, (J, т имеют вид (1.5.22). Если вектор- 
функция /Ы  непрерывно дифференцируема по z в 
£°-окрестностн начала координат к раз, то первые к + 1  
членов представления (1.5.15) дают искомое выражение 
для функции Беллмаиа T(z, е) задачи (1.5.14) с по­
грешностью порядка eft+1, т. е.

Г ( 1 , е )  =  | * | +  i e j r j (2) +  0 ( 6'“+ 1 ) .  (1 . 5. 26)
3= 1

Переходим к построению вектор-функции оптималь­
ного управлеппя u*(z, е). Подставляя (1.5.26) в (1.5.13), 
получим

р __ Ц - | -  e p t +  . • • +  eftf /t +  О (&h'H) __

iP l ~~ I 4 +  +  • • • +  &hPh +  0  (e,,+1) |
it* (z, e) == -

=  - T| +  eB; ( * ) + . . . +  *4 * (z) +  о (e''+1). (1.5.27)
Здесь использовано равенство ро =  т| (см. (1.5.18)) и 

обозначение (1.5.16). В качестве /с-го приближения к
4 ф. л. Черноусым», Л. Д. Акулспко, Б. Н. Соколов
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оптимальному управлению будем рассматривать выра­
жение

Щк) (z, е) =  —
И +  врд +  •. ■ +  &hPh

I1! +  еРд +  • - • +  &hPk |
(1.5.28)

получающееся в результате подстановки первых к + 1  
членов ряда (1.5.26) в формулу (1.5.13). Выражение 
(1.5.28) удовлетворяет ограничению |м(Л)1 ^ 1  из (1.5.2). 
Однако разложение функции u(h) в степенной ряд по е 
содержит члены высших порядков по е. Если же разло­
жить (1.5.28) в ряд по е (см. (1.5.27)) п органпчпться 
первымп к + 1  членами, то получим другую аппроксима­
цию управления
иш (г, е) =  — I) -I- (z) +  . . .  +  sV  (») =

=  - t ]  +  e£/lw(z,e). (1.5.29)
Выражение (1.5.29), вообще говоря, пе удовлетворя­

ет ограничению (1.5.2), однако погрешность удовлетво­
рения этому ограничению составляет, очевидно, величи­
ну 0 (eh+1). При построении приближений к оптимальпой 
фазовой траектории удобнее использовать аппроксима­
цию (1.5.29) вместо (1.5.28), что не уменьшит порядка 
точности вычислений.

В первом приближении из формул (1.5.27), (1.5.29) 
получим

и* (z, е) =  —

=  -  Ч +  е [Pi — *1 (Л, Pt)] +  0  (в*) =
, _ Т1 +  Ы7 (1>(*) +  0(е*). (1.5.30)

4. Приближённое вычисление оптимальной траекто­
рии. Подстановка аппроксимации для оптимального 
управлепия uw iz, е) из (1.5.29) в уравнения (1.5.3) при­
водит к задаче Коши (/с +  1)-го приближения

zi +  Dhh  =  — Л1 +  (z, е) +  e/j (z), zx (0 ) =  z°u

h  — Dhh — — “Лй 4 " (zj в) +  e/ 2 (z), z2 (0 ) =  z2,

z3 ~  — Лз eC/(3ft) (z, e) +  e/ 3 (z), z3 (0 ) =  z3,
(1.5.31)

*1 -I- ep1 H- Q (a2)
IЛ -I- epa +  О (e2) |



в которой оиухцеиы члены порядка eft+I в оптимальном 
управлении. Это приводит к погрешности того же поряд­
ка в определении оптимальной траектории. Поэтому фа­
новая точка 2 будет находиться в eh+l-окрестности нача­
ла координат 2 =  0 в момент времени T(z°, е), являю­
щийся временем оптимального быстродействия.

Переходим к определению приближенной оптималь­
ной фазовой траектории с погрешностью 0(eft+1), т. е. 
к решению системы (1.5.31) с указанной точностью. 
Для упрощения записи введем вектор-фупкции

Lw (z, е) =  U(k)(z, е )+  /(*). (1.5.32)
В силу (1.5.29) функция L(h) является многочленом 

степепп к — 1 от е. Запишем уравнение для величины 
Ы = I, вытекающее из (1.5.31), (1.5.32)

Z =  -  1 +  8 (11, £ (ft)(z, в)), /(0) =  1°. (1.5.33)

Из ограниченности Ьт и равенства 1т)1 =  1 вытекает, 
что при достаточно малом е величина I монотонно убыва­
ет и обращается в нуль. Таким образом, приближения к 
оптимальному управлению обеспечивают приведение си­
стемы в начало координат (торможение твердого тела). 
Время торможения для приближений (1.5.28), (1.5.29) 
отличается от оптимального времени T(z°, е) на величи­
ны порядка е',+1 и может быть с указанной точностью 
определено из (1.5.26).

Решение системы (1.5.31) будем искать в виде z =  lx\ 
(см. п. 2). С учетом (1.5.33) для вектора ц получим ана­
логично (1.5.9) систему

■ iii +  Dlr\nJh =  8'IJiW (Л Л, е), гц (0) — Л?»

Л2 — Лз =  еФ2л) (Л» h 8)> Л2 (°) =  Л®,
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Лз =  8Ф(з0 (Л, 8)» Лз (0) =  Л®1

Ф (,°  (т], Z , е) =  Г 1 [ L w  ( I y\, е) — i] ( t j , L lk) (lt\, е ) ) ] .  □ (1 . 5 .34)

Функции Z, 11 могут быть построены (с заданной сте­
пенью точности по е) разложениями по е, аналогично 
§ 2, или последовательными приближениями.

Изложим рекуррентную схему последовательных при­
ближений. Пусть известно решение системы (1.5.33), 
4+
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(1 .5 .3 4 ) в (/ — 1 )-м приближении, т. е. функции е),
r|(j-i)(£, е). Тогда /-е приближение для I и Т]3 находится 
квадратурами, вытекающими из (1.5.33), (1.5.34)

hi) С*»6) =  f

=  1° -  t +  е f (ло‘—D (т, Ю, ^(A) (*(i-D (T>e) X
Xil(j-i)(T ,e ), e))dx, (1.5.35)

t
Ih(j) (t, e) =  11? +  S J Ф з ° (Л и - D  ( * ,  e) .  *0 - 1 )  (T > e)> e) f c -

о
Для определения функций rji, r)2 в j - u  приближепии в 

левые части уравнений (1.5.34) для tji, цг подставляются 
величины (1.5.35). В правые части этих уравнений, со­
держащие множитель е, подставим (/ — 1 )-е приближения 
для I, t j . Получаем

rli(j) +  D h i )  е) Лзо') (^>е) ЛгО)=r £®i(j-ft) (^?е)»

ЛгО) — Dl(j) {ty е) т|зо) (ty е) тщ л  =  еФ 5й_1} ( е) ,  ( 1 .5 .3 6 )  

ЛШ)(0) =  Л?» ЛгШ (0) =  'Пг-
Через Ф(1( } - 1 ), Фа(}_!) здесь обозначены компоненты 

вектор-фупкции Ф(к) из (1.5.34), в которую вместо tj, I 
подставлены (; — 1 )-е приближения е), Z(j-h (f, е).

Решение соответствующей (1.5.36) однородной систе­
мы имеет вид, аналогичный (1.5.11)
Л гО ) =  С1 i  C0S * j  — c2j Sin Sjy 1l2(j) =  Clj Sin Sj -|- Coj COS Sj,

(1.5.37)
i

sj («, e) =  D j  lU) (т, e) лЫ}) (т, г) dx. 
о

Применяя метод вариации постоянных С\}, Сг,-, получим 
на осповапии (1.5.37) искомые решения неоднородной си­
стемы (1.5.36) в виде квадратур

■ Лкj) ft*е) =  Л? cos Sj — r|2 sin Sj +
t

-Ь f |Ф?о-1 ) (т, е) cos [.?; (t, е) — s} (т, е)] —

— Фги-д) (*. е) sin [sj (i, в) -  Sj (т, е)] 1 <2т,
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ЛзО) (г> е) =  "*1 ? sin Sj -I- cos s} -|-
t

+  j [Фiu - 1 ) (T, 6) Sin [Sj (f, e) -  Sj (t, &)] +  
о

+  Ф а о - п  (t , b ) c o s  [Sj ( f ,  s) — Sj (t , e )]} dx. □ (1 . 5 .38)

Схема последовательных приближений (1.5.35)—
(1.5.38) позволяет построить функции Z0 )(t, е), ц^(t, е) 
со сколь угодно высоким значением индекса / =  1 , 2 , .. .  
В качестве нулевого приближения берутся функции I и 
т), определенные в (1.5.8), (1.5.10), (1.5.11).

Так как в системе (1.5.31) уже отброшены члены по­
рядка e,t+1 п выше, то в процессе итераций во всех вычис­
лениях члены таких порядков также следует опустить. 
По этой же причине процесс итераций следует оборвать на 
(к — 1 )-м шаге, взяв в качестве к-то приближения для оп­
тимальной траектории функцию z(k)(i, е )=  i(k)U, e)r|(ft)(f, е).

Обоснование схемы последовательных приближений и 
оценка погрешности метода по степеням малого парамет­
ра е получаются известным способом па основе теории 
об операторе сжатия (см., например, [100, 224]). Подста­
новка функций z(k)U, е) в (1.5.27)— (1.5.30) дает прибли­
женное выражение оптимального управления в форме 
программы (как функции от t, е) с погрешностью 0(ьк+1). 
Таким образом, приближенное решение задачи оптималь­
ного быстродействия для системы (1.5.3) с заданной сте­
пенью точности по е полностью построено. Простым рас­
четом при помощи соотношений (1.5.4) получается иско­
мое решение задачи оптимального по быстродействию 
торможения вращений твердого тела в исходных пере­
метших 0 1 , 0 2 , 0 3 -

5. Пример. Рассмотрим конкретную механическую 
модель момента возмущающих сил N{, £ =  1, 2, 3, в систе­
ме (1.5.1). Пусть твердое тело близко к динамически сим­
метричному, а коэффициенты М, Ь2 в (1.5.1) также близ­
ки друг к другу. Другими словами, имеем

h  = /(1 + e6L), b { = Ml + ePi), e < 1,
(1.5.39)

/ 2 =  / ( 1  +  еб2), &2 =  M l +  ep2).
ЗдесЬ I  и h  — главные центральные моменты инерции 

тела вокруг осей, соответствующих индексам 1 , 2 ; через
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I обозначено некоторое среднее или певозмущенное зна­
чение момента инерции, например /  =  V2 ( / 1  +  / 2.); вели­
чина Ъ имеег аналогичный смысл, а б], 62, Pi, (J2 - - без­
размерные величины порядка единицы. Кроме того, пред­
положим, что на твердое тело действует малый тормозя­
щий момент сил вязкого трения с компонентами 

з
v'i =  — е 2  AijCOj, i =  1 ,2 ,3  (1.5.40)

i=i
по главным осям инерции. Здесь Лц — неотрицательно 
определенная матрица постоянных коэффициентов.

Уравнения управляемого движения твердого тела (ди­
намические уравнения Эйлера) п рассматриваемом случае 
имеют вид (см. (1.5.1))

/i©i +  ( /3  — / 2)©2© з =  +  V|,

/2© 2 +  (/1 — /3)© 1(1)3 =  &2ц2 +  v 2, ( 1 . 5 .4 1 )
/3© 3+ ( /2~  /l)© l© 2=  b3U3 +  V3.

Приведем уравнения (1.5.41) к виду (1.5.1). Получим 

и /©! +  (/3 — I )  ©2©з =

=  b[ их +  ^  v j  +  ^ / 3 — I  — f * ^ - 2 1  j  о).,(о3,

/ © 2  +  ( /  — / 3) ©iWg =

=  ъ'ги2 +  T2V* +  ( 7  ~~ 7 3 -  - 1 3 7 )

7 з*>з =  Ь3и 3 +  v 3 +  (1 Х — / 2) ©л©2,

ь[ =  bJlT\  &; =  b j l z 1. □ (1.5.42)

Воспользуемся формулами (1.5.39) и (1.5.40), относя 
к возмущениям Nt гироскопические и диссипативные мо­
менты из правой части системы (1.5.42)

N1 = v i  +  е [ ( / 3 — 7) 6i +  / 6 2] © 2 © з  +  0 ( е 2 ) ,

N 2 =  v2 +  е [( / -  / 3)б2 -  / 6 ,] © ,« з +  0 (e2), (1.5.43)
N3 =  v3 +  e /(6 | — 62)©i©2 +  0 (e2).
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Выполнял преобразования (1.5.4), приведем систему
(1.5.42), (1.5.43) к виду (1.5.3). При этом будем иметь в 
обозначениях (1.5.3), (1.5.4)

з
/х =  a iz‘iz 3 — 2  ^1 jZ5»5=1

з
/>> == rt.,ZjZg —■ (1.5.44)

5=1
з

/3  =  a3ZlZ2 —  2  ^3jZj*5=1

Здесь постоянные ait Хц с точностью до малых вели­
чин порядка е равны

« 1 “ [ < Л - / ) в 1 +  / б а] ( / Л Г Ч ,
«S =  [(/ -  h )  б2 -  /бх] ( //з Г 1 b , , (1.5.45)

Поставим задачу вычислить функцию Веллмана 
7'(z, е) с погрешностью О (г2), т. е. определить коэффици­
ент Тi(z) разложения (1.5.26). Согласно (1.5.44), функ­
цию F\ =  (ро, /), определенную в (1.5.18), (1.5.19), можно 
разбить на два слагаемых, обусловленных гироскопиче­
скими и дпссипативпыми возмущениями

Fх (z) =  Flv (z) +  F lv (z),

Fly (z ) =  («X +  «2 +  О,) ^ - 3, (1.5.46)
3

& IV (Z) =  f  ^ijZiZj.

Аналогично разбиению (1.5.46) функция ^ ( z )  из
(1.5.23) представляется в виде T\(z) =  +  Г ь Ы .
Для функции Г 1т(г) на основе (1.5.21)— (1.5.23) и (1.5.46)
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получается выражение в виде квадратуры [2 2 ]

■ Tlv(z) =  — 1/г (% +  аг 4" аз) 3 1 [(za — zi) cos |-
I

+  2zxz% sin 6j  J у2 sin (02y2) dy +  
о

+  [ 2 zxz2 cos 0Х — (z\ — zf) sin 0j  f у2 cos (0 .,7/2) dpj,

02 =  Dz3l~\ l=\z\. □ (1.5.47)
Второе слагаемое в T\ — фупкция ГьЫ  — вычисляет­

ся подобно (1.5.47) п выражается в элементарных функ­
циях. Имеем

г » ( * ) = -  2  h m iii.v* ), i =  l*|- (1.5.48)
г,j= l

Здесь коэффициенты a,j равны [17]

„  ч г + ч ?  7 2 . ч ;в- ч р
« п  = -------7--------1 i -------------------

4D43*
sin 2сг — Т>1̂ 2 ■ (1 — cos 2 о ) ,

“ “ = “ « = J !k r - (1 - cos 2а) -  i $ s in  2 а >
а 1з =  a 3i =  4 i0 ” l sina — (1 — cos а),

+  2 а +  ^ ( 1 -cos 2 а),

а 2з =  а зз =  — — cos а) — ц * /) -1 sin а,

аз з = 1 /2т1з^ 1  o =  D4 %l2t l=\z\. п (1.5.49)
Компоненты единичного вектора ц* =  (г)*, t]*f ц*) вы_ 

ражаются через компоненты фазового вектора z =  h\ 
формулами
Л* =  Лхcos s — Лз sin s» Лг =  — Л-2 c°s s — ii, sin s,

* (1.5.50)
Лз =  Лз> s =  V8D*3Z.

На основе п. 3 функция T =  1 + г(Тп + T\v), где ко­
эффициенты Т{Л, ТХч определяются согласно (1.5.47)— 
(1.5.50), является с погрешностью 0 (е 2) функцией Бел-
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лмана задачи оптимальпого по быстродействию торможе­
ния вращений системы (1.5.41) в предположениях (1.5.39),
(1.5.40). Оптимальный закон торможения и первом при­
ближении как функция фазовых координат может быть 
получек на основе (1.5.30) при помощи вектора произ­
водных [>\ =  d'i\/dz. Дальнейшее исследование движения 
управляемой системы (1.5.41) в первом приближении по 
е, т. о. вычисление фазовой траектории z(i,(£, е) может 
быть осуществлено при помощи методики п. 4.

Отметим одпо качественное свойство полученного ре­
шения. Так как А;,-— неотрицательно определенная мат­
рица, то таким же свойством обладает и матрица Я,-,- (см.! 
(1.5.45)). Следовательно, квадратичная форма (1.5.46) для 
/ 'ь  неположительна, и поэтому соответствующая поправ­
ка еТiv к времени быстродействия также неположитель­
на. Таким образом, наличие моментов диссипативных сил 
может лишь уменьшить время торможения твердого тела.

§ 6 . Замечания о методе возмущении 
для вариационных задач 1

1. Метод возмущений для классической вариацпоииой 
задачи. Выше изложены некоторые варианты метода воз­
мущений для задач оптимального управления. Рассмот­
рим применение обычного метода возмущений в такой 
задаче оптимального управления, в которой ограничения 
па управление несущественны и которая по существу 
эквивалентна некоторой задаче классического вариацион­
ного исчисления. Пусть уравнения движения управляе­
мой системы имеют вид

х =  fix, £, и, е), ( 1 .6 .1 )
где х — л-мерыый вектор фазовых координат, и — тл-мер- 
ный вектор управляющих функций, е — параметр, f — за­
данная n-мерная функция своих аргументов, to и Т — 
заданные моменты начала и окончания процесса. В эти 
моменты должны выполняться краевые условия

giixito), е) =  0 , i=  1 , .. ., г; 0 < г <  л,
hjixi'D, е) =  0 , ; =  1 , . . . ,  а; 0  ^  а <  п, 1 -6 ,2

где g{, hs — заданные функции. Числа г, s удовлетворяют 
ограничениям (1.6.2), а в остальном произвольны. Тре-



58 МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА [ГЛ. I

буется выбрать управляющую функцию uit) на интерва­
ле Uo, Г] так, чтобы удовлетворить условиям ( 1 .6 .2 ) и 
доставить минимум интегральному функционалу

т
/ =  j‘ G{x{t), t, u{t), &)dt-+ min. (1.0.3) 

'o
Заданные скалярная функция G и функции /, gt, ht 

в (1.6.1)—(1.6.3) считаем достаточно гладкими и такими, 
что задача оптимального управления (1.6.1)— (1.6.3) без 
ограничений на управление допускает единственное ре­
шение в некотором интервале [0 , бо! изменения пара­
метра Б.

Приведем необходимые условия оптимальпостн. Обо­
значим через pit) re-мерный вектор сопряженных лере- 
менпых, удовлетворяющий системе уравпепий

и условиям трансверсальности

Р (*с
и  V .  5М ж('о)’ е)
W — oi i

(1-0.5)

Р ('П  =
v  дкЛх{Г),г)

j=i
Здесь Xi, p.j — неопределенные множители Лагранжа. 

Функция Гамильтона Н задачи (1.6.1)— (1.6.3) имеет вид
Hip, х, t, и, б) =  ip, fix, t, и, б)) — Gix, t, и, б). (1.6.6)
Условие ее максимальности по и при отсутствии огра­

ничений на управление приводит к соотношениям
dJL=( (
dUj d u j dui i =  1 , (1.6.7)

служащим для исключения и из системы ( 1 .6 .1 ), ( 1 .6 .4 ).
Представим зависящие от г функции f, G, gt, h} в 

виде разложений
■ /  ix, t, и, в) =  /° (х, t, и) +  б/ 1 (х, t,u) +  . . .

G (х, t, и, е) =  G0 (х, t, и) -j- eG1 (х, t, м) +  . . .
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#i(x, е) =  g°(x) 4 - eg\ (х) +  . . . ,  i =  1 , . . . ,  г, 

hj (х, е) =  Щ (ж) +  еЛ] ( « ) + . . . ,  /  =  □

Будем искать решение краевой задачи (1.6.1), (1.6.2),
(1.6.4)— (1.6.7) согласно методу возмущений в виде 

х (t, е) =  x°(t) +  ex1 (t) +  ...

Верхние индексы в (1.6.8), (1.6.9) указывают помер 
коэффициентов разложений. Подставим разложения
(1.6.8), (1.6.9) в соотношения (1.6.1), (1.6.2), (1.6.4)— 
(1.6.7) и приравняем коэффициенты при одинаковых сте­
пенях е. В нулевом приближении получим

* ? (* ” (*о)) =  М (* ° (П ) “ 0  (1 = 1 ......... г; =  1 ......... »).

где — некоторые постоянные коэффициенты.
Из соотношений первого приближения запишем лишь 

равенства, получаемые из уравнений ( 1 .6 .1 ) и краевых 
условий (1.6.2). Имеем уравнения в вариациях и условия 
на концах для вектора х1

( 1 .6.8)

&(£, е) =  u°(t) +  eu4t) + . . .  
pit, е) =  p°(t) +  &pl(t) + . . .

(1.6.9)

■ .т° -  /° (ж0, г, и»),

/ , « =  «ем»" “

(1 . 6. 1 1 )
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Здесь др/дх, др/ди — матрицы соответствующих част­
ных производных. Используя условия трапсверсальпости 
пз ( 1 .6 .1 0 ) п краевые условия (1 .6 .1 1 ), устапавливаем 
справедливость равенств

( _ ,  L (,_ ! J
(У )

1 = 1

(1.6.12)

Аналогично имеем

(Р°(Г ), * ' ( ? ') ) = - - - 5 1  г ) .
? = 1

В силу (1.6.12), (1.6.13) имеем равенство 
т г

i =  Г d( А а
dt dt =  (р°, х1)

(1.6.13)

=  2 ( / ( « ) -  2 ^ h }(x am ) .  (1.6.14).
1 = 1  j=l

С другой стороны, используя уравнения (1.6.10) для 
р° и (1.6.11) для х\ интеграл (1.6.14) представим в виде

-  ( - Т 1 - * ' ) + ( л  & * ) + ( л  t u I) + O ’ * .  / * > ]dt■
(1.6.15)

Используя последнее соотношение (1.6.10), получим 
из (1.6.15)

1=I { { € •*‘)+(С- uj + (л « ] dt• <1А16>
*9
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Сопоставляя (1.0.14) и (1.0.16), имеем равенство

-  2  № }  (*° (Т)) -  Г (/Л  f1) dt. (1.0.17) 
j = 1  t

т

Вычислим функционал (1.0.3) с точностью до членов по­
рядка е включительно

Заметим, что в равенствах (1.6.15)—(1.6.19) в качест­
во аргументов функций /°, / ',  G°, G1 и их производных 
везде фигурируют функции нулевого приближения х =  
=  x°(t) и и =  и°Ш.

Формула (1.6.19) показывает, что слагаемое порядка 
е в минимизируемом функционале не зависит от управ­
ления и траектории первого приближения и1 (г), яЧО. 
Указанный факт означает, что если погрешность порядка 
е2 по функционалу и краевым условиям приемлема, то 
пет необходимости искать поправки и1, х1 из условий оп­
тимальности (минимума квадратичных по е слагаемых в 
функционале). Эти функции достаточно выбрать так, что­
бы в первом приближении удовлетворить лишь краевым 
условиям, т. е. равенствам (1.6.11). Величина функциона­
ла может быть подсчитана с погрешностью порядка е2 по 
формуле (1.6.19), исходя только из пулевого прибли­
жения.

2. Заключительные замечания. Отмеченное свойство 
характерно для таких задач, в которых имеет место внут-

1о
Из равенств (1.0.17), (1.0.18) получим

+  2  « г !  (*° (*о)) -  2  Л *  (*° (?))}• (1.6.19)
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реннпй экстремум, т. е. ограничения да управление от­
сутствуют. При наличии ограничений изменение управле­
ния на величины порядка е вызывает, вообще говоря, 
изменение функционала на величину того же порядка 
малости.

Сказанное можно наглядно проиллюстрировать на 
элементарном примере минимизации функции многих пе­
ременных. Пусть F(z, е) — дважды непрерывно диффе­
ренцируемая функция, определенная в области z е= Д, 
при достаточно малых е е  ГО, e°h Область De предполага­
ется выпуклой, а ее зависимость от е непрерывна и тако­
ва, что при изменении е па А б граница области Ds сме­
щается на величину порядка Де. Требуется найти мини­
мум F(z, е) по z при z^ D e. Для функции F имее т место 
разложение

F(z, е) =  F°(z) +  eF4z) + . . .  (1.6.20)
Предположим, что функция F°(z) в D0 обладает тем 

свойством, что ее второй дифференциал положителен в 
точке внутреннего минимума F°(z), если такая точка су­
ществует.

Будем искать решение поставленной задачи при ма­
лых е методом возмущений, полагая

z =  z° +  ez1 +  . . .  ( 1 .6 .2 1 )
Подставляя (1.6.21) в (1.6.20) и разлагая полученную 

функцию в ряд по е, найдем

F (2, в) =  F° С*°) +  в [Fjj (г») г* +  Р '  (*°)'| +  О (ег).
(1 . 6 . 22)

Пусть точка z =  z°, в которой достигается минимум 
F°(z) при z s  D0, есть внутренняя точка области D0 (слу­
чай внутреннего экстремума). Тогда (z°) =  0 и члены 
порядка е в (1.6.22) не зависит от z1. Для определения 
z1 при этом необходимо учитывать слагаемые 0 (е2) в
(1.6.22). Если же z° лежит на границе области Do (крае­
вой экстремум), то, вообще говоря, Fz (*°) ф  0. При 
этом поправка z1 влияет на член порядка е в ( 1 .6 .2 2 ) и 
выбирается из условия минимума этого члена в заданной 
ограниченной области. Первый случай {Fz (*°) ==0, 
внутренний экстремум) аналогичен классической вариа-*



ционной задаче, рассмотренной в п. 1  данного параграфа. 
Второй случай (краевой экстремум) характерен для общей 
задачи оптимального управления с ограничениями. В са­
мом деле, пусть минимизируемый функционал задан в ви­
де J =  F(z(T), е). Тогда, отождествляя z с х(Т), а область 
De — с областью достижимости системы за время Т при 
фиксированной начальной точке, сведем задачу оптималь­
ного управления к рассмотренной выше задаче о мини­
муме функции F(z, е). При этом случай краевого экстре­
мума будет иметь место, если минимум F(x(T), е) при 
е =  0 достигается на границе области достижимости. Для 
слабо управляемой системы, рассмотренной в § 2—4, 
область достижимости системы Dt при е -+■ 0 стягивается 
в точку z*. Поэтому здесь случай краевого экстремума 
имеет место всегда, если только эта точка z* не совпада­
ет с точкой минимума по z функции Fiz, е).

Указанные выше соображения полезно иметь в виду 
при применении метода возмущений к задачам оптималь­
ного управления.

§ С] ЗАМЕЧАНИЯ О МЕТОДЕ ВОЗМУЩЕНИЙ 63
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
КВАЗИЛИНЕЙНЫМИ КОЛЕБАНИЯМИ

В главе 2 развивается метод разделения быстрых и 
медленных движений (метод усреднения) для решения 
задач оптимального управления квазилинейными коле­
баниями па асимптотически большом интервале време­
ни. Предполагается, что колебательная система является 
одночастотной и приводится к стандартной форм© уп­
равляемых систем с вращающейся фазой.

В § 1 рассматриваются колебательные системы и 
способы их приведения к стандартному виду. § 2  со­
держит методику решения задач с закрепленным вре­
менем. Задачи управления типа оптимального быстро­
действия исследуются в § 3. Ряд задач оптимального 
управления колебаниями квазилинейных систем с одной 
и несколькими степенями свободы, содержащих медлен­
но изменяющиеся параметры, решен в § 4. В оспову 
главы 2  положены работы [ 1 0 —1 2 ].

§ 1. Управляемые квазилинейные колебательные системы

1. Одночастотная управляемая система общего вида.
Рассмотрим управляемую систему, содержащую медлен­
ную х и быструю у переменные

х =  еХ(т, х, у, и), x =  e? +  To, x{tQ) =  x0̂
• (2 .1 .1 ) 

у =  У0(т, х , у) +  еУ(т, х , у, и), y(t0) =  у°.

Здесь х, X  — n-мерные векторы; у, У0, У — векторы 
размерности г; и — m-мерный вектор управления, под­
чиненный ограничению и е  Z7, где U —  замкнутое мно­
жество; т — «медленное время», которое можно вклю­
чить в состав вектора х; е — малый параметр, е е  [0 , еоЬ 
Смысл выделения медленного времени т, согласно (2.1.1), 
будет ясен из дальнейшего. Постоянные t0, х°, у0 в
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(2 .1 .1 ) — начальные данные. Предполагается, что правые 
части системы (2 .1 . 1 ) определены н имеют необходимые 
для дальнейшего производные в некоторой достаточно 
широкой области изменения своих аргументов. Отметим, 
что функции X, Y, а также параметры х°, у0 могут за­
висеть от е непрерывным образом. Однако эта зависи­
мость для упрощения записи далее не указывается. 
Формально система (2 . 1 .1 ) слабо управляема (см. §§ 1 — 
3 главы I), так как при е = 0  она становится неуправ­
ляемой

Уо~У0(х, х , ?/о), х, т =  const. (2 .1 .2 )
Однако движение системы (2.1.1), в отлпчпе от гла­

вы I, исследуется на асимптотически большом интерва­
ла времени t ~  е "1, на котором медлепные переменные х 
и т успевают измениться существенно, па величины по­
рядка едпгшцы. Быстрые переменные изменятся, вооб­
ще говоря, па величины порядка е“ *.

Предположим, что невозмущенная система (2.1.2) для 
7/о имеет общее решение, содержащее вращающиеся п 
колеблющиеся переменные, которое также может за­
висеть от параметров ж и т [63, 64, 4—6, 18]

//о =  (П/2 я)1|) +  ф(\|), с, х , т),  ̂  ̂^
ф =  \’(тШ — to) +  фо, с, х, х =  const.

Здесь П — постоянный г-вектор с составляющими, 
равными пулю для колеблющихся переменных п отлич­
ными от пуля для вращающихся перемепных; ф — не- 
возмущепиая скалярпая фаза; v ( t ) — собственная часто­
та системы (2 .1 .2 ), зависящая только от параметра т, 
v(t) >  vo >  0 , л»о — постоянная; -ф0 — фазовая постоянная; 
с — ( г - ' 1 )-мерный вектор независимых параметров се­
мейства; ф — 2 я-пернодпческая вектор-функцпя фазы г|). 
Таким образом, параметрами семейства (2.1.3) являются 
с и фо. Естествеппо предположить, что правая часть си­
стемы (2 .1 .1 ) есть периодическая функция вращающих­
ся перемеппых у{ с периодами Щ

Приведем систему (2.1.1) к ст.андартпому виду уп­
равляемых систем с вращающейся фазой, пспользуя 
формулы (2 .1 .3 ) в качество замены исходных перемен­
ных х, у, х на переменные х, с, ф, т. Это преобразование 
5 Ф. Л. Чсрпоусьно. Л. Д. Акуленко. Б, Н. Соколов
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не зависит от управления и. Дифференцируя (2.1.3) по 
t в силу исходной системы (2 .1 .1 ), получим систему 
уравнений для медленных переменных х, с и фазы ф

х =  еХ(т, х, уо(ф. с, х, т), и), ж(£о) =  д°, 
с =  еС(т, х, с, ф, и), c(i0) =  c°, (2.1.4)
ф =  v ( t ) +  exF(т, .т, с, ф, и), ф(*0) =  ф°.

Здесь фун1щии С и 4F находятся как решение линей­
ной алгебраической системы с 2 я-периодическими по ф 
коэффициентами
%  ш I дуо п _
аф З с “

=  Y {x ,x ,y 0lu ) - ~ ± X  (т, ж, у о , »  -  (2.1.5)

Так как уо — общее решепие (2.1.2), то определитель 
системы (2.1.5) отличен от нуля всюду в рассматривае­
мой области изменения переменных т, х , с, ф. Началь­
ные значения с°, ф° в (2.1.4) выражаются через ж0, у0 
в силу преобразования, обратного (2.1.3).

Объединяя векторы а: и с в один вектор медленных 
переменных а, полученную систему (2.1.4) с вращаю­
щейся фазой ф запишем в стандартном виде

а =  е/(т, я, ф, и). aU0) =  «°,
(2 . 1 .6)

ф =  v(t) +  bF(x, а, ф, и), ф(*0) =  Ф°-
Здесь /, F — достаточно гладкие функции своих 

аргументов, 2я-периодические относительно ф. Размер­
ность векторов а и /  будем считать произвольной и обоз­
начать через п. Отметим, что так как частота v — ска­
ляр и не зависит от вектора а, то такие колебательные 
системы принято называть одночастотными квазили­
нейными 146, 144, 139].

Медленные переменные а в небесной механике приня­
то называть оскулирующими. Зависимость v(x) может 
быть задана сложным образом, например, в виде

v(t) =  Q(z(t)), z =  eZ(z), z(to) — z°, 
где z — (вектор произвольной размерности, Q — заданная 
функция.
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Далее в §§ 2, 3 задачи оптимального управления рас­
сматриваются для систем вида (2 .1 .6 ) на интервале вре­
мени t ~  е-1, на котором вектор а получает приращение 
порядка единицы, а фаза я|) изменяется на величину 
~  е-1. К допустимым управлениям будем относить кусоч­
но непрерывные функции со значениями u(t) е  U, под­
становка которых в (2 .1 .6 ) приводит к системе, решение 
которой существует и единственно па рассматриваемом 
промежутке времени.

2 . Управляемые квазилинейные колебательные систе­
мы с медленно изменяющимися параметрами. Рассмот­
рим колебательную систему с многими степенями сво­
боды, приведенную к нормальной форме

Vi +  'vf (т) Vi =  Yi (т,”а:) +  е /£ (т, у, у, я, u), i — 1 , . . . ,  г,

Ж )  =  А  Й д  =  У°, (2.1.7)
х =  еХ(т, у, у, .г, и), я(£0) =  х°.

Здесь у — /-вектор колеблющихся переменных, 
v* >  0 —частоты колебаний; х — тг-вектор медленных 
переменных, например, параметров системы. Вектор- 
функция Y есть внешнее воздействие; /, X — возмущаю­
щие функции. Система (2.1.7) является формально част­
ным случаем системы (2 .1 .1 ).

Применим преобразование типа (2.1.3) к каждой пе­
ременной у(. Для системы (2.1.7) это преобразование 
имеет вид
Vi =  di sin я|), - f  Yt (т, х) vT2 (т), iji =  a,V| (т) cos tfc, (2 .1 .8 )
где a,i — новые медленные переменные, — фазы, £ =  
=  1, . . . ,  г. После замены (2.1.8) система (2.1.7) примет 
вид

■ at =  s -^  cos — 8 -~  at cos2^  — е shn^, 

i  =  Vi -  e ^ - s i u  i|)( +  e-^-cos ifc sin 1|>г -  cos 4>i.

i = e X ,  a, (*„) =  e?, ^  («„) *(«„) =  **• о (2.1.9)
5 *
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Здесь в функции /, X подставлены выражения (2.1.8), 
а начальные значения я0 и i|)° вычисляются согласно за­
мене (2.1.8). Штрих в (2.1.9) означает полную произ­
водную по т, например,

, дУ. ОУ.
Y < =  i s r + - i i r x - <2-1Л°)

Система (2.1.9) содержит г быстрых переменных фаз 
•ф,- и является, вообще говоря, миогочастотпоп системой. 
Применение метода усредпепня к таким системам при­
водит к значительным трудностям, связанным с пере­
менностью частот V,- и возникновением'' резонансов. От­
метим, что даже в случае v ,=  const при г > 1  могут воз­
никать резонансные явления, если правые части систе­
мы (2.1.9) разлагаются в бесконечные ряды Фурье по. 
фазам (см. 131-33, 46, 47, 145J).

В дальнейшем система (2.1.9) исследуется при усло­
вии, что все функции v,(i;) совпадают, т. е. система яв­
ляется одночастной. Заметим, что если частоты уДт) 
отличаются друг от друга па величины порядка е, то 
эти отлпчия можно включить в возмущения /,• пз (2.1.7) 
и по-прежнему считать, что все vf(x) совпадают. К клас­
су одпочастотных систем приводятся уравнения возму­
щенного движения точки в центральном гравитационном 
п в центральном линейном силовом поле, уравнения ко­
лебании маятников с одной степенью свободы и другие. 
В предположении, что все V,- совпадают, v,- =  v(i ==.■!, . . .  
. . . ,  г), система (2.1.9) приводится к виду (2.1.6). Для 
этого нужно выделить одну пз фаз, например i|m, а ос­
тальные фазы г|),-, £ >  2 , представить в виде % =  г)д +  0 „ 
где 0 ,- — расстройки фаз, которые являются новыми мед­
ленными переменными типа а,.

Систему (2.1.7) при выполнении условия одпочастот- 
пости (v ,=  v, г =  1 , . . . ,  г) можно привести к стандарт­
ному виду (2.1.6) и другим способом. Вместо (2.1.8) сде­
лаем замену переменных

Ui =  at siu rp +  bi cos cp +  У^~2, 
у i =  v(ai cos (p — bi sin ф), £ =  1 , . . . ,  r, (2 .1 .1 1 )

t
<P= f v(et, +  T0)df\

*o
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Здесь at, bt — новые медленные переменные, ф =  фШ — 
известная монотонная функция t. Уравнения для ah bi 
получаются дифференцированием замены (2 .1 .1 1 ) в си­
лу системы (2.1.7) н в векторной форме имеют вид
■ а =  e/v" 1 cos ф +  ev 'vK a  cos ф — b sin ф) cos ф —

-  e ( 7 v 2) ' sin ф, «(to) =  a0, 
b =  — e /v 1 sin ф — ev'vKfl cos <p — b sin ф) sin.q) —

— e{Yx~2)' соБф, b(t0) =  b°. П (2.1.12) 
Здесь a, b, f и Y — /-мерные векторы с компонента­

ми bi, Yf; ф — известная скалярная функция из
(2 .1 .1 1 ) , штрих означает производную в смысле (2 .1 .1 0 ). 
Начальные значения а0 н Ь° в (2.1.12). получаются сог­
ласно (2 .1 .1 1 )

а° =  x - ,(vt0 + т0)у°,
bQ =  y °-v -4 z to  +  To)Y(et0 + rQ, *?). (2.1.13)

Уравнения (2 .1 .1 2 ), (2.1.13) н уравнение (2.1.7) для 
х, в правые части которых подставлены выражения для
у и у нз (2 .1 .1 1 ), образуют одночастотную управляемую 
систему в стандартной форме вида (2.1.6). Фаза т|* из
(2 .1 .6 ) в данном случае определяется квадратурой
(2 .1 .1 1 ) для ф, что отвечает равенству / ,1 =  0  в (2 .1 .6 ).

3. Примеры. Рассмотрим механические модели, опи­
сываемые уравнениями типа (2.1.1) (или (2.1.7)) и* при­
водящиеся к стандартной форме (2 .1 .6 ).

1. Рассмотрим вертикальные колебания груза массы 
т, подвешенного на упругой нити в поле тяжести. Дли­
на нити в нерастяиутом состоянии плавно изменяется по 
заданному закону 1 =  1(т), где т =  е£ — медленное вре­
мя. Пусть у — вертикальная координата груза, т. е. ис­
тинная длина нити (в растянутом состоянии), еЛГ — 
внешняя малая управляющая сила, £  — модуль Юнга 
материала нити, S — площадь ее поперечного сечения, 
8 — ускорение силы тяжести. Уравнение колебаний гру­
за имеет вид

my + E S l-4 y -l) =  m g-eN , 1 =  1Ш). (2.1.14)
Характерной единицей времени движения системы

(2.1.14) является период свободных колебании при
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I — const, величина которого равна 2n(ml)l/4ES)~l/2, 
Плавность изменения длины нити I означает малость ес 
относительного изменения за период колебаний. Уравне­
ние (2.1.14) относится к типу (2.1.7).

2. Рассмотрим теперь плоские колебания математи­
ческого маятника переменной длины 7, точка подвеса 
которого может перемещаться в вертикальной плоскости 
с некоторым ускорением.

Обозначим через wx и wv проекции этого ускорения 
на горизонтальную и вертикальную оси, через ср — угол 
отклонения маятника от вертикали и предположим, что 
схода со связи нет, т. е. натяжение нити все время по­
ложительно. Получим уравиепие движения системы

ср + -|sintp =  — j  (wx cos ф - f  wy sirup) — 2 -у cp. (2.1.15)

Введем безразмерные величины £*, WXi „, о 

=  Wx,y =  w,,vg -\  v . - t t ' * ,  а =  Щ 1.
(2.1.16)

Здесь vo — частота малых колебаний при некотором 
Z =  Z0. Обозначая штрихом производную по безразмерно­
му времени t*, приведем уравнение (2.1.15) с учетом
(2.1.16) к виду
■ <р" +■ о- 1  sin.q> =  — <rl(Wx cos ф +  Wv sin ф) — 2а'о“ 1ф/.

(2.1.17)
л

Здесь роль управления играют проекции ускорения 
точки подвеса Wx, Wy, а о — безразмерная длина подве­
са (см. (2.1.16)).
•^Рассмотрим различные способы введения малого па­
раметра в уравнение (2.1.17). Пусть длина о есть задан­
ная функция с(т) медленного безразмерного времени 
т =  е£*, где малый параметр е характеризует относи­
тельное изменение длины за период колебаний маятни­
ка.. Будем считать, что управляющие ускорения малы 
по сравнению с ускорением силы тяжести, т. е. в без­
размерных переменных (2.1.16) имеем Wx, v — 6 wXi „, где 
б <  1; их, щ — порядка единицы. Время Т процесса уп­
равления считаем большим, т. е. Т ~  где % <  1. 
Обозначим через Ф максимальную амплитуду колебании



угла ср. Возмущающие члепы в правой части уравнения
(2.1.17) имеют порядки б и еФ соответственно. Если 
Ф ~  1, то при в —*■ 0, 6  -> 0 уравнение (2.1.17) переходит 
в существенно нелинейное уравнение маятника. Случай 
нелинейных певозмущенных уравпений рассматривается 
в главах 3, 4. Здесь же, ограничиваясь квазилинейными 
системами, будем считать Ф малым и потребуем, чтобы 
возмущения порядков б п еФ за время ~  х - 1  приводили 
к изменению амплитуды па величину порядка Ф. Это 
накладывает условия бх - 1  <  Ф, ех - 1  <  1. Кроме того по­
требуем, чтобы главный нелинейный член ~  Ф3, полу­
чающийся при разложении sin ф по ф, не превосходил 
возмущающих членов в правой части уравнения (2.1.47). 
Это приводит к условиям Ф3 <  б, Ф2 ^  s. Указанным 
ограничениям, наложенным па малые параметры е, б, х, 
Ф, следует удовлетворять при исследовании конкретных 
задач.

Ниже примем, что б ~  е3/2, Ф ~  е1/2, х ~  в. Нетрудно 
проверить, что все наложенные условия выполпепм. 
Таким образом, положим

Ф =  8 ,/2ф:И, Wxy =  e?/2uXiV, <j =  g( т), r =  et. (2.1.18)

Здесь е — малый параметр, ф*, их, щ — величины по­
рядка едипицы. После подстановки (2.1.18) и отбрасы- 
вапия малых величин высших порядков уравнение
(2.1.17) примет вид квазилинейной одночастотпой систе­
мы (2.1.7)

ф! -Ь а~ 1 ср:|: =  а- 1 гр® — ео- 1  (их +  н1/ег/2ф*) —

— 2во^~ 1 (Р«- (2.1.19)

Здесь отброшены слагаемые порядка в2 и выше. 
Рассмотрим частный случай перемещения точки под­

веса в вертикальной плоскости. Если ускорение точки 
подвеса (wx, wy) направлено вдоль прямой, наклонен­
ной под постоянным углом б к горизонту (рис. 2 .1 ), то 
wx =  Wg cos б, wv =  Wg sin б, а уравнение (2.1.17) имеет 
вид
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ф" +  о - 1  sin ф =  - о  "W .cos (ф — б) -  2 о 'о - 1ф'. (2 .1 .2 0 )



Здесь W — управляющая функция. В предиоложепп- 
ях (2.1.18), т. е. при <р~е1/2, W ~  е3/2, а =  о(т) уравне­
ние (2.1.20) аналогично (2.1.17) приводится к управляе­
мой стандартной системе вида (2 .1 .6 ) или (2.1.7).

3. Рассмотрим управляемые вращения динамически 
енмметрпчного твердого тела. Уравнения движения тело 
относительно цеитра масс имеют вид

/© ! - f  ( / 3  — J) =  ии й) 1 (0) =  со",

/со., — (J3 — J) =  м2, (о.2 (0) =  ю", (2.:1.21)

/ 3(о3 =  иг„  со3 (0 ) =  coS Ф  0 .
Здесь Mi (£ =  4, 2, 3) — проекции вектора угловой ско­

рости на связаппые оси; 7, 73 (7 Ф / 3) — главные цент­
ральные момепты инерции, предпо­
лагаемые далее постоянными (7 — 
экваториальный, 73 — осевой момен­
ты лперцни); — начальные дан­
ные. Управляющие момстгты и,- 
считаются независимыми н огра­
ниченными: | щ | и®, и? >■ 0 .
Условие малости управляющих воз­
действий означает, что пх работа 

^ за время оборота тела мала по срап- 
Pnc- 2.1 . пеппю с начальным значением Е°

кинетической эпергии Е, т. е.

и“ < £ » ,  « ^ ( и Г  +  иГ +  иГ )1"

£  =  i / W  +  co’ ) +  x ^ .  <-2Л'22)

Это предположение позволяет ввести малый параметр 
в уравнениях движения (2 .1 .2 1 ) при помощи перехода 
к безразмерным переменным л параметрам по формулам

0)г =  л ; ,  t' =  toQt. (2.1.23)
Здесь в качестве постоянной ш° взято начальное зна­

чение модуля угловой скорости вращения. Величина 1 
удовлетворяет неравенствам 0 ^ 7  < 2 . Делением уравне­
ний. (2.1.21) на 7 и введением новых переменных сог-
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ласпо (2.1.23) приведем систему (2.1.21) к виду (2.1.1)
cho\ / , , , /fl

—  +  ( /  — l ) w 2(o3 =  е и ь  0 ^ ( 0 )  =  o ) i ,

-jjr  — (/ — 1) со̂ соз =  ей*, С0о (0) =  соа0, (2-1-24) 

(0) =  ro'u, г = - ^ - .

Здесь <0i° — начальные значении переменных ©г, вы­
числяемые согласно (2.1.21), (2.1.23), причем ш [° < 1 .

Малый параметр е <  1 в системе (2.1.24) введеп со­
гласно соотношению (2.1.22). Ограничения на управляю­
щие функции щ примут вид:

| u ;| < B;°, ui0= u 'l/u °< i. (2.1.25)

Далее штрихи в системе (2.1.24) для упрощения за­
писи опускаем.

Рассмотрим случаи,, в котором уравнения (2.1.24) 
приводятся к виду (2.1.6). Пусть требуется стабилизи­
ровать угловую скорость осевого вращения со3 около не­
которого заданного зыачеппя toj ф  0. Это можно осу­
ществить, например, при помощи управляющего воздей­
ствия

— u3sign (со3 — coj). (2.1.26)

Тогда функция © 3 определяется из третьего уравне­
ния (2.1.24) и оказывается медленной переменной ы3 =  
— £о3(т), т =  е£. После подстановки функции шз(т) в пер­
вые два уравнения (2.1.24) получаем

+  v (t)(o2 =  ещ, v(t) — U -  1 )©з(т),  ̂ 9^
0)2 — v(t)(0u =  ен2-

Система (2.1.27) заменой типа (2.1.3)

Pij =  —Q sin ty, ©2 =  Q cos
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приводится к стандартной форме с вращающейся фазой
(2.1.6)

й =  е (— щ sin ф +  и2 cos ф), й  (0) =  й° =  (coj2 +  со®2) 1/2, 

ф =  v (т) — ей - 1  (их cos ф +  и2 sin ф), (2.1.28)

sin ф 0 — — (Di/Q°, cos ф° =  со®/^0.
При помощи замены, подобной (2.1.11)

(Oj =  a cos гр — Ъ sin <р, соа =  a sin ср +  6  cos ф,
t (2.1.29)

Ф(«) =  J v{et')dt'
о

систему (2.1.28) можно привести к другой стандартной 
форме, а именно к виду (2.1.12). Получим

а =  с(ихcos (р +  и2sin <р), а (0 ) =  <0?, ^   ̂ ^

6 =  s (— их sin tp +  щ cos ф), 6 (0 ) =  cog*

В последующих параграфах главы 2 и в главе 4 ста­
вятся и решаются задачи оптимального управления для 
ряда управляемых систем типа (2 .1 .6 ), в частности, для 
систем, приведенных выше.

§ 2 . Построение оптимального управления 
в задачах с фиксированным временем

1. Постановка задачи управления. Рассматривается 
управляемая система стандартного вида (2.1.6). Пусть 
требуется в некоторый фиксированный момент времени 
t =  T, где Т, =  08“ 1, 0  =  const, выбором допустимого уп­
равления привести фазовую точку (а, ф) системы (2 .1 .6 ) 
па многообразие, определяемое соотношениями
М Ш ), ф(7’)) =  0, М=Ш \, . . . ,  Mt), Z < n + 1 , (2.2.1)

таким образом, чтобы достигал минимума интегральный 
функционал

т
J =  g (a (Т) ,ф\Т)) -|-еf G (т, а, ф, и) (U-у  min.

i0 ' «ещ
(2 .2 .2)
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Заданпые функции М, g и G предполагаются доста­
точно гладкими по всем аргументам и 2 я-периодичпыми 
по ф.

Предположим, что поставленная задача оптимально­
го управления имеет решение и применим к пей прип- 
цип максимума [176]. Имеем
я  (р (*).&(*). «(*),!>  (*),*, и * (9 .в ) =

=  т а х Я (р (* ), q(t), а(<), ф(<), т, м, 8J, ^  2  ^

П =  в(р, f) +  q{v +  eF)-e,G .
Здесь Я  — функция Гамильтона задачи, р — п-век- 

тор, сопряжепиый медленной переменной a; q — скаляр- 
пая переменпая, сопряженная ф; t&[to, Т]. Предполо­
жим, что особые управления отсутствуют, т. е. первое 
соотношение (2.2.3) позволяет однозначно определить 
оптимальное управление и* как функцию переменных 
р, q,

и* =  и{т, а, ф, р, q). (2.2.4)
Функция и предполагается достаточно гладкой и 

2я-периодической по ф. Подставим выражение для оп­
тимального управления и* (2.2.4) в первое соотношение
(2.2.3). Получим
Я*(р, q, а, ф, т, е) =  Я(р, д, а, ф, т, и(т, а, ф, р, д), е).

(2.2.5)

Согласно второму соотношению (2.2.3) функцию Я* 
можно представить в виде

Я* =  gv(x)+  е&*(т, а, ф, р, д). (2 .2 .6 )
Здесь h* представляет собой коэффициент при 8 в 

(2.2.3), в который подставлена функция и* (2.2.4).
В дальнейшем будут использованы следующие ра­

венства частных производных функции Гамильтона Я 
из (2.2.3) по р, д, а, ф, вычисленных при и* из (2.2.4), 
частным производным функций Я* из (2.2.5)
dll I 
др \и*

дН*
{др
ОН*
да

=  е/*,
dh*

дН
dq ^  =  V +  8^ ,

дН\\ I дН* _  dh*
Зф ||и*1 5ф Зф ’

(2.2.7)
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Эти равенства Справедливы, если замкнутое ограни­
ченное множество U  не зависит от я, а вектор и *  из
(2.2.4) , доставляющий максимум фупкцип Гамильтопа в
(2.2.5) , единствен, что предполагалось выше. Равенства
(2.2.7) в этом случае следуют из известных свойств диф­
ференцируемости функции максимума, см., например, 
[781, стр. 34—35. Вычислим производные dh*/da, dh*/dф. 
Как следует из (2.2.3), (2.2.5), (2.2.6),

Т Г - £ ■ « * • ' * > +  * * * - ® * 1 -  
ш. „ (2 -2 .8) 
т ! * г - т ?  К * /* > + » * *  1 -

Здесь /*, F*, G — известные функции аргументов /;, 
д, а, -ф, т; они получаются подстановкой функции и* 
(2.2.4) в /, F, G соответственно и обладают необходимы­
ми свойствами гладкости и периодичности по я|\

Используя соотношения (2.2.7), (2.2.8), выпишем ка­
ноническую систему уравнений краевой задачи принци­
па максимума

■ а =  е/*(т, а, ф, д),

ф =  v(t) +  е^*(т, а, i|), р, д),

Я =  f*) +  q P * -G *]. □ (2.2.9)

Согласпо (2.1.6), (2.2.1) п (2.2.2) начальные и граппч- 
пые условия, определяющие решение краевой задачи, 
имеют вид

* (*о) =  *°, *  Л ) =  Л  М  (* (Г), + (Т)) =  О,
(2 .2 .10 )

Р  ( Г )  =  ±  [(X, М )  -  г ] (. т , я ( Т )  =  щ  [(X, М )  -  г ] ,_ т .

Здесь А, — постоянный Z-вектор, исключаемый в про­
цессе решения краевой задачи (2.2.9), (2.2.10) (см. §§ 1, 
2 главы 1). Решение поставленной краевой задачи прин­
ципа максимума может быть неединственио; тогда он-
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тимальиос управление и* выбирается из условия мипи- 
мума функционала J (2.2.2).

"Отметим, что для квазилинейной колебательной си­
стемы (2.1.7), записанной в оскулпрующих переменных 
(2 :1 . 1 1 ), также может быть поставлена аналогичная 
(2 .2 .1 ), (2 .2 .2 ) задача оптимального управления п выпи­
саны необходимые условия оптимальности принципа 
максимума.

2. Каноническая замена переменных. Так как га­
мильтонова система (2.2.9) есть стандартная система с 
вращающейся фазой, то к ней применим метод усредне­
ния но переменной i|\ Как известно, метод усредпенпя 
связан с заменой персмеппых, исключающих фазу из 
правой части уравпеппй системы с заданной степенью 
точности по е для £ ~ е -1. Прп гладкости правой части 
такая замена определяется решением некоторой последо­
вательности дифференциальных уравнений в частных 
производных. Интегрирование указанных уравнений при­
водит к произвольным функциям медленных перемен­
ных, видом которых можно распорядиться пз соображе­
ний удобства исследования новой (усредпеппой) систе­
мы [63J. Для исследования задачп Коши в случае ма­
лого периодического по времени t гамильтониана вида 
e/i(p, .г, t) (х — коордппата, р — пмпульс, е — малый па­
раметр) авторы работ [210, 59] распорядились указан­
ной неоднозначностью так, чтобы усредненная система 
также имела капоннческую форму. Тогда усредненный 
гамильтониан даст первый интеграл системы, а ото по­
зволяет сделать качественные выводы относительно по­
ведения системы на большом интервале времени t.

Система (2.2.9) имеет гамильтонову форму с гамиль­
тонианом (2.2.6). Поэтому представляется естественным 
развить аналогичный метод канонического усродпеыня 
по фазе т|). Этот прпем для ряда довольно сложных слу­
чаев системы (2 .1 .6 ) позволяет существенно упростить 
построение решения краевой задачи пршщппа максиму­
ма (2.2.9)—(2.2.10). Действительно, порядок усреднен­
ной системы уменьшается на два; медленные перемен­
ные интегрируются независимо от быстрой перемен­
ной — фазы; среднее значение q постоянно, так как ус- 
редпеппый гамильтониан не завпепт от фазы. Если ус- 
реднеппый гамильтониан не завпепт от т, то он также
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сохраняется. В результате усреднения порядок интегри­
руемой системы может быть уменьшен на три, причем 
система остается автономной. В частности, для системы 
с одной степенью свободы решение краевой задачи ча­
сто приводится к квадратурам и конечным уравнениям 
относительно независимых параметров — постоянных ин­
тегрирования.

Переходим к построению усредненной системы. Бу­
дем строить такую унивалентную каноническую замен)' 
[6 8 , 126] переменных (a, ф, р, q) на новые (усреднен­
ные) переменные (f, ср, т), р), характеризуемую произ­
водящей функцией £(т, я, ф, т), е)

Р
dS 
да 1

_ d S  о _ d S  
V— дф ё — 5-п’ " (2 .2 .1 1 )

чтобы новый (усредненный) гамильтониан К  не зависел 
от усредненной фазы <р. При этом в пулевом приближе­
нии (при е =  0 ) старые и новые переменные должны 
совпадать.

Производящая функция S и новый гамильтонпап К 
связаны соотношением

J T+Н* ( я ? . Ц . « .  *  « ) ' =  *  <Л, Р, 1 , » .  е ) .  (2 .2 .1 2 )

где tf*(p, q, а, ф, т, е) — гамильтониан системы (2.2.9). 
Уравнение (2.2.12) с учетом представлений (см. (2.2.6), 
(2 .2 .1 1 ))

S =  (а, ц) +  фР +  еа (т, а, ф, rj, 0 , е),

Р =  Л +  е £ , д = р  +  е ^ ,

К = v (т) р Н- е/с (т,|,Т 1 , р, е)
приводится к виду

v +  h *  ( т - ’ !>, ri +  e | f ,  Р +  +  е |£ =

=  * ( т1 *  +  ^ ,  *1. Р. в).

(2.2.13)

(2.2.14)
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Из соотношения (2.2.14) искомые функции а  и к  мо­
гут быть определены в виде рядов по параметру е

о(т, а, ф, 1], р, с) =  оо(т, а, ф, г], р) +  eoi +  е2<Т2 +  • . 
й(т, %t Л» Р» е) =  /с0(т, г], р) + гк\ + 82/С2 + ...

(2.2.15)

Подставим разложения (2.2.15) в (2.2.14) и прирав­
няем коэффициенты при одинаковых степенях е, пред­
полагая достаточную гладкость функции &*, периодиче­
ской по Ф с периодом 2л. Учитывая представления
(2.2.13), получим зацепляющуюся последовательность 
дифференциальных соотношений. В частности, для Оо, 
к 0 имеем

г (т ) 5 ф ° - Ь ^ и( 'Г ,я ,Ф .1 1 ,Р ) '=  ^о(‘1Г»а. ‘П» Р)- (2.2.16)

Уравнению (2.2.16) удовлетворяют функции 7с0, а<> 
вида

2 Jt

К {*> S. Л , Р) =  <л*> (т , Е , 11, Р) =  27? I  h* (х' 5» У ' 11’ Р) ^
о

0о ( т , а , ф ,11, Р) =  (2 .2 .1 7 )

-------4 ч  I  а’ ч -W -  <ft*> {х' а' ч- W!

Здесь и далее символом <•> обозначаются средние 
значения по фазе Ф за период 2я. Для последующих не­
известных коэффициентов Л;,-, о,- ( i>  1 ) справедливы ана­
логичные (2.2.17) выражения

ь ъ ь ъ п - м ж ш ) ,  (2218)
^ ( 1Г,а,ф,Т1 ,Р) =

“  “  v V )  I  ^ 1* а’ ^  Т1‘ Р) ~  (т> а> 11) Р)1 d}b-
Функции h* в (2.2.18) определяются через найденные 

на предыдущих шагах коэффициенты, например, для
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i = l , 2  получим 

1  /г*(т,я, =

Таким образом, для построения усредненной системы 
( / + 1 )-го приближения нуяшо вычислить первые ; + 1  
коэффициентов разложений (2.2Л5) при помощи выра­
жений (2.2.18), (2.2.19). Так как в усредненной системе 
будут при этом отброшены члены порядка ej+2, то ее 
иптегрнроваипе приведет, вообще говоря, к погрешности 
0 (ei+1) па рассматриваемом промежутке времени £ e [ f 0l 
Т\, Г е б е -1. Для вычисления исходных переменных а, 
\J\ р, q с такой же погрешностью 0 (ej+1) требуется поело 
интегрпровапия усрсдпеппой системы определить только 
/ коэффициентов Oi U =  0, 1, . . . ,  j — 1). Использование 
Oj в разложении (2.2.15) приводит согласно (2.2.13) к так 
называемому улучшенному (;' +  1 )-му приближению ре­
шения исходной системы — оно удовлетворяет исходпой 
системе с погрешностью 0(ei+2) [46, 63]. Отметим, что 
общее решепие усредненной системы может быть пост­
роено квадратурами иа основе известного общего реше­
ния первого приближеппя [63].

Пусть по формулам (2.2.17) — (2.2.19) вычислены жи 
эффицпенты разложепнн (2.2.15) для о,-, к{ при ь=0, 
1, . • •, /. Производящая функция S и усредпеппый га­
мильтониан К нз (2.2.13) тем самым вычислепы с точ­
ностью до членов 0 (еж ) включительно. Отбрасывая чле­
ны порядка в,+2 в функции ЙГ =  лф +  еА:, получим в
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цовых переменных на ионическую систему
А  Щ»
(10 ~  дл) •’

'l l  _
(10 ~~ е (?р ’

rfv) _  _01<( »
dO ~  ~  0Z, »

Р =  const, 0 = e i...
(2.2 .20)

Здесь функции к О) есть сумма первых j +  1 членов 
разложении (2.2.15) функции к
W V $ ,  1), р,- е) =  к0(т, I, %  р) +  ski - h . .+  eJA*j. (2 .2 .2 1 )

Уравнении (*2.2.20) называют системой (/ +  1 )-уо при­
ближении дли усредненных переменных 11 > Ф> Р- Ее 
интегрирование проводится на ограниченном интервале 
времени 0 е [О о, 0 ], 0о =  е/о. Отметим, что медленные 
переменные р, р н быстрая фаза <р определяются си­
стемой (2.2.20), с одинаковой погрешностью 0(е}+1). Пра­
вые части системы (2.2.20) не зависят от фазы гр. Си­
стема 2п уравнений (2 .2 .2 0 ) для £, т|, в которых пере­
менная р рассматрнваотси как параметр, интегрируется 
независимо, после чего фаза ф определяется квадра­
турой.

Решоние системы (2.2.20) будем строить ца основе 
общего решения первого приближения. >

3. Решение первого приближения. Рассмотрим си­
стему первого приближения, получающуюся пз (2 .2 .2 0 ) 
при /  =  0. Согласно определению функций к* п к0 (см. 
(2.2.G), (2.2.17)) и на. основании соотношений (2.2.7),
(2 .2 .8 ) следует, что уравнения первого..приближения при­
водятся к виду 

А_ =  </*>,

■ Сч» < / * »  Р < Е * > ] .
(2 .2 .22)

Здесь </*>',’ <G*>, <F*> есть функции от т =  0 +  то, 
р, р, полученные в.результате подстаиовки в /, G, F 

управления и* пз (2.2.4), усреднения по \\> и замены
(2.2.13) прп е =  0. Таким образом, эти функции получа­
ются усреднением по ij) соответствующих уравнений для 
а, р в (2.2.9) с последующей заменой я, р, q па |, г), р. 
Как п в уравпеиня (2.2.20), в правые части системы
(2 .2 .2 2 ) р входпт как параметр.
6 ф. Л. Чсрноусько, Л. Д. Акуленко, Б. Н. Соколов
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Предположим, что общее решепие системы (2.2.22) 
известно:

!  =  li(0, 1°, >1°, р), г] =  t]i(0, 1°, тД Р)- (2.2.23)
Здесь |°, I}0 — ге-вокторы постоянных интегрирова­

ния, которые выбраны так, чтобы
Ы0о, 1°, тД р) =  £°, 1ц (0 , |°, ц°, р) =  тД (2.2.24)
Фаза ф в первом приближении по е определяется из

(2.2.20) при к(}) =  ко в виде квадратуры. Используя со­
отношения (2.2.7), (2.2.17), (2.2.20), получим 
<p =  q>i(0 , |°, ф°, 11°, р) =  (p° +  e” I<p-i(0) +  фО(0 , 1 °, тД р).

(2.2.25)
Здесь введены обозначения 

я
Ф° =  const, ф_ t (0) =  f v (0 ' - f  т0) dQ't т =  0 -f- т0,'

00 (2.2.26)

Фо (0. l“. л«, Р) =  I ( F * )  (т ', 5,. Ли Р) <ге'.
«о

где ф° — постоянная интегрирования, определяемая на­
чальным условием, ф-ii — известная функция 0  порядка 
1 , фо — добавка порядка единицы к фазе, названная 
возмущением частоты в (2.4.6). ;

Таким образом, общее решение системы уравнений 
первого приближения построено в виде (2.2.23)— (2.2.26). 
Возвращаясь к исходным переменным р, q, а, ф, выбо­
ром' постоянных £°, Т1°, ф°, р необходимо удовлетворить 
начальным и краевым условиям (2.2.10)...Воспользуемся 
формулами (2.2.13) для замены переменных и выраже­
ниями первого приближения (2.2.23), ,(2.2.25) для г|,
ф. Подставляя указанные выражения В' (2.2.10) и отбра­
сывая члены' 0 (e), получим систему уравнений относи­
тельно неизвестных 1 °, т)°, ф°, р, % -

(g® =  <Д ф° =  ф°, . '
М (|(вД<\тДР), Фх(0 ,1 ° ,П °,М )) =  0,.[(2.2.27)

л° =  Щ КК т  -  ?le=e, Р =  ц  1{К М) - г ] , _ е .
Отметим, что при выводе формул (2.2.27) проведено 

разложение по tjj в окрестности значения ф =  q>i — в "1,
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ijj =  <pi +  0 (e) (см. (2.2.25)), которое справедливо вследст­
вие гладкости и периодичности функций Л/, g и G по ф.

Так как по предположению поставленная задача оп­
тимального управления имеет решение для всех е е  (О, 
е<>], то существует решение системы (2.2.27), быть мо­
жет, не единственное. Как следует из (2.2.24), (2.2.27), 
величины |°, ф° определяются однозначно. Из последппх 
двух уравнений (2.2.27) (п-мерного и скалярного), ли­
нейных относительно Z-вектора Я ( l^ n  + 1), определя­
ется Я как функция неизвестных г)°, 0 и параметров а0, 
Р°. Подставляя Я в оставшиеся п + 1  — I уравнений, по­
лучаем систему п + 1  уравнений относительно п + 1  не­
известных параметров tj° ,  0°. Если решение ц°, ,p =  pi 
единственно, то построенные функции (2.2.23), (2.2.25) 
определяют оптимальное решение задачи с погрешностью 
0(e). Если же нелинейная система относительно rj°, (5 
допускает более одного решения, то оптимальное реше­
ние (траектория и управление) отбирается из условия 
минимума (среди этих решений) функционала (2 .2 .2 ), 
вычисленного с погрешностью 0 (e) 

е
Л =  g (Si, 9i) le-e +  | <G*> (t, Slt %, fc) dO. (2.2.28)

Здесь функция <G*> определена выше (см. (2.2.23)), 
т дано в (2.2.26). Подстановка функций gi, гр, <рц и па­
раметра Pi в выражение (2.2.4) для и* дает оптималь­
ное управление первого приближения в виде программы

и* — и(т, gi, фц, T]i, Pi). (2.2.29)
Отметим, что функции gi, < j(i, t j i  зависят от 0 и от 

начальных данных 6о, а°, ф°, а ташке от параметров в, 
0 , То; величина Pi от 0 не зависит. Чтобы получить при­
ближенное оптимальное управление в форме синтеза, 
нужно в (2.2.29) сделать замену 0, а0, тр0 на 0, я, ф.

Таким образом, построенные выражения для пере­
менных gi, ф1, rii, Pi, функционала J\ из (2.2.28) и оп­
тимального управления и* из (2.2.29) дают решение пер­
вого приближения поставленной задачи оптимального 
управления (2 .1 .6 ), (2 .2 .1 ), (2 .2 .2 ).

4. Построение высших приближений. Переходим те­
перь к построению решения краевой задачи (у +  1 )-го 
6*
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приближения (2 .2 .1)), (2 .2 . 1 0 ), удовлетворяющего уравпо- 
пендям ц краевым условиям с погрешностью (Кея1.) для 
г<=[?о, 2’]. Это решение может быть построено .при. помо­
щи формул (2.2.13) па основе построенной в (2.2.15) —
(2 .2 . 1 0 ) функции а и решения усредненной системы 
(/4-1)-го приближения (2.2.20) для |, ср, 11, {J. Усреднен­
ные перемеппые ср, ц, удовлетворяющие системе
(2 .2 .2 0 ) с погрешностью 0 (еж ) для 0 е=[0о, 0 ], могут 
быть найдены на основе известного общего решения
(2.2.23) системы .первого приближения (2 .2 .2 2 ).

Действительно, будем искать общее решение системы
(2 .2 .2 0 ) в виде разложений
lo>i)(0, 5°> 11°. Р. е) =  li + е|а + ... + р =  const,
11пт1)(0. £°. П°» Р».е) == Й1 + е,12 + • • • + £'1]л-1- (2.2.30)

Подставим (2.2.30) в уравнения (2.2.20), разложим 
их правые части по степеням е вплоть до eJ п прирав­
няем коэффициенты при одинаковых степенях е°, е 1, . . .  
. . . ,  в'. Получим зацепляющуюся последовательность 
дифференциальных уравнений. На первом шаге имеем 
систему (2.2.22). Для 2 получаем линейные неодно­
родные уравиеппя с однородными краевыми условиями

(2.2,31)____ £_______
£/0 ' W

Si(0o, l o,iio,p) =  o ,. 1^ ( 0 ,|°,ло,г>) =  0 .

Здесь л-мерные всктор-фупкцип. /|, fl  па каждом 
шаге известны: они определяются через коэффициенты 
А‘о, А|, . . . ,  hi- 1 п пандеипые па предыдущих шагах фупк- 
цпп |i, ip, . . Например,
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(2.2.32)
Производные функции ко, к\, . . . ,  к} в (2.2.31),

(2.2.32) берутся при £ =  |i, il =  i1 i, т. е. на решении
(2.2.23). Заметим, что если в (2.2.31) положить Л =  /| = о , 
то полученная однородная система будет системой в ва­
риациях для гамильтоновой системы (2 .2 .2 0 ) первого 
приближения. Общее решение этой системы (2.2.22) да­
ется равенствами (2.2.23). Поэтому фупдамоытальпую 
матрицу Z однородной системы (2.2.31) при /f, /?  =  0 
получим, дифференцируя решение (2.2.23) по парамет­
рам £°, ц° в виде матрицы 2 п X 2 п

Используя метод варпации произвольных постоян­
ных, запишем общее решение системы (2.2.31) при i 5s 2 
через матрицу Z (2.2.33)

(2.2.33)

Решение (2.2.34) представим в виде

(2.2.35)

Учитывая равенства



вытекающие из (2.2.24), получим значения коэффициен­
тов 4 , с? в (2.2.35)

4 = 0 ,  е? =  - ч}(0 ), 1 = 1 , +  1- (2.2.37) 
В соотношениях (2.2.35)— (2.2.37) для сокращения 

записи опущена зависимость от параметров т]0, (}, 
а через I  обозначена единичная (п X тг)-матрица. Форму­
лы (2.2.32)—(2.2.37) определяют искомые коэффициенты 
разложения (2.2.30), т. е. решение (/ +  1 )-го приближе­
ния, удовлетворяющее краевым условиям

W ,(8 o , 1°, V . Ъ « О -* 0, %+!)(©> 1°, 4°, р, е ) - л ° .
(2.2.38)

Выпишем еще выражение для усредпепиой быстрой 
переменной — фазы <р. Подставим в правую часть урав­
нения (2 .2 .2 0 ) для ф функцию /c(J) из (2 .2 .2 1 ) и функ­
ции из (2.2.30). Разложим это уравнение по
степеням е вплоть до степени ei+ 1 и проинтегрируем по
0 . Используя выражения (2.2.25) для функции первого 
приближения фь получим

ф«+1) =  Ф° +  е_,ф- 1  +  фо +  еф2 + . . .  +  e V u . (2.2.39) 
Здесь ф° — постоянная интегрирования, е- 1ф- 1  ~  е" 1 

есть сингулярная по е часть ф1, а <ро — 1 ; эти функции 
определены в (2.2.26). Заметим, что функции фо, фг, • • • 
.. ., ф,+1 зависят от 0 и постоянных 1 °, т)°, р, подлежа­
щих дальнейшему определению из краевых условий 
(2.2 .10).

Переходим к вычислению с необходимой точностью 
порядка е5 исходных переменных а, ф, р, </, которые свя­
заны с усредненными переменными ф, ц, [1 соотноше­
ниями (2.2.13). Коэффициенты щ разложения (2.2.15) 
известны и имеют вид (2.2.17), (2.2.18). Функции
(2.2.30), (2.2.39) отличаются от точных значений усред^ 
ненных переменных |, ф, ц,  ̂ па величины порядка ei+1. 
Подставляя их в (2.2.13) и отбрасывая члены порядка 
е;+1 и выше, представим формулы преобразования в виде

дО/:\
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(2.2.40)
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Здесь через a(j) обозначена сумма первых /  членов 
разложения (2.2.15)

0 (i)(x, я, i|>, г), р, е) =  Oo +  eoi + . . .  +  е, - 1'<7/ - 1. (2.2.41)
Искомые величины а, *ф, р, q будем строить в виде 

а()+1} =  ал 4- ея2 + . . .  +  е#я,-+ь 
Фся-ь =  +  ея|?2 + . . .  +  е^я-ь (2.2.42)
Ля-d — Pi +  ер2 + . . .  +  e’pj+u 
Qa+u =  Qi +  Щг +  ♦-- +  e^j+i.

Подставим в (2.2.40) представление (2.2.41) п выра­
жения (2.2.30), (2.2.39), (2.2.42), разложим полученпые 
равенства в ряды по е и приравняем коэффициенты при 
одинаковых степенях е. Получим следующие выражения 
для коэффициентов разложений (2.2.42)

a i =  i n  ty i=  Фп P i  =  “Пи ? i =  Р»

аа — ^2 — =  Фг “  ^jp Рг =  Иг +  (2-2.43)
да

Яг =  °о =  ff0 (т . in Фи Ии Р)-

Здесь функция Оо дана формулой (2.2.17). Последую- 
щие коэффициенты вычисляются аналогично. Таким об­
разом, построено решение (2.2.42) (/ +  1)-го приближе­
ния. Его можно представить в виде

<*(/+1) =  Ъ\ +  £ -4 ,(0 , фЬ | ° ,  ц 0,  р , е ) ,
Ф<Я1> = Ф 1  +  ^ , ( 0 ,  Ф1ь 1°. И 0, Р, в ), и
Ра+Ь =  Hi +  Фь 1°, И°> Р» е), ' ‘ 1 1

Яа+Ь =  Р +  8 ^ ( 0 , Фь |°, Л 0» Р. в ).
Решение (2.2.44), в котором |ь % дапы в виде

(2.2.23), а ф! — соотношением (2.2.25), для медленных 
переменных я, р, q содержит плавные функции t, на ко­
торые налагаются малые быстрые вибрации с амплиту­
дой ~ в  и частотой v ( t ) .  Чтобы выделить эти вибрации, 
в добавках (2.2.44) указана 2я-периодическая зависи­
мость от быстрой переменпой (pi, которая содержит член 
в^фй! (см. (2.2.25), (2.2.26)), изменяющийся за время
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t ~  в- 1  на величину порядка в"1. Отметим, что формулы
(2.2.44) определяют общее решение системы (2.2.9), в 
рассматриваемом приближении.

Теперь необходимо распорядиться постоянными |°, 
Ф°, 11°, Р так, чтобы удовлетворить краевым условиям
(2.2.10) с погрешностью 0(еЯ1). В соответствии с заме­
чанием после формул (2.2.27) будем считать, что /-мер­
ный вектор X исключен при помощи каких-либо I из 
условии трансверсальности (2.2.10). После этого крае­
вые условия (2 .2 .1 0 ) запишем в виде

«(*»)« <1°, =  ||>°, ( ‘> - > / г \

NMT), i|i(2 '), р(Л , ?(?')) =  0. ''

Здесь ’ N — вектор-функция размерности J, первые 
I компопеитов которой совпадают с компонентами век- 
тор-фупкцпи М из (2.2.1), а остальные компоненты по­
лучены из условий трапсверсальностп после исключения 
X. Подставляя выражения (2.2.44) в (2.2.45) и отбрасы­
вая члены порядка еж , получим систему 2 ( / г + 1 ) урав­
нений относительно 2 (тг +  1 ) неизвестных постоянных 
6°. Ф°, Л°, Р

■ | °  +  е Л Д 0 о> ер0, | ° ,  т)°, р , е ) =  я °,
Ф° +  е¥Д0о, ф°, £°, т|°, р, е) =  ip®,

Ж |,(0, 6°, Л0, Р) +  еЛД0, ф1(0 ), i f ,  р, е ), 
ф|(0) +  еЧГД0, ф|(0 ), |°, 1]°, р, в),

Л° +  еЛ-(0 , ф,(0 ), |°, 11°, р, в),
Р +  е<?Д0 , ф|(0 ), £°, i f ,  р, е)) =  0 ,

ф Д 0 ) =  ф° +  Е _ ,ф -1 (0 )  +  ф о (0 , |0 5 Т)0| □

Параметры £°, ф°, г|0, р° ищем в виде разложении по 
степеням в

=  Й +  е£2 + . . .  +  Big +1I
Ф°=фО +  ефО+ .... +  вчР9+1, 

11° =  1]! +  в п }+  . . . + е ^ 9 +1,

Р =  Pi +  +  • • • +  8%+*.
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Подставляя представления (2.2.47) в (2.2.46), разла­
гая по степеням е п приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях е‘ при i.= 0 , 1 , . . . ,  получим для 
каждого i систему уравнении: относительно коэффициен­
тов разложений (2.2.47), Отметим, что вследствие 2я-пе- 
рноднчпости к гладкости функций Ah xVjy Ph Q} и N 
относительно cpi оказывается возможным разложение в 
е-окрсстлостп значения q>i(©) — е_|. На первом шаге 
имеем решение, определенное из системы (2.2.27)

1° =  а°, ф! =  Г .  Я ь  Р , .  (2.2.48 )

Будем предполагать,, что решение (2.2.48) является 
единственным и простым (соответствующий якобиан от­
личен от пуля) для всех значений cpi(0). Тогда при до­
статочно малом е > 0  решение (2.2.47) системы (2.2.46) 
существует н единственно. Этот факт следует из извест­
ных теорем о неявных функциях. Последующие коэф­
фициенты t?, ср?, i ^  2  разложений (2.2.47) определяются 
явными соотношениями типа (2.2.48) через коэффици­
енты, вычисленные на предыдущих шагах. 'Для нахож­
дения величин г)?, Pi получаем лппенпую неоднородную 
систему с матрицей, определитель которой отличен от 
пуля, а правые части определяются через известные ко­
эффициенты.

Таким образом, развитая методика при выполнении 
указанных выше требований гладкости позволяет па 
асимптотически большом пптервале врсмепп £e[£0l Г], 

определить решение краевой задачи принципа 
максимума (2.2.9), (2.2.10) с любой заданной степенью 
точности но малому параметру. Оптимальная фазовая 
траектория а, i|) дается соотношениями (2.2.41). Про­
граммное управление и мптгмалы-юе значение функцио­
нала с погрешностью 0(ej+l) согласно (2.2.4), (2.2.2),
(2.2.44) имеют вид

uj+i =  u(ri au+ih 'll,(j-n)s Po'+i)» 7o'+i))> (2.2.49)
J } + 1 =  ё  («(j+i) (Л* №;+1 ) (Л) +  

т
+  е j G (т, fl(;+1), i|r(j+1), uj+1) dt.
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Оптимальное управление в форме синтеза получается 
при помощи формул (2.2.49), если в выражениях для 
p(J+D, ?(j+D сделать замену 0о->-0 , а0 -*а , “ф0 -ф.

Отметим, что в прикладных задачах управления 
обычно достаточно ограничиться первым приближением, 
алгоритм вычисления которого задается соотношениями
(2.2.23)—(2.2.29).

Отметим некоторое различие в терминологии, приня­
той в главах 1, 2. Первым приближением метода воз­
мущений на конечном интервале времени (глава 1 ) 
называется разложение решения, учитывающее члены 
порядка е в уравнениях движения, что приводит к 
погрешности порядка е2. Первое приближение метода 
усреднения также учитывает члены порядка е, что, од­
нако, дает погрешность порядка е па большом интер­
вале времени ~  е-1.

5. Пример управляемой системы с одной степенью 
свободы. В качестве примера приложения развитой вы­
ше методики рассмотрим некоторые задачи оптимально­
го управления колебательными системами с одной сте­
пенью свободы типа (2.1.7). Уравнение движения ска- 
лярпо и имеет вид
х +  v2(t)x =  е/(т, я, х, и), т =  е#,

я (0 )= г ° , i ( 0 ) = > .  (2.2.50)
Здесь и — скалярное управление, v (t) Vo >  0 — ча­

стота. Возмущающая функция /  предполагается доста­
точно гладкой. После замены (2.1.8), в данном случае 
имеющей вид ,

я =  азщф, я «= v(x )acosф, а >  0, (2.2.51)
уравнение (2.2.50) приводится к системе (см. (2.1.9))

■
■ а—еу- 1 (т)[ /  (т, a sin ф, av (т) cos ф, и) — av' (т) cos ф] соэф, 

Ф =  v (т) +  ед- iv - 1  (т) [av' (т) сов ф —
— /  (тд a sin ф, av (т) cos ф, и)] sin ф, 
а (0) =  а0 =  [х02 +  i 02v- 2 (0 ) F 2, 

ф(0) =  ф°, зшф° =  4 г> созф °=  --0-  - . □а а v (О)
(2.2.52)
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Функцию /  считаем линейной по и вида 
/(т, х , х, н ) = / 0(т, я, x) +  D{x)u, |2Хт)1 > D 0>0.

Рассмотрим следующие постановки задач оптималь­
ного управления

т
A .  М < о о ,  / « / * - 2 * 1 2 1  +  8  j * G ( T ) u * d f ,

о
т

Б. |н | <оо, а (Г) =  в*, / = е | £ ( т ) г Л « ;  (2.2.53)

B. Ы <М о, /  =  ± V 2a2( n
Здесь r ^ Q e - 1, /с >  О, G0 > 0 , a * > 0 , 0 >  0 — посто­

янные; G(t), D ( t ) — заданные функции. В вариантах А, 
Б ограничения на управление отсутствуют, а в вариан­
тах А, В отсутствуют краевые условия. Функция Га­
мильтона для задач А, Б имеет вид

II =  qv +  бл!-1(н +  Du)w — sGu2,
и(т, a, ф) =  /о — av' cos ф, (2.2.54)

w(a, ф, p, q) =  p cos ф — qar1 sin ф.
Функция H из (2.2.54) максимальна по и при

и* =  i/2v~4x)D{x)wia, ф, р, q)G~l{х). (2.2.55)
Исходная краевая задача принципа максимума вида

(2.2.9), (2.2.10) для вариантов А, Б из (2.2.53) описы­
вается уравнениями и краевыми условиями

• ev , . eD*w ,и а = ----СОвфН-------соэф,v т 2v2G

ib =  v — —  sin ф --------„— sin ф,
1 w  1 av*G 4
• e /  dv , D2q . . \ zqv . .

p =  *r +  ^ sin,i, ) “ ’ - ^ sini1’ ’
■ а d ( . D*i
* = — Т Щ \ иш+ - Я

_dV \
4vG )

a (0) =  a°, ф (0) =  ф°, q(T )=  0,
Л. p(T).= — ka(T), Б. a{T) =  a*. □ (2.2.5G)
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Переходим к построению решепия первого прибли­
жения, которое дает качественную картину процесса уп­
равления и обеспечивает ошибку порядка в на большом 
интервале времени. Соответствующая (2.2.56) усредиеп- 
ная краевая задача первого приближения имеет вид 
(см. 2.2.22), (2.2.27))

£ - 4 л .<т. в - 4 - й + - £ 5 -1ь ««>) =  «•.

<h) 1 H I  ^/0c(T-S )l
dx v L 2 01 J

A. 41 (0) =* T|° — — A t (0),

il, p - 0 ,  (2.2.57)
Б. UQ) =  a*.

Здесь- I, т|, p — усредйеииые медленные переменные; 
в обозначениях н.п. 2—4 имеем S0o =  т0 =  0 , поэтому 
т== 0. После решения краевой задачи (2.2.57) для пере­
менных ц усредненная фаза ср находится квадратурой 
согласно (2.2.25)—(2.2.27)

ф = Ч>° -Г  4 - 1 v <т') -  J  А» <*'■ 5 (*')) т 4 т '  (2.2.58)
О о

В (2.2.57), (2.2.58), обозначено
2Я

f e }  =  ^ . f  ( т ’ 5 sin 1|’ ’  C0S ^  {sta ф} d , l’ - <2 -2 -59)

Отметим, что интегрирование уравнений (2.2.57) сво­
дится к квадратурам, если их правые частя не зависят 
от т. Решение краевой задачи (2.2.57) находится пол­
ностью также в случае, когда функция / 0с линейно за­
висит от Тогда уравнение для переменной т) линейно 
по rj и не содержит |. Его решение находится явно квад­
ратурой и подставляется в линейное уравнение для 
которое интегрируется в квадратурах.

Приведем решение краевой задачи (2.2.57) для част­
ного случая

/о =  -  2%х +  цх3, v, %, ц =  const, D =  G =  I .
В соответствии с (2.2.54), (2.2.59) имеем 

/ос =  - Ш ,  /о, =  (3/8)jx£3. (2.2.60)
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Подставляя (2.2.60) в (2.2.57), интегрируя п удов­
летворяя начальному условию (2.2.56) для а, получим

£ (т) =  ( а°------ К -  с~уА  е -к  -[- - 4 -  <?-*<
\ 8v“x ) 8v7,

ц (т) =  ц°е-х(0-т)} р =  0.
(2 .2 .6 1)

Здесь параметр т|° определяется пз условий на пра­
вом конце (2.2.57). Для задачи Л имеем

11° =  -  [ l  -1- -^ г- ( 1  -  (2.2.62)

Рассмотрим решение (2.2.61), (2.2.62) для задачи А. 
Так как

lim ц° =  — Sv2xa°c-x0 ( 1  — е~0-™), (2.2.63)
7t-> со

то пз краевого условия' (2.2.57) для т) получим |(0 -► 0 
при к +  ОО.

Для задачи Б параметр 1]° в решении (2.2.61) опре­
деляется из условия. £(0) =  а* (см. (2.2.57)). Получим 

=  8v2%(a* -  а°е-*в)(1 -  е-2*0)-1. (2.2.64)

Отметим,-что значение г)°-пз (2.2.64) при а* =  0 рав- 
ио пределу (2.2.63) для задачи А.

Усредненная фаза управляемых колебаний для задач 
А, Б согласно (2.2.58), (2.2.60) представляется в виде

i
tJ,(t) =  ,|,o -f- j 'Q (e f ')d f ', Q (t) =  v - ^ K -r (T ) ,  (2.2.65)

О

где Q ( t ) имеет смысл возмущенной частоты.
Оптимальное программное управлений в силу (2.2.29), 

(2.2.61), (2.2.65) равно

ц *  =  с -х (е -т ) cos (р (t) . (2 .2 .6 6 )

Для определения управления (в форме синтеза сог­
ласно п. 3 в (2 .2 .6 6 ).. нужно подставить выражение 
(2.2.62) шш (2.2.64), в которых ‘нужно сделать замены 
0  на 0  — т, д° на а, а также ф(*) и a i|>.
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Минимальные значения функционала /  для постано­
вок А, Б в соответствии с (2.2.53), (2.2.66) равны

а -

Б - ” >•

(2.2.67)

Как следует из (2.2.62) — (2.2.64), величины (2.2.67) 
для задачи А (при А->- «>) и для задачи Б (при а* =  0) 
совпадают. Таким образом, задача А при к ->• °° эквива­
лентна задаче Б для а* — 0.

Рассмотрим задачу В (2.2.53). Гамильтониан системы
(2.2.52)

H = qv +  ev_ 1(i> +  Du)w
максимален по и, Ы  < п 0, при

и* =  uQ sign w. (2 .2 .6 8 )
Максимальное значение функции Гамильтона равно 

(функции v и w определены в (2.2.54))
Н* =  qy +  ev~4vw +  DuQ\w\).

Начальные и граничные условия (2.2.10) соответст­
вующей краевой задачи принципа максимума имеют вид
а(0) =  а°, *ф(0) =  ф°, р(Т) =  та(Т), q{T) =  0. (2.2.69)

Выпишем усредненную краевую задачу (2.2.22),
(2.2.27) для случая В. Используя формулы (2.2.69) и вы­
полняя усреднение, получим

dx v |/ос С*, i) ~2"  ̂+  "5Г ^ U° ’
_  1  Г v' dfQC (т, |) ] 

dx v [ 2 Щ (2.2.70)

|(0 ) = а ° > 0 , rj(0 )=-=F(g(0 )f р =  0 .
Здесь усредненная амплитуда неотрицательна, !|^ 0  

(см. (2.2.51)). Оптимальное управление (2 .2 .6 8 ) с учетом 
равенств (2.2.54) и соотношений р =  ц, 5  =  0, ф =  ф» 
справедливых в первом приближении, равно

и *  =  п0sign [т|(х) cos (p it ) ] . (2.2.71)
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Как следует из вида уравнения (2.2.70) для rj, функ­
ция цСт) знакопостоянна при £(0 ) Ф 0 .

Для анализа краевой задачи (2.2.70) отметим следу­
ющее свойство функции /ос из (2.2.59), вытекающее из 
требования гладкости функции / 0(т, х , х) н замены пе­
ременных (2.2.51). Это свойство заключается в том, что 
/ос ~  I при всех т и достаточно малых |. Отсюда следу­
ет, что знак правой части первого уравнения (2.2.70) при 
малых | определяется знаком тр

Опираясь на это свойство, исследуем решение крае­
вой задачи (2.2.70) для функционала В из (2.2.53). Сна­
чала рассмотрим случай знака «—» в функционале, от­
вечающий максимизации амплитуды колебаний, и по­
кажем, что при этом краевая задача (2.2.70) удовлетво­
ряется при т )(в )> 0 . В этом случае 1](т) > 0  для т е  
е [ 0 , 0 ], и правая часть первого уравнения (2.2.70) 
положительна по крайней мере для малых что обес­
печивает положительность |(т) при всех т е [0, 0 ]. Так 
как £(0) >  0, то краевое условие (2.2.70) ц(0) =  |(0) 
удовлетворяется за счет нормировки функции tj( t ) .  Та­
ким образом, усредненная оптимальная траектория £(т) 
определяется как решение задачи Коши для первого 
уравнения (2.2.70) при sign т] =  1. Оптимальное управле­
ние (2.2.71) имеет вид и *  =  щ sign cos <p(i) и ли  в форме 
синтеза —и* =  и0 sign х.

Случай знака «+ »  в функционале (2.2.53) отвечает 
минимизации амплитуды колебаний. Предположим сна­
чала, что в конце процесса £ (0 )> О . Тогда из (2.2.70) 
имеем т|(0 ) <  0  и, следовательно, т)(т) < 0  для всех 
т е [ 0 ,  0 ]. Краевая задача будет удовлетворена, если 
решение задачи Коши для первого уравнения (2.2.70) 
при sign rj =  — 1  обладает свойством £(т) >  0  для всех 
т<=[0, 0 ]. В этом случае оптимальное управление имеет 
вид и* — — uq sign cos <p(i) или и* =  — щ sign х при всех 
т <= [0, 0 ]. Если же при подстановке sign ц =  — 1 в пер­
вое уравнение (2.2.70 ) получим, что ||(т*) =  0 в неко­
торый момент т* е  (0 , 0 ), то имеем случай особого уп­
равления: здесь t )s O  на части интервала движения, на 
которой оптимальное управление и* из (2.2.71) не опре­
делено. В этом случае достигается абсолютный (нуле­
вой) минимум функционала первого приближения
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h  =  % 12(0) =  0. В качестве функции sign i] в первом 
уравнении пз (2.2.70) можно взять произвольную кусоч­
но постоянную функцию такую, чтобы решение £(т) 
удовлетворяло условию | (0 )= О , например, функцию 

Г— J, 0 < т < т * ,
sign л (т) =  | Q- т* < х <^0- (2 .2 . / 2 )

Оптимальное управление, реализующее абсолютный 
минимум функционала, неедипствеппо и может быть взя­
то в виде (212.71), (2.2.72).

Отметим, что исследование других задач при полго- 
гцп развитой в § 2  методики содержится в- § А главы 2 , 
а также в главе А.

§ 3. Задачи типа оптимального быстродействия
1. Постановка задач оптимального управления с не­

фиксированным временем. Рассматривается, задача опти­
мального .управления системой в стандартной форме с 
вращающейся фазой типа (2.1.6). В отлично от поста­
новки задачи § 2  будем считать, что момент окончания 
процесса Т не задан, а выбирается из, условия достиже­
ния фазовой точкой многообразия, задаваемого . соотно­
шениями
Л/(т, о)|/=т =  0, М =Ш \У . . . ,  Л/,), (2.3.1)

В качестве мпппмпзпруемого функцпопала возьмем 
скалярную функцию конечного значения медленных пе- 
ремеппых

J =  g (r , a) |(=rT-*-min. (2.3.2)
иен

Ограничения па* управление имеют тот же вид, что 
п в §§ 1, 2. Отметим, что расширением размерности век­
тора а к виду (2.3.2) приводится интегральный функцио­
нал типа (2.2.2). В частности, если многообразие (2.3.1) 
имеет вид а(Т)—а*, где а*— заданный вектор, a g =  T, 
то получаем задачу максимального быстродействия в за­
данную точку по медленным переменным. Существенным 
предположением в рассмотренных постановке явлйется 
отсутствие зависимости функций М н g от быстрой пе­
ременной — фазы ф. Это допущение естественно п обыч­
но удовлетворяется в прикладных Задачах с малыми yrf-
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равняющими воздействиями. При такой постановке вре­
мя быстродействия, как правило, имеет порядок 
=  0 е -1 ~ е -1, что позволяет применить метод усреднения 
аналогично § 2. Заметим, что так как для квазилиней­
ной системы (2.1.6) фаза ф определяется с той же сте­
пенью точности, что и медлеипыи вектор а, то принци­
пиально предлагаемая пшке методика позволяет рас­
сматривать случаи, когда функции M u g  зависят от ф. 
Однако в этом случав может иметь место большое число 
(~  е-1) точек пересечения фазовой траектории а, ф с 
многообразном (2.3.1), что затрудняет решение. Сделан­
ное же выше предположение приводит к тому, что число 
этих точек не зависит от е при е 0.

Предположим, что решение задачи оптимального уп­
равления (2.1.6), (2.3.1), (2.3.2) существует п единствен­
но. Выпишем соответствующую краевую задачу принци­
па максимума, аналогичную (2.2.9), (2.2.10)

■ а =  е/* (т, а, ф, р, д),

ф =  v (т) - f  bF* (т , а, ф, р, д), 
dh* • dh*

Р 6  da * q 6  0 ф  »

a{t0) — а°, \\)Uq) =  ф°, Mix, а) Iг =  0,

Р (т) =  -к № 'М )-е )Ъ ,  9(Т) =  0. □ (2.3.3)

Здесь функция h* определяется соотношением
max II =  max {gv е [(р, /) +  gF]} =  gv +  eh*, (2.3.4) 
иеи usи

а максимальное значение II* в конце интервала удовлет­
воряет равепству

Я » [т =  е А [ г _ ( х , а д т. (2.3.5)

Будем считать, что функция (2.2.4)
и* — и(т, а, ф, р, д), (2.3.6)

определяемая соотношением (2.3.4) и периодическая по 
ф с периодом 2л, является достаточно гладкой, так что 
правые части стандартной системы (2.3.3) удовлетворяют 
7 Ф. л . Черноусьно, Л. Д. Акуленко, Б. Н, Соколов
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условиям применимости метода усреднения. Равенство
(2.3.5) замыкает совокупность начальных и краевых ус­
ловий для определения неизвестных параметров задачи. 
Таковыми являются 2(н +  1) постоянных интегрировав 
ния системы (2.3.3), /-вектор X и оптимальное время Т 
окончания процесса управления.

2. Построение канонической усредненной системы. Со­
гласно равенствам (2.2.7) система дифференциальных 
уравнений (2.3.3) имеет гамильтонову форму, и к ней 
дословно применима методика канонического усредне­
ния § 2. В результате се применения для коэффициен­
тов разложений производящей функции S =  (а, т]) +  “фр +  
+  еа и соответствующего усредненного гамильтониана 
Я =  ур +  ей(т, 1, г), Pi е) получаются явные выражения 
(см. (2.2.13), (2.2.15), (2.2.17), (2.2.19)). Таким образом, ка­
ноническое преобразование (2.2.11) от исходных а, +, р, 
q к новым (усредненным) переменным |, <р, т), р может 
быть построено с любой степенью точности по малому 
параметру, ограничиваемой лишь гладкостью правых ча­
стей системы (2.3.3).

Рассмотрим кратко процедуру построения решения 
краевой задачи (2.3.3), (2.3.5). Для этой целы выпишем 
усредненную систему (2.2.20) с краевыми условиями

■ Ж  =  4ч к М . Ч . М .  i(9o) =  i°.

Tig =  — -Д- * ("t. I. Ч. Р. е), 11(в) =  Л°,

«Г =  +  ~ g g k ( x , t , r \ , $ ,  6)i ф (0о) =  Ф°.
Р =  const* 0 =  zt. □ (2.3.7)

Задавшись желаемой точностью, ограничимся в раз­
ложении функции к в (2.3.7) нужным числом членов 
(см. § 2). Степень точности j для сокращения записи 
не указывается.

Пусть решение краевой задачи (2.3.7) задано в виде
ё =  I (0, 011°, 'П°| р, 8), Т] =  Т) (0, 0,£•, Г)°, р, е),

0
9 =  9° +  J [ Ц 1  +  -щ к (т', 1 , 11, р, е)] d ff.

0П

(2.3.8)
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Преобразование от переменных (2.3.8) к исходным 
переменным a, i|), р, q с нужной степенью точности, по 
параметру е представим в виде (подобном (2.2.40),
(2.2.44))

Здесь Л, Чг, Р, () — известные достаточно гладкие 
функции, 2я-псриодические по ф.

Подставляя выражения (2.3.9) в начальные и краевые 
условия (2.3.3), (2.3.5) и учитывая уравнения (2.3.7), 
которым удовлетворяет решение (2.3.8), для определения 
неизвестных параметров |°, ф°, т]°, р получим систему

■  | °  +  бЖ т 0, | ° , ф°, г|(0о), р, б ) =  а? ( л ) ,  

Ф ° +  еЧ; (т°, |°, ф°, т|С0о), Р, б ) = ч|)0 (1),

М(т 01 |(0 +  еЖ те, £(0), ф(0), Ti°, Р, е)) =  0 (О,

11° +  бР (т0, 1 (0), ф (0), т]0, Р, е) =  4^ [(&• V) — ё]в (л),

Здесь у функции (2.3.8) указана зависимость лишь от 
первого аргумента. В скобках в формулах (2.3.10) указа­
но число соответствующих скалярных уравнений.

3. Краевая задача первого приближения. Как и в 
§ 2, решение задачи произвольного прпблпжеппя строит­
ся сравнительно просто па основе решения первого при­
ближения. Поэтому пиже рассматривается, в основном, 
первое приближение.

а  =  !  +  еЖт, 1, ф, г\, р , б ) , 

р =  “П +еР(т, |, ф, 11, р , е), 

1|) =  Ф  +  ехР(т, g, ф, т], Р, е), 

q =  р +  е<?(т, %, ф, Т], р , е).

(2.3.9)

Р +  е0(тв,5(0),ф(в), Л°, М ) “ 0
jff* le =  в Iff— (х, Л01в

т =  0 +  т0 <= [т°, те ].

( 1 ) ,

( 1 ) ,

□ (2.3.10)

7 *
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Краевая задача первого приближения описывается 
соотношениями, аналогичными (2.2.24) — (2.2.27)

э | — < / ! > ( * .  Ь л ). !(9„) =  <  Л / ( Т е ,  1 (0 )) =  0 ,

U  =  — щ  0), </.*> (*, I, Л)). Л” =  щ  [(X, М) -  gle,

■ | = - ^  +  < < > (т ,5 ,Л ). <р(0о) =  Г .  Р =  0.
(2.3.11)

Здесь функция </J> равна </*>(т, £, ц, [5) при 
Р =  0, а именно

2rt

</.’ > =  -Й J  /*  (*. I  Ч>. Л, 0) *|>. (2.3.12)
О

Аналогично (2.3.12) определяется функция </^>.
Пусть для заданного значения 0  решение краевой 

задачи первого приближения (2.3.11) построено и един­
ственно

| =  |(0, 0 ) , т] =  т](0, 0), р =  0, ср =  Ф(0, 0 , е). (2.3.13)

Здесь функция ф определяется квадратурой аналогич­
но (2.2.26), (2.2.27).

При решении краевой задачи (2.3.11) определяются 
также параметры т|°(0), 7,(0), р =  0.

Исходные переменные связаны с решением первого 
приближения (2.3.13) соотношениями (см. (2.2.15))

а =  | +  0(e), р =  “п +  0 (e), ij) =  ф +  0 (e ), q =  0 (e).
I (2.3.14)

Для определения неизвестного параметра 0  подста­
вим в последнее краевое условие (2.3.10) гамильтониан
(2.3.4) и выражения (2.3.14)

(Л°(0), /* (*е , 1(0, 0), Ф(0, 0 , е), 1]°(0), 0)) +  0 (e ) =

=  7 ^ -  U Ы , 1(0, в ) ) - ( Ц в ) ,  Л /(тв , 1 (0 , 0)))1. (2.3.15)

Рассмотрим сначала приближенное уравнение, полу­
чающееся из (2.3.15) после отбрасывания членов 0(e).
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Покажем, что это трансцендентное относительно 0  урав­
нение допускает много корней. Их число при некоторых до­
полнительных предположениях стремится к бесконечности 
как в-1 при в —»-0, а расстояние между соседними корня­
ми порядка е.

Рассмотрим уравнение (2.3.15), в котором отброше­
но слагаемое (9(e), и функция /* заменена на </J> из 
(2.3.12). Предполоягам, что такое уравнение допускает 
простой вещественный корень 0 О, и перепишем уравне­
ние (2.3.15) без члена 0(e) в виде

О]”, < /;> )e -  ^  u? -  <я, м ) и = -  ( <  /*  _  </0*>)е.
(2.3.16)

Здесь аргументы для краткости не указаны (см. 
(2.3.15)). Правая часть уравнения (2.3.16) как функ­
ция 0  является вследствие зависимости от ф (см. (2.2.26),
(2.2.27)) быстро осциллирую­
щей с частотой ~  в-1, с амп­
литудой порядка единицы и 
с малым средним ~  в. Так 
как функция аргумента 0, 
стоящая в левой части урав­
нения, по предположению 
обращается в нуль при 0  =
=  0о, то отсюда следует спра­
ведливость сделанного вы­
ше утверждения о поведении 
корней уравнения (2.3.16).
Изменение правой (осцил­
лирующей) и левой частей 
уравнения (2.3.16) как функций 0  представлено на 
рпс. 2.2.

Рассмотрим теперь исходное уравнение (2.3.15) с 
учетом члена 0(e). Так как по предположению корень 
0о  усредненного уравнения —■ простои, то учет членов 
порядка в приведет к изменению корня во  на величину 
также порядка в. Поэтому установленные свойства кор­
ней справедливы н для точного уравнения (2.3.15). От­
сюда следует неединственность решения краевой задачи 
принципа максимума.
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Отметим, что искомые корпи 0  уравнения (2.3.15) 
определяются с достаточной для построения первого 
приближения погрешностью 0(e), если член 0 (e ) в этом 
уравнении опустить. Решение задачи оптимального уп­
равления может быть получено из условия минимума 
приближенного значения функционала (2.3.2) по множе­
ству корней уравнения (2.3.16)

/J  — min ̂  (те, £ (0, 0)), т© =  0  4-тго. (2.3.17)

Условие (2.3.17) служит для определения парамет­
ра 0  в решении первого приближения.

4. Определение параметра 0 . Не уменьшая точности 
по медленным переменным и функционалу, величину 0, 
как и другие величины, достаточно определить с погреш­
ностью порядка е. Тогда допустимое множество значений 
{0} можно считать непрерывным, потому что в е-окрост- 
ности любого такого значения, как установлено в п. 3, 
находится корень точного уравнения.

Перепишем уравнение (2.3.16) в виде

(л". </о>)е — я  и  -  №. Щ е  +  V (Те) и =  0. (2.3.18)

Здесь правая часть уравнения (2.3.16) заменена сла­
гаемым v ( t 0 ) x . В уравнении (2.3.16) эта правая часть 
была быстро осциллирующей функцией 0  с амплитудой 
порядка единицы и малым ( ~  е) средним. Далее, учи­
тывая отмеченную возможность выбора 0  из непрерыв­
ного интервала, можно считать х не зависящим от 0 
параметром, принимающим значения в интервале [xi, 
хг), включающем точку х =  0. Не нарушая точности, бу­
дем поэтому рассматривать уравнение (2.3.18) как связь 
между параметрами 0  и х и искать минимум функциона­
ла (2.3.17) при условии (2.3.18). Считая 0  функцией х, 
потребуем, чтобы величина фунционала / 0 (2.3.17) до­
стигала минимума по х е  [хь у,2]

Jo (*) =  8 Ы  (х), I (0  (х), 0  (х))) min. (2.3.19)
X

Предположим далее, что функция Jo из (2.3.19) яв­
ляется гладкой. Тогда необходимое условие минимума 
имеет вид

dJ0 (х) =  \де , ( дв di(в , в))] ю_ =  0 
dK L0т ’M as’ dQ /Je(x) At

(2.3.20)
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(2.3.22)

Пусть соотношение (2.3.19) между © п н  осущест­
вляет взаимно однозначное соответствие, т. е.

£  -  ( ж )-1 -+ {*  [ ( ч * * < й > )  -  й - + ( v £ )  ■-

- v i  fo i". < / » * » - £ + (2.3.21)

G учетом (2.3.21) условие (2.3.20) приводится к виду 
^о(в) i l l  , f d g  I d l ( Q , Q ) \

~ Ж ” =  +  d0 j  ’
f>'o(0) =  S(*e,S(® , ©)).

Так как согласно (2.3.11)

ж | в  =  "4 1^ ’
то для искомой производной (2.3.22) имеет место пред­
ставление

^ £ L - - g | e - ( n * .  < / : » .  +  | е % ^ )  (2-3.23)

Подставим в правую часть (2.3.23) выражение для 
(т|°, </о>)е» определяемое уравнением (2.3.18)

M o(©) =  ^ ( i :e ,| (0 ,  ©)).
Согласно (2.3.11) Жо(0) =  О тождественно по 0,

поэтому dM[a/d® =  0. В результате для производной
(2.3.22) находим выражение

£о (© )  =  v (t 0 ) и . (2.3.24)

С учетом (2.3.24) необходимое условие минимума 
(2.3.20) имеет вид

/ ^  ( * )  =  © ' (w) v (t 0 ) x =  0 . (2.3.25)

Здесь функции ©(и) и т0 =  0  +  то определяются из 
уравнения (2.3.18). Так как v > vq>  0, то на основанпи
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предположения (2.3.21) из (2.3.25) следует, что х =  0 
является точкой возможного экстремума для Jt. При 
условии

0'(О) >  0 (2.3.26)
значение у. =  0 — точка локального минимума функции 
Л ) Ы .

Пользуясь выражением (2.3.25), запишем условие 
глобального минимума функции 7оЫ) в точке х =  О

и
/ » (х) -  /о (0) =  J V (0  (*') +  Т.) - ^ 1  x'dx’ >  0. (2.3.27)

О
Полученное неравенство может быть преобразовано 

при помощи соотношения (2.3.18), заннсаипого следую­
щим образом

-  р(0(х)) +  v (0 (x ) +  то) =  0, (2.3.28)

р (®) -  [J? -  (*• З г )  ~  (’1"- </!>)].. -  * (в)-
При помощи равенств (2.3.28) неравенство (2.3.27) 

может быть записано в виде 
еJ p (0 ')d 6 '> O . (2.3.29)

6 ( 0)

Здесь функция р(0) известна, если построено решение 
краевой задачи (2.3.13) первого приближения для всех 0. 
Через 0(0) обозначен корень уравнения (2.3.18) для 
х =  0.

5. Заключительные замечания. Если условие (2.3.29) 
выполнено, то 0(0) является оптимальным значением мо­
мента окончания процесса управлепия в первом прибли­
жении. Тем самым завершается процедура построения 
оптимального решения первого приближения для случая 
гладких систем. Алгоритм решения задачи оптимального 
управления сводится к решению краевой задачи (2.3.11) 
относительно 2п переменных £, ц на ограниченном ин­
тервале изменения независимой переменной 0 е [ 0 о> @(0)]. 
С погрешностью О(е) минимальное значение функциона­
ла (2.3.2) равно (2.3.19) при х =  0, а оптимальное управ­
ление получается подстановкой найденных выражений
(2.3.13) для а =  |, т|) =  ф, р — т], q =  0 в функцию (2.3.6).
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Как отмечалось ранее, если функция </0> не зависит 
от т, то интегрирование канонической системы (2.3.11) 
значительно упрощается, так как она консервативна и 
имеет первый интеграл к0 =  (ц, </®> (£, rj)) =  const. Ре­
шение задач оптимального управления колебательными 
системами с одной степенью свободы в этом случае при­
водится к квадратурам. Если же фупкции g и М не зави­
сят от т, то 0 — корень уравнения ко =  0 при 0 =  0(и).

При построении более высоких приближений допусти­
мые значения 0  образуют, вообще говоря, дискретное 
множество (0). В этом случае оптимальное значение 0  
находится из условия минимума функционала (2.3.2), вы­
численного с соответствующей точностью, по дискретно­
му множеству (0 ).

Как отмечалось выше, решение краевой задачи прин­
ципа максимума для высших приближений строится при 
фиксированном значении 0  аналогично § 2 на основе 
первого приближения. Постоянные интегрирования опре­
деляются в виде разложений (2.2.47) из краевых условий 
типа (2.2.46).

При построении оптимальных управлений в §§ 2,3 
предполагалось, что функция и* из (2.2.4) или (2.3.6) оп« 
ределястся условиями (2.2.3) и л и  (2.3.4) однозначно и 
является достаточно гладкой 2я-исрподической по “ф 
функцией. При этих предположениях возможно примене­
ние известных схем усрсдпопия по быстрой фазе *ф, что 
привело к упрощению краевой задачи принципа макси­
мума.

Задачи оптимального управления с ограничениями на 
управляющую функцию и впда и е  U часто приводят к 
разрывным (в частности, релейным) функциям времени. 
В этих случаях значения и в моменты разрывов опреде­
ляются неоднозначно. Наличие разрывов у правых частей 
уравнений принципа максимума ограничивает примени­
мость метода усреднения. Усреднению систем с разрыв­
ными правыми частями посвящены работы [188, 244].

Изложенная в §§ 2, 3 методика формально может 
быть использована также и в задачах с разрывными уп­
равлениями (для построения первого приближения). Ос­
новная трудность при этом связана с возможностью осо­
бых или скользящих управлений, которые требуют спе­
циального рассмотрения. Один из таких примеров
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рассмотрен вп .5  § 2. Ниже будут приведены асимптоти­
ческие решения ряда других задач с разрывными опти­
мальными управлениями.

6. Управляемая колебательная система с одной сте­
пенью свободы. Рассмотрим некоторые постановки задач 
оптимального управления колебаниями квазилинейной 
системы (2.2.50), приведенной к стандартной форме
(2.2.52). Как и в п. 5 § 2, рассматривается случай линей­
ной по и функции /  =  /о(т, я, x) +  D(x)u. Коночное мно­
гообразие (2.3.1) будем задавать в разрешенном относи­
тельно амплитуды колебаний а виде

Д/(т, а) =  а—а(т), а(т) ^  ао >  0. (2.3.30)

Здесь а(т) — заданная функция. Возьмем интеграль­
ный критерий качества управления 

т
/  =  в J [у (т) +  G (т) и2] dty (2 3 31)

т =  et, у >  у0 >  0, G >  G0 >  0.

Первый член в функционале (2.3.31) учитывает поте­
ри времени, а второй характеризует расход ресурсов уп­
равления. Введением дополнительной медленной пере­
менной 6, изменяющейся согласно уравнению

Ъ =  в['у(т) +  G(t)u2], 6(0) =  0, (2.3.32)

функционал (2.3.31) приводится к виду (2.3.2), причем 
g =  b. Отметим, что 6 — циклическая переменная. Поэто­
му сопряжепная ей переменная р\ постоянна и, вслед­
ствие условия трансверсальности (2.3.3) имеем р\ ^  — 1. 
В результате оптимальное управление и* определяется 
прежним выражением (2.2.55), а функция Гамильтона 
отличается от Н из (2.2.54) на величину — у(т).

Рассмотрим усредненную краевую задачу первого 
приближения согласно (2.3.11), (2.3.18). Уравнения для 
усредненных переменных |, г), отвечающих а, р, имеют 
вид (2.2.57). Начальные и краевые условия согласно
(2.3.11) запишутся в виде

|(0) =  а°, |(в) =  а (0 ), ф(0)=1|)°, 6(0) = 0 .  (2.3.33)
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Условие (2.3.18), связывающее параметр х и момент 
окончания процесса 0, задается соотношением

. * V ! l  _ L  . _2 '  Je  ( Т +  8v*C ] e 
— т|0а ' (Te) +  v (т©) x =  0, x© =  0. (2.3.34)

Здесь первое слагаемое отвечает правой частп уравне­
ния (2.2.57) для а второе — усредненному уравнению 
(2.3.32) при р 1 =  — 1. 1.

Функционал J из (2.3.31), подлежащий минимизации 
но х (см. (2.3.19)), при помощи (2.3.32) приводится к 
форме

0
•М*) =  Д т  +  -| ^ -) 'Ю - (2.3.35)

О
Здесь подставлено выражение (2.2.55) для и*, а так­

же р =  т|, q =  0 и проведено усреднение по я|).
Таким образом, требуется проинтегрировать прп за­

данном значении 0  систему уравнений (2.2.57) для усло­
вий (2.3.33), а затем определить величину 0  из (2.3.34) 
при значении х, доставляющем минимум функции (2.3.35). 

Рассмотрим частный случай, когда (см. п. 5 § 2)
/о *= — 2%х +  цх3, G — D =  1, v, ч, а, х» И- =  const. (2.3.36)

Решение краевой задачи (2.2.57), (2.3.33) имеет вид 
(2.2.61), где

т]° «  8v2%(a -  a°e“ x0)(l  -  е"2*0)"1. (2.3.37)
Разрешим квадратное уравнение (2.3.34) относитель­

но т]° и подставим полученную зависимость т)°(х) в ра­
венство (2.3.37). После этого ■ получим квадратное урав­
нение относительно величины z =  е_х0, положительное 
решение которого имеет вид

Cl.2 (*) 4 - [ а * ( “ г +
У  —  УН \  1/2] 
2v 2X 2 ] f

*1.2<1,
(2.3.38)

Здесь в выражении для с 1,2 знак плюс соответствует 
положительному значению г)° в (2.3.37), т. е. задаче уве­
личения амплитуды колебаний (при этом a =  а(Т) >  а0),
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а минус — се уменьшению (а <  а0). При а  =  а0 
имеем zi,2  =  l, что отвечает 0 j,2  =  O. Формула
(2.3.38) определяет зависимость 0 (х ). Допустимые значе­
ния параметра х определяются условиями положитель­
ности подкоренных выражений в (2.3.37).

Докажем, что оптимальному решению отвечает значе­
ние х =  0. Для этого согласпо условию (2.3.25) достаточ­
но доказать неравенство 0 '( х )> О  для всех допустимых 
х, что эквивалентно неравенству dz,/c£x< 0, i ~  1, 2 (см.
(2.3.38) ). Так как dc\/d%<0, a dc2/d x >  0, то z j ( x ) < 0  
для i =  l, 2, если dz\/dc\>0 нли dz2/dc2<  0. Производ- 
пая dzjdci согласно (2.3.38) равна

Рассмотрим сначала для определенности задачу уве­
личения амплитуды колебаний: а0 <  а. С учетом выбора 
знака в (2.3.38) имеем с\ > х/2а. Параметры А\ч В\ в
(2.3.39) при этом удовлетворяют неравенствам: 0 <  >1| <  
< i ? i< 2 .  Можно показать, что при этом условии произ­
водная (2.3.39) положительна: dz\ldc\ >  0. Для задачи об 
уменьшении амплитуды колебаний рассмотрим частный 
случай полного гашения колебаний а  =  0. Так как при 
этом в (2.3.38), (2.3.39) имеем В2 =  0, А2 <  0, с2 <  0, то 
из (2.3.39) получим dz2/dc2 <  0.

Тем самым в обоих случаях доказана оптимальность 
зпачения х =  0. Подставляя х =  0 в (2.3.38), имеем иско­
мое оптимальное значение 0  =  0(0) момента окончания 
процесса управления. Выражения (2.2.61), (2.2.66),
(2.3.37) определяют оптимальное управление и траекто­
рию. Минимальное значение функционала в первом при­
ближении согласпо (2.3.35), (2.2.67) равно

Сравним полученное решение задачи с функционалом
(2.3.31) без ограничений на управление и с решением за­
дачи быстродействия для той же системы при ограниче­
ниях вида Ы  <  н0- Для простоты рассмотрим случай 
X =  0 в (2.3.36). В этом случае искомые величины можно

сТг [ 5 i -  -  A i (Ч ,А\  +  1 -  Л*)1' 3]
2('UA* +  i - B i) 1'* ’ (2.3.39)

Ai = a?cir> Z?i =  acr\ £ =1 ,2 .

n02
J0 (0) =  V0 (0) +  - ^ 4 -  [1 -lOv x
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получить предельным переходом при Однако про­
ще вновь построить решение на основе усредненной си­
стемы (2.2.57). Подставляя в систему (2.2.57) равенства 
(2.2.60), у„ =  0, (2.3.36) н интегрируя ее при краевых ус­
ловиях (2.3.33), получим

I  =  V.,v- 2ii°t + я0, 1! -  п° =  -  4v2(a° -  а)©"1. (2.3.40)
Уравпсшго (2.3.34) в даппом случае имеет вид ц02 =  

=  8v2('y — V'/.). Подставляя в него т)° из (2.3.40) и полагая 
к =  0 , находим момент окончания оптимального процесса

0  =  0 (0 ) =  via0 -  al (2/ч)\ (2.3.41)
Онтнмалыюо управлепие в первом приближении опре­

деляется формулами (2.2.66) прп % =  0, (2.3.40), (2.3.41) 
и равно

и* — V2V V  cos ф =  (2,i(),/,[sign (a — a0)] cos ф. (2.3.42)
Решим теперь задачу быстродействия для рассмотрен­

ной выше системы. Вместо функционала (2.3.31) имеем 
функционал н ограничения

/  =  0 - * - т т ,  M < u o , (2.3.43)

а все остальные условия — те же, что и выше. Следуя хо­
ду решения задачи из п. 5 § 2, получим усредненную 
краевую задачу первого приближения (2.2.70) в виде

Ц - =  - ^  signal, 4 =  const, (2.3.44)

£(0) =  в*. |(0) =  о.
Краевая задача (2.3.44) пмеет решение в том и толь­

ко в том случае, если sign ц =  sign (a — a0):

J =  0 =■ т т  | ос — a° |. (2.3.45).2u
Уравнепис (2.3.18) в даппом случае имеет вид

2и
| i !| - l  +  vx =  0

и удовлетворяется при произвольном rj за счет выбора х.
Управление первого приближения согласно (2.2.71),

(2.3.45) равно
и* =  «о sign [ (a — a0) cos ф]. (2.3.46)
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Пусть времена окончания процесса для обоих поста­
новок одинаковы. Приравнивая выражения 0(0) из
(2.3.41) и 0  из (2.3.45), находим

в0 =  (я/2)(ч/2)%. (2.3.47)

Вычислим квадратичный фупкцпонал, характеризую­
щий расход ресурсов, для обеих решенных задач. Для 
первой задачи (2.3.31) на основе с о о т н о ш е н и й  (2.3.41),
(2.3.42) получим

в(о)
J ,=  J u*2dr =  у© (0) =  v (2у)1/а (а0 — а). (2.3.48)

о
Вычисление интеграла (2.3.48) проводится аналогично

(2.3.35). Для второй задачи (2.3.43) па основании (2.3.46), 
(2.3.47) получим

в
/ 2 =  J и*Ы% =  ^  (2у)1/21 а0 -  а |. (2.3.49)

о
Сравнивая интегралы (2.3.48), (2.3.49), находим, что 

h/I\ =  л2/ 8 >  1, т. е. управление в первой задаче более 
экономично расходует квадратичный ресурс управления. 

..Интересно отметить, что точно такой же результат 
hlh  =  пУ8 получается и для функционалов вида 

в
I  =  j  | и* | йт, 

о
представляющих собой расход импульса управления. Та­
ким образом, управление, полученное при решении пер­
вой задачи, более экономично расходует интегральные 
ресурсы управления.

§ 4. Управляемые колебательные системы 
с медленно изменяющимися параметрами 1

1. Маятник переменной длины. Рассмотрим задачу оп­
тимального по быстродействию изменения амплитуды ма­
лых колебаний плоского маятника за счет перемещения 
точки подвеса вдоль горизонтальной направляющей (см. 
рис. 2.1). Исходные предположения и уравнения движе­
ния приведены в п. 3 § 1 главы 2. Полагая =  0 в урав-



СИСТЕМЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ ■ ПАРАМЕТРАМИ 1 1 1

нении (2.1.19) и опуская звездочки, получим уравнение 
управляемых колебаний в виде

Здесь точка означает производную по безразмерному 
времени £, штрих — производную по медленному времени 
т =  е£, о(т) — медленно изменяющаяся безразмерная дли­
на маятника, и — управляющая функция, ограниченная 
неравенствами щ ^  и <  и2.

Заменой (2.2.51) вида ф =  а з т ‘1|), ф =  ахгт cosф урав­
нение (2.4.1) приводится к стандартной форме (2.2.52)

■ а =  — е(и — '/ 6а3 sin3 ф +  3/ 2а~,/2а ' a cos ф)сг,/2 cos -ф,

+  вЫ — 7б«3 sin3 ф 4- 3/ 2о_,/2а' a cos ф)а_,/2а_1 sin ф,

Поставим для системы (2.4.2) задачу оптимального 
быстродействия, аналогичную (2.3.43)

М =  а(0) — а =  О, J =  0  ->- min, щ <  и <  н2. (2.4.3)
Управление и с ограничениями (2.4.3) можно предста­

вить в виде
и.= 7 2(ц 2 +  щ) — 72(112 — H i ) v , М < 1 .

Применяя методику усреднения § 3 и следуя реше- 
пшо примера (2.3.41) из п. 5 § 3, получим апалогичпо
(2.3.42) оптимальное управление в виде

v* =  sign [ (а — а°) cos ф], cos ф =  а1/2а_1ф.
Приближенную зависимость амплитуды колебании 

|(т) получим в виде

Ф  +  о _ ,ф =  е а -1  ( 7бф 3 — и — 2 а 'ф ),

ф (0) =  ф°, ф (0) =  ф°.
(2.4.1)

ф =  о“ ,/2 +

а(0) =  а°, ф(0) =  ф°. □ (2.4.2)

X
".‘вI =  а°о-м  +
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Время оптимального быстродействия 0  определяется 
из условия |(0) =  а, т. о. является корнем уравнения

е
act3'4 (0) — а° =  J ' 1- sign (а — а°) j а1/4 (т) clx.

(2.44)
Отметим, что это уравнение не для /всяких законов из­

менения длины маятника о(т) при заданных параметрах 
а0, а, к, -«1,2 имеет решение. Действительно, рассмотрим 
частную задачу гашения колебаний при убывающей с по­
стоянной скоростью длине подвеса, т. е.

а =  0, о =  1 — Ут, У =  const >  0.
Тогда уравнение (2.4.4), определяющее 0, имеет вид

= т  и — (1 — г с » 5' 1)-

Максимум по 0  выражения в квадратной скобке ра­
вен единице, что соответствует о(0) =  0. Поэтому условие 
разрешимости последнего уравнения для 0  есть а °<  
*^4(«2 — щХбяУ)-1. Очевидно, что при У < 0  (длина ма­
ятника не уменьшается) задача гашения колебапий всег­
да имеет решение.

2. Управляемые вращения динамически симметрично­
го твердого тела. Рассмотрим теперь задачу оптимальпого 
по быстродействию гашения экваториальной составляю­
щей угловой скорости динамически симметричного твер­
дого тела при помощи малых управляющих моментов. 
Уравпеппя движения в оскулирующих перемеппых
(2.1.29) имеют вид (2.1.30). Считается, что управление «з 
выбрано в соответствии с (2.1.26), что обеспечивает до­
стижение заданной величины ю3 Ф  0 осевой составляю­
щей угловой скорости юз. Требуется выбрать функции 
« 1,2, приводящие в нуль экваториальную составляющую 
угловой скорости за минимальное время, т. е.

а(,Т) — ИТ) =  0, Г -н  min.

Исследуем задачу для некоторых конкретных систем 
управления, отвечающих изображенным на рис. 2.3 обла­
стям U возможных значений управления.
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Л. Управление при помощи одной фиксированной па­
ры двигателей (рис. 2.3, а), область U — отрезок.

Б. Управление при помощи двух фиксированных пар 
(рис. 2.3, б), область U — прямоугольник.

В. Управление при помощи пары поворотных (вернь­
ерных) двигателей (рис. 2.3, в), область U — круг.

Л. В этом случае (см. рис. 2.3, а) введем скалярпое 
управление и0

щ — щ cos a, U2 =  юо sin а, .0 .
I I п1«о1 ^  и0 — const, а =  const.

Так как правая часть системы (2.1.30) не зависит от 
фазовых переменных а, Ь, то отвечающие пм сопряжен­
ные переменные равны ра, Рь =  const. Оптимальное управ­
ление ио для системы (2.1.30) получим при помощи
(2.3.4), (2.3.6), (2.4.5)

щ =  и0 sign cos (ср — а -|- у), 

cos Y =  РаР~г , sin у =  РьР"1, Р =  (ра 4* РъУ
(2.4.6)

Подставляя (2.4.5), (2.4.6) в систему (2.1.30) и усред­
няя по фазе <р, получим уравнения для усредненных фа­
зовых переменных с постоянными правыми частями

а =  e2n-1 u,°cos у, а(0) =  о)5, a. (Z1) =  0,
‘ (2.4.7)

Ъ =  е2я -1п° sin у, Ь (0) =  o)S, Ь(Т) =  0.
Здесь и далее для усредненных переменных сохране­

ны прежние обозначения.
6 ф. Л. Черноусько, Л. Д. Акуленко, Б. Н, Соколок
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Разрешая краевую задачу (2.4.7), получим единствен­
ное решение

cosy =  — sin у =  — (ojj/o)!,
mo (2.4.8)

=  e  =  e r  =  - f - ^ .

Условие трансверсальностн (2.3.18) для решения
(2.4.8), как и в примерах (2.3.41) из п. 5 § 3 и (2.4.3) из 
п. 1 § 4, удовлетворяется за счет выбора параметра и. 
Само же решение (2.4.8) единственно и от этого парамет­
ра не зависит.

Подставим формулы (2.4.8) и (2.4.6) в (2.4.5), поло­
жим в них <р =  0, а затем заменим начальные значения 
ш?, ш® на текущие. Получим управление в форме син­
теза

и* =  — н° cos ос sign (0 Х cos ос -f  0 2 sin а),
,  (2.4.9)

и2 =  — н° sin а sign (ох cos а  +  0 2 sin а).
Отметим, что уравнения фазовой траектории (2.4.7) 

и время быстродействия 0  из (2.4.8) в первом приближе­
нии от параметра а не зависят, что объясняется эффек­
том усреднения по осевому вращению тела.

Б. Аналогичное решение получается в случае, когда 
система управления создает моменты сил вдоль каждой 
пз связанных осей (см. рис. 2.3, б)

|m2J < h2, Ui , и2 =  const >  0.

При помощи пзложеппого пыше подхода определяем 

ui =  uj sign cos (ф -f- у), u\ =  u\ sign sin (ф +  y),
cosy — pap г, sin у =  pbp-1, pu b =  const. (2.4.10)

После усреднения краевая задача принципа максиму­
ма принимает вид, толщественный (2.4.7), с заменой

= и\ +  По. (2.4.11)

Выражения для у и 0  совпадают с (2.4.8), где также 
нужно сделать замену (2.4.11). Из формул (2.4.10) ана­
логично (2.4.9) получим синтез оптимального управления
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в виде
и\ =  — и\ sign ©lt =  — и\ sign ©2.

В. В случае поворотного двигателя область U задана 
неравенством

и\ -\- и\ <  ип-, и0 =  const >  0.

Применяя развитую выше методику, совершенно ана­
логично находим

Щ -■= — и0© !© !1, Щ =  — и0©^©^1,
0  =  еТ =  © 1 / м ° , ©а. =  © 1 — U°x =  ©° ( l  — Т 0 - 1 ) ,

(2.4.12)

©5 (й° Г /
©! =  —  ©л. sin ф, ©2 =  ©j. cos ф, ф =  I v (е?) dt'.

fl)0j WJi о

Здесь v ( t ) определено в (2.1.27). Отметим, что полу­
ченное оптимальное решение (2.4.12) является точным,

е. оно справедливо для случая, когда параметр е в
(2.1.24) не мал. Без затруднений он переносится также 
па случай переменного ограничения и° =  и°Ш. При этом 
управления и фазовая траектория остаются прежними
(2.4.12). Время оптимального быстродействия Т опреде­
ляется из условия обращения функции a±(t) в нуль, т. е. 
из уравнения

t
(о± (Т) =  0, ©j. (*) =  ©5. -  J  u°{t')dt'. (2.4.13)

о
Предполагается, что уравнение (2.4.13) имеет поло­

жительное решение.
3. Управление движением плоского осциллятора. Ис­

следуем при помощи развитой выше методики задачу 
оптимального управления квазилинейной колебательной 
системой с двумя степенями свободы. Рассмотрим движе­
ние плоского осциллятора массы m под действием малых 
векторов управляющего (ц>) и возмущающего (/ ')  воздей­
ствий. В полярных координатах (г, ф), где г — расстоя­
ние до центра притяжения (г > 0 ) , ф — полярный угол, 
8*
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уравнения движения примут вид [126, 136]

Г =  1>г , иг =  Уф г - 1 —  с п п г 1 +  W rm ~ l  +  / г Н г 1,

у =  УфГ"1, Уф =  — угУфГ-1 -t- uyn.-1 +  /ф !»-1, (2.4.14)
Г (0) =  7’°, Vr (0) =  У?, Ф (0) =  ф°, Уф (0 ) =  y j .

Здесь уг, уФ — радпальпая п трансверсальная состав­
ляющие вектора скорости; wr, w? — составляющие векто­
ра управлений; / г, / Ф — то же для вектора возмущающих 
воздействий; с >  0 — коэффициент возвращающей силы; 
г° , у?, ф°, Уф —начальные данные. Пусть I >  0 —  некото­
рая характерная для системы (2.4.14) величина, имеющая 
размерность длины, наирнмер, г°. Введем новые безраз­
мерные переменные по формулам

t = v-1£* (v =  с1/2щ-1/2),
(<> 4 15)г =  r*Z, уг =  vr*vl, уф =  yv*vZ.

После замены (2.4.15) система (2.4.14) будет иметь 
прежний вид, но перед величинами w и / '  будет стоять 
множитель (v2lm)~l =  (cZ)-1. Предположим, что имеют 
место равенства

Ф — ес*иг>ф, /г,Ф =  (2.4.16)
где и, /  — безразмерные управляющие п возмущающие 
функции порядка единицы, е — малый параметр.

Отметим, что к системе (2.4.14) приводятся уравнения 
малых пространственных колебаний маятника постоян­
ной длины (сферический маятник) с управляемым поло­
жением подвеса.

Опуская звездочку в обозначениях (2.4.15) п исполь­
зуя равенства (2.4.16), перепишем возмущенные уравне­
ния движения плоского осциллятора (2.4.14) в виде

г =  Уг, Уг =  уфг-1 — Г +  eur +  Е/г, 

ф =  УфГ-1, Уф =  — угУфГ-1 +  еиф +  е/ф.
(2.4.17)

Начальные значения переменных в (2.4.17) берутся 
из (2.4.14) и по порядку величин равны единице. Возму­
щающие функции / г, /Ф могут зависеть от уг, уф и 
2я-периодичны по угловой переменной ф.
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Система (2.4.17) имеет вид (2.1.1). Приведем ее к стан­
дартному виду управляемой системы с вращающейся фа­
зой (2.1.6). Для этого воспользуемся известным общим 
решением невозмущеппой системы, взяв следующий на­
бор интегралов движения

V, («? +  !*) + > /,> * -я, ™ф =  лг,
гг =  Ez, ср =  6 +  arctg [(tg ф со) (1 — ш2)-1/2]. ‘ '

Здесь Е — интеграл полной энергии колебаний, N — 
кипетический момент, б — угловая постоянная, ф — фаза 
колебаний. Величины z, а> и ф в (2.4.18) равны

z =  l  +  ©sin2i|>, со =  (1 - N 2E-2)1'2, (2419)
ф =  £ +  фо (фо =  COTlSt).

Из (2.4.18), (2.4.19) следует, что
Д ( 1 - о ) ) ^ г 2< Я (1  +  0).

Величины Е, N (или ©), б, “фо есть постоянные ин­
тегрирования. В справедливости интегралов (2.4.18),
(2.4.19) можно убедиться дифференцированием в силу 
невозмущеппой системы
(2.4.17) при е =  0.

Формулы (2.4.18), (2.4.19) 
дают явные выражения для 
функций r =  r[t) И ф =  ф(£).
Дифференцированием по t 
получаем радиальную и тран­
сверсальную составляющие 
вектора скорости

г =  vr{t)=  (aEmz~m cos 2ф, 
v^ Nr- i = N{Ez)~l/2.

Траектории невозмущеппой системы представляют со­
бой эллипсы (рис. 2.4), наибольшая ось которых состав­
ляет угол 6 — п/ 4 с Ох.

Выберем теперь в качестве новых переменных вели­
чины Е, N, б, ф. При помощи методики п. 1 § 1 данной 
главы получим управляемую систему с вращающейся
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фазой типа (2.1.6)
■ Ё =  ей,. (иг +  /,) 4* вУф (Мф 4" /ф), N =  ег (н-ф 4- /ф), 

6 =  — iLz-5LlZ—cos (cos ф 4- w sin ф) — -jj- j ,

E (0) =  E°, N {0) =• №, 6 (0) =  6°, \|) (0) =  \p°. □ (2.4.20)
Начальные условия (2.4.20) находятся при помощи 

соотношений (2.4.18), (2.4.19) и условий (2.4.14)
Я ® - « ( » ? *  +  » ? )  4 - И  Н » , №  =  г ° 4 ,

6° =  ф® -  arctg [(tg ф° 4- со0) (1 -  со02)- 1/2], (2.4.21)
sin 2ф° =  (г03 — Е°)!«\°.

Велпчппы i|)° и 6° из (2.4.21) определяются с точ­
ностью до я. Правая часть системы (2.4.20) псриоднчпа 
по яр с периодом я. Вместо какой-либо из переменных Е 
или N можно взять медленную переменную о , которая 
изменяется согласно уравнению

1
(О ‘ - - S T

Ниже предполагается, что медленная переменпая со 
изменяется в пределах o)i <  «о <  о)2, где coi >  0, 0 2  <  1, 
т. е. траектория точки есть невырожденный эллипс.

Рассмотрим задачу оптимального управления типа
(2.2.1), (2.2.2) с закрепленным временем Т =  0е -1. А имен­
но, зададим единственное граничное условие и функцио­
нал в виде

Е (Т) =  Я*, /  =  J (и? 4- и%) dx min . (2.4.22)
0 (иг-иф)

Здесь Е *>  0 — заданное значение энергии колебаний, 
т =  е t.

Заметим, что функционал (2.4.22) часто имеет смысл 
энергии, расходуемой на управление. Далее для опреде­
ленности будем рассматривать систему (2.4.20) для воз­
мущающих функций (/г, /ф) вида / f =  аг3, /„ =  0, о =  const, 
характеризующих кубическую нелинейность возвращаю­
щей силы.
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Из условия максимума функции Гамильтона находим 
(см. (2.2.3), (2.2.4))

ит=№  (pEvr +  pbftr +  rWV). l
u% =  % (рЕиф +  pNr +  PbhФ +  Рф/яЦф). ' k'

Здесь pE, Pn, Pt, p* — соответствующие сопряженные 
нерсмсииые, а /вг, /«Ф, /фг, /Фф — коэффициенты при и, и и, 
в уравнениях (2.4.20) для б, г|).

Укажем априорные свойства краевой задачи принципа 
максимума. Отметим, что правые части системы (2.4.20) 
не зависят от б. Поэтому и функция Гамильтона задачи
(2.4.20) — (2.4.22) не зависит от б, а вследствие нулевого 
граничного условия имеем р6 =  0. Так как г|> не входит в 
соотношения (2.4.22), то из условия (2.2.27) вытекает, что 
в рассматриваемом первом приближении р* =  0. Тогда, 
усредняя по i|) согласно (2.2.17), получим выражение для 
гамильтониана первого приближения

К  = 1 / Л  Ол е  +  T)w ) +  1/ 2|-1т)е 'Пл *
Здесь использованы соотношения (2.4.20), (2.4.23), 

а также равенства

<*>?> =  6(1 — и!-1). <г*>~5, <4> =  ц.
< V >  =  И-. <*V’3> -  0, Рф =  Рб =  0,

в"которых |, (.1 — усредненные значения Е, N, а лв, л*г — 
соответствующие усредненные сопряженные переменные. 
Так как

*1». д/с„ 1
и г ------- S i? - -— т ч л * -  ч » (в ) -о .

то г\ц =  0. После этого усреднения краевая задача с га­
мильтонианом ко интегрируется в элементарных функ­
циях

ш  =  {Vii° -  Т 0 -1 {V T ^ ~ V E .t )\\

* ) f .  ч » - 0 .
(2.4.24)
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Если подставить найденные функции (2.4.24) в ус­
редненные уравнения (2.4.20), то переменные б, ф в пер­
вом приближении определяются квадратурами. При по­
мощи формул (2.4.23), (2.4.24), (2.4.18), (2.4.19) находим 
выражения для оптимальных управлении в первом при­
ближении

Отметим, что управление (2.4.25) коллпнеарно векто­
ру скорости, т. е. направлено по касательной к траектории. 
Чтобы соотношения (2.4.25) определяли программное уп­
равление в виде иг (£), мф (t), в них нужно подставить 
т|я(т) из (2.4.24), а также определить фазу ф(£) в первом 
приближении согласно (2.2.25), (2.2.26). В результате вы­
числений получим

Отметим, что коэффициент о, характеризующий не­
линейность возвращающей силы, нс вошел в решение
(2.4.24), по фигурирует в формуле (2.4.26) для фазы ф. 
Этот результат аналогичен результату, полученному в 
п. 5 § 2 главы 2 для одномерного осциллятора с нелн- 
пейным кубическим возмущением. Коэффициенты соот­
ветствующих формул (2.2.65) и (2.4.26) отличаются в два 
раза, что обусловлено числом степепей свободы систем.

Аналогично изложенному на основе усредпепиого га­
мильтониана /«о могут быть исследованы в первом при­
ближении и другие задачи- оптимального управления эле­
ментами орбиты (2.4.18), (2.4.19) с функционалом (2.4.22). 
Заметим, что в некоторых случаях удается свести реше­
ние задачи оптимального управления с дополнительными 
ограничениями на управляющие функции к конечным 
уравнениям относительно неизвестных параметров усред­
ненной краевой задачи. Ряд результатов, связанных с по­
строением оптимального управления одночастотными ко­
лебательными системами с несколькими степенями сво­
боды, получен в работе [12].

(2.4.26)
о
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МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ В НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

В главе 3 развивается асимптотическая методика ре­
шения задач оптимального управления существенно не­
линейными колебаниями и вращениями в случае малых 
управляющих воздействий. Однако вследствие существен­
ной нелинейности, т. е. зависимости частоты от медлен­
ного вектора, система уравнений соответствующей крае­
вой задачи пе имеет стандартного вида. Прп некоторых 
дополнительных предположениях эту трудность удается 
преодолеть, привести уравнения к стандартной форме и 
развпть алгоритм прпблпжеппого построения оптималь­
ного управлеппя. В §§ 1, 2 рассмотрены задачи с закреп­
ленным временем, в § 3 — задачи типа оптимального 
быстродействия. Развитые приемы позволяют, в частно­
сти, решить ряд задач оптимального управления колеба­
ниями и вращениями маятниковых систем (§ 4). В § 5 
проводится исследование некоторых задач оптимальпого 
управления элементами плоской орбиты прп помощи дви­
гателей малой тяги. Основы излагаемой в данной главе 
методики были дапы в работе [24] и затем развиты в 
статьях [13, 15, 230].

§ 1. Метод усреднения для управляемых нелинейных 
систем с вращающейся фазой

1. Приведение уравнений управляемых нелинейных 
колебаний к стандартному виду. Рассмотрим управляе­
мую систему довольно общего вида, содержащую медлен­
ную х и быструю у векторные перемеппые, аналогич­
ную (2.1.1)

х =  еХ(х, у , u), xtto.) =  я0,

у  =  Y 0ix ,  у )  +  еУи, у , и ),  у (to) =  У0. (3.1.1)
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Здесь все введенные величины имеют тот же смысл, 
что и соответствующие им в системе (2.1.1). В отличие 
от § 1 главы 2 медленное время т включено в состав век­
тора х. Предположим, что система (3.1.1) при е =  0 име­
ет общее решение в виде одночастотиых вращательно- 
колебательных движении (2.1.3). Однако в отличие от
(2.1.3) будем предполагать, что фаза ф представляется 
в виде ф =  ©(с, x)(t — U) -h тро, где частота ©, в отличие 
от v ( t ) и з  главы 2, зависит от медленных фазовых пере­
менных. Преобразованиями, аналогичными (2.1.3)—
(2.1.5), система (3.1.1) приводится к стандартному виду 
управляемых систем с вращающейся фазой (2.1.6) с ча­
стотой ©(а). Эта система имеет вид

а =  е/(в, ф, в), а(£о) *= в0,
(3.1.2)

ф =  ©(а) +  еЛа, ф, u), ф(£0) =  я])0.
Здесь е — малый параметр, в — тга-мерный вектор уп­

равляющих функций, а — медленный в-вектор фазовых 
переменных, ф — скалярная фаза, © — частота, удовлет­
воряющая условию ©(a)Ss© o>0, где ©0 — постоянная, 
/, ©, ^  — достаточно гладкие функции своих аргументов, 
2л-периодические по ф. На управляющие функции нало­
жено ограничение в(£) е  U, где U — фиксированное замк­
нутое множество. Систему (3.1.2) рассматриваем на ин­
тервале времени £<=[£0| Г], где Т =  0  =  const> 0 .
Заметим, что функции /, F в (3.1.2) могут быть гладкими 
функциями параметра е. Излагаемая ниже методика пол­
ностью применима и в этом случае, но в целях сокраще­
ния записи зависимость f, F от б не указывается.

Рассмотрим ряд примеров управляемых механических 
систем вида (3.1.1), приводящихся к одночастотной си­
стеме стандартного вида (3.1.2).

А. В р а щ а т е л ь н о - к о л е б а т е л ь н а я  с и с т е -  
м а. Рассмотрим слабо управляемую систему с одной сте­
пенью свободы и медленно изменяющимися параметрамп

У +  Q{x, у, у) =  ед(я, у, у, в), у(£0) =  у0, у(£0) =  у0,
(3.1.3)

х =  гХ(х, у, у, в), x{to)—x°, u^U .
Здесь у и у =  dy/dt — одномерные координата и ско­

рость, х — управляемый вектор медленно изменяющихся
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параметров системы, и — вектор управляющих функций. 
Предположим, что при е =  0, х =  const невозмущенное 
уравнение для у допускает двухпараметрическое семей­
ство решений, описывающих вращения

I/O =  i|> +  <р(а, ф, х ), уо =  со (я, ж)(1 +  дф/chjj), ^  ^ ^  
ф =  со(я, x){t —10) +  фо

или колебания

Здесь ф — вращающаяся фаза, со (я, х) >  соо >  0 — ча­
стота вращений или колебаний, ф — 2я-периодпческая 
функция ф, я — амплитуда или энергия колебаний. В слу­
чае вращений функции Q, q и X в (3.1.3) должны быть 
2я-периодичны относительно у. Решения (3.1.4),
(3.1.5) содержат две произвольные постоянные а и i|)o.

Преобразуем систему (3.1.3) к виду (3.1.2). Будем
считать равенства у =  у0 и у =  уо, где у0 и у0 как функ­
ции я, ф, х определены в (3.1.4), (3.1.5), формулами за­
мены переменных у, у, х на а, ф, х. Дифференцируя 
эти равенства по i в силу возмущенной системы (3.1.3), 
получим уравнения

Через д/дх обозначен оператор градиента по перемен­
ным х. Разрешим первые два уравпенпя полученной си­
стемы относительно я и ф, воспользовавшись тождест­
вами

выражающими тот факт, что (3.1.4), (3.1.5) — реше­
ния системы (3.1.3) при е =  0. В результате получим

|/о =  ф(а, ф, ж), i/o =  со (я, х)ду/д$, 
ф =  со (a, x)(t — io) +  фо. (3.1.5)
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управляемую систему с вращающейся фазой вида (3.1.2)

х)■______ « Г 1 д«» . ( ( а\  Эи, % ____^
W [ ш 5t "г ^  atf дх at д̂ дх )

Г » ( ( 0, J« a V » __ чъ
/ [ ( 0  да даф =  й) (а, х) +  -] dtydx dtyda дх

)]•
* > • 4

(3.1.6)

* =  еХ (*> Уо. Уо» и), а (*0) =  а0, ф (t0) =  ф°, X (У  =  Я®.
Здесь 2я-периодическая по ф функция РК =  W(a, ф, х) 

есть якобпап преобразования, равный

w (а, ф, я) -  da ^  dy dyga , W фО.

Функции q и X  в (3.1.6) есть функции следующих ар­
гументов

q =  q(x, у о, <в%о/<?ф, и), 
Х =  Х(х, уо, й)ду</0ф, и).

Начальные условия для переменных а и ф в (3.1.6) 
определяются через начальные данные (3.1.3) при помо­
щи соотношений

У° =  Уо(а°, ф°, я0), i/° =  ш(а°, я°)(д/5ф)у0(а°, ф°, я0).
Таким образом, стандартная управляемая система с 

вращающейся фазой вида (3.1.2) полностью построена.
Отметим, что к системе вида (3.1.3) приводит исследо­

вание ряда механических систем, певозмущенпая функ­
ция Лагранжа L для которых равна

Ь = л/2т(х, у)у2 — Шя, у).

Здесь т ^  то >  0 — инерционная характеристика си­
стемы, у — обобщенная координата, у — обобщенная ско­
рость, я — векторный параметр; первое слагаемое пред­
ставляет собой кинетическую энергию, П — потенциаль­
ная энергия. В этом случае фупкцпя Q пз (3.1.3) имеет 
вид
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Б. С и с т е м а ,  б л и з к а я  к к о н с е р в а т и в н о й .  
Рассмотрим теперь колебательную систему, близкую к 
консервативной

y +  Q(x, у) =  ед(я, у, у, и), х — еХ {х , у, у, и). (3.1.7)
В этом случае стандартную систему (3.1.6) можно по­

лучить на основе известных интегралов невозмущенпой 
системы L64]

■ y  у2 -|- П (х, у) =  а, у =  ± ]^ 2  [а — П(ж, у)]1/3»

я[) =  со (я, х) Г - — —-----== Чг (х, а, у),
J у («, У» х)

П (ж, у) =  J  Q (х, у) dy,

со ( « , * ) =  Г0 (а, ж) =  Г - — —---- • а (3.1.8)
М " ’ Х > J г/(я, У, г)

Здесь интеграл для периода То(а, х) в случае колеба­
тельных движений берется по замкнутой траектории в
плоскости у, у, а для вращательных движений — по про­
извольному отрезку траектории, для которого прираще­
ние координаты у составляет 2я. Потенциал П(х, у) в
(3.1.8) в случае вращений должна быть 2я-периоднческой 
функцией у, для чего необходимо, чтобы средпее по у за 
период 2хс от функции Q(x, у) было равно нулю.

Для а, х п ■ф находим уравнения

а =  eiqy +  (дП/дх, X)], х — еХ,
(3.1.9)

t|j =  0)(Я, X) +

+  eiqy дЧ?/да + (Ш /дх  +  уШ/даШ/дх], X)}.

В этих уравнениях правые части определены явно че­
рез медленные перемеппые а, х и быструю переменную у 
при помощи соотношений (3.1.8). Чтобы получить пра­
вые части системы (3.1.9) в впде функции от я, ж, t|), пуж-
по выразить у, у через эти переменные при помощи ({юр- 
мул замены (3.1.8). При этом правые части системы
(3.1.9) будут 2я-перподпческими функциями ф.
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В. С и с т е м а  т и п а  м а я т н и к а .  В качестве при­
мера рассмотрим систему, изображенную на рис. 2.1 и 
представляющую собой маятник переменной длины. Точ­
ка подвеса маятника перемещается по наклонной прямой, 
лежащей в вертикальной плоскости и составляющей по­
стоянный угол б с горизонтом. Уравнение движения си­
стемы имеет вид (2.1.20). Предпололшм, что безразмерное 
ускорение точки подвеса W и скорость изменения без­
размерной длины о маятника в (2.1.20) являются милыми

W  =  ем, а' =  =  ем. (3.1.10)

Здесь е — малый параметр, и л и  — управляющие 
функции порядка единицы, £*— безразмерное время (ар­
гумент) в уравнении (2.1.20). Объединяя соотношения
(3.1.10) и (2.1.20), придем к системе типа (3.1.7), где

х =  о, у =  ср, Q =  c r1 sin ср,
Q — — o~lu cos (ф — б) — 2о“ 1мф/.

Невозмущенные колебательные и вращательные дви­
жения полученной системы при е =  0 выражаются из­
вестным образом через эллиптические функции.

Пусть угол ф в системе (2.1.20), (3.1.10) мал, так что 
возможна линеаризация по углу ф, sin ф « ф. В случае, 
когда безразмерная длина а — заданная функция медлен­
ного времени т =  е/*, имеем квазилинейную управляемую 
систему, рассмотренную в п. 1 § 4 главы 2. Если же о — 
фазовая переменная, подчиняющаяся уравнению (3.1.10), 
где v — управление, то даже при малых ф система
(2.1.20), (3.1.10) остается существенно нелинейной систе­
мой (3.1.7), в которой (? =  а-1ф. В этом случае частота со 
будет зависеть от фазовой переменной о.

Отметим вообще, что если параметры линейной коле­
бательной системы (осциллятора) управляемы, то соот­
ветствующая система оказывается существенно нелиней­
ной. Примером может служить маятник (плоский или 
сферический) с управляемой д л и но й  подвеса, который 
даже в случае малых колебаний приводит, как следует 
из рассмотренного выше примера, к существенно нели­
нейной системе.
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Г. Б ы с т р ы е  в р а щ е н и я .  Рассмотрим вращатель­
ную систему вида (3.1.7)

у -I- QLх, у) =  q(x, у, у, и), х =  Х(я, у, у, и) (3.1.11)
в предположении, что начальная угловая скорость враще­
ний у0 пелпка. Так как потенциальная энергия П (см.
(3.1.8)) является для вращательпой системы ограниченной 
периодической функцией у, то кинетическая энергия не- 
возмущенной системы (3.1.11) значительно превосходит 
потенциальную. Движение в этом случав близко к рав­
номерному вращению [148, 7, 8]. Укажем, при каких ус­
ловиях имеет место соответствующая асимптотика. Вводя
новый аргумент 0 =  уЧ, получим из (3.1.11)

А .
(К)2
dx

~Ж

Q (х, у)

Здесь dy/dQ — величина порядка единицы, а у0 — боль­
шая величина; примем, что у0 ~  в-1, члеп Q(y°)~2 имеет 
тогда порядок в-2, а порядок по в членов у(у0)-2, X(y°)_I 
в полученной системе определяется зависимостью функ­
ций q, X от у и может быть различным. Например, если 
в (3.1.11) функции qy~l и X ограничены при у-»-°°, то 
главные по в члены в полученной системе будут поряд­
ка в, и система примет вид системы (3.1.3) или (3.1.7) 
при Q =  0. В обозначениях (3.1.3), (3.1.7) она запишется 
в форме

у =  egU, у, у, и), х =  еХ(х, у, у, и). (3.1.12)
Полученные уравнения (3.1.12) приводятся сразу к

стандартной форме (3.1.2), если положить у =  г|), у =  а.
Д. Н е л и н е й н ы й  о с ц и л л я т о р  с м е д л е н н о  

и з м е н я ю щ и м и с я  п а р а м е т р а м и .  Рассмотрим не­
линейную колебательную систему с одной степенью сво­
боды, положение равновесия которой у =  s может мед­
ленно изменяться в соответствии с некоторым законом



428 УСРЕДНЕНИЕ В НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ [ГЛ. 3

управления. Уравнения движения возьмем в виде

ту +  Fiy — s) =  0, s =  ew. (3.1.13)

Здесь у — абсолютное положение массы т вдоль осп 
yt s — регулпруемое по скорости перемещения положение 
точкп равновесия, — Fiy —.?) — нелинейная возвращаю­
щая сила, действующая па массу т при возникновении 
относительного рассогласования у — s, причем Т'ЧО) =  0. 
Система (3.1.13) является частпым случаем системы
(3.1.7) и приводима к стандартной форме (3.1.9). Ряд за­
дач оптимального управления для системы (3.1.13) решен 
в главе 4.

Е. У п р а в л я е м ы е  д в и ж е н и я  в н ь ю т о н о в ­
с к о м с и л о в о м  поле.  Важным примером существенно 
пелппейного колебательного движения, приводящего к ис­
следованию системы стандартного вида (3.1.2), является 
управляемое движеппе точки в центральном гравитацион­
ном поле под действием малой тяги [73, 88, 130, 159]. 
Управляемое движение с малой тягой может быть иссле­
довано при помощи методики данной главы как в плос­
ком, так и в пространственном случаях. Решенпе 
некоторых задач оптимального управления элементами 
плоской орбиты в центральном поле при наличип малой 
тяги содержится в § 5 главы 3.

Ж. У п р а в л е н и е  в р а щ е н и я м и  т в е р д о г о  те­
ла о т н о с и т е л ь н о  ц е н т р а  мас с .  Ряд задач, пред­
ставляющих значительный прикладной интерес, приводит 
к исследованию управляемых движений твердого тела от­
носительно центра масс (проблемы стабилизации, ориен­
тации и т. д.). Уравнения движения свободного тела под 
действием малых управляющих моментов приводятся к 
стандартному виду (3.1.2). Поэтому развиваемая далее в 
главе 3 методика усреднения дает возможность исследо­
вать ряд важных задач управления движением твердого 
тела относительно центра масс. Некоторые задачи управ­
ления вращениями твердого тела, допускающие квазили­
нейную трактовку, были решены в § 5 главы 1 и в § 4 
главы 2. Далее в главе 5 при помощи асимптотических 
методов будут исследованы существенно нелинейные за­
дачи оптимального управления для динамически-симмет- 
ричного и трехосного твердого тела.
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2 . Постановка задачи оптимального управления с за­
крепленным временем и принцип максимума. Переходим 
к постановке задачи оптимального управления системой
(3.1.2) на фиксированном асимптотически большом про­
межутке времени t ■ t <= [f0, Т] , Т =  0е-1, 0  =  const >  0. 
Пусть требуется перевести медлепный вектор а из на­
чального состояния а0 в конечное, определяемое соотно­
шениями типа (2 .2 .1 )

МЫ(Т)) =  0 , М =Ш и  .. . .  Ш , 0 « £ Z < n - l ,  (3.1.14) 
таким образом, чтобы достигал минимума функционал

/  =  g(a(T)) -+ min, u(t) е  U. (3.1.15)
Функции M u g  предполагаются достаточно гладкими 

и такими, что при всех значениях е е  (0 , ео! решение за­
дачи оптимального управления (3.1.2), (3.1.14), (3.1.15) 
существует и единственно, причем особые управления от­
сутствуют. К приведенной постановке при помощи обыч­
ного приема введения дополнительной медленной пере­
менной сводится и задача с интегральным функционалом
(2.2.2) . Отметим, что в отличие от постановки (2.2.1),
(2.2.2) функции М и g считаются не зависящими от я|). 

Для исследования поставленной задачи оптимального
управления в предположении существования ее решения 
воспользуемся необходимыми условиями принципа мак­
симума. Выпишем функцию Гамильтона

II =  е(р, /) +  g(co +  eF). (3.1.16)

Предположим, что из принципа максимума для уп­
равления u.*(f)
# (Р  (9 ,0 (9 , « (9 ,  !>(*). “ *(*). е) =

=  т а х # ( р  (£), q(t), a(t), i])(i), и, е) (3.1.17)
«еп

оптимальное управление определяется однозначно в виде 
достаточно гладкой функции своих аргументов, 2 я-лерио- 
днческой по 1р

и* =  д(а, ij), р, q). (3.1.18)

Переменные р и q, сопряженные а и соответствен­
но, удовлетворяют системе дифференциальных уравнений 
0 Ф. л. Чсрпоусько, Л. Д. Акуленко, Б. Н, Соколов
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ц условиям трансверсальности на правом конце (при

Здесь X — Z-вектор множителей Лагранжа.
Система уравнений и граничных условий (3.1.2),

(3.1.14), (3.1.19), в которые подставлено и —и* из (3.1.18), 
образует двухточечную задачу принципа максимума. 
Среди ее решений находится искомое (по предположению, 
единственное) решение задачи оптимального управления. 
Если решение краевой 'задачи единственно, то оно и яв­
ляется оптимальным. Если же краевая задача имеет бо­
лее одного решения, то должно быть выбрано оптималь­
ное, дающее минимум функционалу (3.1.15). Как будет 
показано ниже, полученная двухточечная задача допус­
кает, как правило, много решений, число которых имеет 
порядок е- 1  (см. § 3 главы 2 ).

Важно отметить, что система уравнений (3.1.2),
(3.1.19), (3.1.18), в отличие от соответствующей квазили­
нейной системы (2.2.9) или (2.3.3), не имеет стандартно­
го вида системы (3.1.2) с одной вращающейся фазой. Век­
тор р в (3.1.19) формально не является медленным: его 
производная не обращается тождественно в нуль при е =  
=  0, так как о '  Ф 0. Указанные два обстоятельства — не­
единственность решения краевой задачи и отличие систе­
мы от стандартного вида — существенно усложняют ис­
следование краевой задачи и построение асимптотическо­
го решения задачи оптимального управления.

Отметим, что применению методов усреднения в за­
дачах оптимального управления был посвящен ряд работ, 
выполненных в 60 — 70-е годы. На возможность исполь­
зования этих методов для приближенного построения уп­
равлений в колебательных системах обращалось внима­
ние в книгах [148, 1501. Исследовались системы с медлен­
но меняющимся управлением [148]. Рассматривались не­
которые классы линейпых управляемых систем с малым 
параметром [262]. В работе [130] методами усреднения

t =  T)

(3.1.19)

Р ( Т ) =  ТсгК ^А О -Й т, »(П  =  0.
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исследовались оптимальные траектории с малой тягой. 
Ряд работ был посвящен управляемым системам в стан­
дартной форме вида х =  &X(t, х, и), что соответствует си­
стеме (3.1.2) при m =  1 , ^ =  0 . Укажем здесь работы 
[1—3, 155, 156, 172—174], посвященные применению ме­
тода усреднения и его модификаций (частичное усредне­
ние) к подобным системам. В работе [81] исследованы 
управляемые квазилинейные системы вида (3 .1 .2 ), в ко­
торых о  — постоянный вектор, а интервал времени фик­
сирован. Метод усреднения для существеппо нелиней­
ных управляемых систем с вращающейся фазой (3 .1 .2 ) 
был предложен в работе [24]. Методика исследования-ква­
зилинейных колебаний систем с медленно изменяющими­
ся параметрами, развитая в работах [ 1 0 — 1 2 ], изложена 
.выше в главе 2. В дайной главе рассматриваются суще­
ственно нелинейные управляемые системы (3 .1 .2 ), асим­
птотическое исследование которых сопряжено с преодо­
лением указанных выше особенностей.

3. Вывод стандартной системы с вращающейся фазой. 
Пользуясь граничным условием q{T) =  0 из (3.1.19), при­
ведем систему дифференциальных уравнений (3.1.2),
(3.1.19) при и* из (3.1.18) к стандартному виду. Для это­
го заметим, что исходная система (3.1.2) автономна и по­
этому гамильтонова система (3.1.2), (3.1.19) допускает 
первый интеграл [176]

II* =  е(р, /*) +  ?( о) +  e F * )  = С  =  const. (3.1.20)
Здесь звездочка означает, что в соответствующие фун­

кции подставлено и =  и* согласно (3.1.18). Величина Н* 
вдоль траекторий системы равпа постоянной С. Предпо­
ложим, что векторы а(Т) и р{Т), определяемые согласно
(3.1.2), (3.1.14), (3.1.19), ограничены для всех е > 0 . Тог­
да из краевых условий (3.1.19) и из (3.1.20) следует, что 
С =  е(р, /*)т, т. е. C =  ek, где постоянная h ~ i  равна

h =  (р, j*)r, /* =  /(«, ф, р, q) (3 .1 .2 1 )
и ограничена при е 0. Из (3.1.20) следует, что

q =  E(*-'{h-(p, f* )-q F *], (й^ш 0 > 0, (3.1.22)
т. е. формально q ~  е. Соотпошенпе (3.1.22), рассматрива­
емое как уравнение относительно q, при условии ограни­
ченности частной производной правой части по q для 
9*
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д =  8 =  0 можно однозначно разрешить в виде 
q =  еш-1[& — (р, /  оЯ +  t2qiUi, я, ^  Р> в), 

/о =  /*(я, Ф, Р, 0).
(3.1.23)

Здесь <72 — некоторая ограниченная 2я-периодичсская 
по я|) функция. Уменьшим порядок решаемой системы
(3.1.2), (3.1.19), подставив в нее выражение (3.1.23) для <7, 
где h — параметр. Получим краевую задачу меньшей раз­
мерности, зависящую от неизвестного параметра h, вида

■ а =  ef*Q (ад ф, р) +  е2/ 3 {К я, ф, р, е),

Р =  -  е [h -  (р, & (я, ф, 7?))] -

-  в ~  (р, /I (я, ф, р)) +  bV>b (А, я, ф, р, в),

ф =  © (а) +  (h, a, ф, р, е),

« й , ) - а \  ^(ta) =  ^ ,M (a (T )) =  0,

Р(Т) =  -^ЦХ, M ) - g ] T. □ (3.1.24)

Здесь / 2, Р2 и F\ — ограниченные функции, 2я-перио- 
дические относительно яр. Таким образом, получена си­
стема (3.1.24) в стандартной форме, решение которой 
строится при заданном значении h тем же способом, что 
и в главе 2 для случая квазилинейной системы. Началь­
ные и краевые условия (3.1.24) следуют из (3.1.14),
(3.1.19). Пусть решение краевой задачи (3.1.24) сущест­
вует и единственно в некотором интервале h е  [hi, hi\

a =  a(t,h,e), ф =  ф(£, h, в), p =  p(f, h, e). (3.1.25)
Параметр h находится из условия q(T, h, e ) = 0 ,  где 

функция q определяется согласно (3.1.23). Это условие, 
согласно (3.1.21), (3.1.25) имеет вид

А ** (р (Т, h, е), /о (а {Т, h, е), ф (Г, h, е), р (Г, h, е))).
(3.1.26)

По предположению относительно существованпя ре­
шения задачи оптимального управления (3.1.2), (3.1.14),
(3.1.15), уравнение (3.1.26) имеет хотя бы один вещест-
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веншыи корень. Если этот корень h= h*\ ограниченный 
при е -» -0 , найден, то после подстановки его в (3.1.25) 
полностью определяются функции а, -ф, р. Подстановка 
последних и h =  h* в (3.1.23) позволяет также найти 
функцию q. В результате получается искомое решение 
краевой задачи (3.1.2), (3.1.14), (3.1.18), (3.1.19).

Из вида уравнения (3.1.26) следует, что параметр h 
определяется, вообще говоря, нсодпозначно, так как пра­
вая часть уравпепия (3.1.26) является быстро осциллиру­
ющей функцией h. Частота осцилляций есть величина по­
рядка е '1, а амплитуда — порядка единицы. Покажем это. 
Сначала дифференцированием по h оценим величину про­
изводной h, e)/dh. Используя уравнения (3.1.24) и
‘существенную нелинейность системы (оVia) ~  1 ), полу­
чим оценку в главном члене

1 L  ■= - k .[ ~  -к  j  • W dt =  I  (£ •  ж ) *  ~  f
О о *0

Здесь учтено очевидное равенство 5ф(£о| h, z)/dh =  
=  дф°/dh =  0. Ниже будет приведено условие (3.1.36), га­
рантирующее указанную 
оценку. Из полученной оцен­
ки и 2 л;-периодичности функ­

ции /о по ф вытекают отмечен­
ные выше свойства быстрой 
осцилляции правой части 
уравнения (3.1.26) по h. Ти­
пичная картина, возникаю­
щая при исследовании урав­
нения (3.1.26), представлена 
на рис. 3.1. Здесь приведе­
ны графики обеих частей 
уравпения (3.1.261 как функций h. Штриховой кривой 
представлена функция (р, </!>)г, где </0>— среднее от / 0 
по фазе ф.

В дальнейшем предполагаем, что точка пересечения 
этой кривой с прямой z — h существует п лежит внутри 
интервала [Л-i, htf, в котором определено решение (3.1.25) 
краевой задачи (3.1.24) (см. рис. 3.1). Тогда уравнение
(3.1.26) допускает, как правило, много корней {№  —

Рпс. 3.1.
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число их порядка е- 1  при достаточно малом е >  0 , а рас- 
стояние между соседними корнями — порядка е.

Таким образом, как установлено, краевая задача прин­
ципа максимума (3.1.2), (3.1.14), (3.1.18), (3.1.19) допус­
кает много, порядка е-1, решепий, отвечающих различ­
ным корням (А*>. Оптимальное значение h* выделяется 
из условия мипимума функционала (3.1.15)

/ *  =  min J(h), J(h) =  g {a(T, h, e)). (3.1.27)

Тогда решение задачи оптимального управления
(3.1.2), (3.1.14), (3.1.15) определяется функциями (3.1.23),
(3.1.25), управлением (3.1.18) и величиной 7* из (3.1.27).

Указанные трудпостп, связанные с решением краевой 
задачи и трансцендентного уравнения (3.1.26), а также 
с последующей оптимизацией по дискретному множеству 
{/ц.}, преодолеваются ниже при выполнении некоторых до­
полнительных предположений. Ход рассуждений аналоги­
чен § 3 главы 2 , где рассматривалась задача типа опти­
мального быстродействия для квазилинейных систем.

4. Усредненная краевая задача первого приближения. 
Переходим к построению решения первого приближения 
краевой задачи (3.1.24) при фиксированном значении па­
раметра h. Введем в рассмотрение усредненные перемен­
ные 1 , “П и ф, которые удовлетворяют уравнениям и кра­
евым условиям

.  § • = < /;>  II. 11), l ( t 0) =  a”, и (|(0 )) =  О,

-  (л. </; » 1  -  ^  (л. < / : » ,

ф(то) =  ^°» f  =  т0 =  е*0, 0  =  гТ,
2 Я

<fl> (£, “П) =  J /о (I, i|>, 'ПИф. □ (3.1.28)
о

Известно [46, 63], что в случае задачи Кошп решение 
усрсдпенпой системы уравнений (3.1.28) близко к реше­
нию исходной системы (3.1.24) в следующем смысле. 
Пусть задана система уравнений (3.1.24) с параметром h
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и начальными условиями a(to) =  a0, p(to) =  р°, i|>(f0) =  ijj°. 
Тогда при условиях близости

\р° —г)°| ^  се, \h — xl <  се, с =  const>  О

и при достаточно малом е >  0 для всех t е  [t0, Т] спра­
ведливы неравенства

\а — \р — г||<с?с, lip — qpI ^  d,

d =  const >  0. (3.1.29)

Здесь £, г], ф — решение усредненной системы (3.1.28) 
при |(т0) — а0, г|(то) =  ц°, ф(т0) =  ij)0, h =  %.

Для обоснования аналогичных (3.1.29) оценок для 
краевых задач предположим, что решение задачи (3.1.28) 
при h е  [}ц, h2] существует, единственно л обладает сле­
дующим свойством устойчивости. Пусть добавление ма­
лых слагаемых порядка е в правые части граничных ус­
ловий (3.1.28) приводит к малому, того же порядка ма­
лости е, изменению решений задачи (3.1.28).

В самом деле, функции а, р будут отличаться на вели­
чины порядка е от функций |i, гр, удовлетворяющих ус­
редненной системе (3.1.28) и тем же начальным данным 
при t =  t0, что и функции а, р. В момент Т, следователь­
но, функции |i(e£), T)i(e£) удовлетворяют краевым усло­
виям (3.1.28) с ошибкой порядка е и, согласно требуемо­
му свойству устойчивости, отличаются от решения |, ц 
краевой задачи (3.1.28) на величины порядка е. Поэтому 
отличие между функциями а, р и £, ц будет составлять 
величину порядка е, т. е. оценки (3.1.29) справедливы для 
решений краевых задач (3.1.24), (3.1.28) при фиксирован­
ном h.

5. Исследование структуры решений усредненной кра­
евой задачи. Докажем, что система (3.1.28) имеет первый 
интеграл

<° Х ( 1 ) [ ^  —  ( “П. < / J > ( £ >  Л ) ) ]  =  Р =  const. (3.1.30)

Постоянство Р проверяется непосредственным диффе­
ренцированием соотношения (3.1.30) по % в силу системы
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(3.1.28). Получим

+

Здесь использовано равенство д (т|, </о>)/^Л =  </о>» 
вытекающее из (2.2.7) и определения (3.1.28) функции 
(Л ). Сравнивая (3.1.30) и (3.1.23), видим, что <д> =  
=  ер, где р =  const с погрешпостыо 0 (e) на рассматрива­
емом интервале времени.

Воспользовавшись равенством (3.1.30), приведем си­
стему (3.1.28) к виду

§ - = < / ; >  ( 4 ,4 ) . 5 ( * , ) = “ >•, м  ( 1 ( 9 ) )  =  О ,

#  =  -  t n i i r  -  -Щ (11- < & > •  п  ( 0 )  М )~  е ] * ’

Система (3.1.31) является гамильтоновой с функцией 
Гамильтона

[т< я *> (л .в р .& .в )]е_ # =

=  (“П. </о> (S* л)) +  рю (S) =  h =  const, (3.1.32)

которая есть интеграл системы (3.1.31). Постоянство
(3.1.32) с очевидностью следует также из (3.1.30). Кон­
станты р и h связаны соотношением (3.1.30) (или (3.1.32)). 
Предполагаем, что эти соотношения определяют взаимно 

• однозначное соответствие между {5 и h. Интервал А е  
«= [hi, при-этом отображается на цтервал p e [ p lt p2] t 
в котором краевая задача (3.1.31) будет иметь единствен­
ное решение, что следует из соответствующего свойства 
задачи (3.1.28). Предполагаем также, что точка р =  0 ле­
жит в интервале [pi, Рг). Решение краевой задачи (3.1.31)
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вследствие автономности -системы представим в виде
i  =  е - т 0,« ° ,р ) ,

1  =  Т1 ( г  -  т0, в -  т0, а \  р ) , (3.1.3 3 )
X

Ф =  Ф° +  7 J
ч

Параметр {} должен удовлетворять уравнению (3.J.26), 
в правую часть которого подставим выражения для а, ф, 
р, согласно (3.1.29), (3.1.33)

a (t, А, е) = 1 + 0  (е), р (t, h, е) =  ц +  О (в),
А г (3.1.34)

Ф (*, /г, е) =  Ф0 4 - 7  J © (1 ) dxL +  О (1 ), 
т0

а в левую — величину h согласно (3.1.32). Получим соот­
ношение

=  Р +  0(в).
т= 0

(3.1.35)

Здесь функции ц определены в (3.1.33) и введено 
обозначение

ф №. ч. Ч>) =  (ч, й (I. 1>. ч) -  <&> №. ч))-

Функция Ф периодична по ф с периодом 2 я и имеет 
пулевое среднее по ф.

Пусть выполнено условие
Г 0 1

d
W J Q) й  (х — Т0, 0 — т0. *°» I3) ) dx Yo Ф О-

т0 р=о
(3.1.36)

Тогда при достаточно малых зпачепиях е левая часть 
уравнения (3 .1 .3 5 ) в некоторой окрестности значения 
(J =  0  есть быстро осциллирующая функция с частотой 
~  Y0e-1, амплитудой порядка единицы и с малым средним
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~  е. Поэтому в некотором интервале значений р, включа­
ющем точку р =  О, уравнение (3.1.25) (аналогично урав­
нению (3.1.26)) имеет много корней, отличающихся друг 
от друга на величины порядка е. Обозначим этот интер­
вал через Гр', р"], причем р =  0 е [р ', ,р"] с:[рь р2]. Лю­
бая точка Р е  [р7, р"] обладает тем свойством, что в ее 
е-окрестности находится корень pv уравнения (3.1.35), 
отвечающий корню hy уравнения (3.1.26). Связь между 
pv и Av — взаимно однозначная и задается формулами
(3.1.30) , (3.1.32).

6 . Выделение оптимального решения. Для определения 
искомого значения р* (или h*) обратимся к условию
(3.1.27). Наряду с функционалом Н Ю  из (3.1.27) рассмот­
рим его приближенное значение /о(р), которое получим в 
результате подстановки « =  | +  0(е) из- (3.1.34), | из
(3.1.33) в функцию g (см. (3.1.27)). Получим

/о(В) =  g (l(0  -  то, 0  -  то, а0, р)), Н Ю  =  /о(р) +  0(e).
(3.1.37)

Здесь связь между h и р определена формулами
(3.1.30) , (3.1.32). Так как функции g и |, по предположе­
нию, являются гладкими, то / 0(р) — гладкая функция р.

Рассмотрим следующую задачу на минимум
Jl =  m in/ 0 (Р), р е  [Р', р"], (3.1.38)

в
где, в отлпчпе от (3.1.27), параметр р пробегает весь ин­
тервал значений. Из близости функционалов Jo, J см.
(3.1.37) , и гладкости 70(р) следует, что минимумы (3.1.27),
(3.1.38) отличаются па вслпчппу порядка е, т. е. / 0 — J =
=  0(е).

Следовательно, определив решение р°, Jо задачи
(3.1.38) , получим приближенное решение исходной задачи 
в следующем смысле. В е-окрестности найденного р° най­
дется Pv, отвечающее некоторому корню h4 уравиения
(3.1.26), для которого в силу установленных выше свойств 
пмеем
J (Лv) — J0 (Pv) +  Ох (е) =  JQ (р°) +  0 2 (е) =

=  Jl +  0 2 (е) =  / *  +  0 3 (е), (3.1.39)
где 0 |, 0 2 , 0з — малые порядка е. Другими словами, от­
личие приближенного решения от точного минимума по
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функционалу составляет величину порядна е, причем в 
е-окрсстпости найдеииого р° имеется точный корень р* 
трансцендентного уравнения (о.1.35).

Таким образом, приходим к задаче минимизации глад­
кой функции 7„(р) па интервале (см. (3.1.38)). Дифферен­
цируя (3.1.37) по р, получим

Учитывая краевые условия (3.1.31) для |, ц п равен­
ство (d|/<?p)t0=  да°/др =  0 , получим из (3.1.40)

Здесь пспользовапо равепство [5U, М)/5р]в =  0, вытс- 
кающое из того факта, что условие 0¥)е =  0  выполняется 
при всех р.

Дифференцируя подынтегральное выражение н пс-

Используем теперь выражение для производной

Второе слагаемое равно нулю в сплу тождества 
д(г), </о> ) / ^ 11 =  </о>- В результате искомая производная

Приравнивая нулю производную (3.1.41), видим, что 
значение Р =  0  является точкой возможного экстремума 
функции / 0(Р). Если вторые производные от ш(|) по | и

е

пользуя уравнение (3.1.31) для ц, преобразуем /<! к виду
©©

d dl 3 </J> дЪ д </J> 5ll 
d% 50 d\ 5p +  0-1} op •

J0 приводится к виду
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д2%/д$2 при р =  0 существуют, то р =  0  будет точкой ло­
кального минимума при выполнении неравенства 

е

т<?
=  Vo >  0-

р=о
(3.1.42)

Величина Yo определена в (3.1.36). Таким образом, ус­
ловие (3.1.42), включающее условие быстрой осцилляции, 
является достаточным условием локальпой оптимальности 
точки Р =  0  и соответствующих этому значению функций
I. *)•

Выведем теперь достаточное условие глобального (на 
интервале [р', p"J) минимума функционала /о(р) в точке 
Р =  0. Для этого вычислим функцию / 0(р), интегрируя вы­
ражение (3.1.41) по частям

(3.1.43)

Глобальный минимум (3.1.38) достигается при р =  0, 
если /о ( р ) > /о(0) для всех р е [р ',  р"3. Это условие при 
помощи (3.1.43) можно представить в виде

о (|) dx >  j  f  J* ю (|) d%\
о Ь 0 J,

db. (3.1,44)
p=e

С другой стороны, на основании (3.1.37) условие гло­
бального минимума можно записать в форме

*(D > g(fc)l* -e  ( т - в ) .  (3.1.45)
Здесь аргументы функции | — те же, что и в (3.1.37).
Условия локальной оптимальности (3.1.42) могут быть 

проверены на основе известного решения (3 .1 .3 3 ) задачи
(3.1.31) при Р =  0. Действительно, требуемые для провер­
ки функции |, ц при р, близких к нулю, могут быть по-' 
строены разложениями по р, для чего понадобится ре­
шить некоторые линейные краевые задачи. Их решение 
строится аналогично п. 4 § 2 главы 2.

7. Заключение. Таким образом, приходим к следующей 
процедуре построения приближенного решения задачи



оптимального управления (3.1.2), (3.1.14), (3.1.15). Снача­
ла строится однопараметрическое семейство решений кра­
евой задачи (3.1.31) в виде (3.1.33), где р — параметр се­
мейства, принадлежащий окрестности точки Р =  0 , и се­
мейство функционалов (3.1.37), т. е. функция J0(p). Да­
лее определяется точка р° минимума функции / 0(р) из
(3.1.38). Если при этом выполняются условия (3.1.42) пли 
(3.1.44), (3.1.45), то р° =  0.

Исходные фазовые и сопряженные переменные а, ф, 
р, q определяем соотношениями а =  |, ф =  <р, р =  ц, <7 =  0  
и (3.1.33), в которые подставляется Р =  Р°. Полученное 
приближение к траектории будет по построению удов­
летворять краевым условиям (3.1.14) и условиям транс­
версальности (3.1.19) с погрешностью порядка е. Реали­
зующееся иа этой траектории значение функционала, рав­
ное /о  =  Jo (Р°). отличается па величину порядка е от 
точного минимума J* фушщионала (3.1.15).

Приближеппое оптимальное управление и* определено 
выражением (3.1.18), в которое нужно подставить р =  ц, 
q =  0. Получим управление как функцию т, а, ф, а0. 
В формуле (3.1.18) можно полояшть а =  £, однако быст­
рую переменную ф нельзя заменить на <р согласно (3.1.33) 
без потери точности (в отличие от главы 2 , где точность 
вычисления фазы ф была такой же, как и для медленных 
переменных). Получеппое управление будет зависеть от 
медленного времени т и фазы ф, а также от начального 
вектора а°.

Наконец, управление в форме синтеза (как функция 
т, а, ф) получается, если в выражении (3.1.33) для ц со­
вершить замену аргументов то т, а0 -*■ а и подставить tj 
в (3.1.18).

Построенное управление (для всех указанных вариан­
тов его функциональных зависимостей) будет приближен­
но оптимальным в следующем смысле. Если подставить 
его в исходную систему (3.1.2), то соответствующая тра­
ектория лежит в е-окрестности построенной приближен­
ной траектории, а значение функционала на Oie) отлича­
ется от его минимума J*.

Отметим, что решение усредненной краевой задачи
(3.1.31) существенно проще исходной. Во-первых, система
(3.1.31) для 1, л содержит 2п уравнений (вместо 2 /1 +  2). 
Во-вторых, в ней отсутствуют быстрые переменные, что

§ 1] З А Д А Ч И  С Ф И К С И Р О В А Н Н Ы М  В Р Е М Е Н Е М  щ
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позволило заменой времени т =  е£ исключить параметр е 
п свести ее к решению на коротком интервале медленно­
го времени т е [ т 0) 0], О ~  1, т0 =  etQ. Кроме того, исполь­
зование первого интеграла (3.4.32) позволяет понизить 
порядок усредненной канонической системы (3.1.31) и в 
случае системы с одной степепыо свободы сводит ее ре­
шение к квадратуре.

8 . Пример. Рассмотрим динамическую систему с од­
ной степенью свободы (см. (3.1.12))

у =  е[к +  Ну) -%у], y(t0) =  y°t y(t0) =  y °>  0. (3.1.46)

Здесь у — обобщенная координата, у =  cly/clt — ско­
рость, е ^  0 — малый параметр; eF — малая потенциаль­
ная сила, 2 я-периодпческая функция относительно у со 
средним eF0; е /  5* 0 — коэффициент вязкого трения. Урав­
нением (3.1.46) описывается ряд модельных задач управ­
ляемого движения в слабых периодических нолях, быст­
рых вращений (см. (3.1.12)) п др. Уравнение (3.1.46) за­
меной у =  -ф, у =  а приводится к стапдартпой системе ви­
да (3.1.2)

a =  e[u +  F(ij)) -%а], ip =  a, a(t0) =  y°, aj>(*o) =  У0. (3.1.47) 

Поставим задачу оптимального управлеппя 
т

а(Г) =  у * > 0 ,  J =  e \ u 4 t ,  Г =  0е-1 : (3.1.48)

Здесь у*— заданное значение скорости у; ограппче- 
пия па и не налагаются. Обычным приемом интегральный 
функционал (3.1.47) приведем к форме (3.1.15).

Усреднеппая краевая задача (3.1.31) в принятых вы­
ше обозначениях приводится к виду ОХ — множитель Ла- 
грапжа)

§  =  4 -ч  +  ^ - й -  S W - Л  № - v * ,
(3.1.49)

*  =  ХП -  Р, Л (Э) =  К Т =  в*, т0 =  etQ.



ЗАДАЧИ С ФИКСИРОВАННЫМ ВРЕМЕНЕМ 143§ 11

Решение этой линейной краевой задачи при р =  О на­
ходится элементарно и равно

+  Т  +  4  е_х(0_г)> 11 (т ) =  ^-x(e-T)t 

Ь =  4х{у* — у°е~^е~ч) — ^  [ 1  -  е—z(0—T°>J} X

x [ l - ^ e" t«)]"*1. □ (3.1.50)
Приближенные выражения для оптимального управле- 

ння и функционала (3.1.48) найдем в соответствии с из­
ложенной выше методикой при помощи решения (3.1.50). 
Получим

“ * =  4 ' l W ,  Jo (°) “  т  ̂  I1  — (3.1.51)

Покажем теперь, что р =  0 доставляет минимум
(3.1.38). Из линейности усредненной системы (3.1.49) 
следует, что решение ц краевой задачи 43.1.49) линей­
но зависит от параметра £
!(т , р) =  |о(т) +  P î(t), т|(т, р) =  ло(т) +  Ptii(t), 

Я ~  Ло И- рЯь (3.1.52)

Подставляя и* нз (3.1.51) и 1] из (3.1.52) в функцио­
нал (3.1.48), получим

е

Л (Р) = 4  j  t'l” М + 2К  М 'll W + P2'ii Mld x - (ЗЛ -53>
‘'о

Так как цДт) Ф 0 , то пз (3.1.53) следует, что экстре­
мум (минимум) (3.1.38) существует и единствен. С дру­
гой стороны, пз общей формулы (3.1.41) вытекает, что 
Р =  0 есть точка экстремума функции /<Др). Следователь­
но, р =  0  есть искомая точка глобального минимума 
/ 0(р), причем

вJ
ч

(3.1.54)
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В справедливости (3.1.54) можно убедиться и непо­
средственной проверкой, решив краевую задачу (3.1.49) 
при произвольном р. Таким образом, формулы (3.1.50), 
(3.1.51) дают искомое приближенное решение поставлен­
ной задачи (3.1.47), (3.1.48).

§ 2. Построение высших приближений

1. Уменьшение размерности системы уравнений прин­
ципа максимума. Перейдем к построению решении задач 
оптимального управления для систем стапдартпого вида
(3.1.2) с произвольной наперед заданной степенью точ­
ности по малому параметру. В отличие от случая квази­
линейной системы (2.2.9), каноническая система урав­
нений краевой задачи принципа максимума (3.1.2),
(3.1,19), (3.1.18) не имеет стандартного вида, а приведен­
ная к стандартной форме система (3.1.24) не является 
гамильтоновой. Поэтому представляется важным приве­
сти систему (3.1.24) к виду, обладающему привлекатель­
ным свойством каноничности. Это обстоятельство позво­
лит эффективно применить методику канонического ус­
реднения нз § 2  главы 2 .

Итак, рассматривается управляемая стандартная си­
стема с вращающейся фазой (3.1.2), для которой ставит­
ся терминальная задача оптимального управления. Так 
как на размерность п медленного вектора a = (a i ,  . . . ,  ап) 
не налагается ограничений, то, не ограничивая общности, 
минимизируемый функционал можно взять в виде J — 
=  а\{Т), 7, =  @е“ 1, 0  =  const> 0 . Чтобы не загромождать 
схему построения приближенного решения, считается, 
что дополнительное требование (3.1.14) попадания векто­
ра па многообразие М(а) =  0 при t — Т пе наложено. От­
метим, что вся развиваемая далее процедура применима 
и при наличии этих ограничений. Ограничения на уп­
равление имеют по-прежнему вид u^U , где U — замк­
нутое множество. Предположим, что поставлеипая за­
дача оптимального управления имеет единственное реше­
ние для всех значений s е  ,(0, 8о1. Как п раньше, по­
строение решения основано на необходимых условиях 
принципа максимума и метода усреднения. С заданной 
точностью по медленным переменным, управлению и



функционалу строятся допустимые решения краевой за­
дачи, среды которых выбирается оптимальное.

Краевая задача принципа максимума имеет вид (3.1.2),
(3.1.18), (3.1.19), где условия трансверсальности прини­
мают форму

р(Т) =  (— 1, 0, .. ., 0), 5 ( Я =  0. (3.2.1)
Функции /*, F*, © из (3.1.20) предполагаются далее 

достаточно гладкими. Отметим, что функции /, ©, F в
(3.1.2) могут непрерывно зависеть от параметра е, однако 
эта зависимость для сокращения записи не указывается.

Формула (3.1.23), полученная из условия постоянства 
гамильтониана (3.1.20), может быть представлена в виде
q = eQ (а, ф, р , /г, е) =  ем- 1  [h — (р, /J )] X

X |1 -  еоГ 1 [д (р, tl)/dq +  у ; ] )  +  в» . . .  (3.2.2)

Здесь через / о ,  F% обозиачепы функции /*, jР*, в  ко­
торых (? =  0 . Формула (3.1.21) в силу условия трансвер­
сальности (3.2.1) имеет вид
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h — /ю  (а, ф, р) |у, (3.2.3)

где /го — первая компопеыта вектора /о-
Подстановка выражения (3.2.2) ® систему (3.1.2),

(3.1.18), (3.1.19) привадит к краевой задаче для стандарт­
ной системы, содержащей параметр h

а =  е/* (я, i|), р, е 0 , ij) =  © (а) -f- eF* (а, т]>, р, sQ),

Р  =  — e<?f^ [(Р> /* (а> Р,е<?)) +
+  gQF* (а, ф, р , е(?)], (3.2.4) 

я ( У = а ° ,  1 >(*о)~Ч>°, Р (П  = ( - 1 , 0 , . . . , 0 ).

Здесь пулшо подставить (после дифференцирования 
по я) фупкцию q =  &Q из (3.2.2).

После построения решения этой краевой задачи вели­
чина h определяется пз условия трапсверсальпостп (3.2.1) 
для q

<?(а(Г, h, е), ф(Г, h, е), р(Т), h, е) =  0. (3.2.5)
10 ф. л. Черноусько, Л. Д. Акуленко. Б. Н. Соколок
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Далее должен быть выбран корень h* уравнения
(3.2.5), доставляющий минимум функционалу J =
=  ai(r, h, е).

Решение задачи оптимального управления в первом 
приближении содержится в § 1. Для упрощения построе­
ния высших приближений уменьшим размерность систе­
мы (3.2.4) на единицу делением всех уравнений на *ф, 
что допустимо при достаточно малых е<=.[0 , е0] вслед­
ствие ш(а) >  ©о> 0. В результате получим неавтономную 
систему, в которой быстрая переменная — фаза ф рас­
сматривается как независимая переменная (аргумент) 

fQ (g, Ф, Р. fc, е)
dip “  6 (о («) +  e F q (я , ф, р ,  h, е)’

% “  - 6 +  в <р . W  + 6< ? т £ ]  <“  -I- е^ Г ‘ . <3 -2 -е )

а(ф°) =  а0, р(фг) =  (— 1 , 0 , . . . ,  0 ).
Здесь через /<?, Ря обозначены функции /*, F*, в ко­

торые подставлено выражение (3.2.2) для q, например,
/ д(а, *ф, р, А, е) =  /*(а, -ф, р, е(?).

Неизвестная величина фг в краевом условии (3.2.6) 
определяется соотношениями

Фг =  ф|<=г,
д|)0

_________dip'
© (я) + eFq{u, ip'./J./t, в) (3.2.7)

Сюда вместо а, р подставляется как фупкцип аргу­
мента ф решение краевой задачи (3.2.6) при некоторых 
А, фг. Формула (3.2.7) при достаточно малом е устанав­
ливает взаимно однозначное соответствие между пере­
менными t и ф. Далее предполагается, что при заданных 
значениях параметров А из интервала [Aj, h2] и ф г ~ е - 1  
решение модифицированной краевой задачи (3.2.6) су­
ществует и единственно.

Преобразования, в результате которых исходная авто­
номная гамильтонова система (3.1.2), (3.1.18), (3.1.19) 
сведена к системе (3.2.6), состояли в переходе к новому 
аргументу ф и в исключении переменной q, сопряжен­
ной ф, при помощи интеграла (3.1.20). Известно ([6 8 ],
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стр. 128), что при такой замене получается каноническая 
система (уравнения Уиттекера) с гамильтонианом, рав­
ным — q, где q дано формулой (3.2.2). Следовательно, 
система (3.2.6) может быть записана в канонической 
форме

da OQ dp_
<ip' d\\> <? =  е (« .+ .Р .Л .е ) . (3.2.8)

в которой все переменные являются медленными. Функ­
цию Q считаем шике достаточно гладкой по аргументам 
я, р, в.

Исследование решения краевой задачи (3.2.6) на ос­
нове метода усреднения и определения решения задачи 
оптимального управления, содержится в п. 3.

2. Каноническая усредненная система. Система урав­
нений (3.2.8) может быть упрощена при помощи методи­
ки канонического усреднения по независимой перемен­
ной ф аналогично § 2 главы 2. Построим каноническое 
преобразование пеходпых переменных я, р к новым (ус­
редненным) Г|

. За . ЗаS =  P - t i  +  e j j ,

а  =  а  (я, т), ф , Л, е).
(3.2.9)

Здесь о — периодическая функция ф с периодом 2я. 
Потребуем, чтобы новый (усредненный) гамильтониан ей 
но содержал независимую переменную ф

$ - • ! ? .  $ “  —  * •  Д - л « . л . л . « ) .  (3.2.10)

Система (3.2.10) имеет первый интеграл
Ж'|, г|, h, е) =  const. (3.2.11)

Переходим к вычислению искомых функций а п R. 
Производящая функция (я, т]) +  еа преобразования
(3.2.9) и гамильтониан sR находятся с произвольно за­
данной степенью точности по е, определяемой гладкостью 
исходного гамильтониана е@, в виде разложений

о(я, т|, ф, К е) =  о<>(я, ц, ф, h) +  eoi +  . . .  +  екак + . . .  
Ж£, 11, h, е) =  Ло(|, 11, Л) +  еД| + . . .  +  еЛЖ  + . . .

(3.2.12)
10*
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Функции (3.2.12) связаны с гамильтонианом системы
(3 .2 .8 ) дифференциальным соотношением в частных про­
изводных [210, 145]

Щ -  Q (а, Ч>, Р, ft, е) =  Л (?, 11, ft, *). (3.2.13)

Подставляя в (3.2.13) выражеппя (3.2.0) для по­
лучим нелинейное уравпеппо в частпых производных

% -  e (e ,  t .4  +  e g .  h, е) =  R (а 4  е|Н,,,, А, *). (3.2.14)

Используя теперь в (3.2.14) представления для иско­
мых функций в виде разложений (3 .2 .1 2 ), приравнива­
нием коэффициентов при одинаковых степенях е полу­
чим зацепляющуюся последовательность дифференциаль­
ных соотношений для щ, /?, (i ^  0 ) впда

^  -  Qi (а, ф, “П, h) =  Ri (а, а], /г). (3.2.15)

Здесь функции Qt на каждом шаге известны: они оп­
ределяются при помощи функции Q и ее производных, 
а также на основе функций о,-, Ri, вычпслеппых па пре­
дыдущих шагах. В частности, имеем

<?0 =  Q (а, ф, 11, h, 0 ),

где индекс 0 отвечает е =  0. Уравнениям (3.2.15) удов­
летворяют функции

л , (5, П, А) =  — <<?i> (?, л, ft),
2п

<Qi>(a,'(\ih) =  ^  (М а,ф,г|,й)<%  (3.2.17)
о

ffi (а , rj, ф, /г) =  ( [(?г (а, ф ', т], Л) — « ? i >  (а, л ,  /г)] йф ', 
цГо

i =  0 , 1 , . . . ,f c , . . .
Здесь первый аргумент функций R{ обозначен через 

| в соответствии с (3.2.12), угловые скобки означают 
усреднение по ф.
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Таким образом, приближенное построение функции а 
п усредненного гамильтониана еД сводится к последова­
тельным вычислениям коэффициентов Q{ согласно (3.2.16) 
и квадратурам (3.2.17).

3. Интегрирование усредненной системы. При помощи 
формул (3.2.12) выпишем систему (3.2.10) в (/с +  1)-м 
приближении

f W i > _
( 3 .2 .1 8 )

Здесь 0 =  eij) — медленная независимая переменпая, 
изменяющаяся па интервале [0о, 0Т], где Oo =  ei|)°, 0Г =  
=  eipr ~  1. В правых частях системы (3.2.18) отброшены 
члепы (/с+1)-го и более высоких порядков по е. Поэто­
му при выполнении известных (см., например, [224]) 
условий существования решения систем (3.2.10), (3.2.18) 
па интервале [0о , От! для достаточно малых значений 
параметра е справедливы оценки

II -  1{й+1)1 =  OUh+1), Iл -  Л(ь+1)1 =  ОС*™).
Построим общее решение системы (3.2.18) с погреш­

ностью 0(&h+l). Эти вычисления могут быть проведены 
па основе общего решения системы первого приближения
(3.2.18) при к =  0, которая в силу (3.2.17) имеет вид

d% 0 <<?о)
d0 дц ’

dn *<<?„) 
d Q -  dt  ’ Л(0r) =

(3.2.19)

Постоянные cj, c„ — произвольные параметры, кото­
рые, в частности, в первом приближении равны: с̂  =  а°, 

=  (— 1 , 0, . . . ,  0), см. (3.2.6). Для высших приближе­
ний параметры с6 и с„ лежат в е-окрестности казанных

Далее считается известным общее решение задачи
(3.2.19), которое представим в виде

1 (1) =  К'9, с8, сп), П(1> =  сг. сч)- (3.2.20)
Функции | и л (не путать с переменными |, л в п. 2) 

зависят также от параметров 0о, 0 г  и h} однако эта зави­
симость пока не указывается. Будем строить решение
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системы (3.2.18), удовлетворяющее условиям '|(Л-М)(0о) == 
=  сг» il(h+i)(0r) =  с„ в виде разложении

It и
i ( * + i )  =  i d )  +  2  e*Si, 11(й+ 1) =  4(1) +  S  e4 i -  ( 3 .2 .2 1 )i=l i—-1

Здесь ппдекс вппзу у ц,- озпачаст помор коэффи­
циента в разложении. Неизвестпьтс функции ц, оп­
ределяются в результате решения линейной краевой за­
дачи, получаемой при подстановке (3.2.21) в (3.2.18) и 
прнравпивашш коэффициентов при одинаковых степе­
нях е

Здесь вторые производные от R0 берутся па порож­
дающем решении — первом приближении (3.2.20), а к,-, 
Wi — известные на каждом i-м шаге функции. Они опре­
деляются через коэффициенты R, и решения гр, по­
строенные на предыдущих шагах (/ =  1 , 2 , . . . ,  £ — 1 ). 
Например, щ =  ldR\/d\])t W\ =  — {dR\/d%) при 'i =  l(i)> 
Чв Л(1)-

Решение линейной неоднородной системы (3.2.22) 
строится методом вариации произвольных постоянных иа 
основе общего решения соответствующей однородной си­
стемы. Фундаментальная матрица решений X для ука­
занной однородной системы, являющейся системой в ва­
риациях для (3.2.19), находится дифференцированием 
функций (3.2.20) по параметрам сЕ, с„. Учитывая началь­
ные н краевые условия (3.2.22), приходим к выражениям

ili +  Vi (0 , С|, <д, (0о) =  О,
(3.2.22)(3.2.22)
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Х (в) =
91 д\
дс̂ д%
дг\_ ду\
дс̂ ы

В записи (3.2.23) через Ри, обозначены и-векторы, 
соответствующие частному решению неоднородной систе­
мы. Здесь использованы вытекающие из граничных ус­
ловии (3.2.19) равенства

dl\ _ * L  I _  г
яг.. L — я* \ . ~  1»дс11о( д\  |е0 дсг\вт= 0,

в которых 7 — единичная, 0 — нулевая Ы X п)-матрпцы.
4. Вычисление исходных переменных. Решение (& +  D- 

го прнблшкеипя системы (3.2.8) ищем в виде разложений
h h

=  Id) +  2  Рои-1 ) =  "4(1 ) +  2  &грь (3.2.24)г= 1  i=l
где ^(1), 11(1) даны формулами (3.2.20). Неизвестные ко­
эффициенты a,i, pi в (3.2.24), зависящие периодически от 
ф, а также от 0 и постоянных cs, с„, определяются под­
становкой выражений (3.2.24) и (3.2.21) в (3.2.9) и при­
равниванием коэффициентов при одинаковых степенях е. 
При этом используются известные выражения (3.2.17) 
для коэффициентов <ц разложепия (3.2.12) функции с. 
В частности, имеем

Pi =  % +  ( ^ )  ( в - ^ п - Ч й ) ) -

В результате для функций а{к+ и, р(Л+ц 
представления

a(/j-n) =  l(i) +  (ф, 0 , с6, с,,, е),
/Л/1+ D  =  4(1) +  еЛ /0  ( ^ i  се> с ,„ в), 

a (/i -K ) | l| , ^ 1|:0 =  C l  +  b A h ) 1 ^ 0 1  

P(k+1) U'=i'T =  сч "Ь |ч’=Чт'

(3.2.25) 
получены

(3.2.26)

Здесь Л(Ь)1 Р(к) есть 2 л-периодпческие функции от ф. 
Их зависимость от параметров Go, 'Or и h по указана



в (3.2.26) для сокращения записи. Отметим, что для оп­
ределения функций Aw, P(h) с погрешностью 0(eh) тре­
буется знать только коэффициенты его» • • •» Щ-ь Исполь­
зование же функции oft не приводит к увеличению 
точности, а дает так называемое улучшенное (к +  1 )-е при­
ближение [46, 631, используемое при обосновании бли­
зости решений. Таким образом, построеппое решение 
0с +  1)-го приближения (3.2.26) представляет собой сум­
му медленно изменяющихся функций l (i„ т^п, завися­
щих согласно (3.2.20) от медленной фазы 0 =  еф, и быст­
рых колебаний (вибраций) малой амплитуды порядка е.

5. Приближенное решение модифицированной крае­
вой задачи. Постоянные интегрирования с5, с„ в решении 
(& +  1)-го приближения (3.2.26) должны быть выбраны 
таким образом, чтобы функции а(Л+1}, p(h+i, удовлетворя­
ли заданным граничным условиям (3.2.6). Подставляя
(3.2.26) в (3.2.6), получим

сЕ + 64 /о | ^ ,о = а ° ,
+  &P(h) =  Рт =  (— li 0, . . . ,  0). (3.2.27)

Так как левые части выражений (3.2.27) являются до­
статочно гладкими функциями от параметров с5, с„, е, то 
С{, сч в ( ft+ D -м приближении мояшо представить в виде 
разложений

h А
с% =  а° +  2  егс6{, =  рт -1- 2  егсл{. (3.2.28)

i=i i=i
Неизвестные коэффициенты Сц, сч< зависят от пара­

метров h, 0о, 0 Г, а также 2 л-периодическим образом от 
ф°, фг. Отметим, что величина 0о =  еф° известна, а пара­
метры h ж Вт — ефГ подлежат дальнейшему определению.

В соотношения (3.2.27) подставим представления
(3.2.28) и разлол^ения функций A(h), P(h) по степеням 
параметра е, вытекающие из (3.2.24)— (3.2.26). При этом 
используем также краевые условия (3.2.22) для |<, 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е, 
найдем коэффициенты ci{, cni. В частности, получим
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(а0) =  а0(£(!), т](1), ф, h),
Id , =  1(0, а0, рт), rid, =  '• Л  а°» Р т )•

(3.2.29)
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При помощи липейпых операций, аналогичных
(3.2.29), для сЕ, с„ получаются выражения (к +  1)-го при­
ближения

с-5 =  а0 +  гС11к)(а°, ф°, фт, 0о, 0r, h, е),
=  рт +  еСШ){аР, ф°, фг, 0о, 'От, h, е).

Вставляя коэффициенты (3.2.30) в функции a(*+i), 
p(h+i) из (3.2.26) и отбрасывая члены порядка ей+1 и вы­
ше, находим выражения

a(ft+i) =  | ( 0  — 0о, От —0о ,. л°, &) +  е.4(А)(ф, ф°, фт> a0, h, e), 
Îca+1) =  r i ( 0 -Oo, 0 T - 0 O ,  ap, h) +  eP(h)(ф, -ф0, фГ, aP, h, e).

(3.2.31)

Здесь сохрапепы обозначения функций (3.2.20),
(3.2.26), однако перечислены все аргументы и парамет­
ры, от которых они зависят. В силу автономности усред­
ненной системы здесь фигурируют разности 0 — Оо, 0 — 0т. 
Формулы (3.2.31) дают искомое решение (к +  1)-го при­
ближения модифицированной краевой задачи (3 .2 .6 ),
(3.2.8) при заданных значениях параметров h и 0Г =  ефт, 
которые подлежат дальнейшему определению. Отметим, 
что зависимость функций А(к) и Р(к) от быстрой пере­
менной ф н параметров ф°, фг — периодическая, причем 
А(к) [-фо =  Р(к) |Фг =  0. Указанные выше построения могут 
проводиться и другими способами, удобными для числен­
ной реализации, например, при помощи схемы после­
довательных приближений или методом касательных 
[100, 107].

Оценка точности построенного решения (3.2.31) крае­
вой задачи (3.2.6), (3.2.8) получается в результате оцен­
ки решения краевой задачи для разностей между пере­
менными а, р, и их (Zc+D-ми улучшенными приближе­
ниями (см. п. 4). Детали доказательства изложены в ра­
боте [13]. Таким образом, приходим к следующему вы­
воду. Пусть в некотором интервале значений h, 0Т ~  1 
и для сЕ, сч, принадлежащих некоторой малой окрест­
ности точки а0, рт =  (— 1 , 0 , .. ., 0 ), усредненная краевая 
задача первого приближения (3.2.19) допускает единст­
венное решение и существует матрица X - 1  из (3,2.23).
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Тогда справедливы оценки
в -  am i }  =  0(eh+1), Р -  //«*.1) =  0(в"+1). (3.2.32)

Здесь а(Л+1), £<м-и определены согласно (3.2.31). От­
метим, что наложенные выше условия по существу эк­
вивалентны сформулированным в п. 4 § 1 главы 3 усло­
виям устойчивости решения краевой задачи первого при­
ближения п позволяют их конструктивно проверить.

6 . Решение исходной краевой задачи. Переходим к 
определению фазы ф как функции времени t и парамет­
ра фг. Подставим в соотношения (3.2.7) известные функ­
ции a(ft+D, p(h+1) из (3.2.31). Как‘ следует из (3.2.7), ве­
личины ф п фг определяются с точпостыо на единицу 
меньшей, чем а, р, согласно (3.2.32), т. е. с погрешностью 
0(eh) на интервале времени [to, Л , Г =  0 е-1, а величи­
ны 0 =  еф п 0Г =  ефт — с погрешностью 0 (е',+|).

Прежде вычислим параметр 0Т из соотношений (3.2.7), 
приведенных к виду

е (Г -  *0) =  0  -  т0 =

-  /  Ь +  • т « * > ( т -  Т ’  0 - Й^ ' * •  е) ]  ( 3 -2 -33)

/1-1
Т(„(Чр, 1|>х, в. вт, К  в) =  2  «’Т, (*, i|>r, в, О т , К ) .

i=0

Здесь функция lF(ft) получается в результате подста­
новки известных функций а — а(к+ и, р =  Р(к+1) из (3.2.31) 
в (3.2.7) и отбрасывания членов порядка е\ В качестве 
Id, в формуле (3.2.33) и далее фигурирует первый член 
представления (3.2.31) для Яон-и*

Отметим, что функции W(ft), ^  2я-периодпчны по ф 
и фг. Они также зависят от ф°, 0о, Д°» однако эта зави­
симость пока не указывается.

Решение трансцендентного уравнения (3.2.33) в 
(& +  1 )-м приближении строится в виде отрезка асимпто­
тического разложения

к
0т ( А , в) =  0? (ft) +  ]2  в*0ач. (3 .2 .3 4 )
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В первом приближении параметр 0Г =  Оу (h) опреде­
ляется из уравиеиия (3.2.33) при е =  О

« с - . , .

(3.2.35)

Пусть корень 0у уравнения (3.2.35) существует, един­
ствен и является простым, т. с. 01,1 дВт Ф  О для вы­
численного значения корня 0г. Тогда коэффициент 0п 
в (3.2.34) определяется уравнением, вытекающим из
(3.2.33)-(3.2.35)

^ 0 П + J <Ч'0> ( -^ + 0„, 0, Or, = 0.
°0

(3.2.36)

Здесь проведено усреднение функции Ч'о нз (3.2.33) 
гго фазе i|). Операция усреднения вносит погрешность по­
рядка е в интеграл (3.2.36), 
что лежит в пределах точности 
определения величины 0Ti.

Решение уравнения (3.2.36) 
заведомо существует, так как 
справа стоит ограниченная 
2 я-периодпческая функция от 
0ri. Уравнение может допускать 
несколько корней. Типичная 
ситуация представлена па 
рис 3 .2 , где изображены гра­
фики обеих частей уравнения 
простой корень, то все

Ряс. 3.2.

(3.2.36). Если 0ri — 
_______  последующие коэффи­

циенты 0Ti (i '>2) разложения (3.2.34) определяются по­
следовательно пз линейных уравнений вида

ог
А - +  Г
DO? П J

д <\>
й)(5(1))

Огг =  , i =  2 ,

(3.2.37)
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Здесь в квадратных скобках стоит производная но 07-i 
от левой части уравнения (3.2.36), а "О*, — известные па 
каждом шаге величины, зависящие от предыдущих при­
ближений.

Итак, величину 0Г из (3.2.34) можно считать вычис­
ленной с погрешностью 0(e',+1). Как отмечалось, урав­
нение (3.2.36) (а, следовательно, и уравнение (3.2.33)) 
может допускать несколько корней, отличающихся на ве­
личины порядка е. Выделение нужного корпя обсужда­
ется ниже.

Переходим к установлению связи между £ и i|) =  0е- 1  
при помощи второго соотношения (3.2.7), приведенного 
к виду, аналогичному (3.2.33)

(3.2.38)
Зависимость 0 от т строим при помощи уравнения

(3.2.37) в виде отрезка асимптотического разложения, 
аналогичного (3.2.34)

h
0  =  0 *  ( т ,  h )  +  2  е * 0 ,.  ( 3 .2 .3 9 )

г=1

Подставляя представление (3.2.39) в (3.2.38) и при­
равнивая коэффициенты при одинаковых степенях е, по­
лучим уравнения для коэффициентов 0*, 0,-. В первом 
приближении имеем 

е
Г ______________W_______________

° I  “  (? ( е ' - е0. a° 'h) ) '

Корень этого уравнения 0* существует и единствен. 
Последующие коэффициенты 0,- определяются однознач­
но пз линейных уравнений, аналогичных (3.2.37). Отме­
тим одно качественное отличие уравнений (3.2.33) и
(3.2.38) . Неизвестная величина 0  в уравнении (3.2.38) 
входит лишь в верхний предел интеграла, в то время 
как величина 0Т в уравнении (3.2.33) входит также в под­
интегральную функцию, причем там она фигурирует 
в виде аргументов 0Г и 0гв-1. Последнее обстоятельство
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приводит к тому, что определение первых двух коэффи­
циентов 0г и Оп асимптотического разложения (3.2.34) 
требует решения нелинейных уравнений (3.2.35), (3.2.36). 
В случае уравпеиия (3.2.38) лишь первый коэффициент 
О* определяется из нелинейиого уравнения.

Таким образом, фаза чр =  0е—1 как функция t в к-м 
приближении (ниже опа обозначается через i|)(ft)) и посто­
янная фт =  0ге- 1  в том же приближении построены. Эти 
величины зависят также от неизвестного параметра h. 
Подстановка их в (3.2.31) дает выражения для перемен­
ных я, р в (к +  1 )-м приближении как функций време­
ни t параметров а0, -ф0, е, Г, h.

7. Выбор оптимального решения. Неопределенный по­
ка параметр 1ь должен удовлетворять условию трансвер­
сальности (3.2.25) для переменной q. Для рассматривае­
мой существенно нелинейной системы (со'(а) ~  1 ) иско­
мое зпачение h в (/с +  1 )-м приближении определяется из 
приближенного уравнеппя

(?(fl(h+i)(T, ht е), ht е), pTi К е) =  0. (3.2.40)
Отметим, что вследствие возможной неединственности 

определения 0ri из уравнения (3.2.36), зависимости a(k+i), 
ф(,0 в (3.2.40) могут быть неоднозначными функциями h. 
Такая же неединственность, в силу установленной бли­
зости решений, пмеет место и для точной краевой задачи
(3.2.4) с аргументом t. Поэтому каждое уравнение (3.2.5),
(3.2.40) распадается на несколько уравнений, отвечаю­
щих различным ветвям зависимости Qr\Ui). Для каждой 
ветви соответствующие уравнения (3.2.5), (3.2.40) рас­
сматриваются отдельно.

Заметим, что в § 1 предполагалась единственность 
решения точной краевой задачи (3.2.4) при фиксирован­
ном h. В данном же параграфе требуется единствен­
ность решения краевой задачи (3.2.6) с аргументом ф, 
связь которого с t может быть, как установлено, неод­
нозначной.

Рассуждая аналогично п. 5 § 1, получим, что левые 
части уравнений (3.2.5), (3.2.40) есть быстро осцилли­
рующие (функции h, причем dQ/dh ~  е-1. В силу оценок 
близости точного и приближенного решеппй для я, ф 
имеем, что отличие левых частей уравнений (3.2.5),
(3.2.40) составляет (для каждой из указанных выше вет-
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вей) величину 0(eh) при фиксированном h. Поэтому 
в eft+1-окрестности каждого из корней h* ^  (Ы  уравне­
ния (3.2.40) содержится корень точного уравнения (3.2.5). 
В результате приходим к следующему правилу выбора 
оптимального значения величины h. Требуется построить 
(с погрешностью 0(eh+l)) дискретное множество корней 
{.Ю всех ветвей уравнения (3.2.40), а затем минимизи­
ровать заданный функционал J =  a\(h+\)(T, h, е) по мно­
жеству найденных корней {/&v). В качестве первого при­
ближения к искомому оптимальному коршо h* следу­
ет брать значение, найденное при помощи методики гш. 
5 - 7  § 1.

В результате указанной процедуры определения Л* 
решение *(Л +  1 )-го приближения для переменных а, р, q 
оказывается построенным при помощи формул (3.2.31),
(3.2.34), (3.2.39), (3.2.2). Оптимальное управление в
(к +  1 )-м приближении определяется соотношением
(3.1.18), в которое подставляется найденное решение. 
Управление может быть представлено в виде синтеза или 
в других формах, см. пп. 6 , 7 § 1. Погрешность опреде­
ления минимального значения функционала для ( /с + 1 )- 
го приближения составляет по построению величину по­
рядка е*+1.

§ 3. Асимптотическое решение нелинейных задач 
типа оптимального быстродействия

1. Постановка задачи управления с нефиксированным 
временем. Рассматриваем нелинейную управляемую си­
стему с вращающейся фазой (3.1.2), для которой поста­
вим задачу оптимального управления с пефиксировап- 
ным моментом окончания процесса Т =  0е-1. Здесь 0  — 
неизвестная величина порядка единицы. Краевые усло­
вия и минимизируемый функционал задаем по-прежпему 
формулами (3.1.14), (3.1.15), причем число I краевых ус­
ловий (3.1.14) лежит в пределах 0 <  Z <  w — 1.

Отметим, что к указанной постановке преобразуется 
(за счет введения дополнительной фазовой координаты) 
случай пптегрального фупкцпопала впда 

г

‘о
J  =  g ( a ( T ) )  +  E f  G ( a ,  ф , u ) d t , ( 3 . 3 . 1 )
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где g, G — заданные достаточно гладкие скалярпые функ­
ции. Вводя дополнительную медленную переменную ап+1 
при помощи соотношений

an+i =  eG{a1 ф, и), fln+iUo)==0, (3.3.2) 
представим фупкцпопал (3.3.1) в форме (3.1.15), а именно 

7 =  йГи(Л) +  ап+1(Л . (3.3.3)
Для задачи оптимального по быстродействию попада­

ния на заданное многообразие (3.1.14) достаточно поло­
жить g =  О, G =  1 в (3.3.1).

В дальнейшем рассматриваем задачу (3.1.2), (3.1.14),
(3.1.15) с нефиксированным Т. Как п в §§ 1, 2, сущест­
венным является предположение о независимости функ­
ций М, g от быстрой фазы ф. Далее используем те же 
обозначения, что и в § 1 .

2. Краевая задача принципа максимума. Так как
время Т не фиксировано, то условия трансверсальности 
на правом конце должны быть дополнены равенством

# * l i - T  =  0. (3.3.4)
Здесь функция И* определена в (3.1.20).
Построение асимптотического решения в случае не­

фиксированного Т проводится аналогично задаче с фик­
сированным Т =  0е - 1  из § 1. Поэтому ниже отмечаются 
главным образом лишь отличия от построений § 1 .

Из равенств (3.3.4) и (3.1.20) вытекает, что h =  0 
в (3.1.21). Следовательно, во всех соотношениях § 1, 
в частности (3.1.21)—(3.1.24), следует положить 7г =  0. 
С другой стороны, решение краевой задачи (3.1.24) со­
держит новый неизвестный параметр Т =  ©е-1, п ее ре­
шение может быть записано в виде, аналогичном (3.1.25)

a — a(t, 0, е), ф =  ф(£, 0 , е), p =  p(t, 0 , е). (3.3.5)
Предполагаем, что решение (3.3.5) существует и един­

ственно в некотором интервале t©i, ©г) изменения пара­
метра 0. Параметр 0  должен удовлетворять уравнению, 
аналогичному (3.1.26) и вытекающему из (3.1.21), (3.3.5) 
при h =  0

(р{Т, 0 , е), /о* {а{Т, 0, е), ф(2\ 0, е), р{Т, 0, е))) =  0.
(3.3.6)
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Как и при анализе уравнения (3.1.26), показывается, 
что уравнение (3.3.6) допускает, как правило, порядка 
е- 1  корней {©„), причем расстояние между соседними 
корнями составляет величину порядка е. Для определе­
ния искомого оптимального зпачепия 0 * <= (0 V) требуется 
найти миппмум

/ * =  min 7 (0 ), J{Q) =  g(a(Q&-\ 0 , е )), (3.3.7)
e e (© v)

аналогичный (3.1.27).
Усредненная краевая задача первого приближения 

имеет вид (3.1.28), в которой h =  0, а 0  является неиз­
вестным параметром. Предполагаем, что эта задача удов­
летворяет условиям устойчивости, аналогичным сформу­
лированным в и. 4 § 1, с заменой h па 0.

Краевую задачу (3.1.28) снова преобразуем к виду
(3.1.31), воспользовавшись первым интегралом (3.1.30). 
Отметим, что в соотношениях (3.1.30), (3.1.32) имеем 
Л =  0 , н эти соотношения определяют связь между пара­
метрами р и 0. В самом деле, задавшись некоторыми (3 
и 0  и решив краевую задачу (3.1.30) при h =  0, получим 
решение (3.1.33), зависящее от двух параметров (3, 0. 
Подставив это решение в первый интеграл (3.1.32), по­
лучим постоянную, которую следует приравнять ну­
лю. Это и даст искомую связь между р и 0 . Поэтому в 
дальнейшем считаем 0  =  0((3) и будем искать пара­
метр (3.

Подставляя зависимость 0  =  0({3) в решение (3.1.33), 
а затем вставляя это решение в условие трансверсаль­
ности (3.3.6), получим трапсцендептное уравнение для 
определения параметра {3. Это уравнение аналогично
(3.1.35), но теперь нужно считать 0  =  0((3). Предпола­
гаем выполненным условие быстрой осцилляции (3.1.36), 
в котором также 0  =  0([3). Тогда, повторяя рассуждения 
пп. 5, 6 § 1, приходим к выводу, что параметр (3 следует 
выбирать из условия минимума (3.1.38) на непрерывном 
интервале изменения (3. В качестве функции /о([3) в
(3.1.38) следует брать функцию (3.1.37), в которой
0 = 0(fl).

3. Определение оптпмальпого решения. Проведем вы­
числения Jq (Р), аналогичные (3.1.40), (3.1.41). Диффе-
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рейдируя (3.1.37) полным образом по р, получим вместо
(3.1.40)

у, (Р) =  ( i f  |,= е . Ie (p )  =  I  ( 0  -  9  -  V  <Л Р)-

(3.3.8)

Здесь через |е(р) обозначена сложная функция от р, 
получающаяся из (3.1.33) при подстановке т =  0, где 0  == 
=  0(р), см. (3.3.8). Подставим в формулу (3.3.8) функ­
цию dg/d\ из краевого условия (3.1.31)

(I, i o .
—  Ле>

#е\ ‘*№,А#)рив
4Р / “  dp

(3.3.9)

Здесь Tie определено аналогично |в в (3.3.8). Так как 
для всех р имеем М — 0 при т =  0(р), то первое слагае­
мое в (3.3.9) обращается в нуль. Преобразуя второе сла­
гаемое, получим

/;<р>— fa, ■ £ L e ' w -  f a . - § L -  <3-3-10>

Здесь и далее через д\/др обозначается производная 
по р от функции (3.1.33), в которую подставлена зависи­
мость 0(р). Вместо d\/dx в формулу (3.3.10) подставим 
правую часть соответствующего уравнения (3.1.31), а вто­
рое слагаемое в (3.3.10) представим в виде интеграла. 
Получим

/ ; < » — (ле, < /;> & , 4 9 »  © '( Р ) -

Р л -“ >
т0

Первое слагаемое формулы (3.3.11) преобразуем при 
помощи интеграла (3.1.32), взятого при т =  0, h =  0. 
Второе слагаемое равно пулю, так как £ =  а0 при т =  то 
для всех р. Под интеграл в третье слагаемое формулы
(3.3.11) подставим производную от т) в силу системы
11 Ф. Л. Чериоусько, Л. Д. Акуленко. Б. Н, Соколов



162 УСРЕДНЕНИЕ В НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ [ГЛ. 3

(3.1.31). В результате формула (3.3.11) примет вид

^ ( Р )  =  Р » ( 6в ) е #(Р) +

- ! [ ( * - £  +  т < 4 ' < / :> ) '  I ) -  ( ч Л у  # ) ] * • • ’  <3 ' З Л 2 >

Дифференцируя по параметру р уравнение (3.1.31) 
для получим

d д% аОоУ a(fo) дг\
dx д$ ~~ дЪ +  дт\ I f (3.3.13)

Подставим (3.3.13) в (3.3.12) и воспользуемся тож­
деством

*(’Ь<,,>) =  </ .> (3.3.14)

Напомним, что тождество (3.3.14) вытекает из (2.2.7) 
и определения (3.1.28) функции </о>, или же из кано­
ничности усредненной системы (3.1.31). Из соотношений
(3.3.12)—(3.3.14) получим

А (Р )= Р"> ( & ) в '  (Р) +  Р J  - § )  л  =
ч '  '

в  =  в(р). (3.3.15)
ч

Окончательный вид производной J0 (Р) совпал со слу­
чаем фиксированного 0  (см. (3.1.41) и (3.3.15)). Поэто­
му дальнейшие выводы п. 6 § 1 сохраняют свою силу. 
Значение р =  0 является точкой возможного экстремума 
функции / 0(р ). Если вторая производная Jo (Р) сущест­
вует, то точка Р =  0 будет локального минимума, если 
выполнено условие (3.1.42). Условия глобального мини­
мума функции /о(р) можно представить в виде (3.1.44) 
или (3.1.45).

Процедура построения приближенного решения зада­
чи оптимального управления остается той же, что и в слу­
чае закрепленного времени (см. п. 7 § 1). Отличие бу­
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дет состоять в том, что усредненная краевая задача
(3.1.31) решается при нефиксированном 0, после чего 
устанавливается связь 0  =  0({J) при помощи интеграла
(3.1.32) , где h — 0. Оптимальное управление строится 
также аналогично п. 7 § 1 и может быть представлепо 
в виде функции различных наборов аргументов. Отме­
тим, что управление в форме синтеза оказывается зави­
сящим лишь от а, ф и не зависит от т, что является 
следствием того, что система автономна, а время оконча­
ния процесса Т пефпкенровапо.

4. Пример. Для иллюстрации лзложенпой методики 
рассмотрим задачу управления быстрыми вращениями 
системы типа маятника (см. (3.1.12))

У =  еи +  е/(у), у (0) =  у0, у (0) =  у0 >  0,

М < о о ,  у(Г) =  у * > 0 ,  (3.3.16)
т

J =  гк'Т +  е f u2dt ->■ min, /с =  const >  0. 
о *

Здесь б >  0 — малый параметр, Т — нефиксированный 
момопт окончания процесса, /  — 2л-периодическая функ­
ция от I/ с нулевым средним. Скалярная переменная у 
является быстро вращающейся фазой, а медленная пере­
менная у — частотой. Введением дополнительной цикли­
ческой переменной функционал (3.3.16) приводится к ви­
ду (3.1.15). Из условия максимума гамильтониана 
(3.1.17) находим, что и* =  V2p, где р — скалярная пере­
менная, сопряженная у. Усредненная краевая
(3.1.31) в данном случае имеет вид

_  Ч, ч!
“ЗГ — Ч L, ’

задача

=  S .  =  о. т =  е*. <3-3-17)dx г  ах

Ш  =  is (0) =  0, h  (в) « у * .
1l2(0) =  - l ,  0  =  вТ.

Здесь медленная переменная |i отвечает у, функ­
ционалу (3.3.16), а Ць Цг — соответствующие сопряжен­
ные переменные.
И *
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Запишем решение (3.1.33) краевой задачи (3.3.17) для 
1ь Ль Ла
|1 =  - (Р /4 ) ( т -0 )8-
-  (т -  0)в (Д +  ре'Л) +  У*, А =  У°-У*, (3.3.18)

т)1 - - Р ( т - 0 ) - 2 0 - , (Д  +  Р в 7 4 ) .

Первый интеграл (3.1.32) при 1ъ =  0 дает связь меж­
ду переменными

К1 +  у ч ! - *  =  0. (3.3.19)

Подставляя в (3.3.19) решение (3.3.18) и полагая 
т =  0, получим связь между параметрами 0  и £ в виде

Ру* +  0~2(Д +  V4p02)2 -  к =  0. (3.3.20)
Для вычисления /о(р) =  |а(0(р)) воспользуемся соот­

ношениями (3.3.17), (3.3.18). В результате интегрирова­
ния получим

/о(р) =  2/с0 -  (р2/24)0® -  (р/2)0Д -  ру*0, (3.3.21)
где зависимость 0(р) дана формулой (3.3.20). Путем диф­
ференцирования этой неявной функции вычислим про­
изводные

0 ' (0) =  \ 0 (0) к-1 ( у , +  ±  д), кв* (0) =  Л2,

/ „ (0) =  240' (0) - 0 (0) (у, + 1 Д) =  0. (3-3,22)

Как и следовало ожидать (см. (3.3.15)), точка р =  0 
является стационарной точкой функции /о(р). Вычисляя 
вторую производную (3.1.42) при помощи равенств ю =  
=  |ь (3.3.18), (3.3.22), получим

j"„ (0) =  0s (0)/24 +  0 (0) ( у* +  4  bj/zh  >  0.

Таким образом, значепие р =  0 соответствует локаль­
ному минимуму функционала. Подставляя Р — 0 в
(3.3.18), (3.3.21), а также в формулу tt**=V2Ль получим 
искомое приближенное решение |i для медленной
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фазовой переменной у, уравнения и функционала

!i =  у0 +  т7с,/2 sign (— Л), A =
0(0) =  |Д|7с-1/2, и* =  kU2sign (— Д), (3.3.23)

/о  =  2 1Д | /с1/г =  27с0 (0).
Здесь 0(0) определено формулой (3.3.22). Управление

(3.3.23) можно представить в форме синтеза, а именно

u* =  kU2 sign (у* -у ).
Отметим, что вклад каждого из членов (3.3.16) в функ­

ционал, как следует из (3.3.23), в первом приближении 
одинаков и равен IДI А:1/2.

В следующих §§ 4, 5 на основе развитой в §§ 1—3 
методики исследуются задачи управления колебаниями 
и вращениями нелинейных систем с одной и двумя сте­
пенями свободы.

§ 4. Оптнмальпое управление колебаниями 
п вращениями маятника 1

1. Постановка задачи. В качестве примера применения 
метода усреднения с ограничением на управление рас­
смотрим движения маятника под действием ограниченно­
го по модулю управляющего момента. Выберем единицу 
времени так, чтобы период малых колебаний маятника 
был равен 2я. Тогда уравнение движепия примет вид

<p +  sincp =  eH, Ы < 1 ,  0 < £ < 2 \  (3.4.1)
Здесь <р — угол отклонения маятника от нижнего 

устойчивого положения равновесия, е > 0  — малый пара­
метр. Требуется пайти управление и, минимизирующее 
полную энергию маятника в заданный конечный момент 
времени Т =  0е-1.

В качестве медленной переменной введем полную 
энергию маятника

а =  1/2ф2— (1 +  созф), —2. (3.4.2)
Здесь за начало отсчета энергии принято верхнее по­

ложение равновесия .маятника ф =  я, так что при
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— 2 <  а <  0 маятник совершает колебания, а при я >  0 — 
вращения. Дифференцируя (3.4.2) в силу (3.4.1), получим 
уравнение (см. (3.1.9))

а =  щи, я(£о) =  а°, — 2 <  а0 <  °°, (3.4.3)

где ф выражается через а, ф согласно (3.4.2)
Ф =  ±  [2(я 4-1 +  cos ф )]1/2. (3.4.4)

Уравнепис для фазы i|) имеет обычпыи вид (3.1.9)
1|) =  ©(я) +  еТЧф, а)и.

Здесь « ( а ) — частота колебапий или вращений (см. 
. ниже), а вид 2я-периодической по ф функции F для 

дальнейшего несущественен.
2. Приближенное оптимальное управление. Обозначая 

через р, q сопряженные переменные, отвечающие я, 
получим на основании принципа максимума (см. (3.1.17),
(3.1.18))

zz* =  s ig n ( /^  +  gF ).

Так как q =  0(e) (см. § 1), то при условии отсутствия 
особых управлений (р Ф 0) с погрешностью 0 (e) по 
функционалу

и* =  sign(/Hp). (3.4.5)
Введем усредненные переменные 1, ц, отвечающие 

переменным я, р. Подставим управление и* из (3.4.5) в 
уравнение (3.4.3) и в соответствующее ему сопряженное 
уравнение и усредним уравнения по фазе i|). Получим 
усредпепнуго краевую задачу (см. (3.1.31))

2 Я
W  =  |ф № signal, £(0) =  я°, (3.4.6)

о
2 Я

И  =  - 1 , н 4 г ж 1  |фМЧ> — л<в) —  1.
О

Здесь ф должно быть выражено через я, 1|). Как сле­
дует из первого уравнения (3.4.6), наплучшпй результат 
(минимум 7«=|(0)) достигается при условии, что г| <  О
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иа всем интервале т «=[(), 0]. Требуется выяснить, до­
пускает ли второе (сопряженное) уравнение (3.4.6) реше­
ние, обладающее этим свойством. Очевидно, если поло­
жить Р =  0, то т](т) < 0  для всех т е  [0, 0]. Следователь­
но, в первом приближении можно положить р <  0 в
(3.4.5).

Итак, установлено, что в первом приближении по 
функционалу (п переменной а) синтез оптимального уп­
равления имеет вид:

и* — — signcp. (3.4.7)

Движение маятника (3.4.1) под действием управления
(3.4.7) описывается уравнением

<р +  sin ф =  — е sign ф, (3.4.8)
отвечающим движению при наличии сухого трения.

3. Анализ оптимального движения. Асимптотическое 
решение уравнения (3.4.8) строим, следуя [227], где ре­
шалось аналогичное уравнение. При е =  0 уравнение
(3.4.8) описывает свободные колебания или вращения 
маятника.

В режиме колебаний при — 2 < а < 0 ,  решение зада­
ется соотношениями [89, 236, 723

Ф =  2 агсзт{А:1 sn[&i(i +  6|), /cil), 0 ^ /с* < 1 ,
а (3.4.9)

к\ =  1 +  у  а, Тх =  4К (/fj), Фо =  2 arcsin kL.

Здесь 6i — произвольная фазовая постоянная, ^  — пе­
риод колебаний, фо — их амплитуда; sn — эллиптический 
синус, К — полный эллиптический интеграл первого рода, 
/с, — модуль эллиптических функций. Нижний индекс 1 
далее будем относить к колебаниям, 2 — к вращениям.

В реяшме вращений, при а >  0, имеем

Ф  =  2 am[(i б2) к^1, й2].

* Г * - 1 + т в, “ > 0 - П = 2 к,К(кг). (3-4-10>

Здесь бг — фазовая постоянная, Т% — период враще­
ний, am — эллиптическая амплитуда, къ — модуль.
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Выпишем первое уравнение (3.4.6) для режима коле­
баний (3.4.9) в явном виде (имеем г\ <  0) 

тг т±/4

£ — 1 7 J  1 * 1 * - - - ^  J

=  — 4ГГ1(Ро =  — 2 К 1 (/сх) arcsin kL. (3.4.11)
Здесь s заменено на а и использованы свойства чет­

ности функции ф из (3.4.9). Переходя к переменной /с? 
и выбирая в качестве т =  0 момент перехода из режима 
вращений в колебания, где а =  0, получим из (3.4.11)
dkl/dx =  -  КГг (Аа) arcsin /съ кг (0) =  1, т >  0. (3.4.12)

Уравнение (3.4.12) интегрируется в квадратурах. 
Аналогично, пользуясь соотношениями (3.4.10), выпи­

шем уравнение для а в режиме вращений

Переходя к переменной к\ согласно (3.4.10), получим
dkl к*

■ З Г = Т Ш  М 0 )  =  1, Т < 0 .  (3.4.14)

Уравнение (3.4.14) интегрируется в полных эллипти­
ческих интегралах. Действительно, обозначив z =  к\, 
и пользуясь формулой из [236, стр. 117], находим

z=fc|
4 E ih) т < 0 .

(3.4.15)
Здесь ЕШ  — полный эллиптический интеграл второго 

рода, Ж1) =  1. Формула (3.4.15) определяет решение 
уравнения (3.4.14) при х ^  0.

Отметим некоторые свойства функций к{(х), к2(х), 
следующие из (3.4.12)— (3.4.15). Обе функции монотонно 
убывают с ростом величины 1x1. При малых т, когда к\



§4] УПРАВЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЯМИ МАЯТНИКА

близко к единице, асимптотика /сДт) имеет вид
1 - f c \

(3.4.16)
Здесь использована связь к\ и а из (3.4.9). Формула

(3.4.16) позволяет отойти от точки т =  0 при численном 
интегрировании уравнения (3.4.12). Формулы (3.4.16) 
справедливы также и для режима вращений (3.4.13)—
(3.4.15) с заменой к\ на к2, т на — т и а на — а.

Исследуем асимптотику в другом предельном случае, 
когда ki и к2 близки к нулю. Используя представления 
Ki.lt) при малых к в (3.4.12), (3.4.14), получим

к\ «  — (т — т*)/л, 0 ^ т < т * ;  klt = 0 , т > т * .
к2 — — 2/т, т -*• — оо. (3.4.17)

Здесь т* — некоторая положительная постоянная. Из
(3.4.17) следует, что величина к\ обращается в нуль при 
некотором конечном значении t =  t #i , t . е. полная оста­
новка маятника требует конечного времени. Это естест­
венный результат для системы (3.4.8) с сухим трением. 
Формула (3.4.17) для к2 описывает убывание к2 при
Т  -------- оо.

Результаты численного определения зависимостей 
Aj(t) и k2ir) представлены на рис. 3.3. Зависимость &i(t) 
определялась интегрированием уравнения (3.4.12) с уче­
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том асимптотики (3.4.16), а зависимость к2(х) — путем 
расчета по формуле (3.4.15). График к\(х) близок к пря­
мой лншш. Зпачеппе постоянной т* в формуле (3.4.17) 
оказалось равным т* =  3,342. Эта постоянная равпа без­
размерному времени, необходимому для остановки в ниж­
нем положении равновесия маятника, первоначально на­
ходящегося в верхнем положении равновесия.

На рис. 3.4 (в мелком и крупном масштабах) пред­
ставлена зависимость энергии а(х) для колебаний (т 5s 0) 
п вращений (т < 0 ) ,  полученпая путем пересчета зависи­
мостей fti(r) н к2(х) по формулам (3.4.9), (3.4.10). Отме­
тим, что согласно асимптотической формуле (3.4.10) про­
изводная dx/dâ >— 00 при а-*-0. Поэтому касательная 
к кривой а(х) в точке т =  0, а =  0 горпзоптальпа, что 
видно на рис. 3.4 в крупном масштабе.

Зависимость а(т) является универсальной п позволяет 
решать различные задачи о мппимпзации и максимиза­
ции энергии маятника. Пусть в начальный момент эпер- 
гия маятника равпа а0 п требуется за время Т =  0е -1 
минимизировать или максимизировать конечное значение 
полной энергии колебаний или вращений маятника. Что­
бы решить эту задачу, вначале на графике а(т) паходпм 
точку то, отвечающую начальному значению а(то) =  а0. 
В силу строгой монотонности а(т) точка то единственна. 
Затем от точки то отложим интервал длины 0  в сторону 
возрастания т в случае минимизации энергии п в сторону 
убывания — в случае максимизации энергии. Получим 
точку т =  то +  0  для задачи минимизации и точку т =  
=  то — 0  для задачи максимизации энергии. Соответст­
вующие этим точкам значения а(то ±  0 ) дадут минималь­
ную (максимальную) энергию в конце интервала управ­
ления. Отметим, что если т0 +  О 5* т*, то это означает, 
что в конце процесса маятник находится в нижнем устой­
чивом положении равновесия, где а =  — 2. При этом 
управление и* =  0 на интервале т * < т < Т о  +  0 .

Полученные решения могут описывать переход вра­
щений в колебания (для задачи минимизации энергии) 
или колебаний во вращения (для задачи макепмпзацпп 
энергии). Такие переходы будут иметь место, если интер­
вал [то, то +  0] содержит точку т =  0. Отметим, что при 
таком переходе, отвечающем переходу возмущенпого ре­
шения через сепаратрису порождающего уравнения, ча-
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стога колебаний (вращений) обращается в нуль. При этом 
снижается точность метода усреднения, однако им можно 
пользоваться для построения приближенного решения 
1ом. [83, 158]).

Приведенные зависимости позволяют также решать 
задачи оптимального быстродействия. Например, если 
«(то +  0) =  — 2, то время 0  есть время быстродействия, 
необходимое для оптимальной остановки маятника при 
начальной энергии а0 =  а(т0).

Для сравнения приведем времена быстродействия, 
соответствующие точному и приближенному оптимально­
му управлению, для различных начальных значений <р° и 
Ф°, см. табл. 3.1. Точное время быстродействия Т было

Т а б л и ц а  3.1

ф0 л 2,44 1,00 -0 ,1 5 —2,95 -4 ,7 6 -6 ,0 2
фО " 0,00 1,00 3,52 5,00 3,20 4,95 6,00

'  Т ' 8,00 8,13 8,33 8,04 9,27 9,67 9,96
То 7,47 7,58 8,02 8,30 9,04 9,47 9,72

опрсделепо путем численного построения оптимальных 
траекторий для системы
q) +  asiiiq)=u, М  1, ф (Т)=2пя, ф(Л =  0. (3.4.18)

Здесь а >  0 — параметр, п — произвольное целое число. 
Приближенное значение времени оптимального быстро­
действия То определялось для системы (3.4.18) при за­
данных начальных данных ф°, ф° следующим образом. 
Если в (3.4.18) сделать замену аргумента t-*-au4, то по­
лучим исходную систему (3.4.1). Поэтому для (3.4.18) 
имеем
а» =  (cp°)V2oc — 1 — cos ф°, Т =  <х1/20, е =  от1. (3.4.19) 

Определяя а0 пз (3.4.19), находим при помощи постро­
енной зависимости а(т) сначала то из условия а(то) — а0, 
а затем 0  нз уравнения а(то +  0) =  — 2. После этого 
вычисляем То согласно (3.4.19).

Приведенные в табл. 3.1 результаты отвечают а =  5. 
Они подтверждают вполне удовлетворительную точность 
асимптотических расчетов даже при не очень малых в 
(здесь е =  0,2).



Отметим, что задачи оптимального быстродействия 
для систем, подобных (3.4.18), при а <  1 исследовались 
в работах [40, 213, 238].
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§ 5. Оптимальная эволюция плоской орбиты

1. Постановка задачи об оптимальном движении точ­
ки в центральном поле под действием малой тяги. Рас­
смотрим движение материальной точки в центральном 
гравитационном поле под действием малых управляющих 
сил (малой тяги). В безразмерных переменных уравлспия 
плоского движения точки имеют вид (см., например, [73])

г =  уг, уг =  yjr-1  — г-2 +  ап

Ф =  уфг \  уф =  — угуфг 1 +  аф, (3.5.1)
г(0) =  г°, уг (0) =  у?, ф(0) = ф°, Уф (0) =  Уф.

Здесь г, ф — полярные координаты точки; у г, у ф — ра­
диальная п трансверсальная составляющие вектора скоро­

сти (рис. 3.5), « г, а* — соответ­
ствующие константы вектора 
тяги. Управляющие воздейст­
вия предполагаются малыми по 
сравнению с минимальным зна­
чением силы тяготения, т. е. 
(а2 +  <4)1/2 <С TmL. Движение 
предполагается таким, что ос- 
кулирующий эксцентриситет 
орбиты ограничен неравенства­
ми е\ <  е ^  е2, где е\ >  0, е2 <  1. 
Начальные значения г°, у®, 
Ф°, Уф считаются заданными.

Известно, что для отрицательных значений полной 
энергии Е при система (3.5.1) описывает пе­
риодические движения точки по замкнутой эллиптической 
орбите, а ее решение имеет вид (2.1.3).

Приведем систему (3.5.1) к стандартной форме (3.1.2) 
при помощи следующего набора первых интегралов

Рис. 3.5.
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неуправляемого движения
■ Vs М  +  *4) — г -1 =  Е {Е С  0), гуф =  if, 

г =  р (1 -Ь е cos г)-1 , г =  V2 (— Я)-1 (1 — в cos |), 
f-|_6 =  ( - 2 £ ) - 3/3(S -6 s in £ ), ф =  а; +  у, 

в =  (1 +  2EIi*)V‘\ р =  К2, (о =  ( -  2Е)*\ □ (3.5.2)
Здесь Е <  0 — полная энергия толки, К — ее кинети­

ческий момент относительно оси OZ, р — фокальный па­
раметр, е - - эксцентриситет орбиты, ы(Е) =2л/Т0{Е)— 
частота обращения по орбпте, ж — истинная аномалия; 

б — произвольные постоянные.
Заметим, что постоянные е, р, © выражаются через 

Е, К посредством последних трех равенств (3.5.2), так 
что в соотношениях (3.5.2) всего четыре независимых 
постоянных интегрирования. Переменные х, | могут быть 
исключены из (3.5.2), после чего формулы (3.5.2) опреде­
ляют общее решение системы (3.5.1) при аг =  &, =  (). Ве­
личины Е, К или е, р характеризуют форму и величину 
орбиты, а угловая постоянная f  есть угол между линией 
апсид н осью ОХ (рис. 3.5).

В качестве фазы ф неуправляемого движения следует 
рассматривать переменную

-ф =  £ — е sin ! ,  (3.5.3)

которая согласно (3.5.2) линейно зависит от времени и 
равна ф =  а>(£ +  б).

Пользуясь соотношениями (3.5.2), (3.5.3), вычислим 
производную от фазы ф по истинной аномалии х в не­
управляемом движении

dq __ (1 — е2)э/а 
dx . (1 +  e c o s * )2’

Ф | * = о  =  0. (3.5.4)

Запишем уравнения управляемого двшкеппя (3.5.1) 
в стандартной форме, приняв в качестве о окулирующих 
переменных Е, К, у и фазу ф, связанные с исходными 
переменными соотношениями (3.5.2), (3.5.3). При этом 
переменные х, | оказываются однозначными н строго 
возрастающими функциями i|\ причем

a,’(i]) +  2n) =я:(ф) +  2я, |(-ф +  2я) =  |(‘ф) +  2я. (3.5.5)
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Дифференцируя указанные соотношения замены и 
пользуясь (3.5.1), получим систему вида (3.1.2)

шЕ =  vTaT +  y,aT, К =  гсц,,
«у =  рУге-\[— ат cosz +  a,(2 +  е coszK'i +  е cos дО-1 sin r̂J, 

г)) =  а(Е) +  arf*r(x, е, р) +  avf^ix, е, р),
Е (0)=Е °, iaO )= K °, T(0) =  f ,  ф(0) =  11)°. □ (3.5.6)
Здесь уг, Уф1 г — известные функции Е, К , а:, со­

гласно (3.5.2). Правые части уравнений являются 2я-пе- 
рподическпми функциями переменной х, которая связана 
с фазой ij) соотношениями (3.5.4), (3.5.5). В итоге эти 
неявные функции 2л-пернодпчпы по фазе ty- Явный вид 
функций /фГ, / фф пе выписывается, так как в первом при­
ближении он не существен.

Вместо первых двух уравнений (3.5.6) часто удобнее 
рассматривать эквивалентные пм уравнения, описываю­
щие изменение элементов орбиты е, р

е =  pH2 [arsina: +
- f  р [е (1 -|- cos2 х) +  2 cos ж] (1 +  е cos х)~х} , (3.5.7)

р =  2р3/2яф (1 +  е cos я)-1 , 
е (0) =  е°, р (0) =  р°.

Начальные зпачеппя перемепных в (3.5.6), (3.5.7) вы­
ражаются через начальные даипые (3.5.1) при помощи
(3.5.2), (3.5.3).

Для системы (3.5.6), (3.5.7) рассмотрим некоторые 
постановки задач оптимального управления медленными 
переменными Е, К (или е, р), у. Управляющие воздейст­
вия ат, аф считаем малыми, а время окончания Т процес­
са управления — большой величиной. Полагаем

ат =  еиг, а, =  ей,, Т =  0 е -1, 0 <  е <  1, (3.5.8)

где е — малый параметр, 0  — заданная величина порядка 
единицы. При условиях (3.5.8) ограниченные управляю­
щие функции ит, и, будут приводить к существенно­
му (порядка единицы) изменению медленных перемен­
ных. Критерий качества управления зададим в виде
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функционала т
J =  (3.5.9)

о
характеризующего расход энергии в случае малой тя­
ги [73].

Введем дополнительную фазовую координату, отвеча­
ющую функционалу (3.5.9)

z =  1/2е ( 4  +  и%)у z (0) =  0. (3.5.10)
Теперь функционал (3.5.9) приводится к виду (3.1.15), 

а именно
J =  z(T). (3.5.11)

Краевые условия в общем случае (см. (3.1.14)) можно 
задать в виде

L i ( E ,  К у ч)1г =  0, i =  l ,2 ,  3, (3.5.12)
из которых одно или два соотношения могут отсутство­
вать. В частности, представляют интерес следующие по­
становки задач:

— полное изменение всех элементов орбиты (формы, 
размеров и ориентации эллипса), при этом

Е ( Т ) = Е *, K (T )= K *f 7 (Я  =  7*.
е (Я = е * .  р (Я = р * ; (3.5.13)

— частичное изменение формы и размеров орбиты, 
а также ее поворот в плоскости XY, т. е.

Ш , Ют =  0 (Ж е, р)т =  0), (Я  =  7 * • (3.5.14)
В (3.5.13) звездочками помечены заданные постоян­

ные, a L, М в (3.5.14) — заданные скалярные функции. 
Если положить L =  0 (или М =  0), то условия (3.5.14) 
требуют лишь поворота линии апсид на заданный угол 
при произвольном изменении других элементов орбиты. 
Возможны и другие варианты краевых условий (3.5.12). 
Поставлепиые задачи оптимального управления, опреде­
ляемые соотношениями (3.5.6)—(3.5.14), относятся к ти­
пу (3.1.2), (3.1.14), (3.1.15) п могут быть решены при 
помощи методики •§ 1.

2. Построение решения первого прпблпжсппя. Соста­
вим гамильтониан системы (3,5,6), (3,5.8), (3.5,10), Соот-
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ветствугощая г сопряженная переменная равна рг =  — 1. 
Из условия максимума функции Гамильтона (3.1.17) для 
системы (3.5.6), (3.5.8), (3.5.10) получим управление в 
форме (3.1.18)

гДб f i r ,  / тф — коэффициенты при ат, сир в уравнепхш (3.5.4) 
для 'i, а рв, рк, Pi — сопряженные переменные, соответст­
вующие Е, К, у. Одновременно определим максимум га­
мильтониана в форме (3.1.20)

Далее при помощи соотиошепин (3.1.32), (3.5.15),
(3.5.16) вычислим гамильтониан усредненной системы. 
При этом используем равенство <g> =  sfi, см. п. 5 § 1. Вы­
числение средних по х|) приводим к вычислению средних 
по х на основании соотношений (3.5.4), а именно

Обозначая усредненные переменные теми же буквами, 
что и исходные, получим после вычислений функцию 
Гамильтона усредненной системы

Ur =  Ре » т Н" Pyfyr +  О'/фг»

к ф =  Pe Vф 4 " РК г 4 " P yfyv 4 " ?Л|)ф1
(3.5.15)

Я * =  Чгь (и ?  +  +  щ . (3.5.16)

[± < Я * > ]е_ о =  Ф +  ш(Я)р, <o =  ( -2 S )W . (3.5.18)

Здесь введено обозначение

Ф (.Е, К, рЕ, рк, ру) =  -j- <((и*2 +  и*% =0> =

„2 , \& ~т ов ) р , \о — че
°Е + - Ц Г - ~ 2) ~ РК +  ~ ^ ( 1 - е 2)
еа =  1 +  2 ЕК\ р =  К\ (3.5.19)

При использовании уравнений (3.5.7) вместо первых 
двух уравнений системы (3.5.6) аналогично изложенному
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выше получим гамильтониан усредненной системы в виде 
(3.5.18), где

От-мотим, что соотношение (3.5.20) может быть полу­
чено из (3.5.19) при помощи замены Е, К на е, р (см.
(3.5.19)) н соответствующей замены сопряженных пере­
менных.

Гамильтонианы (3.5.18) — (3.5.20) полностью опреде­
ляют усредненные системы (3.1.31) для двух рассматри­
ваемых наборов медленных переменных. Краевые условия
(3.1.31) получаем известным способом на основе 
(3.5.11)— (3.5.14).

Отметим, что полученные системы обладают первыми 
интегралами Ф +  юр =  const (см. (3.1.32)), а также рл =  
=  const (7  — циклическая координата). Поэтому автоном­
ная система 4-х уравнений для Е, К, pBi рк (или е, р,ре,Рр), 
обладающая первым интегралом Ф +  юр, интегрируется 
независимо. После этого переменные у, z определяются 
квадратурами. Управление первого приближения нахо­
дится по формулам (3.5.15), где <7 =  0, а приближенное 
значение функционала получим минимизацией по р вы­
ражения /o(p )= z(7 ').

3. Пример. Построим приближенное решение задачи 
оптимального управления с краевым условием вида
(3.5.14), а именно, с условием на полную энергию Е(Т) =  
=  Е% ̂  0. Остальные переменные в конце процесса не 
фиксируются. Из условий трансверсальности следует 
p-f — const =  0. Тогда согласно гамильтоновой системе 
с гамильтонианом (3.5.18), (3.5.19) получим

Выпишем прп помощи (3.5.18), (3.5.19), (3.5.21) урав­
нение и условие трансверсальности для переменной рк

dy __ Э Ф
~dx ~~ = 0 , у =  у0, T =  8f. (3.5.21)

Pki Рк (®)~  0. (3.5.22)

12 Ф. л. Черггоусько, Л. Д. Акуленко, В. И. Соколов
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Отсюда вытекает: рк — 0. В результате усредненная 
краевая задача приводится к виду

% - 3 ( - 2 В ) ^ * р  +  р|, (3.5.23)

Д(0) =  £°, Е (0) =  К(0) =  к°.
Система (3.5.23) допускает интегралы
ЕК2 =  const, (— 2£)3/2 Р — Ер% =  h — const. (3.5.24)

Первый из интегралов (3.5.24), вытекающий из пер­
вых двух уравнений (3.5.23), означает в силу (3.5.2), что 
е =  const. Таким образом, согласно (3.5.21), (3.5.24) для 
оптимальных траекторий сохраняются в первом прибли­
жении эксцентриситет е и угловое положение Y линии 
апсид оскулирующей орбиты.

Второй из интегралов (3.5.24) следует из постоянства 
гамильтониана (3.5.18), (3.5.19) (см. также (3.1.32)) и из 
установленных равенств p-f =  pK =  0.

Построим сначала решение краевой задачи (3.5.23) 
при р =  0. Для этого из второго интеграла (3.5.24) найдем

pE =  Cl{ - E ) - i/\ Ci =  const (3.5.25)

и подставим в первое уравнение (3.5.23). Интегрируя это 
уравнение и удовлетворяя краевым условиям (3.5.23) 
для Е, найдем Е(х) и постоянную С\. После этого К и 
рв находим при помощи первого интеграла (3.5.24) и со­
отношения (3.5.25). В результате получим

Е(х) =  Е°оЧх), К(х) = /С °сг1(т),

РеЬ) =  4 -  ( 1 -  ■ / § )  ° - 1 (3.5.26)

Вычислим функции Е, К, рЕ, определенные формула­
ми (3,5,26) для р =  0, при значениях р^ О , Для этогд
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найдем решение краевой задачи (3.5.23) в виде разложе­
ния по степеням р н затем вычислим / 0 (0) согласно ра­
венству (3.1.42). Получим

J'o (0) =  -  (3/20) E°Q [3 +  4<т (0) +  3(i2 (0)1 >  0,

так что условия быстрой осцилляции (см. 3.1.36)) и ло­
кального минимума функции /о(р) (см. 3.1.42)) выпол­
нены.

Приближенное значение функционала /о((1) определя­
ем при помощи соотношений (3.5.10), (3.5.19) и р: =  рк =  
=  0 в виде

е е
/ 0 (Р) =  I  Ф*г =  -  J Ep\dx. (3.5.27)

о о

Подставим в (3.5.27) рЕ из первого уравнения (3.5.23)

' « < »  — Я 4г ) ‘ - &  “ I  (3-5' 28)О о
Воспользовавшпсь неравенством Коши — Бупяковско- 

го для пары функций d(— E)U2ldx и 1, а затем краевыми 
условиями (3.5.23) для Е, получим из (3.5.28) неравенство

М П ) > w [ j  * ]  =

=  (35-29)

С другой стороны, подставляя E(x) из (3.5.26) в фор­
мулу (3.5.28), получим при (1 =  0

/о(0) =  0 - ‘ [ ( - Д * ) 1/2-  { -Е ° т * .  (3.5.30)

Из (3.5.29), (3.5.30) следует, что § =  0 есть точка аб­
солютного минимума по 0 функции /о({1).

Управление в форме синтеза получим, подставляя в
(3.5.15) соотношения рт — рк =  д =  0 и (3.5.26) для рв 
и заменяя затем 0  0  — т, т -»■ 0, Е0-*- Е. В результате
1 2 *
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найдем 

и* = *

(3.5.31)

1 +  е. cos (ср — у) 
К

Здесь vr, выражены через оскулпрующнс элементы 
посредством (3.5.2). Таким образом, приближенное опти­
мальное управление оказывается тангенциальной тягой, 
т. е. направлено по касательной к траектории. Формулы
(3.5.26), (3.5.30), (3.5.31) полностью определяют искомое 
решение первого приближения, оптимальную траекторию, 
функционал и управление. Полагая, в частности, Е% =  0, 
получим решение задачи об оптимальном разгоне до па­
раболической скорости. Необходимая для этого величина 
расхода энергетического ресурса согласно (3.5.30) равна 
1ДЧ0-1.

Отметпм, что управляемое движение точки в централь­
ном поле под действием малой тангенциальной тягп ис­
следовано в ряде работ (см. [159, 88, 731).
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАНИИ 
С УПРАВЛЯЕМЫМ ПОЛОЖЕНИЕМ РАВНОВЕСИЯ

Б главе 4 исследуются задачи оптимального управле­
ния колебательными системами типа маятника с управ­
ляемым положением равновесия (точкой подвеса). Управ­
ляющее воздействие считается ма­
лым, и применяется методика глав 
2, 3.

В § 1 приведено асимптотиче­
ское решение задачи оптимального 
управления пелипейными колеба­
ниями и вращениями плоского ма­
ятника. В качестве управления бе­
рется ускорение точки подвеса.

В § 2 приводится решение ряда 
задач оптимального по быстродейст­
вию управления движением механи­
ческих систем, содержащих линей­
ные и нелинейные колебательные звенья. Управление 
осуществляется при помощи регулируемого по скорости 
положения равновесия.

Основные результаты главы 4 опубликованы в работах 
[16, 201.

Рпс. 4.1.

§ 1. Управление движением маятника 
посредством изменения ускорения точки подвеса

1. Постановка задачи управления. Исследуем управ­
ляемое движение маятника, точка подвеса которого О пе­
ремещается вдоль прямой Os (рис. 4.1). Уравнение дви­
жения математического маятника постоянной длины I 
пмеет вид (см. (2.1.20))

<р +  gl~l sin ср =  — sl~l cos (ф — б),

ф(£о) =  ф°, ф (^)=ф°.
(4.1.1)
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Здесь ср — угловое отклонение от вертикали, # — уско­
рение сил тяжести; s — ускорение точки подвеса вдоль 
направляющей, наклоненной под постоянным углом б
к горизонту; to, ф°, ф° — начальные данные. Предполага­
ется, что величина задаваемого ускорения удовлетворяет
условию Введением безразмерной независи­
мой переменной 0 =  g]/2l~W2(t — to) уравнение (4.1.1) 
приводится к виду

ф" +  эшф =  — енсовСф — б),
(4.1.2)

ф(0) =  ф°, ф '(0 ) =  lW2g~l/2ф°.

Здесь штрих означает производную по 0, п введено
обозначение ей =  sg~\ где е =  wg~l < 1  — малый пара­
метр, М  <  1.

Для применения развитой в главе 3 методики совер­
шим переход к переменным «энергия — фаза» при помо­
щи замены: Ф =  ф0 (Е, г|>), ф' =  ф  ̂(Е, \|>). Здесь фо, — 
общее решение порождающего уравнения (4.1.2) при 
е =  0; Е — энергия колебаний пли вращений, г|) =  
=  ы{Е)0 +  ф0 — фаза движения, со(£ )— частота. Общее 
решение, как известно (см. § 4 главы 3), выписывается 
при помощи эллиптических функций.

Уравнения взомущепного движения в перемеипых Е, 
ф можно получить на основе известных интегралов невоз- 
мущешюго движения (см. (3.1.8), (3.1.9))

■ -^- =  — еиф'со.ч(ф — 8),

Е{ 0) =  £« =  i - i ‘

d0 =  © (£) —

1 — COS ф°,

-  eu<p' cos (q> -  8) j  { ^ 1  -  р т 4 4 0 )= 0 ,

' “ K 1 -
ф' =  ±  [2 (E +  1 +  cos Q (4,1.3)
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Здесь (й'{Е) =  d<a/dEm, q>' =  d(p/d0 есть функция от Е, 
Ф, приведенная в (4.1.3). Она знакопостоянна в случае 
вращении (Е >  0) и меняет знак в точках ф =  ± ф 0, 
Фо — arccos {—Е — 1) в режиме колебаний (— 2 <  Е <  0). 
Интеграл (4.1.3) для периода колебаний берется по зам­
кнутому коптуру в плоскости ф, ф7 для фиксированного 
Е, а для вращений — по промежутку 0 <  ф <  2я. Как и 
в формуле (3.4.2), здесь Е =  — 2 в нижнем положения 
равновесия.

Для стандартной системы (4.1.3) рассматриваются 
следующие задачи оптимального управлеппя на интервале 
0е£(), Т], где Т =  0е-1, 0  ~  1.

А. Задача с закреплснпым временем Т (см. (3.1.15)) 
±  Ж Г )-» -min. (4.1.4)

Б. Задача оптимального быстродействия по энергии, 
Т не фиксировано (см. (3.1.14), (3.3.3))

Е {Т )=Е *, 0->m in. (4.1.5)
Задачи А, Б являются двойственными и удовлетворя­

ют принципу максимума (см. §§ 1, 3 главы 3).
2. Построение решения первого приближения. Опти­

мальное управление и*, определяемое согласно (3.1.17),
(3.1.18), в первом приближении имеет вид, аналогичный
(3.4.5) (см. и. 7, i§ 1 главы 3)

и* =  — sign [рф' cos (ф — 6)J. (4.1.6)
Здесь р — переменная, сопряженная Е. Переменная, 

сопряженная быстрой фазе ij), имеет порядок е для всех 
0<= [0, Т]. Поэтому в предположении р^ О  она полагает­
ся равной нулю при построении управления первого при­
ближения.

Выпишем уравнение для усредненной переменной | и 
граничное условие для задачи Б согласно (3.1.31),
(4.1.3) —(4.1.6)

i L  =  /(5 ,6 )s ig n 4. Щ  =  £ ”, ш .7 )
т =  £0<= [0, 0J,/(| , 6) =  <|ф'соз(ф-б)1>,

Б. | (0 )= £ * .
Здесь £, г] — усредненные значения медленных пере- 

мелпых Е, р, а т — медлеппое время. Из (4.1.7) следует, 
что паилучший результат (минимальное значение функ-
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ццопала в первом приближении) достигается при условии, 
что переменная ti принимает значения постоянного знака 
(знака Е* — Е°). Второе (скалярное) уравнение для г\ из
(3.1.31) показывает, что такое решение имеет место, если 
параметр р положить равным нулю. В этом случае урав­
нение для г] однородно, и его нетривиальное решение не 
обращается в нуль. Таким образом, используя еще факт 
близости г| и р, а также краевые условия при т =  0, по­
лучим из (4.1.6)

и* =  — sign [ф' cos (ф — 6)] sign г|,
(4.1.8)

A. sign т] =  =F 1, Б. sign т) =  sign (Е* — Е°).
Построенное приближенное управление (4.1.8) облада­

ет свойством локальной оптимальности: оно в каждый 
момент обеспечивает максимальную скорость изменения 
Е, ом. п. 4, § 2 главы 1.

Вычислим правую часть уравнения (4.1.7). В режиме 
вращений маятника (£ > 0 , ф' >  const > 0 )  находим

2Я

/ a(l,6) =  2i- j| 9 'c o s (9 -8 )| r ft  =  
о

2Я

- т ? ( 4ЛЛ)

*, =  У г  (1 +  2 Г 1/2< 1 ,  г 2 (?) =  2к к  (*,).

Здесь /сг — модуль полного эллиптического интеграла 
первого рода К, Тг — период вращательного движения 
(см. (3.4.10)).

В случае колебаний маятника правая часть уравнения
(4.1.7) равна

ф0 ф0-в

/ i (£ ,6 ) =  T l i j  J  Icos (Ф — б) | ^ф =  j  |coss| Ac,
1 - ф0 1 -ф0- в

Ф 0 =  arccos (— l  — 1), 3\(&)в  4K (*i)i (4.1.10)
fci=(i + 2)1/2//2.

Здесь T\ — период колебаний, к\ — модуль (см.



(3.4.9)). Разложением Icoszl в ряд Фурье [721 для функ­
ции 1\ получим выражение

+ 2  ; ( 4̂ - i T ' sin 12 ,' Ф о(l)1 co s (2 ,6 )} '  ( 4 Л 1 1 )
При помощи выражений (4.1.9) — (4.1.11) можно по­

строить искомое решение, так как уравнение (4.1.7) инте­
грируется

С ^
J 7 ~~(f* ,6)~ =  -г sign г), 1<=[Я°, 1*], т е  [0 ,0 ].

(4.1.12)
Здесь sign Vi берется из формулы (4.1.8). Из двух ве­

личии 0, 1* =  1(0), связанных формулой (4.1.12), одна 
задана (0 в задаче А, 1* =  Е* в задаче Б), а другая 
является приближенным оптимальным значением функ­
ционала. Приближенные решения поставленных задач 
построены.

3. Анализ решений. Исследуем зависимость решений 
от параметра б s  [0, я/21 (см. рис. 4.1). В режиме враще­
ний (1 > 0 )  на основании (4.1.9) функция h  не зависит 
от б. Дифференцируя по б зависимость (4.1.10) для ре­
жима колебаний, получим

±  [ I cos (ф0 +  8) I - 1 cos (<р„ -  8) | ]. (4.1.13)

Если амплитуда фо принимает значения 0, я/2 пли я, 
что соответствует 1 =  — 2, — 1, 0, то производная (4.1.13) 
равна нулю тождественно по б. В остальных случаях про­
изводная (4.1.13) обращается в нуль лишь при 6 =  0 и 
и б =  я/2, следовательно, 7i монотонно зависит от б и 
достигает максимума иа одном из копцов пптервала 
6 s  [0, я/21. При помощи (4.1.10) найдем

/ 1(5,0) =  4ГГ1з1пч>„, - 2 < Е < - 1 ,
h (5, 0) =  47Т1 (2 — sin<р0), — 1 < 5 < 0 ,  (4.1.14)

Л(|, п/2) =  4ГГ1 (1 — cos<р„), — 2 < | < 0 .

§ 1] М А Я Т Н И К  С У С К О Р Я Е М О Й  Т О Ч К О Й  П О Д В Е С А  18 5
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Сопоставляя формулы (4.1.14), определим, что макси­
мум Ji(£, б) по б достигается при 6 =  0, если £=5 — 1, 
Фо <  я/2 и при б =  я /2, если —  1 <  | <  0 ,  фо 5= я/2.

В режиме вращений (| >  0), а также при £ =  — 2, 
£ =  — 1, | =  0 правая часть системы (4.1.7) не зависит 
от б. Таким образом, скорость изменения d\/di в опти­
мальных режимах зависит от угла наклона направляю­
щей б следующим образом. Для колебаний малой ампли­
туды (ф0< я /2 )  наивыгодпеншим с точки зрептш эффек­
тивности управления будет горизонтальное перемещение 
подвеса (б =  0), для колебаний большой амплитуды 
(фо >  я/2) — вертикальное перемещение (б =  я/2), а для

вращений все углы равноправны. Если оба граничных 
значения £(0)=2?°, =  Ж 0) лежат в области | <  — 1
(или | >  — 1), то с точки зрения быстродействия наивы- 
годнейшим будет 6 =  0 (б — я/2).

Зависимости £(т, б), полученные для режима колеба­
ний в результате численного расчета по формуле (4.1.12), 
представлены на рис. 4.2. Здесь принято Е° =  —2, т. е. 
началу движения соответствует нижнее положение равно­
весия, и sign т\ =  1 (задача максимизации энергии). Пара­
метр б принимает значения 6 =  яг/12, причем i =  0 ,1 , . . .  
. . . ,  6 указано цифрами на рис. 4.2. Кривая с г =  1 не 
приведена, так как она практически совпадает с кривой 
для i =  0.
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Отметим, что в нижпем положении равновесия (£ — 
=  — 2, фо =  0) функция 1\ обращается в нуль (см.
(4.1.10)), так что точка | =  —2 является точкой покоя 
уравпеиия (4.1.7). Однако при 0 ^ 6 < я /2  существует 
единственное решение, не равное константе и попадаю­
щее (или покидающее) эту точку за конечное время (ана­
логично (3.4.11), (3.4.17)). В случае 
же б =  л/2 асимптотика при | 8
-+ — 2 будет иной: здесь 7i ~  фо* #  
а не ~  фо, как в общем случае (см.
(4.1.14)). Время движения в точку 
% =  —2 оказывается бесконечным.
Поэтому на рис. 4.2 для кривой i =
— 6 принято |(0) =  — 1,999. м

Как и в § 4 главы 3, с помощью 
зависимостей типа рис. 4.2 можно 
получить весь набор оптимальных 
траекторий задач А, Б для режима 
колебаний. Для этого зададим б, 
выберем соответствующую кривую 5 
рис. 4.2 и найдем то, для которого 
£(то) =  Е°<0. В случае задачи А от 
найденного то отложим отрезок 
Ат =  0  в сторону, противоположную 
знаку в функционале (4.1.4). Если д 
|(to=F0) < 0 , то полученный отре­
зок кривой и будет приближенной 
оптимальной траекторией. В случае 
задачи Б конец траектории определяется значением 1 =  
=  Е* <  0, а время быстродействия определяется из ус­
ловия | (то  +  © sign (Е* — Е0)) — Е*.

На рис. 4.3 приводятся зависимости 0(6, 1?°, Е*) вре­
мен оптимального быстродействия из точки %=Е° в точ­
ку £ =  £* как функции угла б. Кривая 1 соответствует 
переводу маятника из нижнего положения равновесия в 
верхнее, т. е. Е° =  — 2, Е* =  0. Кривая 2 соответствует 
Е° =  — 2, E* =  — i , а кривая 3 — Е° =  — 1, Е* =  0. Зави­
симость 1 получается сложением зависимостей 2, 3.

Для режима вращения правая часть уравнения (4.1.7) 
нс зависит от б. Усредненное уравнение (4.1.7), (4.1.9) 
с точностью до постоянного коэффициента п несколько 
юных обозначений совпадают с уравнением (3.4.13), под-

,

J j

1г  г г 'о
• г

Рис. 4.3.
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робно исследованным в § 4 главы 3. Соответствующая 
зависимость энергии от времени поэтому получится из 
рис. 3.4 путем изменения масштаба.

4. Обобщения задачи управления плоскими движения­
ми маятника. Рассмотрим задачу оптимального управле­

ния плоскими движениями фи­
зического маятника, точка под­
веса которого может переме­
щаться в вертикальной пло­
скости (см. рис. 4.4). Уравне­
ние движения имеет вид

( /  +  ml2) ср +  mgl sin <p =

-= —тКх0 cos ф +  у0 sin ф),
(4.1.15)

где /  — момент инерции маят­
ника относительно оси кача­

ний О, I — расстояние от точки О до центра инерции 
маятника С, а х0> у о — координаты точки О. Остальные 
обозначения в (4.1.15) — те же, что и в (4.1.1). Аналогич­
но п. 1, уравнение (4.1.15) приводится к виду

ф" +  БШф =  — e(n*cos ф +  sin ф),
G =  (mglV'HJ +  т12)-"Ч, (4.1.16)

eu, =  x0g~\ гиу =  y0g~x.
Здесь 0 — безразмерное время, еу„ гщ — малые уп­

равляющие воздействия по осям х, у. соответственно.
Уравнение для возмущенной энергии Е =  -т̂ ф'2 — 1 — 

— cos ф имеет вид
Е '=  — еф'(и,со8ф +  Иувтф), Е(0) =  Е° >  — 2. (4.1.17)

В п.п. 1—3 построено решение задач оптимального 
управления (4.1.4), (4.1.5) с ограничениями

UyUx1 =  tg б =  const. (4.1.18)
Рассмотрим теперь те же задачи А, Б для двух дру­

гих типов ограничений, когда область допустимых значе­
ний Ux, Щ есть прямоугольник

I икГ  | UZ\ <  иуу ии — const >  0 (4.1.19)
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ПЛИ эллипс

§ И

n2i4 +  62n J <  1, a, 6 =  con st> 0. (4.1.20)
Для ограничений (4.1.19) приближенное оптимальное 

управление определяется подобно (4.1.8) и равно
ц* =  — их sign (Г]ф' cos ф),

* о . , , . ч (4.1.21)Hv = — щ  sign (где' sm ф).

Здесь sign г) указан в (4.1.8). Подставим (4.1.21) в
(4.1.17) и усредним аналогично (4.1.7). Полученное усред- 
пеппое уравнение записывается при помощи функций
(4.1.9)—(4.1.11).

В режиме вращений (| >  0) найдем 

I f  =  W  +  «•!) sign -л =  sign т]. (4.1.22)

Для режима колебаний (£ <  0) имеем

%  =  [“S/i (I  0) +  (h - f - ) ]  sign (4.1.23)

Из уравнений (4.1.22), (4.1.23) следует, что при =  
=  u® =  1 управление (4.1.21) более эффективно, чем
(4.1.8). Соответствующие правые части уравнений (4.1.22),
(4.1.23) по абсолютной величине больше, чем (4.1.9),
(4.1.10). Это естественно, так как ограничение (4.1.19) 
при Ux — Uy — 1 «шире», чем (4.1.8).

Для ограничений (4.1.20) усредненное уравнение
(4.1.17) можно представить в форме

L ,

•g| =  £ i.e (S ) sign-n,

(£) — < I ф' I (a3 c°s2 Ф +  Ъ% sin2 ф)-1/2>.
(4.1.24)

Приближенное оптимальное управление в форме син­
теза имеет впд

и* =  — (a2 cos2 ф +  b2 sin2 ф) 1/2 cos ф sign rj, 
и*у =  — (а2 cos2 Ф +  ъ2 sin2 ф)-1/3 sin ф sign тр

(4.1.25)
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реяшме вращений функция Ь2 в (4.1.24) равпа

а С Ь , (4.1.26)

Lt ©  =  2яа-1 JT* (I), a = b .
Для режима колебаний функция Ь2 в (4.1.24) выра­

жается через полные и неполные эллиптические интегра­
лы. Ограничимся выражением для случая, когда область
(4.1.20) — круг единичного радиуса [20]
Li (I) =  4ф0 (I) JT1 (I), ф, =  arccos (— £ — 1). (4.1.27)

Уравнения (4.1.22)— (4.1.24) интегрируются в квадра­
турах. Отметим, что управление (4.1.25) с ограничением
(4.1.20) в виде единичного круга, как и следовало ожи­
дать, более эффективно, чем управление (4.1.8) для огра­
ничений (4.1.18). Это следует из того, что Z a > / i ,  L2> I 2 
(см. (4.1.9), (4.1.14) и (4.1.26), (4.1.27)).

§ 2. Колебательные системы
с управляемым по скорости положением равновесия

1. Постановка задачи. Исследуется нелинейная коле­
бательная система с единственной обобщенной координа­
той у. Система имеет изолированное положение равнове­
сия у =  х, которое может перемещаться со скоростью v. 
Потенциальная энергия системы ПЫ зависит только от 
относительного смещения z =  у — х. Функцию ПЫ  счи­
таем достаточно гладкой и имеющей строгий минимум 
в точке z =  0; не ограничивая общности, полагаем 
П(0) =  0. Движение системы описывается уравнениями

у + F(y -  я) =  0, y(0)=y°, y(0) =  y°,
х =  i?, я(0) =  ж0, (4.2.1)

F =  дЛ/ду, Vi ^  v <  v2.
Здесь индексом 0 отмечены пачальпые данные, щ, 

v2 — постоянные. Так как точка z =  0 (у =  х) — точка 
изолированного минимума ПЫ, то F(0) =  0, a zF(z) >  0 
в некоторой окрестности этой точки.
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Для системы (4.2.1) поставим следующие задачи опти­
мального управления.

A. З а д а ч а  и а и с к о р с й ш е г о  г а ш е н и я  коле­
б аний.  Требуется за минимальное время Т погасить 
относительные колебания системы, т. е. привести систему
(4.2.1) в состояние

у{Т )=х{Т ), у{Т) =  0. (4.2.2)

Из (4.2.1) следует, что при н =  0 д л я  t> T  система 
остается в устойчивом положении равновесия (4.2.2).

Б. З а д а ч а  пап с к о р е й ш е г о  п е р е м е щ е н и я  
с г а ш е н и е м  к о л е б а п и й. Требуется за минималь­
ное время Т перевести систему (4.2.1) в состояние

у(Т) =  х(Т) =  ж* у(Т) =  0. (4.2.3)
Здесь х* — заданная величина. При t >  Т система ос­

танется в покое, если положить v =  0.
B. За д ач а  на и с к о р е й ш е г о  р а з г о н а .  Требу­

ется за минимальное время Т привести систему (4.2.1) 
в равномерное движение с заданной скоростью v*

у{Т) =  ж(Г), у(Т) =  и*, v* е  [pi, иа). (4.2.4)

При t >  Т система будет перемещаться без колебаний, 
если положить v =  v*.

Ниже в главах 6—8 подобные задачи будут подробно 
исследованы и решены для ряда колебательных систем. 
Эти задачи типичны для процессов управления колебания­
ми и часто встречаются на практике, например, при уп­
равлении грузоподъемными машинами. В данном пара­
графе они будут исследованы на основе асимптотических 
методов глав 2, 3 в случаях, допускающих введение ма­
лого параметра.

2. Некоторые механические модели. К системе (4.2.1) 
сводятся многие процессы управления колебаниями. Рас­
смотрим несколько простых механических моделей.

а) М а я т н и к  с у п р а в л я е м о й  т о ч к о й  п о д ­
в е с а  (рис. 4.5). Движение математического маятника 
массы m, точка подвеса которого движется со скоростью и, 
описывается уравнениями

y +  gl~4y — x) =  0, ж =  у, у =  х +  1у. (4.2.5)



192 У П Р А В Л Е Н И Е  П О Л О Ж Е Н И Е М  Р А В Н О В Е С И Я [Г Л . 4

Здесь х — координата точки подвеса, ф — угол откло­
нения маятника, который предполагается малым, I — дли­
на маятника, g — ускорение силы тяжести. На скорость v 
могут быть наложены ограничения (4.2.1)

v \ < v <  v2, v\} v2 =  const. (4.2.6)
Система (4.2.5), (4.2.6) моделирует системы типа мос­

товых кранов.

Рис. 4.5. Рис. 4.6.

б) У п р а в л е н и е  к р у т и л ь н ы м и  к о л е б а н и я ­
ми. Рассмотрим систему твердых тел S, К, изображен­
ных в плане па рис. 4.6. Тело S вращается с управляе­
мой угловой скоростью со вокруг вертикальной оси 0Z, 
угол его поворота обозначен через %. Тело К массы т 
подвешено к телу S на подвесе, состоящем из четырех 
симметрично расположенных гибких нерастяжимых ни­
тей (тросов) длины I (одна из нитей MN изображена па 
рис. 4.6). В состоянии равновесия тело К  находится стро­
го под телом S. При движении тело К совершает крутиль­
ные колебания, обусловленные возвращающим моментом 
сил тяжести, который возникает из-за отклонения нитей 
от вертикали. Обозначим через ф угол поворота тела К, 
угол ф—% считаем малым. Уравнения движения системы 
в линейном приближении имеют впд

Ф +  у 2(ф — х ) =  О, v 2 =  (1 / 4)m gd?I~ ll~ l,

X — се, ©1 <  ш <  о)2. (4.2.7)
Здесь /  — момент инерции тела К относительно оси вра­
щения, d — расстояние от этой оси до точек крепления
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нитей, (oi, 0)2 — постоянные. Рассматриваемая система мо­
делирует управление угловыми движениями контейнера 
К на контейнерном перегружателе. Здесь S — поворотное 
устройство перегружателя. Отметим, что система (4.2.5),
(4.2.6) полностью эквивалентна
(4.2.7) , и обе они относятся к 
общему типу систем (4.2.1). Для 
них представляют практический 
интерес поставленные задачи А,
Б, В.

в) Н е л и н е й н а я  с и с т е м а  
с у п р у г и м  эл е м е н т о м . В ка­
честве существенно нелинейного 
примера рассмотрим систему [63], 
изображенную на рис. 4.7. Здесь 
масса т скользит без трения по 
направляющей ОY. По параллельной с ней направляю­
щей РХ на расстоянии d, перемещается точка Q, скорость 
которой v считается управляющим воздействием. Между 
точкой Q н массой т существует упругая линейная связь' 
(пружина) жесткости с. Пусть I и Iq — длины растянутой 
и перастянутой пружины соответственно, тогда потен­
циальная энергия П равна

П =  П(у -  х) =  V2cU -  lo)2, 1 =  Ы2+ (у  — хП 1/2. (4.2.8) 
Здесь х, у — координаты точек Q, т соответственно на 

осях О Y и РХ. При lo <  d положение равновесия у =  х =  
=  const — устойчиво, при lo> d — неустойчиво. • В послед­
нем случае система имеет также два устойчивых положе­
ния равновесия у =  x±{l\  — й2)^2. Если d =  0, то систе­
ма линейна (при у <  х или у > х )  и описывается урав­
нениями типа (4.2.5), (4.2.7). Ниже для определенности 
рассматривается случай Zo <  d.

Уравнения движения системы с потенциальной энер­
гией (4.2.8) имеют вид (4.2.1)

ту — — с(у — х ) ( 1  — Ы~1), x  =  v. (4.2.9) 
Если относительные отклонения малы (ly — s| < d ),

то согласно (4.2.9), (4.2.8) имеем
у =  - стгЧу - х ) [ 1 -  l0d~l +  1 / 2 kd-Чу - х ) 2- . . Х

13 ф. л. Чсрноусыю, Л- Д- Акуленко, Б, H, Соколов
(4.2.10)
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С погрешностью 0[{у  — x)3d~3] уравнение (4.2.10) при­
нимает вид (4.2.5) пли (4.2.7). При d — 10 линейный член 
в (4.2.10) исчезает, а главным является кубический [63]

Отметим, что в однородном поле сил (например, сил 
тяжести) уравнение (4.2.9) сохраняет вид (4.2.1)

ту =  — с(у — я)(1 — lol~l) +  Fvt Fv =  const.
'  (4.2.12)

Здесь ^  — проекция силы на ось OY.
При ограничениях (4.2.6) для систем (4.2.9)— (4.2.12) 

могут быть поставлены задачи А, Б, В.
3. Приведение к управляемой системе с вращающейся 

фазой. Рассмотрим систему (4.2.1) с ограничениями 
(4.2.6) н предположим, что скорости щ, р2 достаточно ма­
лы. Полагая v =  ей, преобразуем систему (4.2.1), (4.2.6) 
к виду

Здесь е — малый параметр, характеризующий отноше­
ние скорости перемещения положения равновесия к ско­
рости dy/dt самой системы. По порядку величины е ха­
рактеризует также отношение перемещения положения 
равновесия за период колебаний к характерной амплиту­
де колебаний. Малость е означает, что за время Т про­
цесса управления система совершит, как правило, много 
(~ е -1) колебаний, т. е. Т ~  е-1.

Обозначим через z(h, ф) общее решение первого урав­
нения (4.2.13) при е =  0, зависящее от энергии h и фазы 
ф колебаний. Имеем тождественно

у =  — '/гcm~'d~4y -  х)3. (4.2.11)

у +  F(y -  х) =  0, у{0) =  у°, 1/(0 ) =  у°, 
х =  ей, х(0 ) =  х°, щ ^  и С  и2. (4.2.13)

<d*(A) 0  +  F (2) =  O,

=  о» (h) t +  if,, П (z) =  ] П (z,) dzj.
о

(4.2.14)
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Здесь ©(/&) — частота колебаний. При помощи замены 
переменных

у =  х +  z(h, у), у =  <a{h)dz(h, ф)/дф (4.2.15)

перейдем в системе (4.2.13) к переменным h, х, -ф. Для 
этого продифференцируем равенства (4.2.15) по t, вос­
пользуемся уравненями (4.2.13) для исключения произ­
водных от у, х, а затем разрешим полученные равенства 
относительно производных новых переменных.. После 
упрощения с учетом первого тождества (4.2.14) получим 
систему с вращающейся фазой в стандартной форме
(3.1.2)

h =  е(oẑ W _ 1 m, х =  ей, h (0) =  h°, х (0) =  х°, 

ф =  © — е (<n'zy - f  ©z,„|,) W^u, ф (0) =  ф°, (4.2.16) 
W  =  ©#aj +  о>2ф2Лф — (azhz,M, =  © - 1  (h), uA< u <  u2.

Здесь равенство W =  © - 1  устанавливается пу:ем диф­
ференцирования no h второго тождества (4.2.14). Первое 
уравнение (4.2.16) может быть получено и непосредст­
венным дифференцированием равенства для энергии

h =  1/2у2 +  П(у -  х)

в силу системы (4.2.13). Получим уравнение
h =  — euFizih, -ф)) =  eu©2z^, (4.2.17)'

которое эквивалентно первому уравнению (4.2.16).
В случае линейной системы вида (4.2.13)

у +  у — х =  0, х "= ей (4.2.18)

наряду с (4.2.15) можно воспользоваться заменой типа
(2.1.8)

у =  х +  язтф , у =  а cos-ф ih =  i/2a2), (4.2.19)

где а — амплитуда. В результате получим систему в стан­
дартной форме вида (2 .1 .6 )

а =  — ей sin ф, х =  ей, ф — 1 — ea~ln cos ф. (4.2.20) 
13*
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Для систем в стандартной форме (4.2.16), (4.2.20) гра­
ничные условия (4 .2 .2 )—(4.2.4) преобразуются следующим 
образом. В задачах А, Б будем иметь 

А. М Г )= 0  ( а (Я -О ) ,
(4.2.21)

Б. ЫТ) =  0 ЫТ) «  0)' х(Т) =  ж*.
Значения х(Т), ij)(D в задаче А и ■ф(Т’) в задаче Б 

пе фиксируются.
Покажем, что задача В (см. (4.2.4)), в первом прибли­

жении по параметру е сводится к задаче А. Пусть зада­
ча А решена в первом приближении, так что в момент 
Т получено ЫТ) ~  е (см. (4.2.21)). При этом имеем 
и{Т) е  [ць ц2]. Чтобы удовлетворить второму условию
(4.2.4), изменим управление в момент Т скачком от ЫТ) 
до заданного значения к * е [ и ь ц2]. Это приведет в силу
(4.2.17) к скачку ~ е  у величины h, так что М Г +  0 ) ~ е  
и оба граничных условия (4.2.4) в первом приближении 
удовлетворены. Поэтому в дальнейшем рассматриваем 
лишь задачи А, Б с граничными условиями (4.2.21).

4. Построение асимптотического решения. Следуя 
§§ 1 , 3 главы 3, рассмотрим процедуру асимптотического 
решения задачи оптимального быстродействия (Г min) 
для системы (4.2.16), (4.2.21). Обозначим через р, д, г 
переменные, сопряженные h, т|), х соответственно. Так 
как х не входит в правые части системы (4.2.16), то 
г =  const. В задаче А  имеем г =  0 согласно (4.2.21). Функ­
ция Гамильтона и сопряженная система линейны и одно­
родны по г. Поэтому, не нарушая общности, можно нор­
мировать величину г так, чтобы

А. г =  0, Б. re={0, 1, —1>. (4.2.22)
В задаче Б допускаем три возможных значения г. 

Чтобы не усложнять обозначения, усредненные величины 
в дальнейшем обозначаем теми же буквами, что и ис­
ходные.

В первом приближении оптимальное управление опре­
деляем согласно i(3.1.17), (3.1.18), где полагаем g =  0. Из 
условия максимума гамильтониана для системы (4.2.16),
(4.2.17)

ъЫг — pF) max, и е  [ць щ,]
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получим
и* =  '/2(111 +  иг) +  '/2(112 — »i)sign[r — pF(z)] . (4.2.23)

Здесь z может быть выражено через h, ф или у, при 
помощи (4.2.15). Запишем функцию Гамильтона рассмат­
риваемой задачи быстродействия для системы (4.2.16),
(4.2.17), найдем ее максимум по и и усредним по фазе ф, 
учитывая равенство <д> =  ер (см. п. 5 § 1 главы 3). 
Получим

+  pF|> +  |to]. (4.2.24)

Усредненная система первого приближения (3.1.31) 
является канонической с гамильтонианом (4.2.24)

■ ^ = - !̂ < F s i g n ( r - p F ) > } h(0) =  h\

% =  - Ц —3 +  “2 £  <' sign x(0) =  x'‘ ,
’ e! =  t e  [0, 0 ]. 0  =  zTy (Б. х(Э) =  x*). □ (4.2.25)

Система (4.2.25) имеет первый интеграл Но =  const, 
причем Но> 0  в задаче быстродействия. Постоянная г 
определена равенствами (4.2.22). Отметим, что третье 
уравнение системы (4.2.25) сводится к квадратуре после 
интегрирования первых двух. Задача Б свелась к реше­
нию системы (4.2.25), содержащей три постоянные интег­
рирования и константы р, 0, г. Для их определения име­
ем четыре краевых условия (4.2.25), а также условия
(4.2.22) и Но >  0. Остающийся произвол решения устра­
няется, как указано в § 3  главы 3, из условия минималь­
ности 0 .

Рассмотрим решение задачи А. Здесь г =  0 согласно
(4.2.22) . Из первого уравнения (4.2.25) тогда видно, что 
скорость изменения h максимальна по величине, если 
sign р =  — 1 . Положим р — 0 и рассмотрим второе урав­
нение системы (4.2.25). Оно однородно до р, и поэтому 
его нетривиальные решения знакопостоянны. Задав про­
извольно р(0) <  0,' получим р{т) <  0. Таким образом, при 
г =  § =  0 , р < 0  удовлетворяется второе уравнение систе-
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мы (4.2.25) и условие Н0 >  О, см. (4.2.24). Из остальных 
уравнений (4.2.25) определим приближенную оптималь­
ную траекторию

"О

с =  гЖ У F° (k) =  ^ j  I^ (z(ft,t|>))Id,|,,

я (т ) =  я °  +  l /2 (u2 +  м О т ,  т е [ О , 0 ] .
(4.2.26)

Если ограничение (4.2.13) на и симметрично (iii =  
=  —u2), то согласно (4.2.26) не происходит среднего сме-

Л(г)
h

/Рлс. 4.8.

щепия положения равновесия: х ^  
в  х°. В остальных случаях имеет мес­
то дрейф я(т) со средпсй ско­
ростью 7 2 (В2 +  И|).

Оптимальное управление в форме 
синтеза найдем из (4.2.23), исполь­
зуя свойство signi^tz) =  signs:
и* — V2(wi +  и2) +

+  V2(u2 -  иг) sign (у -  х). (4.2.27)
В (4.2.24)— (4.2.26) усреднение по можно при по­

мощи соотношений (4.2.14) свести к усреднению по z за 
период колебаний. Обозначим через Z\ <  0 и z2 >  0 край­
ние значения z, отвечающие невозмущепным колебаниям 
при II(z) =  h (рис. 4.8). Имеем

F0{h) =
*2{h)

to W  J

2l(A)

\F{z)\dz
2 l/2[fe — Щ *)]1 ' 2 ’

n (z 1) =  n (z 2) =  ^, (4.2.28)

dz
(*>]1 /2  '

Используя равенство F =  dU/dz, упростим выражение
(4.2.28)

л.
J? /1Л 21/2„ „ , 4 f  <Щ 28/2 /1л------ - Ю( й ) ] - - — -[ i -1/. . =  — fe <в(А) =

2 5/2д 1/2

*■«(*) '
(4.2.29)
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При помощи формул (4.2.26), (4.2.29) определим за­
висимость х(h) п время быстродействия в задаче А в 
виде

Тем самым решение задачи А полностью определено 
соотношениями (4.2.26)—;(4.2.30).

5. Примеры. Рассмотрим на основе и. 4 решение ряда 
примеров задач А, Б для линейных и нелинейных систем.

1. З а д а ч а  А ( га ше н и е  к о л е б а н и й )  дл я  ли­
н е й н о й  с и с т е м ы .  Для линейной системы (4.2.18) пе­
риод колебаний равен То =  2я. Зависимость я(т) и управ­
ление в задаче А заданы общими равенствами (4.2.26),
(4.2.27). Вычисляя интегралы (4.2.30), получим время 
быстродействия и амплитуду колебаний

2. З а д а ч а  А для с и с т е м ы  со  с т е п е н н о й  
п е л и н е й и о с т ы о .  Потенциальная энергия имеет вид

Подставляя выражение (4.2.32) в (4.2.28), найдем ам­
плитуду 22, а затем вычислим интеграл для периода ко­
лебаний

Здесь Г — гамма-функция Эйлера (см. [72]). Подстав­
ляя (4.2.33) в (4.2.30), получим

П(г) =  |x|zlT, ц, ч =  const> 0 . (4.2.32)

z2 (k) =  _  Zl (h) =  (h/̂ i)l/v, (4.2.33)

__ 23/2я1/аг (у"1) - 1/Vk l/v—1/2 
У Г (у- 1  -)- 0,5) ^

А(т) =  А0 ( 1 - '* © “ 1)\
я 1/2Г (у~ 1)

( « , , - « , )  Г ( у - 1 +  0,5)

(4.2.34)
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Функции х, и* определяются зависимостями (4.2.26),
(4.2.27). При 4 =  2, 11=1/2 решение (4.2.32)— (4.2.34) 
переходит в (4.2.31).

3. З а д а ч  Б для л и н е й н о й  с и с т е м ы .  Рассмот­
рим задачу Б о наискорейшем перемещении линейной си­
стемы (4.2.18). Будем исходить из стандартной формы
(4.2.20). Вычисляя для нее управление и усредненный 
гамильтониан, получим аналогично (4.2.23), (4.2.24)

и* =  V2 К  +  Щ) +  х/ 2 (и2 -  и,) sign (г -  р sin \J))
, _  (4.2.35)

Но =  6 +  Uĵ 2 ~  <11 — Р sin гр | > +  ?.

Здесь р, г, q — переменные, сопряженные а, х, i|). Вы­
числяя среднее в (4.2.35), получим после интегрирования

я

<|r-p sim |>|>e St I I»" — р sinЧ » I =

Пг|, |/с| > 1  ( /с= гр ~  1 ),
[ 2 л - 1 1 г | [ ( 1  — k z ) 1/ 2  +  arcsin | к | ], (4.2.36)

Составим каноническую систему с гамильтонианом
(4.2.35), «(4.2.36)

d a  _ д Н п u 0 
e - i  0 =  2 ~ u l

d x  ~~ d p n

d x  _ d H n u, 
: 6 - 1 0 == 1

+  u2

d x  ~ d r 2

d a d x  «1 +  U2
d x ’ d x 2

( 1  — fc2) 1/2  sign р , | к | 1 ,

+  2 л arcsin к sign р , (4.2.37) 

■ +  “ 2 2 U-L- sign г, | /с| > 1 .

Так как Н0 пе зависит от а, х, то р и г — постоянные. 
Их нужно выбрать так, чтобы решение системы (4.2.37) 
удовлетворяло краевым условиям

а(0 ) = а ° > 0 , а(0 ) = О ,  я(0 ) =  х°, х (® )= х* .
(4.2.38)

Если \ к \  S* 1 , то согласно (4.2.37) имеем а =  const, и 
выполнение условий (4.2.38) невозможно. Поэтому сле­
дует брать систему (4.2.37) в случае |/с| ^  1. Так как 
р, т — постоянные, то зависимость а, х от т будет
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линейной. Иа основании краевых условий (4.2.38) имеем 
а(т) =  а°( 1  — тЭ-1), а0 >  0 ,

(4.2.39)
х(т) =  х° +  (х* — я°)т0 -1.

Подставляя (4.2.39) в (4.2.37) при \к\ < 1 , получим 
два уравнения для определения постоянных к =  гр~1 п 0 . 
Так как согласно (4.2.39) функция а(т) убывает, то

к\
1

-Z - 1  у
'  -1

0 1 г

Рис. 4.9. Рис. 410.

sign р =  - 1  в (4 .2 .3 7 ), и указанные уравнения прини­
мают вид

я - 1  (и2 -  0  =  а,0,
Ых + и 1*̂з - arcsin к) 0  =  хг=  х* — х°.

4.2.40)

Преобразуем систему (4.2.40)

^arcsin к — ^  — /с2)-1/г =  *■»

0  =  - - ( 1  -  /с2)-* '2, Я =  -
(4.2.41)

Исследуем трансцендентное уравнение (4.2.41) для 
/с(Я), причем для определенности ограничимся двумя СЛу-
ЧаЯМИ ’ . / / о / о\

щ  =  — 1, U2 =  1; Hi =  0, Иг =  1. (4.2.42)

Первый случай (4.2.42) отвечает симметричному 
( Ы < 1 ), а второй — несимметричному ограничению 
О ^  и <  1 .

Зависимость М/с) для первого случая изображена на 
рис. 4.0. Она строго монотонна, и при изменении к от —1
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до 1  величина X изменяется от — °° до °°. Следовательно, 
уравнеппе (4.2.41) при любом % имеет единственный ко­
рень к, который легко найти при помощи рис. 4.9.

Во втором случае (4.2.42) зависимость Х Ш  из (4.2.41) 
также строго монотонна (см. рис. 4.10), по при измене­
нии к от — 1  до 1  величина X изменяется в пределах 
(—оо, — 1). Поэтому задача имеет решение, лишь если 
X <  — 1. Согласно (4.2.41) это означает, что х* — хР>аР, 
т. е. для существования решения задачи об оптнмальпом 
перемещении с гашением колебаний заданное перемеще­
ние должно быть не менее (начальной) амплитуды.

Определив по заданному X корень к уравнения
(4.2.41), найдем затем 0  из (4.2.41) и оптимальную тра­
екторию (4.2.39). Приближенное оптимальное управление 
в форме синтеза получим из (4.2.35), исключая sin. -ф со­
гласно (4.2.19), полагая р <  0 и пользуясь обозначения­
ми для к, X

Построенные законы управления в форме синтеза
(4.2.27), (4.2.43) являются приближенно оптимальными в 
том смысле, что они обеспечивают приведение системы в 
е-окрестность заданного конечного состояния (4.2.2)—
(4.2.4) за время Т =  е- 10, отличающееся от времени бы­
стродействия на величину порядка 1. Эти законы могут 
использоваться для управления также и в случаях, когда 
в не мало. Исследованию динамики систем при разрыв­
ных законах управления посвящены книги [82, 208].

Ниже, в главах 6 , 7 для линейных задач управления, 
подобных рассмотренным выше, а также и при более об­
щих ограничениях, будут построены некоторые точные 
оптимальные законы управления в виде программ.

(4.2.43)



Г Л А В А  5

УПРАВЛЯЕМЫЕ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС

Движения твердого тела относительно центра масс 
под действием малых управляющих моментов описыва­
ются уравнениями, которые приводятся к виду нелиней­
ных управляемых систем с вращающимися фазами. 
В §§ 1—3 данной главы на основе методики главы 3 
решен ряд задач оптимального управления движением 
тела относительно центра масс. В §§ 1, 2 исследованы 
управляемые вращепия тела, когда моменты управляющих 
сил малы по сравнению с кинетической энергией движе­
ния. Рассмотрены случай тела, близкого к динамически 
симметричному (§ 1 ), и случай произвольного распреде­
ления масс в теле (§ 2 ) при различных ограничениях 
на управление. В § 3 исследуется вращение относительно 
центра масс спутника, движущегося по эллиптической 
орбите и подверженного действию управляющих и гра­
витационных моментов. § 4 посвящен асимптотическому 
анализу простых законов управления, близких к опти­
мальным и позволяющих погасить вращения тела относи­
тельно центра масс. В § 5 рассмотрена задача оптималь­
ной переориентации твердого тела. Полученный здесь за­
кон управления позволяет осуществить заданную ориен­
тацию тела в пространстве после гашения его вращений 
при помощи управлений §§ 1—4. Необходимо отметить, 
что управляемым движениям тела относительно центра 
масс посвящепа большая литература, где рассмотрены, 
в частности, и задачи, близкие по постановке к изложен­
ным в данной главе (папример, [25, 34, 40, 95, 96, 119, 
120, 125, 132, 133, 135, 169, 180, 195, 196, 238]). При­
водимые ниже результаты связаны, в основном, с при­
менением подхода главы 3 (см. [15, 21, 23, 183— 
1851).
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§ 1. Управляемые движения динамически 
симметричного твердого тела

1. Постановка задач оптимального управления угловой 
скоростью тела. Рассмотрим систему динамических урав­
нений Эйлера, описывающих управляемое движение твер­
дого тела относительно центра масс. Величина управляю­
щего момента сил предполагается малой в том смысле, что 
изменение кинетической энергии вращения тела за один 
оборот много меньше ее текущего значения. Это предпо­
ложение эквивалентно тому, что кинетическая энергия 
много больше величины управляющего вектора. Указан­
ное обстоятельство для удобства применения развитой 
в главе 3 методики усреднения можно формализовать 
введением малого числового параметра е: е е  [0, eol, 
ео <  1. В результате уравнения движения примут 
вид

+  ( J , — /*) ©2©з =  ъЬгиг (1 , 2 ,3 ), ©х (0 ) =  (1)}. (5.1.1)
Два других уравнения получаются из (5.1.1) цикли­

ческой перестановкой индексов. Здесь / 1,2 , з — главные 
центральные моменты инерции, 0 1 , 2,3 — проекции угло­
вой скорости © на главные центральные оси инерции, 
©° — начальный вектор. Компоненты управляющих мо­
ментов представлены в виде произведений постоянных 
&1.2 .3, имеющих размерность момента сил на малый па­
раметр е и безразмерные управляющие функции î i, 2. з — 
— 1, подлежащие определению. Постоянные ebi, а, з харак­
теризуют эффективность системы управления по каждой 
из связанных осей. Ограничения, налагаемые на управ­
ления tti.3, 3, находятся из ограничивающих условий на 
исходные управляющие моменты. Отметим, что система
(5.1.1) может подвергаться воздействию малых возмущаю­
щих моментов, зависящих от скорости вращения и ори­
ентации твердого тела в пространстве. Одна из таких 
задач рассмотрена в § 3.

Исследуем управляемую систему (5.1.1), когда тело 
близко к динамически-симметричному, т. е.

/ 2 =  I i ( l  +  ех), 1а111 =  й ф 1 , х, d =  const. (5.1.2)
Подставляя (5.1,2) в (5.1.1) и отбрасывая члены по­
рядка е2, получим
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■ ©I +  (d ”  1 ) ©2©з =  гки 1  +  ех©2ю3, ©! (0) =  ю®,

©2 — (d — 1 ) ©1©з =  ъкиг +  ex ( 1  — d) щ<й3, © 3 (0) =  ©$,
©з =  8Z3MS —  8Hd“ 1©JL©2, ©3 (0) =  ©Л,

l.^ b J T 1, г =  1,2,3.  □ (5.1.3)

При е =  0 система (5.1.3) интегрируется явно, в част­
ности, ©з =  © 3 .  Предположим, что ©Л ф  0 . Тогда перемен­
ные ©1,2  совершают гармонические колебания частоты 
\(d— 1)©Л|, зависящей от ©Л» Поэтому система (5.1.3) 
относится к существенно нелинейным (см. п. 1  § 1  гл. 3). 

Используем общее порождающее решение системы
(5.1.3)

©i=acosi|), ©2 =  asinrJ), ©3 =  с (а >  0, сФ  0)
(5.1.4)

в качестве преобразования к переменным а, с, ф. При по­
мощи общей методики п. 1  § 1  главы 2  запишем систему
(5.1.3) в стандартной форме (3.1.2)

■ а =  eUiiii cos ф +  Z2u2 sin ф) +  l/2exac{2 — d) sin 2ф, 

с =  zl̂ uz — ik&Kd~1a2 sin 2 ф,
Ф =  (d — 1 )с +  ea~4ku2 cos ф — Zi»j sin ф +

+кас (cos 2 ф — d cos2 ф)1 , 
a(0) =  a ° > 0 ,  c(0) — c° Ф0, ф (0)=ф°. П(5.1.5)

Начальные значения a°, с°, ф° в (5.1.5) находятся при 
помощи формул замены (5.1.4).

Далее в § 1 исследуется ряд задач оптимального уп­
равления движением системы (5.1.5) при различных ог­
раничениях U на управляющий вектор и — (ki, u2, u3). 
В качестве основной постановки рассматривается задача 
оптимального по быстродействию изменения величин эк­
ваториальной п осевой скорости вращения, т. е. 

а(Т) =  а* > 0 , с(Т) =  с*(с*с° >  0), Т -+■ min, и «= Z7.
(5.1.6)
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Здесь а*, с* — заданные постоянные, U — фиксирован­
ное замкнутое множество. Рассмотрены также другие по­
становки, в том числе и с фиксированным моментом 
Т'— е- 10.

2. Управление при ограниченной суммарной мощно­
сти. В этом случае множество U. может быть представле­
но в виде [73]

и\ +  и1 +  и\ 1. (5.1.7)

В частности, ограничения (5.1.7) охватывают случай 
поворотного двигателя в кардановом подвесе. Исследуем 
для системы (5.1.5), (5.1.7) задачу быстродействия
(5.16). Из условия максимума функции Гамильтона
(3.1.17) находим в первом приближении по е оптимальное 
управление (3.1.18), в котором сопряженная переменная, 
отвечающая фазе т|>, полагается равной пулю

ui =  Pi I# - 1  cos 'Ь  иг =  PhR~x sin \J), и3 =  rZgl?- 1 ,

R =  [p2 (l\ cos2 ij) +  l\ sin2 \|>) +  r2Z2]1/2.

Здесь p, r — медленные переменные, сопряженные а, с. 
Подставим (5.1.8) в функцию Гамильтона и усредним ее 
по фазе согласно (3.1.32). Среднее по фазе от гироско­
пических возмущений (пропорциональных % в (5.1.5)) 
обращается в нуль. В результате получим уравнения дви­
жения для медленных переменных вида (3.1.31). Полага­
ем в них р =  0 , что соответствует необходимому условию 
оптимальности (см. (3.1.41)). Учитывая краевые условия 
и условия трансверсальности типа (3.1.31), (3.3.4), в пер­
вом приближении получим краевую задачу

й  =  “ (0 ) =  -»°. о (в )  =  а»,

|  =  гг5<Д_1>, с (0) =  с°, с(в) =  с*, (5.1.9)
<Я> =  const =  1 , р, г =  const =5̂ 0 , т =  et, 0  == еТ.

Здесь <Д> принято равным единице за счет нормиров­
ки. Для усредненных переменных сохранены старые обо­
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значения. Средние по “ф в (5.1.9) можно представить в 
виде

2 Я

.  R d *  =  j r (.p4\ +  r 4 l) '» G L(k),
О

l { >  -  оо <  А <  0,
271

< « “ '>  =  5 Г J  Т  =  4  ( р 4 * +  ( * ) ,
О

G м А х М Ъ '  °< к<  1.
2 1 Я  (уОе (/с — 1)-1 )/> л1 — / с ,  —  о о < / с < 0 .

(5.1.10
Здесь К vi Е — полные эллиптические интегралы пер­

вого и второго рода. Параметр к равен

* =  (Р * - К ) ( Р !  +  ».*)-1, — о о < 4 < 1 ,
1 .. , (5.1.11)

Pi =  W \  р2 =  МГ\ % =  гР-\
Система (5.1.9)— (5.1.11) интегрируется элементарно, 

так как ее правые части постоянны. Удовлетворение на­
чальных и краевых условий приводит к системе трех 
трансцендентных уравнений относительно неизвестных 
р, г, 0 . Исключением в  из краевых условий (5.1.9) для 
а, с получим одно трансцендентное уравнение относи­
тельно параметра X (см.- (5.1.11)). Как показано в работе 
[231, это уравнение всегда имеет единственный корень, 
зависящий от параметров U и отношения (а* — а0) (с* — с0)-1. 
Задача построения синтеза приводится к нахождению 
корня X как функции параметров'задачи. Отыскание этой 
функции упрощается, если ввести вместо X новую неиз­
вестную Л и обозначить *
Л =  у =  (а* -  л°) (с* -  с0) " 1 РГ\ б =  PiPJ1 =  М в1, 

— °о <  Л <  °°, — оо <  -у <  °°, 0 <  6 <  °°. (5.1.12)
Параметр к из (5.1.11) может быть представлен как 

функция Л, б
к =  (б2 -  1)(62 +  Л2)*1, -  оо <  к <  1. (5.1.13)
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Тогда уравнение, связывающее искомое А с парамет­
рами -у, б из (5 .1 .1 2 ) имеет вид (для двух интервалов из­
менения к, задаваемого (5.1.13))
Е ( / ! )  =  Л  (Л  +  Т) (Л 2 +  62) " 1  К  ( / 1 ) ,  0 <  к <  1,

(5.1.14)

Отметим, что знак параметра /с, т. е. выбор ветви 
уравнения (5.1.14), целиком определяется величиной б2 
(см. (5 .1 .1 2 ), (5.1.13)) и не зависит от начальных и конеч­
ных значений фазовых переменных. При /с =  0, т. е. 
б2 =  1, оба уравнения (5.1.14) совпадают, и здесь Л =  ч-1.

Зависимость Л(^, б) удобно представить в виде семей­
ства кривых с параметром б. Разрешая (5.1.14) относи­
тельно у, получим (к не зависит от 4 )

Е (V fc ) Аа +  62 д  0 < 7 с < ^ 1

Т -  *  (  V t t )  <Л 2 +  *) [ *  ( / S )  а ] " 1 -  Л , (5.1.15)
— оо <  к 0.

Семейство кривых Л(ч, б), отвечающих различным зна­
чениям б2, приведено на рис. 5.1. Как следует из соотно­
шений '(5.1.15), функция "f(A, б) является нечетной функ­
цией Л. Таким же свойством нечетности, очевидно, обла­
дает функция Л(ч, б), а именно, Л(—у, б) =  —Л(у, б). 
Поэтому для построения всего семейства достаточно при­
вести кривые, отвечающие положительным значениям 
Л, 4 . Отметим, что для любых значений f  и б > 0  реше­
ние задачи существует и единственно.

Синтез оптимального управления и оптимальная тра­
ектория определяются в первом приближении следующим 
образом. По текущим значениям а, с, принимаемым за 
начальные данные, определим в соответствии с (5.1.12)

у =  (а* — а) (с* — с) РГ1-
Затем из семейства кривых рис. 5.1 найдем б), 

и из (5.1.12) — величину Я, которая согласпо (5.1.11) 
равна гр~1. Отметим, что знаки правых частей системы
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(5.1.9) совпадают со знаками р, г и в то же время — со 
знаками а* — а, с* — с. Учитывая сказанное и используя 
формулы (5.1.4), (5.1.11), найдем из (5.1.8) управление в 
форме синтеза

ui — 1 sign, (а* — а), иг =  р2о 1  sign (а* — а),
и3 =  | ^|ai?~1sign (с* — с), а =  (©f +  а>г)1/2, (5.1.16)

c =  a j , Д* =  [(Й  +  ^ К  +  ОЯ +  ^ К ] 1" -
Оптимальную траекторию и время найдем, решая 

краевую задачу (5.1.9) с неизвестными параметрами р, г,

0 . Используя формулы (5.1.10), (5.1.11), представим ре» 
шение в виде

а =  (а* ~  aO)T@-i +  а0, с =  (с* -  с°)т0 - 1  +  с°,
О =  (а* — а°)р +  (с* — с°)г, р =  sign (а* — a°)/q>(A,),

(5.1.17)
г =  Л/ф (X), <р (X) =  (2/я) 0? +  w y *  <?1 {к).

14 ф. Л. Черкоусько, Л. Д. Акулепно, Б. Н. Соколов
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Здесь к выражается формулой (5.1.11), а X определя­
ется через Y* как описано выше, см. (5.1.12) — (5.1.15), 
рис. 5.1. Таким образом, решение задачи (5.1.5)— (5.1.7) 
построено.

Отметим, что -если одно из конечных значений пере­
менных а или с в (5.1.6) не задано, то оптимальное ре­
шение находится как частный случай построенного. Если 
а(Т) не фиксировано, то р =  0, \Х \ -*■ °°, и решение
(5.1.16), (5.1.17) принимает вид

и1 =  и2 =  0 , и3 =  sign (©J — to3) , 
а =  а0 =  const, © 3 =  ©J 4 - (©J — ©Ц) т б ” 1, (5.1.18)

0  =  6 C =  U J — а ф Г 1.
Аналогично, если величина осевой скорости вращения 

(Оз(Г) не фиксируется, то г =  X =  0 , а решение имеет вид
и Uj =  1 sign (а* — а),

Щ =  1 sign (а* — а),

ua =  Q* R# — (Pi®i “Ь Рг^г)1̂ 2» 
а =  а0 +  (а* — а0) т©-1 , © 3 =  ©5»

0  =  0 о = (зх /2 )| а * -а °| Я 1е 1 (/с), к =  1 -  l\ll\ □ (5.1.19)
Если управление (5.1.16), требующее определения кор­

ня X трансцендентного уравнения, оказывается трудно 
реализуемым, то его можно заменить квазиоптимальным, 
представляющим собой последовательное применение за­
конов (5.1.18), (5.1.19). Общее потребное время при этом 
равно 0 в +  0с >  0 . Аналогично рассматриваются задачи 
управления с фиксированным моментом окончания 
Т =  е- 10.

3. Управление при помощи трех ограниченных м о -. 
ментов. Рассмотрим задачу быстродействия (5.1.5), (5.1.6) 
в предположении, что управления ограничены неравен­
ствами

Ы < 1  (i =  l, 2,3) ,  (5.1.20)
. соответствующими трем парам фиксированных двига­
телей.

Поставленная задача приводит к особым управлени­
ям, т. е. к такому положению, когда из принципа мак-
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симума не удается однозначно определить оптимальные 
управления. Эго вызвано тем, что одна из сопряженных 
переменных на некотором отрезке обращается в нуль, 
а соответствующее управление не определено. Однако 
приближенное решение можно получить сравнительно 
просто при помощи формального применения методики 
главы 3. Аналогично (5.1.9) получим систему первого 
приближения.

=  = | - ( l i  +  ysig np , я(0) =  в°, «(в) =  в*,
Л  ' (5.1.21)

^  =  l3 sign г, с (0 ) =  с°, с (0 ) =  с*.

Время быстродействия 0  =  &Т равно
Я | Я* —  rt° | ^  I С* —  с °  I

’ - Т  11 + 12 ’ *3 •
(5.1.22)

0  =  шах {0 а, 0 С}, 0 а

Сопряженные переменные р, г определяются следую­
щим образом. Если 0 О >  0 С, то sign р =  sign(a* — а0), 
a sign г — некоторая кусочно постоянная функция т, та­
кая что

f sign rdx =  С—  С , 0 в > 0 с. (5.1.23)
о 3

Если же 0 в ^  0 С, то sign г =  sign(c* — с°), а функция 
sign р определяется из условия, аналогичного (5.1.23) 

вс 0

j  signpdt =  i i ^ . ,  0 О< 0 С. (5.1.24)

Усредненные переменные а, с получаются интегриро­
ванием правых частей уравнений '(5.1.21) с учетом
(5.1.22)— (5.1.24). Синтез оптимального управления име­
ет вид

щ =  sign (p©i), и2 =  sign {ра2), щ =  sign г.. (5.1.25)

Здесь signp, sign г определены как в (5.1.23), (5.1.24) 
с заменой а0, с° а, с.

1 4 *
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4. Управление моментом, ограниченным цилиндриче- 
ческой областью. Рассмотрим задачу быстродействия
(5.1.5), (5.1.6) в случае, когда управляющие функции ле­
жат в цилиндре

и| +  м | < 1 , Ы < 1 -  (5.1.26)
Кроме того, предположим, что приведенные плечи 

lu k в (5.1.3) одинаковы, т. е. l\ =  h =  I.
Рассматриваемый случай отвечает комбинации пары 

поворотных двигателей, вращающихся вокруг оси сим­
метрии, и пары фиксированных двигателей, создающих 
момент по оси симметрии.

Поставленная задача, как и в п. 3, приводит к осо­
бым управлениям, а именно

щ =  йца- 1  signp, и2 =  ©га- 1  sign р, zt3 =  signr. (5.1.27)

Здесь, как и в (5.1.25), signp, sign г — кусочно посто­
янные функции т, имеющие конечное число точек разры­
вов и такие, что

0 © о
j* sign pdx =  а* р —, J sign rdx =  ° ~ • (5.1.28)
о о 3

Время оптимального быстродействия 0  определяется 
подобно (5.1.22)

0  =  шах { | а* — а0 | Р 1, | с* — с° | IJ1) . (5.1.29)
Усредненные медленные переменные а, с описывают­

ся уравнениями

^  =  Zsignp, а (0 ) =  а0, а ( 0 ) =  а*,
1  (5.1.3°) 

h sign г, с (0 ) =  с°, с (0 ) =  с*.

Соотношения (5.1.27) —(5.1.30) определяют (неодно­
значно) приближенное решение задачи быстродействия.

5. Управление на задаипом интервале времени, опти­
мальное по расходу вперши. Пусть требуется к фиксиро­
ванному моменту Т =  е_|0  привести систему (5.1.5) в со­
стояние (5.1.6) таким образом, чтобы расход энергии па
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управление был минимальным, т. е. 
т

J  = j* (гг* +  гг* +  ггз) dt->- min. (5.1'.31)
о

Дополнительные ограничения на управление и не на­
лагаются. Вводя медленную переменную, отвечающую 
функционалу J из (5.1.31), получим задачу оптимального 
управления стандартной системой с вращающейся фазой, 
к которой применима методика § 1 главы 3. Не останав­
ливаясь на деталях, приведем решенпе первого прибли­
жения. Из условия минимума по (J функционала Jo, см.
(3.1.38), находим Р =  0. Сопряженные переменные в пер­
вом приближении оказываются постоянными, а фазовые 
неремеиные линейны по т

а =  а°+  (а* — а°)т0 -1, с =  с° +  (с* — с^т©-1.
(5.1.32)

Оптимальные управляющие функции синтеза и мини­
мальное значение функционала имеют вид

_  2г1 а» _  а (Р1 _  21г а* _  а C0g

Ul 1\ + 1\ ® ~ т а ' и* +  11 0  “  х а '

Щ= а =  (®1 +  ю!)1/2, 0 < Т < @ ,  (5.1.33)
г 1 Г (**-*°)2 , 1 (с*— °)Ч 
0 ®| г* н-1| Z2 j*

Из (5.1.32) следуют равенства

(а* — а) О  — т ) - 1  =  (а* — а0)©-1, 
( с * - с ) ( 0 - т ) - 1 =  ( с * - с 0)© -1.

Поэтому управления (5.1.33) оказываются тем меньше, 
чем больше © для фиксированных других параметров зада­
чи. Это позволяет за счет увеличения 0  использовать пост­
роенные законы управления в случаях, когда на пих нало­
жены дополнительные ограничения.

Отметим, что практическая реализация законов управ­
ления пи. 2—5 требует незначительных вычислительных 
средств.



2 14 УПРАВЛЯЕМЫЕ ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 1ГЛ. 5

§ 2. Оптимальное торможение вращений 
несимметричного твердого тела

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу паискорей- 
шего торможения вращений твердого тела. Движение опи­
сывается уравнениями (5.1.1), (5.1.7) для произвольных 
моментов инерции I\ <  / 2 <  h • Приведем уравнения
(5.1.1) к форме (3.1.2) при помощи общего периодичес­
кого решения порождающей системы (при е =  0 ), описы­
вающего движение Эйлера — Пуаисо [126, 202]. При вра­
щении свободного твердого тела сохраняются кинетичес­
кая энергия Е и величина кинетического момента L

2Е =  IiQb\ +  7>Ю2 "Ь 7/2 =
• “ (5.2.1)

Проекции со, вектора угловой скорости на связанные 
оси в невозмущениом движении Эйлера — Пуансо выра­
жаются в эллиптических функциях [126]. Они периодич­
ны по t с периодом Т0, зависящим от Е, L.

Интегралы (5.2.1) при 1\ <  / 2 <  h  удовлетворяют оче­
видным неравенствам: 2EI\< L2 <  2Eh.

В качестве одного из интегралов удобно взять пара­
метр к2 =  к2(.Е, L2), к — модуль эллиптических функций. 
Величина к характеризует движение конца вектора кине­
тического момента па сфере Ь2 =  const. Определение па­
раметра к2 как' функции Е и L неоднозначно; в . области 
2Eh <: L2 <  2Eh имеем

к2 =  ( / 2 -  /^ ( /з  -  72)-Ч2Д / 3 -  L2)U 2 -  2Е1х)-\
0 < к 2< 1 .  (5.2.2)

Здесь траекторпи вектора L охватывают ось 03; зна­
чению к2 =  0  отвечает вращение вокруг оси 03 (cdi =  ю2 — 
“  0 ), а значению к2 =  1  — движение по сепаратрисе [126].

В области 2EIX ^  L2 <  2Е12 выражение для к2 имеет 
вид (5.2.2), в котором индексы 1 и 3 (оси 01 и 03) нужно 
поменять местами. Отметим, что при Е', L2 ->■ 0 величина 
к2 становится неопределенной.

Дифференцируя величины L2 (5.2.1) и к2 (5.2.2) в си­
лу управляемой системы (5.1.1), получим уравнения, опи­
сывающие изменение возмущенных интегралов L2 ' и к2
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при е Ф О
в Z/2‘ =  2е {b J j iU L  +  b2L2u2 -f- b3L3u3),

/с2' =  2 exL“ 2 [б р ^ © ^  +
+  M 2 ( 1  — к2) а).,и2 — b3d3k2(o3u3], 

х =  1 & гк2 +  / 3̂ з

^  =  ( / 3 - / , ) Л  ^  =
Li =  liCOi, t =  1,2,3,  L2 (0 ) =  L02, /с2 (0 ) =  А-02. □

(5.2.3)
Здесь предполагается, что для функций ©j подстав­

лены их пзвестпые выражения в зависимости от медлен­
ных переменных L2 н к2, а также быстрой фазы ф. Урав­
нение для ф пе выписывается, так как оно не участвует 
в построении решения первого приближения.

Будем исследовать задачу оптимального по быстродей­
ствию управления системой (5.2.3), (5.1.7) с граничным 
условием

L ( T ) = L *  (L* <  L°), min. (5.2.4)
2. Построение краевой задачи первого приближения.

Дадим краткий вывод краевой задачи первого приближе­
ния по методике главы 3 (подробный вывод дап в статье 
[23]). Приводим формулы для области L2 >  2Е12; в обла­
сти L2 <  2 Е12 нужно поменять местами индексы 1 и 3. Из 
условия максимума (3.1.17) функции Гамильтона задачи 
быстродействия находим выражения для управлений

■ Ui =  ЬгСГг©{7?-1 , © i =  © i (L2, /с2, ф), 1 = 1 , 2 ,  3,
Gi =  lip  +  2L~2Kd1r, а2 =  I 2p +  2L_2x (1 — к2) d2r,

<т3 =  hP — 2 L~2nk2d3r, 
i?* =  blol&l +  Ъ\а\<й\ +  tgOg© .̂ □ (5.2.5)

Здесь p,-r — переменные, сопряженные L2, к2 соответ­
ственно, a x — известная функция к2, см. (5.2.3). Пере­
менную g, сопряженную фазе ф, полагаем равной нулю.

Составим функцию Гампльтона первого приближения 
(здесь также принято q =  0 , так как <g> =  s(J, a (J — О



и * У П Р А В Л Я Е М Ы Е  В Р А Щ Е Н И Я  Т В Е Р Д О Г О  Т Е Л А [ Г Л .  5

в окну необходимого условия оптимальности, вытекающе­
го из (3.3.15))

S  =  2г1х~12 [с\кга\ -f c l a l  +
+  (clal -  c\al -  dal) /с2 sn2 (0, fc)]1/2, (5.2.6) 

Cx =  bi (d i/i) -1' 2, 0 =  (2л) - 1  К  (7c) ф.

Здесь sn — эллиптический синус, периодический по 0 
€ периодом 4К; К — полный эллиптический интеграл 
первого рода.

Вычислим среднее значение по я|> 2 я-периодической 
функции Я. Неявное усреднение по Ф можно заменить 
усреднением по переменной ф, используя соотношения 
[721

sn (6 . к) =  sin ф, dty/dq> — (2я /4Ю (1  — к2 sin2 ф)” 1/2,

однозначно связывающие переменные я|) и ф. В результа­
те получаем явную схему усреднения

2Я

=  Я  (sn« (0. *))<*♦ =
О

=  1  [  Я (sin2 ф) J
« ( * ) ]  (l — к2 sin2 ф) 1^2 Ф‘

(5.2.7)

На основе функции Я* =  е_ 1 <Я> построим ус­
редненную краевую задачу (3.1.31), сохраняя за усред­
ненными переменными прежние обозначения

dL* _  дН* 
dx др ’ 

dp_ дН*
dx д1? '

die2 _ дН*
dt — dr ’

dr _ 0Я*
d7 —' <?A2 ’

L2 (0 ) =  L02, 

L2 (0 ) =  L*2,

Я * |e =  1 , т =  е*, 0  =  еГ.

/с2 (0) =  /Л  

r ( 0 ) =  0 ,

(5.2.8)

Автономная гамильтонова система (5.2.8) имеет ин­
теграл Я* =  1 и ее порядок может быть понижен 
до двух. При произвольных значениях параметров Я,
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Ъ{ полностью проинтегрировать систему (5.2.8) не уда­
ется.

Для решения краевой задачи (5.2.8) далее применяет­
ся численный метод. Правые части системы (5.2.8) под­
считываются по схеме (5.2.7) и выражаются в виде 
определенных (эллиптических) интегралов по <р, завися­
щих от искомых медленных переменных L2% к2, р, г. 
Эти интегралы подсчитывались численно в процессе 
интегрирования системы (5.2.8).

3. Алгоритм численного построения синтеза. Сопря­
женные переменные р, г и функцию Н* в системе (5.2.8) 
можно умножить на любой положительный коэффициент; 
управление не изменится, а условие трансверсальности 
Н* I е =  1 при этом следует опустить. В частности, мож­
но потребовать 1р(0)|=1. Расчеты показали, что задаче 
торможепия (0 <  L*2 <  L02) отвечает р(@) =  — 1 , что и 
принималось в дальнейшем.

Приведем алгоритм решения задачи синтеза и резуль­
таты вычислений. Построим численно в обратном време­
ни Ti =  0  — т однопараметрическое семейство траекторий, 
удовлетворяющих уравнениям (5.2.8) и начальным усло­
виям при Ti =  О

Ь2(0) =  L*\ £2(0) =  /с* 2 е  [0, 1],
р(о)= —1, к о ) = о. (5-2-9>

Здесь Z *2 — заданная величина, А* 2 — параметр се­
мейства. Выделим траекторию семейства (5.2.9), проходя­
щую при некотором п  через заданную точку (L02, к02). 
Эта траектория является искомой, а п  =  0  — время 
быстродействия. Следует отметить, что величина L*2 при 
построении семейства может быть выбрана сколь угодно 
малой, но отличной от нуля. Эта трудность объясняется 
тем, что уравнение (5.2.8) для к2 при L 0 имеет неин- 
тегрируемую особенность: метод усреднения эдесь не­
применим.

На рис. 5.2 приведено семейство фазовых кривых, 
полученных численным интегрированием системы (5 .2 .8 ),
(5.2.9) для следующих значений параметров задачи

1\ =  2, h  =  3, h  =  4, &i =  0,625, Ъ2 =  1 , &3 =  1,25,

* * * -  0 ,1 , 0  =  2 . (5 .2 .1 0 )
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Верхняя половина рис. 5.2 соответствует движению 
в области L2 < 2 Z?/a, а нижняя половина — области 
L2 >  2Е1^ На кривых помечены точки, где ti =  1. Левые 
концы кривых отвечают t i = 0 ,  т =  2 , а правые концы — 
Ti =  2, т =  0. Из рис. 5.2 видно, что величина L2 моно­
тонно убывает’при торможении. При раскрутке, т. е. при

изменении L от L* до L0 (здесь Ti будет прямым време­
нем) вектор кинетического момента приближается к оси 
03. Это связано с тем, что оси 03 отвечает максимальное 
bi (см. (5.2.10)).

На рис. 5.3 приведены зависимости сопряженных 
переменных р, г от ть Кривые 1 и 2 на рис. 5.3, а соот­
ветствуют значениям /с* 2 =  0,1 и 0,9 в области Ь2>2Е12, 
а кривые 3 и 4 — значениям к* 2 =  0,9 и 0,1 в области 
L2<2E I2. Кривые с промежуточными значениями к*2 не 
приводятся: они заключены между соответствующими 
кривыми рис. 5.3, а. На рис. 5.3, б кривым X, 2 , 3 отве­
чают значения /с*2=  0,1, 0,5, 0,9 и L2 >  2Е12\ кривым 
4—8 — значения к*2 =  0,9, 0,5, 0,4, 0,3, 0,1 при L2 <  2ЕТ&.

На основе данных рис. 5.2, 5.3 можно следующим 
образом построить приближенный синтез оптимального 
по быстродействию торможения вращений твердого тела 
с характеристиками (5.2.10). Вдоль кривых рис. 5.2 
предполагается заданным ть
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1) По измеренным угловым скоростям ©i, ©а, ©з вы­
числить Е, L2 согласпо (5.2.1) и определить область дви­
жения: L2 ^  2ЕР.

2) При помощи (5.2.2) вычислить текущее к2.

3) На рис. 5.2 найти в соответствующей области кри­
вую, проходящую через точку (L2, к2). По этой кривой 
определить параметр ть равный времени 0 , оставшемуся
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до конца процесса, а также величину k*z =  k2\4=0. По­
лученная кривая является приближенной оптимальной 
траекторией.

4) Из рис. 5.3 по полученным значениям и к*2 
находим р, г.

5) На основе измеренных величии со€ и найденных 
L2, к\ р, г при помощи соотношений (5.2.5) определяем 
управления щ в форме синтеза.

Аналогично изложенному могут быть решены задачи 
оптимального торможения вращений твердого тела при 
других ограничениях на управление, например, (5.1.20), 
(5.1.26), а также при других функционалах и краевых 
условиях. Задача торможения при ограничениях (5.1.20) 
рассмотрена в работе [1841.

§ 3. Управление вращением спутника, 
движущегося по эллиптической орбите

1 . Уравнения движения. Рассматривается движение 
спутника относительно центра масс под действием внеш­
них возмущающих моментов.

Уравнения движения составим в форме, предложенной 
в работе [225]. Введем три декартовы системы координат 

с началом в центре инерции О 
спутника. Система х\х2хъ движется 
поступательно; ось х\ параллель- 
па радиусу-вектору перигея ор­
биты, ось х2 — вектору скорости 
центра масс в перигее, ось х$ — 
нормали к плоскости орбиты. Ось 
уз системы у\у2уг (на рисунке 
показана лишь Из) направлена по 
вектору кинетического момента 
L спутника относительно центра 
инерции, ось у\ перпендикулярна 
Уз и лежит в плоскости х3у», ось 
7/2 лежит в плоскости орбиты (рис. 
5.4). Углы р, о определяют ориен­

тацию вектора L в неподвижном пространстве. Оси свя­
занной системы Z1Z2Z3 совместим с главными центральны-?: 
ми осями инерции спутника. Их ориентацию относительно 
системы УгУаУг определим углами Эйлера 0 , ф;, ф, а также

Ряс. 5.4.
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направляющими косинусами а,> Обозначая через / { 
главные центральные моменты инерции спутника, запи­
шем уравнения движения

.  L =  М3, р =  М il»-1 , a=ikTa(L s in p r1, L =  |L|,

О =  L sin 0 sin (p cos ф ( / f 1 — /г"1) +
+  {М2 cos -ф — Мх sinij)) IT 1, 

Ф =  L cos 0 ( i j 1 — /Г 1 sin2 ф — / г cos2 ф) +
- f  {Мг cos tj) +  М2 sin \|э) (L sin 0)_1, 

ij) =  L ( / - 1  sin2 ф +  12 1 cos2 ф ) —
— V х {Mx cos ф +  M2 sin ф) ctg 0 — Ь~ХМ2 ctg p. n

(5.3.1)
Полагаем, что моменты Mi внешних сил относительно 
осей у{ имеют вид М{ =  Gt +  U{, где Gt — гравитационные, 
?7< — управляющие моменты. Компоненты Gt равны [39]

Gx =  Зю2 (1 +  * cos v) 3 (1 -  а2) " 3 2  (p2M 3i -  РзРАО,
i= l

Sij — IxCLixtXjx +  2̂ai2aJz +  9̂(Xi3(X’j3> (5.3.2)
Pjl =  cos p cos (v — ct), pa =  sin (v — cr),

Рз =  sin p cos (v — ct).
Величины C?2, G3 получаются из (5.3.2) циклической 

перестановкой индексов 1, 2,' 3. Здесь <во — средняя уг­
ловая скорость движения центра масс О спутника по 
эллиптической орбите, вокруг притягивающего центра С, 
v — истинная аномалия, е — эксцентриситет орбиты, р,- — 
направляющие косинусы радиуса-вектора СО центра 
масс спутника в связанной системе з̂ з&гз. Истинная 
аномалия v определяется уравнением

v =  ©о( 1  +  е cos v )(l — е2)-3/2,
(5.3.3)

v(t +  Т0) =  vit) +  2я, оо =  2n/T0t 0 ^  e <  1. 
Управляемая система (5.3.1)—(5.3.3) является суще­

ственно нелинейной многочастотной системой. Далее 
исследуем при упрощающих предположениях о близости
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друг к другу моментов инерции спутника и о малости 
управляющих моментов

1< =  П 1 +  eAi), Ui =  ev{, е < 1 ,  i =  1, 2, 3. (5.3.4)
Первое условие (5.3.4) обеспечивает малость грави­

тационных моментов (5.3.2), т.. е. е (см. [225]). Ве­
личины I, At, v{, Qo, £  имеют порядок 0(1).

При е =  0 из (5.3.1), (5.3.4) получим ф =  Ы~Ч +  const, 
а остальные переменные сохраняются.

Следовательно, полная система (5 .3 .1 )—(5.3.4) при 
в.< 1  содержит две быстрые переменные ф и v, остальные 
переменные являются при е <  1 медленными. Отметим, 
что переменная v, уравнение для которой (5.3.3) может 
быть проинтегрировано отдельно, входит в выражение
(5.3.2) для гравитационного момента. Для фазы ф часто­
та зависит от L, поэтому система существенно нелинейна.

2. Задача оптимального управления. Найдем управ­
ляющие функции Vi, переводящие систему (5.3.1)—
(5.3.5) из заданного начального состояния в состояние 
с заданпой величиной L{T) =  L* кинетического момента. 
Момент времени Т фиксирован, минимизируется функ­
ционал энергетических затрат 

' т
/  =  е j  (y i-f  у* 4 - у*) (it-*m in, Т =  е- 1 0 . (5.3.5)

о
Дополнительные ограничения на управление не нала­

гаются. При помощи принципа максимума получим вы­
ражения для управления

i>i =  pp/2L, vz =  pJ2L sin p, i>3 =  pJ2. (5.3.6)
Через p с соответствующими индексами обозначены 

сопряженные переменные. Используя формально методи­
ку главы 3, подставим управления из (5.3.6) в функ­
цию Гамильтона задачи (5.3.1)—(5.3.5) и положим р+ =  0. 
Затем выполним независимое усреднение двоякопериоди­
ческой функции Н от ф, v по переменным ф и v(£), учи­
тывая зависимость (5.3.3).

Так как система двухчастотна, то в ней возможны 
резонансы. В неуправляемой системе они появляются 
при условиях [2251
Ы ~ х — ткйо, Ы ~ 1 =  пщ/2, Ы ~ 1 —п(йо/3, п =  1, 2, . . .  (5.3.7)



У П Р А В Л Е Н И Е  В Р А Щ Е Н И Я М И  С П У Т Н И К А§ 31 223

Члены уравнений, содержащие управляющие моменты
(5.3.6), зависят от медленных переменных и поэтому не 
добавляют новых резонансов. Поскольку в построенном 
ниже решении L изменяется монотонно, то система не 
застревает па резонансах (5.3.7) (см. [32, 33, 157]), что 
оправдывает примепепие усреднения по двум фазам.

После указанного усреднения гамильтониан прини­
мает вид [2 1 ]

<Я> =  еЯ*. Я* -  i  [pi +  L - *  (pi +  p i sin-’p +

+  Po +  p j  sin- 2G)] +  p0I~lLD (Д2 — Д,) sin 6sin (p cos ф +  
-[- pyI~xLD cos 0 (Дх б т 2ф +  Д2 соз2ф — Д3) +  paL~x Ф cos р,

(5.3.8)
D =  1 -  (3/4) / 2о)?£-2(1 -  с2) " 3' 2 ( 1 - 3  cos2 р), (5.3.9)
ф =  (3/4) /ш 2 (1 -  e2)~3/i [Ai +  Д2 +  Д3 “

— 3 (ДА sin2 ф +  Д2 cos2 ф) sin2 0 — ЗД3 cos2 0]. (5.3.10)

3. Построение п анализ решепия. Из структуры га­
мильтониана (5.3.8) следует, что сопряженная система 
допускает частное решение

Рь =  const, рр =  ра =  Ре =  Рф =  0, (5.3.11)

которое удовлетворяет также условиям трансверсально­
сти. Уравнения первого приближения для остальных 
медленных переменных с учетом (5.3.8), (5.3.10) примут 
вид

4 ^  =  - ^ ,  4 t  =  o, . £ .=  « “ ££, Pt =  const,
di 2 ’ d-z ’ dx L ^ '

^  .-= r xLD (Д2 — Дх) sin 0 sin ф cos ф, (5.3.12) 

^2- =  I~XLD (Дх sin2 ф - f  Д2 cos2 ф — Д3) cos 0, x — et.

Проинтегрируем систему (5.3.12). Вычисляя dQ>ldx 
да осповапии (5.3.10), (5.3.12), получим Ф =  const.
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Интегрируя первые три уравнения (5.3.12), определим 

L =  L ° - { L ° - L * )  т0 "\  Pl = 2 { L *  -  L°)Q~\ р =  р°,

Индексом 0 обозначены начальные данные при f =  0. 
Уравнения (5.3.12) для 0 , ф интегрируются в квадратурах 
при помощи первого интеграла (5.3.10). Оптимальное 
управление и значение функционала получим, подставляя
(5.3.11), (5.3.13) в (5.3.5),, (5.3.6)

Программное управление первого приближения
(5.3.14) направлено вдоль вектора кинетического момента 
L и постоянно по величине на оптимальной траектории. 
Проекции управляющего момента ещ па оси связанной 
системы координат z{ найдем из (5.3.14) при помощи 
направляющих косинусов осу. Представляя управление 
в форме синтеза, получим

L* — L . п . L* — L . ли х - ^ г - в ш б а п ф ,  и2 =  sin0 cos ф,

Сопоставим оптимальные траектории (5.3.12), (5.3.13) 
с соответствующим неуправляемым движением спутни­
ка, построенным в [225]. В обоих случаях движение 
можно разделить на три части: быстрое вращение тела 
(изменение фазы ij)) с угловой скоростью Ы~х\ медленное 
движение вектора L в абсолютном пространстве (пере­
менные L, р, а); медленное движение вектора L относи­
тельно тела (переменные 0 , ф).

Быстрые движения в рассматриваемых случаях от­
личаются тем, что L постоянно при отсутствии управле­
ния и медленно меняется в управляемом движении (см 
(5.3.131).

(5.3.13) 

, Ф = Ф °= const.

=  у2 =  0, у3 =  (L* — Ь°)е 1 =  const,
(5.3.14)
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При отсутствии управления величины L, р и da/dx 
постоянны, так что вектор L медленно вращается вокруг 
нормали к плоскости орбиты с постоянной угловой ско­
ростью, образуя с нормалью постоянный угол р. В уп­
равляемом движении величина L изменяется линейно 
(так, в случае торможения Ь*<1Р опа убывает), угол р 
по-прежнему постоянен, a da/dx медлсипо изменяется 
вместе с L (см. (5.3.12), (5.3.13)). Величипа Ф постоянна 
в обоих случаях.

Уравнения (5.3.12) для 0, ф и выражение (5.3.9) для 
D имеют одни и тот же вид в обоих случаях. При D =  1  
эти уравнения описывают движение свободного тела 
(случай Эйлера — Пуапсо), так что влияние возмущении 
п управления приводит лишь к изменению в D раз ско­
рости перемещения вектора L относительно тела по 
траекториям движения Эйлера — Пуансо. Величина D 
постоянна в неуправляемом движении, а в управляемом 
случае она изменяется вместе с L. В зависимости от зна­
ка выражения 1 —3cos2p (см. (5.3.9)) движение вектора 
L относительно тела может происходить быстрее или мед­
леннее, чем в случае Эйлера — Пуансо (D >  1 пли 
D <  1 ). Возможно движение п в обратном направлении 
(если D <  0).

§ 4. Вращательные движения тела 
* при заданных законах торможения 1

1. Некоторые простые законы торможенпя. Рассмот­
рим управляемое движепие относительно центра масс 
твердого тела с произвольными моментами инерцип 

На тело действуют только управляющие мо­
менты, уравнения движения имеют вид (5.1.1). Управ­
ляющие функции подчинены ограничениям одного из 
видов (5.1.7), (5.1.20) или (5.1.26). Поставим задачу
перевести тело из произвольного начального вращения
(5.1.1) в состояние покоя © =  0.

Построенные в §§ 1—3 оптимальные законы управ­
ления в общем случае довольно сложны, поэтому пред­
ставляют интерес простые заколы торможения, близкие 
к оптимальным. В качестве таких законов рассмотрим 
локально оптимальные управления (см. § 2  главы 1 ), 
обеспечивающие наибольшую скорость убывания одного
15 ф . л. Чсриоусько, Л. Д. Аиулешсо, Б. И. Соколов
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пз первых интегралов певозмущенного движения (5.2.1), 
а именно квадрата модуля кинетического момента L2 нлн 
кинетической энергии Е.

В случае ограничения (5.1.7) управлепис, минимизи­
рующее правую часть уравнения (5.2.3) для А2, имеет 
вид

Подставляя управление (5.4.1) в уравнение (5.2.3) для 
X2, получим оценку для скорости убывания L2 

1/2

А2' =  -  2е < - 2 e b 0L, b0 > Q , (5.4.2)

где &о — наименьшее из Ьи &2, 63. Из уравнения (5.4.2) 
следует, что А < А ° — zbot. Следовательно, закон управле­
ния (5.4.1) при любом е >  0 обеспечивает полную оста­
новку вращения за время

Аналогично, управление, максимизирующее скорость 
убывания энергии Е, для ограничения (5.1.7) имеет вид

Проводя оценки, подобные (5.4.2), (5.4.3), получим

В случае ограничения (5.1.20) локально оптимальные 
закопы в смысле L2 и Е совпадают и имеют вид

Т ^ Т ь =  ъ~ % 1Ь°. (5.4.3)

Р =  min {\Z~2 b J i1/2), 
_  * (5.4.4)

ТЕ =  2е~1 $-1 у Г Е°.

щ — — sign ©{, i =  1 , 2 , 3 . 
Оцепим скорость изменения величин А2, Е

з
А2> =  -  2 е S  b j t | юг |<  -  2еЬ0Ь,

^ = - 8 g i bi |coi | < - e P l /¥ .
3

(5.4.5)
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Время остановки оценивается неравенством 
Т ^  min (Г*, Те),

где TL, Те введены в (5.4.3), (5.4.4). Аналогичные за­
коны управления можно получить для ограничения 
(5.1.26).

Прпведеппыс законы при любых е гараптируют пол­
ную остановку вращений за время ~  е-1. Эти законы яв­
ляются оггшмальпымн в некоторых частных случаях. А 
именно, закон (5.4.1) оптимален, если bt — 60 (см. [34, 
132, 133, 17, 19, 22]). В этом случае он совпадает с зако­
ном

не зависящим от Управление (5.4.6), как показывает 
аналогичная (5.4.2) оценка, обеспечивает полную останов­
ку не позже, чем за время Th из (5.4.3).

Проанализируем быстрые вращения твердого тела под 
действием законов управления (5.4.5), (5.4.6) в случае 2

2. Эволюция вращении при заданных законах тормо­
жения. Подставим законы управления (5.4.5), (5.4.6) в 
систему уравнений в форме (5.2.3) и проведем усредне­
ние по невозмущеппому движению Эйлера—Пуансо. Для 
этого используются выражения угловых скоростей дви­
жения Эйлера— Пуансо [1261

После подстановки ( 5 .4 .5 )  (или 5 .4 .6 ) ) ,  ( 5 .4 .7 )  правые 
частп системы ( 5 .2 .3 )  будут периодическими функциями 
О с периодом 4 jK ( /c) ,  см. ( 5 .2 .6 ) .  Вычисляя средние за пе­
риод и используя формулу ( 5 .2 .2 ) ,  получим для закона 
15*

ut =  -L iL -\  i — 1, 2, 3, (5.4.6)

(5.4.7)
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(5.4.6) усредненную систему 
1(IL

dx { W i C W J  [ # $ ■ - ( * - * * ) ] -

+ hJAh -  h) [l --If-] + b,h (/, - Л) 4§). *-•*.

-  V ‘ ! l f } '  h ( p )  =  / ,  (Л  -  Л )  +  A  (h - A )  * s> 0 .  □

(5.4.8)

Аналогично для закопа управления (5.4.5) получим 

IT t M A ( A - A ) ] 1/3 arcsm/,- +dL_
dx

\

K{k) l /8(ftP)|l/!

+  b2[ /2( /3- / i ) l 1/2ln

dk2 _  2 [ /3 (/ca) P

1+fe л  ft.,

У Т Г ?  ' 2

ft, a r c s i n  ft

+  l n , 1+- b

+  ^ 4 A ( A - A ) ] №|

itt A

i M W i ) ] 1*  1Л - * ! 2 [ A ( A - A )1
1/2

(5.4.9)

Уравнения (5.4.8)—(5.4.9) справедливы при L2 >  2Eh, 
а в области L2 ^  2EIZ в них нужно поменять местами ин­
дексы 1, 3.

Система (5.4.9) подробно проанализирована в работе 
[1831; ограничимся здесь основными результатами. Из 
свойств полных эллиптических интегралов К ^ Е ,  Е ^  
>  ii —к2) К ж неравенств bt >  0, /з >  0 следует, что правая 
часть первого уравнения (5.4.8) при всех к <= [0,1] ограни­
чена сверху числом — а, где а >  0. То же самое пмеет ме­
сто для первого уравнеппя (5.4.9). Следовательно, вели­
чина L кинетического момента в сплу усредпепиых систем 
(как и в силу точных) строго убывает и обращается в 
пуль.
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Системы (5.4.8), (5.4.9) можно привести к уравнениям 
вида

dk2/dt =  gUc2), !  =  ln a °/L ), (5.4.10)

откуда следует, что опи интегрируются в квадратурах. 
Правая часть уравнений (5.4.8), (5.4.9) для к2 (пли, что 
то же самое, правая часть уравнения (5.4.10)) обращается 
в пуль при некоторых значениях к2, отвечающих стацио­
нарным точкам. Для системы (5.4.8) стационарные точки 
зависят от а для (5.4.9) — также и от U.

Из уравнения (5.4.10) видно, что стационарная точка 
к\ (в ней g {hi) =  0) асимптотически устойчива, если 
ё' (к1) <  0, и неустойчива при g (/с*) >  0. При этом аргу­
мент | изменяется о т  0 д о  »  па интервале движения, на 
котором L убывает от Ь° до 0. Возвращаясь от £ к аргу­
менту т, нужно учесть, что L изменяется линейно но т. 
Поэтому обычной экспоненциальной устойчивости по £ 
вида к2 — к] ~  ехр (— у£),где у =  const >  0, соответствует 
степенная зависимость

k2 - l c l~ (L / L °y ~ (Q -T )y, у >  0, 0  =  еТ.

Здесь Т — момент остановки. Таким образом, в момент 
остановки величина к2 достигает одной из устойчивых 
стационарных точек.

На рис. 5.5, 5.6 представлены диаграммы (см. [183]), 
показывающие для систем (5.4.8), (5.4.9) соответственно 
число стационарных точек, их положение и характер ус­
тойчивости (направление изменения к2 указано стрелка­
ми). Левая часть диаграмм отвечает области L2 >  2Е12, 
правая часть — области L2 <  2Е1% Точки к2 =  0 всегда 
являются стационарными и для системы (5.4.9)— устой­
чивыми. Левая точка к2 =  0 на рис. 5.5, 5.6 отвечает вра­
щению вокруг оси наибольшего момента инерции /з, пра­
вая — вокруг осп наименьшего момента инерции 1\. Точ­
ка 7с2 =  1, где L2 =  2Eh, также является стационарной, 
по здесь, вообще говоря, пе изменяется знак функции 
g(k2) в (5.4.10); эта точка отвечает движению по сепарат­
рисе в случае Эйлер — Пуансо, где точность метода ус­
реднения снижается. Кроме этого, в случае (5.4.8) имеет­
ся еще не более одной, а в случае (5.4.9) — одна или три
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стационарные точки. На рис. 5.5, 5.6 приняты обозначе­
ния

сх =  1̂ /^2» =  b jh ,
Г /. (/я- / ч) 11/2 . 2 arcsin к п

с = -7Г ~Т~ТТ----7Т ’ М- =  тш  ------Та— -  0,878.
[ Ia(I2 ~ Ii) ] 0<бк<£1 лк

Случаи динамической симметрии получается в нредело 

L z >ZE/z 1 } < Ш г

S) Н

в)\-

- \ к г  Щ ~ 1 < с г < с 5

-Лк1

-Л к 1 (c} + f) /2 < c f < c 3

д) V-

-Лкг с * < с ,< 2 с ,- 1  
О J '  J

' (0/>20j-
О Ь  >(съ+Ш

—Л к 2 c3 <cf < (c5 +1)/Z

Рдс. 5.5.

1 г>щ  сг<ш,
' 1—<-----
0

') 1—

1
*---------- л к  ■ С < /!

1
-------------1 к с и < с < 1

О

') »■»
0

) 1—<» ».

1
------------ 1 к  с = 7

0

1
* * --------л к 2 1 < c < /i  1

0 1 ------------ 1 к 1 с > ц  1
О Г

% с , 5.6,
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из приведенных результатов и соответствует наличию 
только одной области L2 >  2 Eh при I \ = h < h  пли 
L2 <  2Е1% при I\ <  h  =  / 3  на рис. 5.5, 5.6.

Интересно отметить, что уравнение (5.4.8) для к2 близ­
ко по структуре к соответствующему уравнению для эво­
люции вращения твердого тела под действием малых дис­
сипативных моментов, обусловленных наличием в теле 
полости с сильно вязкой жидкостью [227].

3. О полной остановке вращений. Приближенно опти­
мальные законы управления §§ 1—3 исследовались асим­
птотическим методом усреднения, дающим точность по 
медленным переменным ~ е  иа интервале Т ~  е-1, если 
скорость изменения фазы о  >  е. Однако в задаче тор­
можения <й ~  L ->- 0 при L -> 0, поэтому окрестность мо­
мента остановки при применении указанных законов тор­
можения требует дополнительного исследования.

Пусть в некоторый момепт Т* ~  е-1 при помощи асим­
птотически оптимальных законов управления достигнуто 
значение £*, где eL° <  L* «  L0. Положим L* =  e“L°, где 
7г <  а <  1 и укажем способ управления, обеспечивающий 
полную остановку вращений (уменьшение L от L* до ну­
ля). Для определенности рассматриваем ограниченно
(5.1.7).

Вводя новые переменные Q,- =  е~а0 * и аргумент U =  
=  е1-ви — У*), преобразуем систему (5.1.1) к виду

Л ^ - = » Л - е 1 ( Ь - Л ) О А .  Qi (0) =  £2} (1,2,3),

(5.4.11)
=  е2а_1-<1, и\-\-и\ +  и|<1-

Здесь ~  еГаЬ* ~  1. В случае ei =  0 согласно §5 гла­
вы 1 (см. также [22]) оптимальный по быстродействию 
закон торможения для системы (5.4.11) имеет вид (1.5.7),

щ — —,

z = (z* +  z* +  z*) i/»f i = = 1,2,3.
(5.4.12)

Подставляя закон (5.4.12) в систему (5.4.11) при ei^O ,
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получим

- 1  — ®,Ь ^ 2 . .  2 (0) =  2" =  Ы г -I- г ?  +  4 г) 1,г,
(5.4.13)

, / , - / . , />  А  Л - * ,  V'-. , Л - Л М *
Ь i r  +  ^ 7 -Г 1 - Г 1  + - 1 - г - 1 •■* 2* з J i / 3 w:s V u  "а

Пусть выполнено условие eilb|z02< l ,  тогда согласпо
(5.4.13) z строго убывает с конечной скоростью и обраща­
ется в пуль не позже, чем в момент ti =  Ti =  z°(l — 
— eilblz02)-1; данная оценка может быть улучшена. Пол­
ное время остановки вращений (в исходном времени) равно

Т* +  га~1Т\ ~  е_ ,(1 +  ев).
Таким образом, полную остановку вращений можно 

осуществить за время Т +  о{Т), где Т ~  в-1 — время ос­
тановки, рассчитапнос методом усреднения для асимпто­
тически оптимального закона.

§ 5. Задача переорпентацпп твердого тела

1. Постановка задачи. Найденные в §§ 1—4 законы 
управлеппя приводят тело в состояние покоя, однако не 
обеспечивают заданной его ориентации в пространстве. 
Между тем важпое прикладное значение имеют задачи о 
приведении твердого тела (спутника), совершающего про­
извольное начальное движение, в заданное угловое поло­
жение в инерциальной или орбитальной системе коорди- 
пат. Решение таких задач можно разбить на два этапа: 
торможение вращений и переориентация, т. е. поворот те­
ла в пространстве.

Первый этап движения не требует знания углового по­
ложения тела и может исследоваться иа основе только ди­
намических уравнений Эйлера (5.1.1). Целью управления 
на этом этапе является остановка вращений; подобные 
движения рассмотрены в §§ 1—4.

Для второго этапа (переориентации) начальпое и ко­
нечное состояния тела заданы и являются состояниями 
покоя.

Задачам оптимального управления ориентацией твер­
дого тела посвящено большое число работ, например [25, 
30, 95, 120, 135, 169. 180, 200, 234]. В частности, построе-
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иы решения задач оптимальной переориентации при огра­
ничениях (5.1.20).

Ниже рассматривается задача онтимальпой по быстро­
действию переориентации твердого тела при ограничениях
(5.1.7); решение ищется в классе плоских поворотов.

Обозначим через Ох\х2х3 связаппую с твердым телом 
систему координат — систему главных центральных осей 
инерции тела. В начальный момент t =  0 эта система сов­
падает с системой Ох\х“а:®, а в конечный момепт Т — с 
системой ОххХчХг̂ . Ориентация обеих инерциальных сис­
тем Ох)х\хз и О х^ хз задана; через щ обозначим извест­
ные паправляющие косинусы между осями Ох* п Ох). 
Движение тела будем искать в классе плоских поворотов, 
при которых вектор угловой скорости © сохрапяет посто­
янное направление в пространстве. Кинематические соот­
ношения для плоского поворота имеют вид [98]

cos у =  1/2 (пи  +  п22 +  я33 — 1), 0 <  у <  я,

1 2 s in  V ’

соI (t) =  со (f) mlt

2 s in  v  ’ а 2 s in  у 
) =  ( с о * - f  со2 +  £0g)1 / 2 , £ —  1 , 2 ,  3

(5.5.1)

Здесь у — величина угла поворота, m{ — направляющие 
косинусы вектора а» в связанной системе Ох\х2хз, со( — 
проекции вектора © на осп этой системы. Подставляя
(5.5.1) в динамические уравнения Эйлера (5.1.1), получим

/itfiico +  (73 — I2)m2mz®2 =  b\Ui (1, 2, 3),
(5.5.2)

а =  со, а(0) =  ы(0) =  со (Г) =  0, а (Т) =  у.

Малость е в уравнении (5.1.1) здесь не используется, 
поэтому принято е =  1. Через а обозначен текущий угол 
поворота, через у — его заданное конечное значение
(5.5.1) . Символ (1,2,3) в (5.5.2) озпачает циклическую 
перестановку индексов в дппампчеекпх уравнениях Эйле­
ра. Разделим каждое из этих уравнений па соответствую­
щее 6j, возведем их в квадрат п сложим. Потребуем
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дополнительно, чтобы коэффициент при смешанном про­
изведении Ma/dt обратился в нуль, т. е.
inLm3m3 [Д (13 — /.) 6Г2 +  h  (A  — А ) ЬГ* +

+  75( / а- 7 1)!-Г-] =  0. (5.5.3)

Тогда в результате указанных операций получим ска­
лярное уравнение

4 ао» 2- f  В2ш4 =  иа, и2 =  и\ +  и\  +  и2 < ; 1,
/ 3 \ 1/2

4  =  [ 2  /!<п|ьгг) > о ,

В =  [(А -  /г)гт |т |Ь Г 2 +  (А  -  А )* т1т\Ь3г +
+  (А  -  АУW 1m2V ] 1/2 >  0. (5.5.4)

Здесь наложено ограничение (5.1.7); А и В — извест­
ные постоянные. Уравнение (5.5.4) справедливо при ус­
ловии (5.5.3), которое выполняется в следующих случаях: 
либо поворот совершается одной из главных централь­
ных осей инерции (одно из mt равно нулю), либо величи­
ны Ь{, Ii связаны соотношениями

bt =  1\ ' 2 (ц /г +  v)“ 1/2, i =  1, 2, 3. (5.5.5)

Здесь |х, v — произвольные постоянные, такие, что 
p,71 +  v > 0  для i =  1, 2, 3. Первый случай (т?1г =  0) рас­
смотрен в работе [1851. Второй случай (5.5.5) допускает 
произвольную ориентацию вектора о . Условия (5.5.5) вы­
полняются в важном случае равных плеч для этого 
нужно положить v =  0 в (5.5.5).

Поставим следующую задачу оптимальной переориен­
тации. Требуется найти управления гц{f), удовлетворяю­
щие ограничению (5.1.7) и переводящие твердое тело за 
кратчайшее время Т из начального положения в конеч­
ное посредством плоского поворота (при выполнении ус­
ловия (5.5.3)). Поставленная задача, согласно (5.5.2),
(5.5.4), приводятся к задаче оптимального управления

а = о, и =  64“1 (и.2 — В2й)4)1/2, б =  ±  1, 0 ^  и2 «£ 1,
а(0) =  ш(0) =  ю(Т) =  0, а(Г) =  ч, Т min. (5.5.6)
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Здесь а, © — фазовые координаты, а б, и2 — управля­
ющие функции. Решив задачу (5.5.6), можно затем при 
помощи уравнений (5.5.2) восстановить управления н,(£) 
по найденном оптимальной зависимости со (it).

2. Построение решения. Рассмотрим двойственную к 
(5.5.0) задачу о максимальном угле .поворота, в которой 
Т фиксировано, а у =  а(Т) — максимизируемый фупкцио- 
пал. Если решение последпсп задачи будет построено, 
и зависимость максимального угла у от Т будет строго воз­
растающей (а это окажется именно так), то том самым 
будет получено и решение исходной задачи быстродей­
ствия (5.5.6).

Для задачи о максимальном угле поворота имеем 
т

у =  £ © df-wnax. (5.5.7)
о

Из второго уравпепия п ограничения (5.5.6) получим 
оценку
| « (« )  | <  ЛГ1 (1 — О » * ) 17', |<0(4)|<©« =  £ - 1,г. (5.5.8) 

Из дифференциального неравенства (5.5.8) и началь­
ного условия ©(0) =  О вытекает, что функция 1©(£)1, 
а вместе с ней и со(£), не превосходят функции oo(t), явля­
ющейся решением соответствующего (5.5.8) уравпепия

©0 =  А~г (1 -  (074юУ 1/2, ©о (0) =  0. (5.5.9)
Интегрируя уравнение (5.5.9), найдем

t

(5.5.10)
Здесь К, F — полпый и неполный эллиптические интег­

ралы 1 рода [72]. Обращая зависпмость (5.5.10) и учитывая, 
что ©о ^  © * при всех получим решение уравпепия
(5.5.9)

со0 (̂ ) —  ̂̂  (5.5.И)
1

У 2к
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Здесь Г — гамма-функция Эйлера, к — модуль эллип­
тического косинуса сп. На интервале (0, t%) фупкция 
<йо(£) строго возрастает, далее остается постоянной. Из 
отмеченного выше мажорирующего свойства функции
(5.5.11) вытекает перавепство ©Ш <1 о>оШ при £«=[(), 7]. 
Аналогично, учитывая граничное условие со (7') =  О, 
получим соit) ^  (Оо(Т — t), так что

©(f)<min[(flo(i), сооС̂  — i)J, £^[0, 7]. (5.5.12)

Абсолютный максимум фупкцпопала (5.5.7) при огра- 
ииченпп (5.5.12) достигается, очевидно, в случае знака 
равенства в (5.5.12), т. е. при

соШ =  0оШ, « е  [0 ,7 /2 ], 

и « ) =  a>0iT - t ) ,  * е [7 /2 , 7].
(5.5.13)

Укажем уравпеппе, реализующее зависимость (5.5.13). 
Сопоставляя (5.5.G), (5.5.9), получпм

и2 =  1, б =  sign (7/2 -  f), t s  Ю, 7J. (5.5.14)

Для определения угла ait) проинтегрируем зависи­
мость (5.5.13) при пачальном условии а(0) =  0, учитывая 
ее четность относительно момента t =  7/2

t
a {t) =  а0 (t) =  J ©о (т) dx, t <= [0, 7 /2], (5 5 15)

a (i) =  2а0(7/2) - а 0 ( 7 -  i), t е= [7 /2 , 7].
В частности, при t — 7  получим

Ч =  а ( 7 ) = 2 а 0(7/2). (5.5.16)

Решение двойственной задачи (5.5.7) о максимальном 
угле поворота за фиксированное время построено п да­
ется формулами (5.5.11), (5.5.14) — (5.5.16). Зависимость
(5.5.16) в силу положительности ©о(*) >  0 (см. (5.5.11), 
(5.5.15)) является строго монотонной: возрастает от 0
до оо при изменении 7 от 0 до оо. Следовательно, постро­
енное решение позволяет определить и решение исходной 
задачи (5.5.6) оптимального быстродействия. Для этого 
нужно по заданному к определить 7 как сдипствеппый 
кореиь трансцепдептпого уравнения (5.5.16).
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3. Анализ решения. Конкретизируем и исследуем по­
лученные формулы. Подставляя (5.5.11) в (5.5.13), по­
лучим

ш (,) =  . »  cn
to (t) =  ti

(0 (/.) —  CO.,, cn V a (r - +  0
Лео*

T t

0 < i< m i n  (**,-§■), fc -p - ,

; (Г > 2 ** ), (5.5.17)

-, ma

Если T ^  21#, то угловая скорость сначала возрастает 
от 0 до to* (на интервале (0, £* )), затем остается пос- 
тояниой, а па интервале 
(7 '— £*, Т) убывает ОТ (0 it: до 
пуля. В случае T <2t*  сред­
ний участок движения отсут­
ствует, при этом toU)<co*.
Отметим, что па среднем уча­
стке происходит равномерное 
вращение, при котором уп­
равление компенсирует ги­
роскопические моменты. На
рис. 5.7 кривыми 2, 2, 3 изображены зависимости co(J) 
для случаев Т < 2 t  *, 71 =  2f *, Т >  2£* соответственно.

В отличие от фуикцпи to(£) и a(t) зависимость оо(а) 
выражается в элементарных функциях. Для этого найдем 
da/da из (5.5.6) и проинтегрируем полученное уравнение 
при управлении (5.5.14). С учетом граничных условий 
(5.5.6) получим

■ to (а) =  to* ^sin-^-j , а <  min ^а*, ~2 )» 

to (а; =  (о:1!, а* <  а <  у —  а* (у >  2а*),
© (а)= to* J\sin — а) j ]/~, max ŷ — а*, -|)<а<у,

а* =  (я/4) Аа>1. □ (5.5.18)

Рис. 5.7.

Здесь участки движения соответствуют участкам 
(5.5.17). Участок выхода угловой скорости на максималь­
ное зпачепно to * отсутствует, если у < 2 а * . Так как
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Y <  я, то используя выражения (5.5.18), (5.5.8) для 
постоянных а*, ©*, получим, что этот участок всегда 
отсутствует, если А >  2В.

Зависимость а(£) определена соотношениями (5.5.15) 
и сводится к вычислению функции аоU). Последнюю про­
ще всего найти, исключая © из формул (5.5.17), (5.5.18) 
для первого участка движения

а0 (0 =  у  arcsin [сп2 0 <  t <  f *,

(5.5.19)
с ( 0  =  а * "Ь (̂  — **)>

Сравнивая (5.5.19) н (5.5.18), заметим, что aoit) <  а* 
при t <  £*. Подставим функцию (5.5.19) в соотпошеипе
(5.5.16) и решим уравнение для Т. Рассматривая отдель­
но случаи у ^  2а* и ч >  2а* и обращая эллиптический ко­
синус, получим

Т =  2£* —У 24©*F ^arccos ^sin - ^ у /г,

Г < 2 * * , у < 2 а * ,  (5.5.20)
Т =  2** +  (у — 2а*) ©71 >  2t#, 2а*.

Решение поставленной задачи переориентации пол­
ностью построено. Время быстродействия определяется 
равенствами (5.5.20), угловая скорость — формулами
(5.5.17) , (5.5.18), а угол а — (5.5.15), (5.5.19). Постоян­
ные г*, а *  даны соотношениями (5.5.11), (5.5.18). Управ­
ление имеет вид (5.5.14), а его компоненты щО) могут 
быть найдены из уравнений (5.5.2).



Г Л А В А  6

ОПТИМАЛЬНОЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЕ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ

В главе 6 рассматривается задача оптимального по 
быстродействию перемещения колебательных систем на 
заданное расстояние с гашением колебаний. В §§ 1—3 
предполагается, что скорость перемещения системы огра­
ничена и может изменяться практически мгновенно 
(безынерционно). § 1 приведены постановки задач оп­
тимального управления. В § 2 дано решение задачи об 
оптимальном по быстродействию перемещеинп колеба­
тельной системы на заданное расстояние. В § 3 описано 
решение задачи о максимальном перемещении за фикси­
рованное время. Рассмотрены также квазпоптпмальпые 
режимы с фиксированным заранее числом переключении. 
Приведены оценки близости квазиоптпмальных режимов 
к оптимальным. § 4 посвящен задаче оптимального пере­
мещения двухмассовой колебательной системы при по­
мощи ограниченной управляющей силы. В отличие от 
§§ 1—3, здесь скорость перемещения пе может изменять­
ся скачком. Построено оптимальное и квазиоптимальное 
управление. Рассмотрена также нелинейная постановка 
задачи в случае больших колебаний. Материал §§ 1—3 
основан на результатах работ [228, 198], § 4 — на рабо­
тах [38, 36]. Близкие по постановкам задачи были рас­
смотрены в работах [70, 140, 146, 171, 207, 239, 242, 250, 
251, 259].

§ 1. Постановка задач оптимального перемещения 
с гашением колебании 1

1. Уравнения движения. Рассматриваемая механиче­
ская система представляет собой физический маятник, точ­
ка подвеса Р которого может двигаться вдоль горизонталь­
ной прямой Ох (рис. 6.1). Обозначим через <р угол откло­
нения маятника от вертикали, через х — координату точ­
ки подвеса по осп х, отсчитанную от начального положе­
ния, через g — ускорение силы тяжести, через га — массу
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груза, через I  — его момент инерции относительно точки 
подвеса, через L — расстояние от точки подвеса Р до цен­
тра инерции С. Направление отсчета угла указано на 

рис. 6,1. Считая колебания маятника 
малыми, запишем линейное уравнение 
колебаний под действием сил тяжести 
и сил инерции

/ср =  — тц Lip +  mLw. (6.1.1)
Здесь w — ускоренно точки подвеса. 

Скорость v точки подвеса по условию 
считаем ограниченной по величине 
у0 >  v >  — УоК, Уо^О и ^ > 0  — неко­
торые постоянные. Поэтому имеем со­
отношения

х =  у, у=1У, Уо^ у ^  — Уо К- (6.1.2)
При 7 =  1 имеем симметричные двусторонние ограни­
чения на скорость, т. е. движение в обе стороны по 
осп х может происходить с одинаковой скоростью. В слу­
чае 7  =  0 движение возможно лишь в одну сторону; об­
ратные смещения точки подвеса не допускаются.

Движение системы начинается из покоя в момент 
t =  0 н заканчивается в некоторый момент t =  Т, причем 
система снова покоится. Обозначая через а перемещение 
маятника, запишем зги условия в виде

ф(0) = ф(0) = я(0) = у(0) = 0, 
ф(Я =  ф(Г) = у(Г) =  0, х{Т) =  а.

(6.1.3)

Направление оси х выбрано так, что а > 0 . Соотноше­
ния (0.1.1) — (0.1.3) определяют уравнения движения си­
стемы, граничные условия и ограничения. Соотноше­
ния (6.1.2) предполагают, что скорость точки подвеса 
может изменяться практически мгновенно. Это предполо­
жение справедливо, если время изменения скорости на 
величину порядка v0 (время ускорения и ли  торможения) 
мало по сравнению с периодом свободных колебаний си­
стемы. Такое предположеппе верно для ряда встречаю­
щихся па практике малых грузоподъемных машпп, у ко­
торых время выхода двигателя на стационарный режим



мало по сравнению с периодом колебаний груза, а тор­
мозная система обеспечивает практически мгновенную 
остановку тележки.’ Случай ограничений, наложенных 
как на скорость, так и на ускорение точки подвеса, рас­
смотрен в главе 7.

2. О сходе со связи. Уравнения (6.1.1) справедливы, 
если колебания малы, а связь маятника с подвесом яв­
ляется удерживающей, т. е. маятник — твердое тело. По­
кажем, что и в случае пеудержпвающей связи, когда ма­
ятник есть материальная точка на гибкой перастяжпмои 
инти, допущение малости колебаний позволяет применять 
рассматриваемую модель. Момент инерции I здесь равен 
m b 2. Период колебаний Т *  и амплитуда колебаний ф* 
но порядку величины соответственно равны Lmg~m п 
Vog~i/2L~U2. Условие малости колебаний имеет вид ф* ~  
~  vog~l/2L~ 112 < 1 . В случае неудержпвающеп связи может 
происходить сход со связи, в частпости, при мгновенном 
изменении скорости подвеса, а при выходе па связь будет 
иметь место удар. Оценим по порядку величины проме­
жуток времени от момента схода со связи до момента 
выхода па связь в случае малых колебании. Это время 
максимально, если сход со связи происходит в момент 
максимального отклонения маятника от положения рав­
новесия.

Пусть в момент t —10 угол отклонения маятника ра­
вен ф *, причем ото отклопеппс максимально (угловая ско­
рость равна пулю). Пусть в этот момент скорость точки 
подвеса изменяется скачком на величину 1>о, причем в 
таком паправлепип, что происходит сход со связи (влево 
па рис. 6.1). Обозначая через xi и у\ текущие коорди­
наты точки С в системе координат, движущейся посту- 
пательпо вместе с точкой подвеса, имеем 

х\ =  —Ьвтф^-Ь у0(£ — fo)> У\ =  — Ьсоэф* — g(£ — h)2/2.
Ось у 1 направлена вертикально вверх. В момент t\ 

возвращения на связь долито быть выполнено условие 
^ 1  +  ^2 =  L2. Разрошая это уравнение относительно £i, 
получим

-  *0 ~  fVP*£-1 ~  г *ф; <  Г*.
Здесь использованы приведенные выше оценки для 

ф* н Т *.
16 Ф. л. Чсриоусьио, Л. Д. Акуленко, Б. П. Соколов

§ II  П О С Т А Н О В И Л  З А Д А Ч  П Е Р Е М Е Щ Е Н И Я  2 4 1
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Таким образом, при условии малости колебаний ф *~ 
~  У о <  1 движение в случае неудерживающей 
связи будет с высокой степенью точности близко к дви­
жению при удерживающей связи.

3. Постановка задач оптимального управления. Перей­
дем к безразмерным переменным, выбрав в качестве 
единицы скорости н0, а в качестве единицы времени —

____Р
О /

u(t)

С

Ряс. 6.2.

величину То =  U/mgL)1/2, обратную частоте свободных 
колебаний маятника. Сделаем в (6.1.1)—(6.1.3) следую­
щую замену переменных л копстаит: 

t =  Tqt , X =  VqT qX , v =  vQv ,

ю  =  d „ 2 7 V ,  (p  =  i '0 7 V 1g ~ V 1 ( 0 . 1 . 4 )

T  =  T J ' ,  a ~  vaT0a \  T„ =  (II,ngL)m .

В дальнейшем все исследование проводится в безраз­
мерных (штрихованных) переменных, однако штрихи для 
удобства записи опускаем. Соотношения (6.1.1) — (6.1.2) 
после замены (6.1.4) примут вид

Ф +  Ф =  U7, х — v, v =  w, (6.1.5)

а вид граничных условий (6.1.3) нс изменится.
Отметим, что система (6.1.5) описывает движение уп­

равляемых колебательных систем различной физической 
природы: систем с упругими элементами, сосудов с жид­
костью, имеющей свободную поверхность и т. д., если 
можно ограничиться рассмотрением колебаний основного 
тона. Приведем примеры.

На рис. 6.2 изображена двухмассовая колебательная 
система, движущаяся без трения по горизонтальной на­
правляющей Ох. Скорость v точки Р является управлепи-



ем, а масса С связана с точкой Р линейной пружиной. 
Если обозначить через ср удлинение пружины по сравне­
нию с нейтральным со состоянием, то уравнения системы 
п безразмерных переменных примут вид (6.1.5).

Изображенный на рис. 6.3 сосуд с идеальной несжи­
маемой жидкостью может перемещаться со скоростью v 
вдоль горизонтальной прямой. Если рассматривать одпу 
форму малых колебаний жидкости (осповпой топ), то 
уравнения системы также приводятся к виду (6.1.5). Не­
которые другие примеры (в частности, крутильные коле­
бания, см. рис. 4.6) даны в § 2 главы 4.

Сформулируем для системы (6.1.5) с краевыми усло­
виями (6.1.3) две связанные между собой задачи опти­
мального управлеипя.

З а д ач а  1 (оптимального быстродействия). Пусть 
расстояние а >  0 фиксировано. Требуется пайтп закоп 
изменения wit) и соответствующий ему vit) так, чтобы 
удовлетворялись все соотношения (6.1.3), (6.1.5) и время 
движения Т было минимальным.

З а д ач а  2 (максимального перемещения). Пусть вре­
мя движения Т фиксировано. Требуется найти законы 
wit), vit) так, чтобы удовлетворялись все соотношения
(6.1.3) , (6.1.5) и путь а, пройденный маятником, был 
максимальным.

Задачи 1, 2, очевидно, связаны между собой следую­
щим образом. Если в результате решения задачи 2 полу­
ченная зависимость максимального пути от времени aiT) 
будет монотонно возрастающей (а это окажется именно 
так), то решение задачи 1 для некоторого а =  а* будет 
совпадать с решением задачи 2 для Т =  Т*, определяемо­
го из соотношения а(7, *)=ац...

§ 2. Решение задачи оптпмальпого быстродействия

1. Эквивалентная задача без фазовых ограппчеппм.
В этом параграфе будет построено решение задачи 1. 
В задаче 1 имеется ограничение на фазовую координату 
1 — а управление w неограничено. Однако пере­
ходом к новым переменным можно избавиться от фазово­
го ограничения.

Преобразуем уравнение (6.1.5) и краевые условия
(6.1.3) . Введем функцию т|)(г), равную безразмерной 
16*
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абсолютной скорости точки С и связанную п р и »  соот­
ношением

ф  =  у  —  -ф. ( 6 . 2 . 1 )

Продифференцируем обе части равенства (G.2.1) по t 
п воспользуемся первым уравнением (6.1.5). Получим 

\|i =  cp. (6 .2 .2 )
Краевые условия для системы (6.2.1) — (6.2.2) п вто­

рого уравнения (6.1.5) определим из краевых условии
(6.1.3) , используя (6.2.1) при t =  0 л t =  T. Получим 

<р(0) =  ф(0) =  я(0) =  (р(Я =  ф(Г) =  0, х(Т) =  а.
(6.2.3)

З адача  3. Найтп такой закон управления vit) си­
стемой, определяемой уравнениями (6 .2 .1 ), (0 .2 .2 ) и вто­
рым уравнением (6 .1 .5 ), чтобы были выполнены огра­
ничения на управление 1  ^  у >  — 4 п краевые условия
(6.2.3) , а время движения Т было минимальным.

Допустим, что задача 3 решепа и пандепо оптималь­
ное управление v(t). Определим управлепне УфШ следую­
щим образом

y*(£) =  vit) при 0 <  t <  Т ,  у*(0) =  у* {Т) =  0.
(6.2.4)

Изменение управления в двух точках пе отразится 
на его оптимальности, однако условия у* (0 ) =  у * (2 ') =  0 
из (6.1.3) для у* будут выполнены.

Продифференцируем функцию у* (0, понимая ее про­
изводную в точках разрыва в обобщенном смысле

wit) =  Уф (0. (6.2.5)
Верно утверждение: если управление vit) решает за­

дачу 3 и соответствующее время быстродействия равно 
Т, то управление wit) из (6.2.5) решает задачу 1 с том 
же Т. Справедливость этого утверждения сразу вытекает 
из взаимно однозначного соответствия фазовых пере­
менных и управлений (с точностью до множества нулевой 
меры) в задачах 1, 3. Таким образом, для решения зада­
чи 1  достаточно решить задачу 3, которая содержит ог­
раничения лишь па управляющую функцию.
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2. Структура оптимального решения. Рассматриваемая 
задача 3 является линейной задачей оптимального быст­
родействия. Как известно, решение этой задачи сущест­
вует (в классе измеримых функций), если существует хо­
тя бы одно допустимое управление, переводящее систе­
му из начального состояния в конечное ([176], стр. 147— 
150). Ниже будет построено такое допустимое управле­
ние. Оно будет найдено при помощп принципа максиму­
ма. Следовательно, оптимальное управление существует. 
Опо, как известно, удовлетворяет принципу максимума. 
Поэтому построенное ниже управление, которое, во-пер­
вых, удовлетворяет принципу максимума и, во-вторых, 
отвечает наименьшему времени Т среди всех управлений, 
удовлетворяющих этому принципу, и будет оптимально.

В соответствии с принципом максимума выпишем 
функцию Гамильтона

Фупкция Гамильтопа (6.2.6) достигает максимума 
по v при ограничении — у <  v <  1, если

v =  — y при р2 +  рз <  0, v =  1 при pi +  ръ >  0. (6.2.8)

Иптегрпруя систему (6.2.7) п подставляя результат в 
(G.2.8), получим Oli, Ai, 0 — постоянные интегрирования)

Из (6.2.9) следует, что и — релейная функция, прини­
мающая зиачепия v =  1 п v =  —

Обозпачнм через п число ненулевых пптервалов посто­
янства оптимального управления v(t), а через ^ — дли­
тельность этих интервалов, £ =  1, 2, ..., п. Из (6.2.9) вы­
текают следующие условия

/ / =  picp+P2 ( v - t )  +Р& (6 .2 .6 )

и сопряженную систему

Pi =  Р2, Р2 — — Ри Рг =  0 . (6.2.7)

-f- =  2я, i =  2, .. •, п — 1; £j -f- £« ^  2я,
i„_ i -(- £п^  2 я, +  £2 +  • • • +  (6 .2 .1 0 )

£ < > 0 , £ =  1 , 2 , . . . ,п .
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Согласно (6.2.9) оптимальное управление v(t) и соот­
ветствующее ускореппе w (t) имеют вид

i~i j=i

ю(() =  Ц ^6(() +

+  «(1 -и )  [ ^  - 1  ( -  i)f в (* - 1  *,) +

-ь (-= ^ ^  б (t — Г)J S (t — 71). □ (0.2.11)

Здесь через 6 обозначена дельта-функция, постоянная 
и принимает значения ±  1. Отметим, что если в (6.2.11) 
верхний индекс суммирования равен нулю, то соответ­
ствующая сумма полагается равной нулю.

Запишем решение уравнений (6.2.1), (6.2.2), (6.1.5) 
в виде свертки н учтем краевые условия (6.2.3) при 
t =  О

t t
Ф {t) =  [ cos (t — т) v (r) dr, \J> (i) =  | sin (t — т) u (t) dr, 

о о
t

x (t )=  | v(r) dr. 
b

Отсюда согласно граничным условиям (6.2.3) при 
t =  Т имеем
т т
[ cos (Т — г) v (г) dr — О, J sin {Т — v) и (т) dr =  О, 
о о

т (6.2.12)
J v (т) dr =  а. 
о
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Подставляя равенства (6.2.11) в соотношения (6.2.12), 
получим

LzV  ̂  Т +  и (1 +  v) 1  ( - 1)‘  sin ( Д  t , ) ]  _  О,

Ц ^ СО£з3,+  (6.2.13)

+  и  (1 +  У )  -  2  ( - 1 ) ! COS (  s  ( j j  +  ^ j  -

- Ц - Т= ° *  ^ Т  +  и * р 2 ( - 1 У +% = а .

Согласно условиям оптимальности (6.2.10) все th i =  
=  1, 2, ..., п, можно выразить через три величины, напри­
мер, через 1 1 (или Г), t2, tn при помощи соотношений

t2i+1 =  2я - 12, 3 <  2 i + 1  -1 ,

t2i =  t2, 2 < 2 i < n - l .
(6.2.14)

Задача построения оптимального управления свелась 
к выбору целого тг, величины и =  ±  1 и чисел t\ (или Т), 
t2, tn, удовлетворяющих ограничениям (6.2.13), (6.2.10) 
и соответствующих минимальному значению Т.

Ускорение (6.2.11) является суммой дельта-функций 
времени. Соответствующая фазовая траектория маятника 
в плоскости cp, dy/dt, согласно первому уравнению
(6.1.5), состоит из п дуг окружностей, отвечающих дви­
жению подвеса Р с постоянной скоростью, и из п +  1 
отрезков, параллельных осп dy/dt. Длины отрезков рав­
ны скачкам скорости в (6.2.11).

3. Случай п =  1. Рассмотрим сначала простейший 
случай одного интервала постоянства скорости. При этом, 
очевидно, должно быть и — 1 в (6.2.11). Уравнения 
(6.2.13) тогда дают s in r  =  0, c o s r =  l, Т =  а, откуда сле­
дует Т =  а*= 2лк, где к — целое. Отметим, что всегда, оче­
видно, путь а и время Т связапы неравенством а <  Т, так 
как скорость !><1. Таким образом, рассматриваемый ре­
жим с п — 1 является оптимальным для а — 2 лк и достав­
ляет функционалу Т абсолютный минимум, равный Т =  
=  а =  2 лк, к =  1, 2, 3, ...
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На рис. 6.4 изображена зависимость v(t) и фазовая 
траектория маятника для а =  2я. Траектория состоит из 
отрезков [0 , 1 ] оси ср =  0 , проходимых в противополож­
ных направлениях в моменты t =  0 и t == Т начала и кон­

ца движения, и из единичной 
окружности, отвечающей дви­
жению маятника при w(t)= 0 . 
В случае Т =  2як эта окруж­
ность описывается к раз.

4. Режимы с четным числом 
интервалов постоянства скоро­
сти. Проанализируем режимы 
с четным п > 2 .и покажем, что 
они нс являются оптималь­
ными.

Если ч = 0 ,  то при любом 
четном п > 2  имеем согласпо
(6 .2 .1 1 ), что либо в начале, ли­
бо в конце движения располо­
жен интервал покоя всей систе­
мы, где v =  ср =  + =  0. Такой 
режим, очевидно, нс оптималоп 
по быстродействию, так как ин­

тервал покоя можно отбросить, уменьшив время движе­
ния. Следовательно, при 4 =  0 режимы с четным п не 
оптимальны.

Перейдем к случаю 4 >  0. Выразим в соотношениях 
(6.2.13) все U через Т, tz, tu при помощи (6.2.14) и вос­
пользуемся периодичностью тригонометрических функ­
ций. Получим
[(1 - 4 ) + м(1+  4 )] sin Т =

— и( 1  +  4 )U  sin tn - i n -  2 ) sin (tn — i2)l,
(6.2.15)

[(1 — 4) +  a{i +  4 )] cos T — (1 — 4 ) +  nil +  4 ) =
=  n (l +  4 ) [ncostn — (n — 2 ) cos (f„ — tz)]. 

Возведем обе части каждого из уравнений (6.2.15) в 
квадрат л сложим полученные уравнения. После преобра­
зований с учетом равенства и2 =  1  придем к соотношению 
2(1 +  42) +  44 cos Т =  (1 +  4 )2[ге2 — 2п +  2 — п{п — 2)cos tz\.
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Упрощая данное равенство, получим
4*)f(l — cosT) +  nin — 2) ( 1  — cost2) =  0, n >  2. (6.2.16)
Равенство (6.2.16) удовлетворяется, лишь еслп оба 

слагаемых равны нулю. Отсюда при y >  0 получпм Т =  2як, 
к =  1 ,2 ,...

Пусть спачала п =  2. Подставляя зпачеппе Т — 2пк в
(6.2.15), находим i2 =  2Hs, s — целое. Из (6.2.10) при 
п — 2  следует t\ + t2 =  Т ^ 2 л, причем t\ > 0, t2 > 0. 
Легко видеть, что не существует целых к, s, удовлетво­
ряющих всем приведенным неравенствам. Таким обра­
зом, режимы с п =  2  не оптимальны.

Рассмотрим случай п >  4. Из равенства (6.2.16) прп 
Т =  2пк получим cos *2 =  1, Ь =  2л. Здесь учтено, что 
0 <  *2 sS 2я согласно (6.2.10). Но тогда из (6.2.14) полу­
чаем, что ti =  2 л —t2 =  0 , что противоречит условпю 
h >  0. В результате установлено, что режимы с четпым п 
не являются оптимальными ни прп каких y >  0 , а >  0 .

5. Режимы с нечетным числом интервалов постоян­
ства скорости. В случае нечетного п первые два соотно­
шения (6.2.13) с учетом условий периодичности (6.2.14) 
приводятся к виду 
[(1 — *()п +  (1 +  *у)] sin Т =

=  ( 1  +  4 ) (п — 1 ) [sin (t2 +  f„) — sin f„],
(6.2.17)

[(1 — y)m +  (1 +  7 ) ] (cos Т — 1) =
'=  ( 1  +  y) (П -  1 ) [cos (f2 +  *„) -  cos f j .  

Время быстродействия T представим в виде
Т =  2лк +  т, к =  0, 1, 2, ..., 0 ^ т < 2 я .  (6.2.18)

Случай т =  0 отвечает п =  1 и был рассмотрен выше. 
Далее полагаем п ^  3, т >  0. Подставляя (6.2.18) в (6.2.17), 
получим
[ ( 1  — y) w+  ( 1  +  Y)]sin т =

=  2 ( 1  +  f)(n  -  1 ) sin (f2/ 2 ) cos (tn + t2/2 ),
(6.2.19)

[ ( 1 - Y ) « +  ( 1  +  y )1  ( 1  — c o s t ) =

=  2 ( 1  +  ч ) ( п - 1 ) sin (f2/ 2 ) sin (f„ +  *2/ 2 l.
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Так как t2 е  (0,2л), то sin (t2/2) >  0. Поделив второе 
уравнение (6.2.19) па первое, найдем

tg(T/2 )= tg (t«  +  ta/2 ). (6 .2 .2 0 )
Согласпо соотношениям (6.2.10) при нечетном п имеем 

0  <  *„ <  2 л — =  2 л - t2. (6 .2 .2 1 )
Из (6.2.21) вытекает, что аргумент tn +  t2/2 лежит в 

интервале (0, 2л), а из второго уравнения (6.2.19) следует, 
что sin (tn 4-12!2) >  0. Следовательно, этот аргумент, как 
и т/2 , лежит в интервале (0 , я), и поэтому из (6 .2 .2 0 ) 
имеем

*„ =  ( т - * 2) /2 . (6 .2 .2 2 )
Подставляя равепство (6.2.22) в первое уравнение

(6.2.19), получим
[ ( 1  — 4 )1 1+  ( 1  +  у)] sin (т /2 ) =  (14- *()Ы — 1 ) sin {t2/2 ).

(6.2.23)
Разрешая уравнение (6.2.23) относительно £2, найдем 

два корня в интервале (0 , 2 л)

*2 =  2 arcsin-^- 

<2 =  2 я — <2*

— у) и +  (1 +  у)] sin (т/2) 
(1 +  у ) ( в - 1 )

Прп п 5* 3 для (6.2.24) справедливы оценки 
(1 — У) и +  1 +  у <  (1 +  У) {п -  1),

*2 ^  2  arcsin [sin (т/2 )] =  2  min (т/2 , л — т /2 ).

(6.2.24)

(6.2.25)

Подставим второй корень (6.2.24) в (6.2.22) и восполь­
зуемся неравепством (6.2.25). Получим

=  (т +  *г) / 2  — п min (т — л, 0) < ; 0 ,
что противоречит условиям (6 .2 .1 0 ). Следовательно, второй 
корень (6.2.24) нуяшо опустить, и единственное решение 
системы (6.2.19) имеет вид

Ч =  4  *» =  ( т - ф / 2 . (6.2.26)
Определим ti. Из соотношений (6.2.10), (6.2.18) и

(6.2.26) в случае нечетного п >  3  имеем
4" л (и — 3) +  (т t2)f  2  =  2 л/с т.
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Отсюда найдем, учитывая второе равенство (6.2.26), 
t\ — л (2  к +  3 — п) +  in.

Так как t\ и tn лежат в интервале (0, 2я), а п прини­
мает нечетные значения, то последнее равенство выполня­
ется, лишь если

п — 2к-\-Ъ, =  tn =  (т -  < )/2 . (6.2.27)

Осталось удовлетворить последнему уравнению (6.2.13). 
Подставляя в пего соотношения (6.2.14), (6.2.18), (6.2.27), 
будем иметь
[ 1  — у +  и ( 1  +  у)] (2 кп 4- т) / 2  — и ( 1  +  у) {к +  1 ) =  а•

(6.2.28)

Рассмотрим сначала случай и =  — 1. Подставляя h из
(6.2.24) в (6.2.28) и полагая п =  2& +  3, и — — 1, получим 
равенство

— 2'у/ся — 2(1 +  7 ) № +  1)Мт/2 — arcsin 1А sin (т/2)П =  а,
(6.2.29)

A =  y(1 +  7 ) - 1(£ +  1)"1 < 1 . 
Отметим следующее неравенство

minGlz, я — Az) >  arcsin (Л sinz),

z e  [0 , я1 , 0 + <  1 .
(6.2.30)

В справедливости (6.2.30) легко убедиться, вычисляя 
синусы от обеих частей неравенства и учитывая, что 
sin(i4z) >  A sinz.

Полагая z =  т/2 в (6.2.30), убеждаемся, что выраже­
ние в фигурных скобках в (6.2.29) неотрицательно. Следо­
вательно, равенство (6.2.29) невозможно, так как его ле­
вая часть неположительна, а а>0 . Тем самым значение 
гг. =  — 1  исключается.

Итак, гг =  1 , и длины интервалов t{ представляются 
следующими соотношениями, вытекающими из (6.2.14),
(6.2.18), (6.2.24), (6.2.27)

■ ti =  tn =  т/ 2  — (X/u п — 2  к +  3,
^2 — 4̂ — • • • — 1 — 2ал, Т == 2пк +  т,
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з̂ = ^ б=  . • • =  t-n- а — 2 (я а л),

« »  =  arcsin (1 +‘ vHfe?+ 1)' °  (6-2-31)

Равенство (6.2.28) при и =  1 принимает вид
2л& +  M r , 4 ) =  а, (6.2.32)

где введено обозначение

К  (т, у) =  * -  2 (1 +  у) {к +  1) arcsin [ ^ р ^ г Ь " ) ] ‘
(6.2.33)

Исследуем уравнение (6.2.32), служащее для определе­
ния целого к > 0  и т е (0, 2л). Используя неравенство
(6.2.30), убедимся, что hk^  0 при всех т е  [0, 2л]. Далее, 
нетрудно показать, что функция hh мопотоиио возрастает 
от 0 до 2л при изменении т от 0 до 2л. Поэтому, разделив 
обе части равенства (6.2.32) па 2л и взяв целую часть, 
получим й: =  [а/2я]. Итак, если представить заданный 
путь а >  0 в виде

а =  2лк + Ь,к =  [а/2я] =  0,1, .. ., 0 ^  Ъ <  2л, (6.2.34)

то тем самым определится число А, а следовательно и 
п ~  2к +  3. Параметр т найдется как корень уравнения

W t, 4 ) =  Ъ, (6.2.35)

вытекающего из (6.2.32), (6.2.34).
Отметим, что формулы, аналогичные соотношениям

(6.2.31)—(6.2.33) в случае у =  1» были получены в [1461, 
где рассматривалась задача оптимального управления, ко­
торая может быть сведена к рассматриваемой выше.

6. Оптимальное решение. Приведем некоторые сущест­
венные для дальнейшего свойства фупкций (6.2.33). Не­
посредственным дифференцированием убеждаемся в том, 
что

dh. о\
-gf >  0, >  0 при у +  к >  0, т е  (0, 2л), (6.2.36)

т. е. hlt строго монотонны и выпуклы по т, если хотя бы 
одно из чисел к, у положительно. В частном случае
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к =  у — 0 получим пз (6.2.33)

Из сказанного следует, что при любом Ъ е  (0, 2л) п 
любых у 5* О, к > 0  трансцендентное уравнение (6.2.35) 
имеет единственное решеипе т ^  (0 , 2 л).

Итак, искомое решеипе задачи оптимального быстро­
действия 1  или эквивалентной ей задачи 3 полностью по­
строено и определяется следующим образом. Представим 
заданный путь перемещения а в виде (6.2.34). Если & =  0, 
то имеем случай п =  1. При этом оптимальное управление 
равно н =  1 для £е=(0, Т), а Т =  а =  2пк. Если же Ь >0 , 
то величина т е  (0 , 2 л) определяется как единственный 
корень уравнения (6.2.35). Число интервалов п, их дли­
тельности ti и время быстродействия Т задаются фор­
мулами (6.2.31), а скорость и ускорение точки подвеса — 
соотношениями (6 .2 .1 1 ) при и =  1 .

В случае Ъ 0 илн Ь 2л имеем соответственно 
т -*■ 0, т -> 2л, поэтому здесь решение (6.2.31)—(6.2.35) 
переходит в решение с п =  1 .

Оптимальное управление v(t) определено однозначно 
(с точностью до значений иа множестве нулевой меры) 
при всех а >  0 , у >  0 .

7. Анализ оптимального решения. Отметим, что функ­
ции (6.2.33) зависят фактически лишь от двух параметров 
т, ( 1  +  у)(7с +  1 ) и строго возрастают с ростом каждого из 
них. Строгая мопотоппость по 7 , к доказывается аналогич­
но (6.2.36). Отсюда вытекает двусторонняя оценка

/г0(т, 0 ) <  hk(т, у) <  7U т), у +  к >  0 , (6.2.38)

где h0(x, 0) определено соотношением (6.2.37), а

коо (т) =  lim hh (т, у) =  т — 2 sin (т/2). (6.2.39)
ft-* СО

0 < т <  л, 
л < i .T < 2 n. (6.2.37)

Приведем еще разложения функций (6.2.33) в окрест- 
пости копцов пптсрвала (0 , 2 л)

h„ (*, у) -  и.[* (, +  J {k +  „» ]  +  0  <т5)’

hh (т, у) =  2 (т — л ) >  О ((т — 2л)3),

т - * 0 ,

Т - . 2 Н. (6-2-40)
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На рис. 6.5, 6.6  приведены графики функций (6.2.33) 
для к =  0 , 1 , оо и наиболее интересных случаях f  =  l  п 
у =  0 соответственно. Значению /с = «»  отвечает функция
(6.2.39). Случай 7 =  1  отвечает двустороннему ограниче­
нию на скорость точки подвеса, а у =  0 — несимметрично­
му ограничению, при котором допускается двпжепие лишь 
в одну сторону (см. (6.1.2)). Графики функции hk при 
к >  2  заключены между соответствующими кривыми для 
к =  1  и к =  оо, откуда видно, что они очень близки друг

к другу. Так при 7 =  1 разность между функциями h0 п 
h„ но превосходит 0,1. С ростом у все кривые hh прибли­
жаются к (6.2.39).

Отметим одно качественное отличие оптимальных дви­
жений при у =  0 от движений при 7 >  0. Пусть расстоя­
ние мало, а -*■ 0, тогда из (6.2.34) имеем к =  О, b -»-0. 
Корень уравнения (6.2.35) с учетом асимптотического 
представления (6,2.40) при 7 > 0  имеет вид т =  0(Ь1/3),
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так что т ->■ 0 при Ь ->- 0. Иными слонами, зависимость Бре­
мени быстродействия Т от пути а непрерывна и Г -+ 0  
при а -*■ 0, если 4 >  0. В случае же 7  =  0 справедлива 
формула (6.2.37), н при этом кореш, уравнения (6.2.35) 
удовлетворяет неравенству т >  я при b >  0 . Слсдователь- 
по, имеем Т >  я при а >  0, 4 =  0. Таким образом, если 
Ч =  0 , то указапиым способом пслт.эя переместит], маят­
ник па конечное расстояпне, погасив его колебания, за 
время, меньшее полупериода колебании.

На рис. 6.7 представлена зависимость Т(а) для =  0 
и Y — 1. Точки кривой Т(а), в которых Т =  а, отвечают п — 
=  1; в остальных точках Т >  а. Случаю 4 =  0 отвечают 
верхппе участки кривых. Зависимость Т(а) строго моио- 
топиа.

8 . Пример. Построим оптпмалыгоо двнжонпе при а — 
=  я/3, ,Y =  ,J. Согласпо (6.2.34) имеем к — 0, Ъ~ я/3, п =  
=  3  п оптимальным будет режим с тремя участкамп

Рлс. 6.8.

постоянства управления (п =  3). Уравпоппе (6.2.35),
(6.2.33) в этом случае имеет вид

я/3 =  т — 4 arcsin [ V2 sin (т /2 )] , 
а его корень равен я.

Длительности интервалов и время двпжеппя паходпм 
по формулам (6.2.31)

t\ — t2 =  t% — я/З, Т =  я.
Зависимость v(i) и фазовая траектория маятппка для 

этого случая дапы па рпс. 6 .8 , Фазовая траектория состо-
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ит из четырех вертикальных отрезков, соответствующих 
точкам переключения, между которыми заключены три 
дуги окружностей с центром в пачале координат, отвечаю­
щие участкам постоянной скорости. Цифры от 0 до 7 на 
рис. 6 .8  указывают соответствующие друг другу точки 
графиков. Центральные углы дуг на фазовой плоскости 
равны времени я/З движения по дугам. Интересно, что 
при оптимальном но быстродействию движении точка под­
веса маятника трижды проходит в разных направлениях 
отрезок [0 , а] оси х.

9. Движение точки подвеса. Исследуем зависимость 
x(t) для оптимального движения. Подставим скорость
(6.2.11) в уравнение (6.1.5) для х и найдем координату 
подвеса в моменты переключений скорости

*2i-i =  * ̂  S  b) = h +  (* -  1) [2л -  (1 +  У) h i

х-а =  х  ̂2  =  к +  (* — 4) [2 л -  ( 1  +  Y) У  ~

(G.2.41)
i =  1, 2, . . . , / c  +  l .

Здесь использованы соотношения (6.2.31). Оценим 
границы изменения x(t) при перемещении маятника па 
расстояние а. В силу неравенства 2я >  (1 +  y)t2, вытека­
ющего из (6.2.31) и (6.2.30), величины x2t-i п х2( монотон­
но возрастают с ростом ъ. Поэтому 
а~ =  min х (t) =  min (0 , х - f У ) =  min (0 , t2 — yt2),

(6.2.42)
a v =  max x (t) =  max (a, x (!’ — tn — ts)) =

=  max (a, a — tx -|- yt2).
Здесь использованы соотиошения x(T) =  а и (6.2.41). 

Согласно (6.2.31) имеем

К -  Vh =  т  -  (1 +  2т) «train (6.2.43)
Покажем, что если /с 1, то ti >  yt2 для всех т. Иско­

мая оценка следует из формулы (6.2.43), неравенства 
(1 +  -у)(/с  +  1) >  1 + 2 у п  и з  соотношения (G.2.30), где
17 Ф. Л. Чсрноусько, Л. Д. Акуленко, Б. И. Соколов



надо положить z =  т/2 и А =  (1 +  2ч)-1. Следовательно, 
при к >  1 , т. е. при а >  2 я выполнено

а~ =  min х (t), а+ =  max х (t) =  а ( а >  2л). (6.2.44) 
t t

Рассмотрим случай а <  2л, т. е. к =  0. Легко убедить­
ся, что h — 'ih согласно (6.2.43) — строго выпуклая функ­
ция т при 4 >  0 , которая имеет единственный положи­
тельный корень тое (0, 2л). Если т то, то t\ ^  ^̂ 2» л име­
ют место соотношения (6.2.44). Если же те  (0, т о ), то 

<  7 *2. В этом случае пз (6.2.42) следует

а~ =  t\ — fa  <  0, а+ =  а — h +  4*2 >  0. (6.2.45)

Корень то функции (6.2.43) удовлетворяет уравнению 

то =  2(1 -Ь 2^)arcsin[(l +  4 ) - 1  sin (то/2)]. (6.2.46)

Так как зависимость а(т) в (6.2.32) монотонна, то ус­
ловие т < т о  означает а<а (то). Найдем а(то) согласно
(6.2.32), (6.2.33) при к =  0 и затем преобразуем а(то) при 
помощи равенства (6.2.46). Получим неравенство

0 <  а <  а(то) =  ч(1 +  2^ ) - 1  т0. (6.2.47)

Итак, в том и. только том случае, когда выполнено ус­
ловно (6.2.47), где то — корень уравпеипя (6.2.46), точка 
подвеса при оптпмальиом движении выходит за пределы 
отрезка [0, а] оси х. При ч =  0 этого ие происходит. При 
4 =  1  имеем то =  я в (6.2.46), так что выход за пределы 
отрезка происходит при а <  я/3.

Условию (6.2.47) можно придать иную форму. Выразим 
то через а(то) при помощи (6.2.47) и подставим в соотно­
шение (6.2.32), взятое при т =  т0. Получим трансцендент­
ное уравнение

fcotr1 01 +  2ч)а0, 4] -  «о =  0 , ч >  0. (6.2.48)

Левая часть уравнения (6.2.48) есть выпуклая функция 
от а0, обращающаяся в нуль при а0 =  0 и а0 =  а(т0) . Следо­
вательно, неравенства (6.2.47) эквивалентны неравенству

М ч - 1 ( 1  +  2 ч)а, 4] < в .
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§ 3. Задача максимального перемещения 
и квазноптимальпыс режимы

1. Решение задачи максимального перемещсппя. Обра­
тимся к решению задачи 2  пз § 1 . Как следует из (6.2.36), 
зависимость времени быстродействия от пути ТЫ), опреде­
ляемая соотношениями (6.2.31), (6.2.34), (6.2.35), непре­
рывна и строго мопотонпа (см. рнс. 6.5). Поэтому согласно 
сделанному в и. 3 § 1  замечанию, решение задачи 2  получа­
ется из решения задачи 1 следующим образом. Заданпос 
время Т представим в виде (6.2.18) и найдем /с, т. По 
формуле (6.2.32) определим максимальное расстояние а(Т), 
после чего интервалы U вычислим по формулам (6.2.31). 
Оптимальпое управление определяется прежними форму­
лами (6.2.11) при и — 1. В частном случае Т =  2пк, к — 
целое, имеем управление i?(f) =  1 прп t е  (О, Т), здесь 
а =  Т.

2. Квазпоптимальные режимы в задаче перемещения. 
Практический интерес представляют режимы с фиксиро­
ванным небольшим числом переключений, когда число 
участков постоянства скорости v(t) точки подвеса задает­
ся заранее и от времени движения пе завпспт. Этп режи­
мы удобны для технической реализации п приводят к 
небольшому увеличению минимизируемого фупкцпопала. 
Соответствующие оценки будут даны ниже.

Рассмотрим класс режимов с 2т + 1 , т >  1 участками 
постоянства скорости. Прп Т <  2пт оптимальный режим 
в (6.2.31), (6.2.32) содержится в указанном классе. Для 
Т >  2пт построим режим управления следующим образом. 
Будем предполагать, что ТФ2пк, так как прп Т'=2пк 
точный оптимальный режим содержит одпп участок пос­
тоянства скорости. Представим Т в виде (6.2.18) п по­
ложим

Т =  Ti +  Т2, Т\ =  2я(/е -  m +  1), Т2 =  2я(те - 1 )  +  *•
(6.3.1)

Пусть а(Т2) — максимальное значение расстояния за­
дачи 2 , в которой: момент окопчаппя движонпя равен Т2. 
Пусть и, t2, ..., t2m+\ — соответствующие оптимальные 
длины интервалов постоянства скорости v(t). Положим

-j- Т±, =  t2, • • tgm+i — hm+i‘ (6.3.2)
17+
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Управление (6.2.11) с в =  1 и интервалами постоянст­
ва скорости (6.3.1), очевидно, обеспечивает гашение ко­
лебаний маятника к моменту Т. Обозначим через а„,(Т) 
соответствующее значение функционала х(Т). Легко ви­
деть, что-

ат(Т) =  2л(к -  m +  1) +  а{Т2). (6.3.3)

Преобразуя выражение (6.3.3) при помощи соотноше­
ния (6.2.32), получим

aJT) =  2пк +  7im-i(t , 4 ). (6.3.4)
Прп ш =  к + 1  формула (6.3.4) переходит в (6.2.32). 

Значеппя функции а(Т) п а„кТ) для оптимального и ква- 
зпоптимальпого режимов удовлетворяют очевидным соот­
ношениям

а,п(.Т) <  а(Т) <  Т, а(2пк) =  aJ2nk) =  Т.
2. Анализ квазноптпмальных режимов. Можно пока­

зать (см. [228]), что квазпоптпмальпыо режимы оптималь­
ны в классе всех режимов, имеющих не более 2m + 1  
участков постоянства скорости. Оценим разность по функ­
ционалу а между построенным квазиоптимальпым и оп­
тимальным режимами. Как следует пз формул (6.3.3),
(6.2.32), (6.2.38), эта разность равна 
акТ) — а,АТ) — /гл(т, i(t, -у) < / U t) -  7*т_,(т, <у).

(6.3.5)
Вследствие свойства монотонности (6.2.38) фуикцпй 

hh по к имеем
a (T )-a m{T X h J x ) - h Q(T, 4 ) =

— 2(1 +  )̂ arcsin [(1 +  у) - 1  sin (т/2)] — 2 sin (т/2). (6.3.6)
Здесь использованы формулы (6.2.33), (6.2.39) для 7&0) 

h„. Полученная в (6.3.6) функция четна относительно 
точки т =  я и  достигает максимума в этой точке. Поэтому 
получим из (6.3.6)

а(Т) -  ат{Т) ^  2(1 +  •yhresind +  -у) " 1 -  2. (6.3.7)
Простейшими квазиоптпмальными режимами являются 

режимы с минимальным числом участков постоянства ско­
рости, равным трем (m =  1). Рассмотрим их в двух наибо­
лее важных случаях -у =  1 и Y =  0. По формуле (6,3.7)
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получим
а(Т) — ( i[{T) <  4arcsin(l/2) — 2 =

=  2я/3 -  2 «  0,0944 (у =  1 ), (6.3.8) 
а(Т) — (ц(Т) <  я — 2 «  1,1416 (*у =  0).

Максимальное абсолютное отличие (6.3.7), (6.3.8) опти­
мального и квазпоптималыгого функционалов достигается 
при к -><», т =  я. Относительное отличие, согласно
(6.2.32), (0.3.5), равно

А« _  л W  ~  я»п (П _  \  (*. V) -  (*. V)
« « (Г) 2я/с +  hh (т, у) ‘

Из свойств функций /г,, вытекает, что величина (6.3.9) 
максимальна при /с =  1 , т. е. при 2 я < 7 ’ < 4 я  и m =  1 . 
Расчеты показывают, что для 7  =  1 квазпоптнмальный ре­
жим с //1 = 1  отличается по функционалу от оптимального 
па Да/а*̂  1 ,1 % при любых Т.

Сравним друг с другом оптимальные реяшмы прп 
7  =  1 и 7  =  0. Из формулы (6.2.32) аналогично (6.3.7) 
следует, что отличие этих режимов по функционалу пути 
максимально при Т =  я и достигает я/3. При Т -> °° эта 
разность стремится к нулю. Отличие по функционалу ква- 
зноптнмальпых режимов с тремя участками постоянства 
скорости (tfi =  l) при 7  =  1  и 7  =  0  оказывается макси­
мальным при т =  я и также равно я/3. Эта величина ха­
рактеризует выигрыш, достигаемый за счет возможности 
обратного движения точки подвеса в случае 7  =  1 .

3. Квазпоптнмальные режимы в задаче .быстродейст­
вия, Эти режимы построены аналогично квазиоптималь- 
пым режимам в задаче о максимальной дальности. Задан­
ный путь а считаем не равным ,2 як, к — целое, так как 
при а =  2 я/с имеется простой оптимальный режим.

Рассмотрим режим с 2т' + 1  участками постоянства 
скорости vit) (т >  1). Для а < 2 я7я оптимальное управле­
ние определяется формулами (6.2.31)—(6.2.35) и имеет не 
более 2 лг +  1  участков. Для а >  2ят рассмотрим следую­
щее управление.

Представим заданную величину а из (6.2.34) в виде, 
диалогичном (6.3.1)

а — а\ + а%, а 1 =  2it(k — т+. 1), <х% = 2яЫ — 1) + ъ.
(6 А 10)

§ 31
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Пусть Т{а2) — минимальное время перемещепия маят­
ника с гашением колебаний па расстояние Я2, и U — соот­
ветствующие интервалы (6.2.31). Положим

^1 =  ^1 4" 1̂ ) ^2 =  2̂» • * • 1 г̂ш+ 1  =  2̂Ш-Ц* (6.3.11)
Управление (6.2.11) с в  =  1 и с  интервалами постоян­

ства (6.3.11) обеспечивает, очевидно, гашение колебаний 
маятника к концу перемещения. Соответствующее постро­
енному квазиоптимальпому управлению время переме­
щения равно

ТЛа) =  2я(* -  m + 1 ) +  Т(а2). (6.3.12)
Подставим в равенство (6.3.12) вместо Т(а2) значение, 

полученное согласно формулам (6.2.31) — (6.2.33) при к =  
=  тп— 1..Получим Тт(а) =  2лк +  т, где т — решение транс­
цендентного уравнения (см. (6.2.35))

A*-i(t, ч) =  &, 0 <  т <  2л (0 <  Ъ <  2л). (6.3.13)

Как показано в и. 6 § 2 , уравнепие (6.3.13) имеет един­
ственное решение. Интервалы (6.3.11) определяются но 
формулам (6.2.31), где следует положить к =  т — 1, а уп­
равление— по формуле (6 .2 .1 1 ) при и =  1 .

Укажем один важный частный случай, когда уравне­
пие (6.3.13) удается разрешить в явпом виде. Пусть ч =  0 
и т =  1 , т. е. рассмотрим режим с тремя участками по­
стоянства скорости. Разрешая уравнение ho(x, 0) =  Ь от­
носительно т, получим (см. (6.2.37))

т =  0 при & =  0; х — Ы2 +  л при 0 <  Ь <  2л. (6.3.14)
По формулам (6.2.31) при 7с =  0 определим U 

t\ =  t2 =  tz =  0 при Os£ t <  л,
(6.3.15)

t\=t3 =  X — n, t2 =  2л — т при л ^  г <  2л.
Длины U интервалов постоянства скорости определим 

из (6.3.11)
* {  =  *1  +  2 я 7с , ( 6 . 3 . 1 6 )

Таким образом, квазпоптимальный режим при f  =  0, 
т =  1 определен в явном виде. По заданному а нужно 
сначала найти кх Ь согласно (6,2,34), затем т при noMQ’
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щи (6.3.14), после чего длины интервалов находятся сог­
ласно (6.3.15), (6.3.16).

Как и в п. 2, квазиоптималыше режимы близки к 
оптимальным. Так, при y =  1 квазиоптимальпый режим 
с тремя участками постоянства скорости (/тг =  1 ) отлича­
ется от оптимальпого по времени не более, чем па 
ДТ/Т < 1 ,2 % для любых расстояний а.

4. О задаче синтеза. Выше предполагалось, что на­
чальные условия — пулевые (см. (6.1.3), (6.2.3)). В слу­
чае произвольных начальных условий для системы
(6 .1 .1 ) имеем

<р(0) =  ф°, ф(0) =  ф°, у(0) =v°. (6.3.17)
Значение л;(0 ) можно считать по-прежнему равным 

пулю за счет выбора х(Т) =  а. В переменных (6.2.1),
(6.2.2) общие пачальпые условия (6.3.17) примут вид

ф(0) =  ф°, -ф(О) =  q>° =  v° -  ф°, х(0) =  0. (6.3.18)
Решение задачи оптимальпого быстродействия для си­

стемы (6.2.1), (6.2.2) и второго уравнения (6.1.5) с на­
чальными условиями (6.3.18) и условиями (6.2.3) при 
t =  Т эквивалентно построению оптимального синтеза. Ре­
шение этой задачи существует, единственно и определя­
ется из принципа максимума, если выполнены следующие 
два условия: условие общности положения и условие при­
надлежности точки v =  0 внутренности области ограниче­
ний на управление [176, 53]. Второе условие, как нетруд­
но видеть, выполнено (см. (6.1.2)), если y X ) .  Условие 
общпости положения сводится к проверке неравенства 
нулю следующего определителя Д, составленного из век­
торов-столбцов Ь, АЪ, А2Ь, где А — матрица линейной си­
стемы, Ъ — вектор коэффициентов при управлении. В рас­
сматриваемом случае

А =
0 - 1 0  
1 о о
О 0 0

1
0
1

Д =
1 0 - I I
0 1 0 = 1 . (6.3.19)
1 0 0 |

Следовательно, оптимальное управление при y > 0 су­
ществует, единственно и может быть найдено из принци­
па максимума. Построение синтеза оптимального управле­
ния может быть проведено по той же схеме, что и 
изложенное выше решение для пулевых начальных дан-
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пых. Одпако анализ соответствующих трансцендентных 
уравнений оказывается значительно более сложным. За­
дача синтеза оптимального быстродействия для произволь­
ной линейной системы третьего порядка исследовалась в 
работах [151—153]. Для колебательных систем, близких 
к рассмотренной выше, синтез оптимального управления 
псследован в работах [147, 216—219].

§ 4. Оптимальное перемещение 
двухмассовой колебательной системы

1. Постановка задачи. Рассматривается плоское движе­
ние механической системы, состоящей из двух твердых 
тел с массами М и т (см. рис. 6.1). Тело с массой М мо­
жет двигаться поступательно без трепня вдоль оси Ох под 
действием управляющей силы F. Тело с массой т пред­
ставляет собой физический маятник, его момент инерции 
относительно оси подвеса Р равен / ,  расстояпие от оси 
подвеса до центра инерции С равно L. На тело с массой 
т действует сила тяжести и сила реакции, под действием 
которых оно совершает колебания в плоскости ху. Сила 
Fit) может быть направлена параллельно горизонтальной 
оси Ох в сторону возрастания iF >  0) или в сторону убы­
вания х iF <  0). Для описания движения выберем в каче­
стве независимых координат абсциссу х центра инерции 
массы М и угол ср отклонения маятника от вертикальной 
оси (рис. 6.1). Обозначим через v скорость тела Л/, а через 
о  — угловую скорость мятника, через g — ускорение силы 
тяжести. Уравнения движения системы имеет вид

{М +  т)и — тЬч* cos ср +  mLco2 sin ср =  F,

/со +  mgLsincp =  mLucoscp, (6.4.1)

x =  v, ср =  со.
Первое из уравнений (6.4.1) есть уравнение движения 

центра масс системы, а второе — уравнение моментов от­
носительно осн подвеса. В случае малых колебаний, ког­
да угол ф мал Ы н ф  «  ф, cos ф »  1), уравнения (6.4.1) уп­
рощаются. Линеаризованные уравпеппя движения (6:4.1) 
имеют вид

(Л/ +  т)х — mLcp — F, /ф + mgLy =  т-Ьх. (6 .4 .2 )
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На управляющую силу F иаложепо ограничение
1Ш 1 < F 0. (6.4.3)

З а д а ч а  4. Требуется пайти управление Fit), пере­
мещающее систему (6.4.1) с ограничением (6.4.3) из со­
стояния покоя

я(0) =  н(0) =  ф(0) =  <о(0) =  0 (6.4.4)

па заданное расстояние а с гашепием ее колебаний
х{Т) =  a, v(T) =  Ф(Я  =  « ( Л  =  0 (6.4.5)

за мппимальпое время Т.
Отмстим, что уравпетпш (6.4.1), (6.4.2) справедливы 

всегда, сслп связь является удерживающей, т. е. масса тп 
является твердым телом (физическим маятником). Рас­
смотрим случай пеудержпвающей связи: тело тп является 
точечной массой, подвешеппой па перастяжпмой гибко!! 
нити длппы L. Здесь возможеп сход со связи: расстояние 
между массами может стать мепыпе L. Чтобы сход со свя­
зи не имел места и уравнения (6.4.1), (6.4.2) оставались 
справедливыми, сила реакции связи R должна быть поло­
жительной (Л >  0). Запишем уравнение движения массы М

Mv =  F — R sin ф (6.4.6)
и разрешим уравпеппя (6.4.1) относительно производных, 
ограничиваясь случаем точечпой массы, когда I =  тпЬ2. 
Получим

v =  [F — тп sin ф(ю2£  +  g cos ф)] (М +  m sin2 ф)-1, ^   ̂^

ш =  L - ’ t f c o s ф — тпьРЬsin ф cosф — Ш +  m)gsinф] X

X(M +  m sin ^ )-1, x =  v, ф =  со.
Из соотпошепий (6.4.6), (6.4.7) найдем 

R =  m(F sin ф +  MaPL +  Mg cos ф)(Л/ +  m siiAp)-1. (6.4.S)

В случае малых колебаний, когда угол ф достаточно 
мал, условие R >  0 всегда выполнено при любых ограни­
ченных F и М >0. В нелинейном случае при неудержи­
вающей связи нужно проверить выполнение условия R 5 s 
^  0 при помощи равенства (6.4.8).
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2. Линейная задача быстродействия. Спачала будем 
рассматривать случай малых колсбапии (6.4.2). Введем 
безразмерные переменные х ', t ф', и п параметр а' по 
формулам

х’ =  T^Fo1 [{М +  т) х -  mL<р], *' =
ф' =  (М +  m) gFohp, и =  FFq\ (0.4.9)

а' =  (М  +  т . ) Т Ж а ,  Г .-  - р г ^ П г Г -
Переменная х* характеризует положение дсптра масс 

системы. Так как I >  mb2, то выражепие (6.4.9) для То 
вещественно. В переменных (6.4.9) (далее штрихи всюду 
опускаются) соотношения (6.4.2) — (6.4.5) примут вид

х — и, v =  и, ф =  о, со =  — ф +  и, Ы  <  .1, (0.4.10)
г (0 )  =  и (0) =  ср(0) =  со(0) =  О,

(6.4.11)
х(Т) =  а, у(Т) =  ф(Т) =  а ( Я = 0 .

Соотношения (6.4.10), (6.4.11) содержат единственный 
безразмерный параметр а.

З ад ач а  5. Найти управление uU) для линейной си­
стемы (6.4.10), которое обеспечивает выполнение краевых 
условий (6.4.11) при минимальном времени движения Т.

Задачи оптимального управления для линейной систе­
мы (6.4.2), (6.4.3) рассматривались в ряде работ (сиг. на­
пример, [70, 93, 207, 239, 242, 250, 251, 2591). Излагаемое 
ниже решение задачи 5 следует работо [38]; оптималь­
ность режимов с тремя точками переключения доказана 
В. М. Мамалыгой.

Прежде всего проверим условие общпостп положения 
для системы (6.4.10). Действуя аналогично п. 4 § 3 
(см. (6.3.19)), составим матрицу А , вектор Ь и определи­
тель А для системы (6.4.10)

1 0  011 0 0  1 0  0
0  0  0  . 1 1 0  0  0
0  0  1 ’  ь '~ 0

,  А  = 0  1 0 — 1
0  - 1  о || 1 1 0 — 1 0

Условие общпости положения выполнено. Выполнено 
также п условие принадлежности точки и =  0  Внутренно­
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сти отрезка ограничения (6.4.10). Следовательно, принцип 
максимума есть пеобходимое и достаточное условие опти­
мальности [176, 53].

Функция Гамильтона Я для системы (6.4.10) в случае 
задачи быстродействия равна

Я =  piv +  р2и +  paw +  РаЫ -  <р). (6.4.12)
Здесь pi — сопряженные переменные, удовлетворяющие 

системе уравнений
Pi =  о, Р2 =  -  Ри Ръ =  Р4, Р4 =  -рз. (6.4.13)

Оптпмальпое управлепие u(t) определим из условия 
максимума фупкции Гамильтона (6.4.12)

и =  sign (р2 +  Pi). (6.4.14)
Таким образом, задача определения оптимальных ре­

жимов сведена к решению краевой задачи для системы 
дифференциальных уравнений (6.4.10), (6.4.13), в которые 
нужно подставить управлепие из (6.4.14). Краевые усло­
вия даны формулами (6.4.11). Кроме того, должно быть 
удовлетворено условие Н{Т) > 0 , и сопряженные перемен­
ные не должны быть все равны тождественно нулю.

Из условия (6.4.14) следует, что оптимальное управле­
ние u(t) представляет собой релейную функцию, прини­
мающую значения ± 1 . Число точек переключения и их 
положение неизвестны и должны быть определены в про­
цессе решения.

Сначала отыскиваются значения параметра я, для ко­
торого управления с одним переключением (два интерва­
ла постоянства управления) оптимально. Затем для про­
извольных значений а будут построены квазиоптималь- 
ные управления с одной точкой переключения, которые 
переходят в оптимальные при специальных значениях па­
раметра. Далее будет дано точное решение поставленной 
линейной задачи оптимального быстродействия (задачи 5). 
В заключение будет рассмотрена нелинейная задача (за­
дача 4).

3. Оптимальные режимы с одним переключением. Рас­
смотрим управлепие вида (6.4.14) с одной точкой t =  Т/2 
разрыва (переключения) функции nU), т. е. 
и(*) =  1 при 0«S*<272, u(t) =  - 1  при T/2<t^T .



268 П Е Р Е М Е Щ Е Н И Е  К О Л Е Б А Т Е Л Ь Н Ы Х  С И С Т Е М [Г Л . 8

Для данного управления движение рассматриваемой 
системы на интервале 0 <  t <  772 описывается формулами 
x {t)= t2/2, v =  t, <р =  1  — cos со =  sin (6.4.16)
полученными в результате интегрирования уравнений
(6.4.10) с начальными условиями (6.4.11). Аналогично оп­
ределяется решенпс прн и =  — 1 па интервале [772, 74:

« « a - V a t f - t ) 2, v — T — t,
Ф =  cos (71 — t) — 1, со =  sin (Т — t). (6.4.17)

Найденное решение (6.4.16), (6.4.17) должпо быть не­
прерывно при t =  Т/2. Непрерывность величии у , со имеет 
место при любых а, а для х, ф условие непрерывности бу­
дет выполнено, если

а =  7’2/4, cos (772) =  1. (6.4.18)
Отсюда получаем

Т =  4я/с, а =  4я2/с2, ft =  1 , 2 , 3 , . . .  (6.4.19)
Таким образом, режимы управления с одной точкой 

переключения удовлетворяют условиям принципа макси­
мума только для значений безразмерного пути а, опреде­
ляемых формулой (6.4.19). Для указанных значении пара­
метра а необходимое время Т дается формулой (6.4.19). 
Для доказательства оптимальности полученного управле­
ния, согласно изложенному выше, достаточно убедиться в 
существовании- отличного от нуля вектора сопряженных 
переменных, удовлетворяющего системе уравнений (6.4.13) 
и такого, что управление (6.4.14) имеет вид (6.4.15) и при 
этом Ш.Т) >  0. Существование этого вектора доказывается 
непосредственно путем подстановки функций
Pi =  —с, р2 =  с(г — Т/2), ръ =  0, р4 =  0 (c =  const<0)
в уравнения (6.4.13), (6.4.14). Вычисление функции Га­
мильтона (6.4,12) дает Н(Т) >  0.

4. Квазпоптнмальные управления. Как показано выше, 
для счетного множества значений параметра а, даваемых 
формулой (6.4.19), релейный режим управления (6.4.15) 
с одним переключением является оптимальным. Для про­
чих значений а точное оптимальное управление имеет 
большее число переключений. Поэтому представляет инте­
рес отыскание достаточно простых способов управления 
с минимально возможным числом точек переключения.
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Ниже рассмотрим два простейших типа квазиоптпмаль- 
цых управлений.

Зададим релейное управление в виде управления с од­
ним переключением, но с вслпчшюй, меньшей 1 , а именно

где Т1 — неизвестное время перемещения, е — параметр, 
который должен лежать в пределах 0 ^  е <  1. Для управ­
ления (6.4.20) решение уравнений (6.4.10) с граничными 
условиями (6.4.11), заданными при £ =  0, может быть 
записано в виде, аналогичном (6.4.16)

х =  ( 1  — е)£2/ 2 , 17 =  ( 1  — е)£, 
ср =  ( 1  — е) ( 1  — cos t), оэ =  ( 1  — б ) sin f (6.4.21)

при O ^ f^ T i /2 . Решение системы (6.4.10) при f e [ 2V 2 , 
TJ, удовлетворяющее грапичным условиям (6.4.11), по­
ставленным при t — T\% дается выражениями, подобными
(6.4.17)

х =  а — (1 -  е)(Г, - t)2/2, у = ( 1 - е ) ( 7 ’, - 1),

Ф =  (1 — e)[cos (Г, — f) — 1], to =  (1 — е) sin (2*i — t).
Функции и, о , как нетрудно видеть пз формул

(6.4.21), (6.4.22), непрерывны в точке Т\!2 при любых Т, 
а, е. Требование непрерывности функций я, ф приводит 
к следующим условиям на параметры задачи

Решая соотношения (6.4.23) относительно Т\ и е, бу­
дем иметь

7 ,1 = 4ян, б =  1 — а(4я2« 2)-1, п =  1, 2, . . .  (6.4.24)

Для минимизации времени процесса Т\ следует выб­
рать при заданном а наименьшее возможное п. Нетрудно 
проверить, что минимальное целое п, для которого е, оп­
ределяемое по формуле (6.4.24), лежит в пределах 0 ^  

в <  1 , равно

(6.4.22)

(1 -  е) Tl/A =  с, cos (7У2) =  1. (6.4.23)

п = В Ш  +  1  (“ ^ 4" ^ ) . (6.4.25)
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Квадратные скобки означают целую часть числа.
Если а =  4я2к2, к =  1, 2, . . . ,  то в формулах (6.4.20),

(6.4.24) следует положить п =  /с, е =  О, и тогда построен­
ный режим совпадает с оптимальным (см. (6.4.15), (6.4.19)). 
В общем случае квазпоптимальпое управление системой 
дается формулами (6.4.20), (6.4.24), (6.4.25), а время дви­
жения, как следует из (6.4.24), (6.4.25), равно

Г 1  =  4 я { [ ^ ] + 1}  («■М »***)- (6.4.20)

Не проводя аналогичных исследований, укажем другой 
одпопараметрический квазиоптпмальный режпм управле­
ния

и

1 , 0 < t < ( r 3 - 6 ) /2  (0 < 6 < Г .,) ,  
0, (Г2 — 6 ) /2 <  t <  (Г 2 +  б)/2,

— 1 , (2\, +  6) /2 < * < Г л.

Здесь Г2 — время управления, 6 — длина временного 
интервала, во время которого система движется по инер­
ции с пулевым значением управляющей силы. Значение 
б следует выбирать аналогично тому, как это делалось вы­
ше при отыскании величины е.

5. Оптимальное управление с тремя точками переклю­
чения. Перейдем к построению релейных управлений с 
тремя точками переключения. Покажем, что управление 
впда

и =  1  при ie=(0 , t0, * e ( f 2, £3),
(6.4,27)

и — — 1 при * e ( i i ,  fa), Je=(i3, Г)
позволяет перевести систему (6.4.10) пз начального со­
стояния в конечное (6.4.11). Здесь t\, fa, fa— моменты пе­
реключения, Г — момент окончапня процесса.

Подставим управление (6.4.27) в уравнение (6.4.10) и 
проинтегрируем их при начальных условиях (6 .4 .1 1 ). 
Удовлетворяя краевым условиям при t =  Г, получим ана­
логично (6.4.18) систему трансцендентных уравнений для 
t\, fa, fat Г

*i - f2 +  *3 =--772, * 2 -* 1 -Н з  =  Г2/ 2 - а ,
2 (cos tx — cos t2 +  cos i3) — 1 — cos T =  0, (6.4.28)

2 (sin — sin t2 +  sin t3) — sin T =  0.
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Поставим цель найти какое-либо решение системы
(6.4.28). Заметим, что начало и конец траектории можно 
поменять местами, обратив дви­
жение. Поэтому будем искать 

t2, tz в виде, обеспечиваю­
щем симметрию управления
(6.4.27) относительно момента 
i =* 772
U =  272 -  / 2 =  772,

U =  Т/2 +
(6.4.29)

Здесь 1 — нсизвестпая пос- о 8п г
тояпная. Подставим формулы 
(0.4.29) в систему (6.4.28). Пер- Рпс. 6.9.
вое уравнение (6.4.28) при этом
автоматически удовлетворяется, а остальные уравнения 
преобразованиями приводятся к виду

2g2 =  ТУ4 -  a, cos (772)12 cos | -  1 -  cos (772)1 =  0,

(6.4.30)
sin (772 )[2c o s | - l - c o s (772)] =  0.

Последние два уравнения (6.4.30) удовлетворяются, 
если принять

% =  arccos cos2 (274). (6.4.31)

Подставляя (6.4.31) в первое уравнение (6.4.30), пол}-? 
чпм уравнение для Т

f(T)=a. (6.4.32)
Здесь введено обозначение

/(Я  =  ТУ А -  2 {arccos[cos2 (774)D2. (6.4.33)

Можно показать, что фупкцпя /(Я  пз (6.4.33) строго 
возрастает от 0 до °о, когда Т изменяется от 0 до Сле­
довательно, при любом а >  0 уравпенпо (6.4.32) имеет 
едннствеппое решеппо 7’ > 0 . График функции /(Я  дай 
на рис. 6.9. При Т ->- 0 и Т -*■ «> справедливы асимптотиче-
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скпе представления

/ (Г )= ш  +  0 (П  (Г-*0), / ( Г ) = £  +  0(1) (Г->оо).
(6.4.34)

Соотношения (6.4.34) можно использовать для при­
ближенной оценки решения уравнения (6.4.32) при малых 
или больших а. Отметим еще следующие равенства, выте­
кающие из (6.4.33)

/(4я7с) =  4я2/о2, к =  1 , 2 , . . .  (6.4.35)
Построение управления (6.4.27) свелось к следующим 

операциям. Сначала для заданного а >  0 находим единст­
венное решение уравнения (6.4.32), для этого можно по­
пользовать график рис. 6.9. Далее определяем £ либо по 
формуле (6.4.31), либо из первого уравпеппя (6.4.30), что 
эквивалентно

Из соотношений (6.4.32), (6 АЗЗ) видно, что всегда 
Т>21а. (6.4.37)

Следовательно, величина |, определяемая равенством
(6.4.36) , вещественна и неотрицательна. Искомые момен­
ты переключений находим по формулам (6.4.29). Из
(6.4.36) следует, что | <  274, поэтому момспты переключе­
ний удовлетворяют неравенствам

0 < т < « 1 < < г < » з < т < : г - <м -38)
Если а ~  4я2/с2, к =  1 , 2 , .. ., то вследствие равенств

(6.4.35) уравнение (6.4.32) пмест решение Т =  4л/о. В этом 
случае соотношения (6.4.36), (6.4.29) дают

а =  4я2/с2, Т =  4я/о, £ =  0, Т =  2 i 'и, 
t\ =  h =  t3 =  272, /с =  1 , 2 , . . .

(6.4.39)

Режим (6.4.27) с тремя переключениями в случае
(6.4.39) переходит в оптимальный режим (6.4.15), (6.4.19) 
с одним переключением.

Итак, построено управлеппе (6.4.27), переводящее си­
стему (6.4.10) из начального состояния в конечное (6.4.11)
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при любых а >  0. Для доказательства его оптимальности, 
как и в п. 3, укажем соответствующий пепулевой вектор 
сопряженных переменных. При этом исключим значения 
а, указанные в (6.4.39), так как для пих оптимальность 
управления уже доказана в п. 3. Для а ^ 4 я 2/с2, как не­
трудно видеть лз (6.4.32), (6.4.33), (6.4.36), имеем

Т >  2 а1'2, % >  0, а Ф 4л2/с2, к =  1 , 2 , . . .  (6.4.40)

Рассмотрим при условиях (6.4.40) сопряженные псрс- 
мстптыо

Функции (6.4.4!) удовлетворяют системе (6.4.13), а со­
ответствующее пм управление (6.4.14) равно

Нетрудно проверить, что управление (6.4.42) испыты­
вает переключения в моменты (6.4.29) и совпадает с
(6.4.27). Условие Н(Т) >  0 также выполнено.

Итак, построепиое управление (6.4.27) удовлетворяет 
прттпципу максимума для рассматриваемой линейной за­
дачи быстродействия, Условие общности положения п 
принадлежности нуля внутренней части области ограниче­
ний Ы  <  1  здесь также выполнены (см. п. 2 ).

Следовательно, управление (6.4.27), определяемое соот­
ношениями (6.4.29), (6.4.32), (6.4.33), (6.4.36), оптимально 
при всех а >  0. Это едипствеппое оптимальное управление 
есть решение задачи 5.

Обозначим через Т*(а) мпппмальпое время перемеще­
ния системы (6.4.10) пз лачальпого состояния (6.4.11) в 
состояние х{1') =  a, v(T) =  0. Здесь гашепля колебаний, 
т. е. равепств ф — а =0 при t =  Т, пе требуется. Отималь- 
пое время быстродействия Т* (а) соответствует примеру 
1 пз Г176], который описывается первыми двумя уравне­
ниями (6.4.10), и равно Т*(а) =  2я,/2. Теперь неравенство
(6.4.37) приобретает паглядпьтй смысл Т>Т*, т. е. время 
перемещения с условием гашеппя колебаний не меньше, 
чем время перемещения без этого условия. С'другой сто- 
18 ф. я. Чсрноусько, Я. Д. Акуленко, Б. Н. Соколов

(6.4.41)

u[t) =  sign [ т * ( т - * ) - Ц т - ‘ )]- <6-4-42>
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роны, имеет место неравенство Т < Т i, где 1\Ы) — зави­
симость (6.4.26) времени от пути для квазиоптимальпого 
режима с одним переключением. В обоих леравепствах 
Г* <  jT <  Т\ достигается равенство при значениях а из
(6.4.39), п только при них. На рис. 6.10 сплошпой и пунк­

тирной кривой соответст­
венно показаны отпоше- 
пия Т/Т* н 7УГ* в зави­
симости от а. Вторая за- 
впсимость является раз­
рывной функцией а. Прп 
больших а оба отношения 
приближаются к единице.

6 . Управление нели­
нейными колебаниями. 
Откажемся от условия 
малости угла ср и рассмот­

р и  ею  рим пелипойпую систему
(6.4.1). Будем искать уп­

равление с одной точкой переключения, расположенной 
в середине интервала

F M = F *f i s  (0 ,772), 0 < F * < F 0, 

F(t) =  -F * , te(T /2,T ).
(6.4.43)

Здесь F*— неизвестная постоянная, подлежащая опре­
делению, Т — время процесса. Управление (6.4.43) удов-', 
летворяет ограничению (6.4.3) и должно переводить си­
стему (6.4.1) из пачальпого состояния (6.4.4) в конечное
(6.4.5).

Потребуем, чтобы движение обладало свойством ch m -'i 
мстрии относительно точки t =  772, точнее, чтобы коорди­
наты (х — а/2 ), ср были печетными, а скорости — v, со — 
четными функциями от t — 772. Указанные свойства чет­
ности допускаются уравнениями (6.4.1) (прп печетпом уп­
равлении (6.4.43)) и граничными условиями (6.4.4), (6.4.5).^ 
Вместо условий в конце движения (6.4.5) достаточно по­
требовать равенств

«(772) =  а/2 , <р(772) =  0 . (6.4.44)
Тогда движепие, построенное на интервале (0, Т/2) 

при граничных условиях (6.4.2), (6.4.44), будет продолже­
но указанным симметричным образом на интервал (772, Т).
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Проинтегрируем систему (6.4.1) при постоянном управ­
лении F. Интегрируя дважды уравнение двпжепия цент­
ра масс, получим

(М +  т) v — тЬ(й cos ср =  F*t +  С\,
(6.4.45)

Ш +  т) х — mb sin ср =  F*tV 2 +  С it +  С2.
Здесь С1, Со — постоянные интегрирования.
Полная механическая энергия системы (6.4.1) равна

Е =  v +  -----mbvсо cos ср — mgL cos ср. (6.4.46)

Изменение энергии (6.4.46) равно работе постоянной 
силы F*. Поэтому имеем интеграл (Са — постоянная)

(М +  то) v /©-----mLm  cos ср — mgL cos ф — F^x =  C3.
(6.4.47)

В сохранении интеграла (6.4.47) можно убедиться и 
непосредственно, умножая первые два уравнения (6.4.1) 
на v, со соответственно и складывая их. Выразим перемен­
ные v, х при помощи равенств (6.4.45) и подставим их в 
(6.4.47). После упрощений получим

М -1- т 2 cpj ср2 — mgL cos ф ■ mLFg sin <p
M +  m

C\ -2F*C2 
2{M + m) = ca. (6.4.48)

Уравнение (6.4.48) сводится к квадратуре.
Определим произвольные постоянные, подставляя на­

чальные данпые (6.4.4) в интегралы (6.4.45), (6.4.48)
С\ — С2 — 0, Сз, — — mgL.

После этого интегралы (6.4.45) примут вид 
Ш -Ь m)v — mLd) cos ф =  F* t,

Ш +  m)x — mL sin cp — F# tV 2,
(6.4.49)

а интеграл (6.4.48) даст
mLF,„ sin <p 

M-i-m — mgL (1 — cos ф).
(6.4.50)

18*
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Для определения двух неизвестных постоянных F%, Т 
закона управления (6.4.43) имеем два условия (6.4.44). 
Подставляя их в (6.4.49), получим соотношение

(M +  m)a =  F*T2/4. (6.4.51)
Для получения второго соотношеппя проанализируем 

уравнение (6.4.50). Его левая часть неотрицательна, так 
как I >  mb2, а его правая часть

2шХ sin ■§• cos i  -  g sin -f-)

положительна па интервале (0 , ср*), где

Ф« =  2 arctg (6.4.52)

Следовательно, угол ср, изменяющийся согласно урав­
нению (6.4.50), испытывает колебания в пределах 0 <  
^  ф <  ср* Условие (6.4.44) для ср означает, что Т/ 2  равно 
целому числу п периодов колебаний, т. е.

Т_ =  2^п Т [I -  mzL2 (М -|- щ) - 1 cos2 cpl1/a dtp
2 mL J щ  _|_ W)-i sin ср— g (1 — cos ф)]1/2 *

n =  l , 2 t . . .  (6.4.53)
Исключая T при помощи равенства (6.4.51)

Т =  2 [{М +  m) aF; 1 ] 1/2 (6.4.54)
и подставляя ого в (6.4.53), получим 
 ̂Ш  +  т) a j 1/a _

т*
_  (М +  m)-*1 cos2 ф]17Уф _ . „

mb.) [7̂  (7J/ mp i sin ф _  g ^ _  cos ф)]1/а ’ 11 ~~ ’ А ' "

(6.4.55)
Итак, расчет искомого режима (6.4.43) сведен к реше- 

ипю относительно /'’ * трансцендентного уравнения (6 .4 .5 5 ), 
в котором ср* дано формулой (6.4.52). Решение F* долншо 
лежать в интервале 10, Fq\. Большим F* отвечает соглас­
но (6.4.54) мепьшее время Т. Следовательно, натуральное



перемещение двухмассоеой системы 277$ 41

п следует выбрать таким, чтобы соответствующий корень 
/'’ * уравнения (6.4.55) лежал в (0, Fo\ и был максимален. 
Интеграл (6.4.55) может быть упрощен в предельных слу­
чаях малых и больших отношений т/М.

Рассмотрим вопрос о возможности схода со связи для 
режима (6.4.43) в случае точечной массы т, подвешенной 
на иорастяжпмой нити. Воспользуемся для этого форму­
лой (6.4.8).

В силу симметрии движения достаточно рассмотреть 
интервал £е [ 0 ,  2Y2I, па котором F =  F#1 ере [0, ф*|. 
В силу равенства (6.4.52) имеем 0 <  ф <  я. Рассмотрим 
•сначала те моменты времени, где 0 ^  ф <  я/2. Здесь пз 
формулы (6.4.8) сразу получим R >  0.

Пусть теперь я / 2 < ф < я ,  что возможно лишь при 
Ф * >  я/2. На этом интервале sin ф и cos ф убывают, н 
справедливы следующие оценки для (6.4.8) 
д  т {Р* sin ф +  mg cos ф) т (Р* sin ср» +  mg cos ф») _

М -f- т М + т
__ 2mF* tg (ф̂ /2) +  m2g [1 — tg2 (у»/2)1 

(Л/ -f- т) [1 +  tg2 (ф*/2)]
Подставляя ф* из (6.4.52), получим 

D ^  2/и. (М +  т) gF\ +  т г (М +  m)2 g3 -  ^  Л
^  (Л/ +  т) 3 g >

Итак, R >  0, и сход со связи при данном способе дви­
жения никогда не происходит.

Покажем, что построенные режимы управления, опре­
деляемые соотношениями (6.4.43), (6.4.52), (6.4.54),
(6.4.55), олтимальпы (являются решением задачи 4) прп 
некоторых зпачениях параметров задачи. Пусть уравне­
ние (6 .4 .5 5 ) при некотором натуральном п имеет решепис 
F.̂  =  F0, т. е. параметры задачи, таковы, что прп некото­
ром п выполняется равенство 
Г (М -I- т) а 11/2 _
L 2^ J “

Фо
___ К_ Г [I — m*L (М +  ffl)-1 cos2 ф]1/2 eftp
~  mL ,) (Л/ - f  ю )" 1 sin ф — g ( L — cos ф) j 1/z '

Фо =  2 arctff F0(M +  ^ ) _ 1  g~l.

n  =  Ij 2, . . .  

(6.4.56)
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В этом случае управление все время лежит па ограни­
чении, а время движения (6.4.54). равно

r=.2[(Af +  i»)ftFJ1]lft. (6.4.57)
Для доказательства оптимальности первое уравнение

(6.4.1) представим в виде

q =  F7 q =  Ш  +  т)х — mb sin <р, (6.4.58)
где q характеризует положение центра масс системы. Из 
краевых условий (6.4.4), (6.4.5) вытекает, что

g(0) =  g(0) =  0, q( T)  =  m + m ) a ,  i ( T )  =  0. (6.4.59)
Рассмотрим задачу о наискорейшем перемещении цент­

ра масс системы (6.4.58) при условиях (6.4.59) и ограни­
чении (6.4.3). Решение этой линейной задачи быстродей­
ствия, как отмечалось в п. 5, дается управлением (6.4.43) 
при F =  Fq. Время быстродействия равно (6.4.57).

В поставленной задаче о паискорейшем перемещении 
с гашением колебаний (6.4.1), (6.4.3) — (6.4.5) требуется, 
помимо условий (6.4.59), удовлетворить еще условиям на 
Ф, со. Поэтому время быстродействия в исходной задаче но 
меньше (6.4.57). Это доказывает оптимальность режима
(6.4.43) с одним переключением, а с F *= F 0 для тех слу­
чаев, когда выполнено условие (6.4.56). Условие (6.4.56) 
выделяет счетное число значений расстояния а, пропор­
циональных п2.

Построенные здесь режимы являются непосредствен­
ным обобщением решений пп. 3, 4 и переходят в них в 
в случае малых колебаний.



Г Л А В А  Т

ОПТИМАЛЬНЫЙ РАЗГОН КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ

В этой главе рассмотрены режимы, сообщающие ко- 
лебательпой системе заданную скорость с гашением ко­
лебаний относительно положения равновесия. Такие ре­
жимы будем пазывать режимами разгона. Будут рас­
смотрены также режимы торможения, гасящие колеба­
ния системы, с одновременной, ее остановкой.

В § 1 дана постановка задач разгона и “уорможенпя. 
Показано, что задача торможения заменой переменных 
сводится к задаче разгона. В § 2 исследованы задачи 
разгона при ограничениях, наложенных либо на ско­
рость, либо на ускорение положения равновесия. В § 3 
рассмотрена задача разгона при совместных ограниче­
ниях па скорость и ускорение положения равновесия. 
В § 4 приводится решение задачи о разгоне маятника 
переменной длины. Изложение этой главы опирается па 
результаты работ [199, 197, 141, 140, 92].

§ 1. Задачи папскорсйшего разгона 
с гашением колебаний 1

1. Постановка задач. Рассматриваемая колебательная 
система представляет собой маятник, точка подвеса ко­
торого может перемещаться вдоль горизонтальной оси х. 
Эта система (рис. 6 .1 ) описана в и. 1  § 1  главы 6 , и 
ее уравнения в безразмерных переменных имеют вид
(6.1.5), а именно .

Ар =  £0 , 0  =  — ф  +  U>, X =  V, V — W. ( 7 . 1 . 1 )

Построенные в главе 6 оптимальные п квазиоптпмаль- 
пые способы управления колебательной системой (7.1.1) 
обеспечивали ее перемещение па заданное расстояние 
а с гашением колебаний. При этом законы управления 
зависели от а и в процессе движения система соверша-
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ла колебания. Рассматриваемые в данной главе режимы 
разгона (торможения) переводят систему из покоя в 
состояние поступательного движения без колебаний (и 
обратно). Эти режимы особеппо удобны с практической 
точки зрения, так как их применение позволяет разбить 
перемещение колебательной системы па три этапа: раз­
гон — движение без колебаний — торможение. Управле­
ние па этапе разгона и торможения определяется только 
параметрами системы п не зависит от расстояпия, па ко­
торое требуется переместить систему. Движение без ко­
лебаний па среднем участке дает возможность сочетать 
этот впд движения с другими, например, с измененном 
длины подвеса. Это позволяет, в частпостн, сравнитель­
но просто перемещать маятник в вертикальной плоскости 
на заданное расстояние и высоту с гашением его колеба­
нии. -

Предполагается, что па скорость vit) н ускорение 
wit) наложены ограппчопия вида (а, р, Ъ — заданные 
константы)

а ) - а < у < р ,  а > 0 , Р >  0 ;
б) -Ь < н ;< 1 , Ь >  0. (7.1.2)

. Будет рассмотрен также случай, когда ограничение 
на ускорение зависит от знака скорости точки подвеса

— (у >  0), — K w < :b  iv <  0), (7.1.3)
-  р <  v <  р.

В частности, одно из двух ограничений (7.1.2) может 
отсутствовать.

На рис. 7.1, а, б изображены области допустимых 
значений управления wit) и скорости подвеса vit) для 
ограничений (7.1.2), (7.1.3) соответственно. Отметим, что 
одна из постоянных в ограничениях (7.1.2), (7.1.3) При­
пяти равной едипице, что уменьшает число независимых 
параметров и не ограничивает общности, так как эта пос­
тоянная может быть принята в качестве масштаба при 
введении безразмерных перемеппых. А  лмеппо, в соот­
ношениях (6.1.4) пужпо Припять vo =  w0T0, где w0 — мак­
симальное ускорение в положительном направлении осп 
х в случае (7 .1г,2 ), или в направлении текущей скорости 
v — в случае (7.1.3),



§ 1 J ЗАДАЧИ НАИСКОРЕЙШЕГО РАЗГОНА 281

Движение начинается из состояния покоя и закан­
чивается в момент Т. В этот момент скорость точки 
подвеса должна равняться заданной величине с, а ко­
лебания должны быть погашены. Обозначая через а

W,

1

W

1

ь

0 Т ° -fi 0
-1

fiv

-ь
-ь

а)

координату х{Т), запишем граничные условия для систе­
мы (7.1.1)

ср(О) =  ю(0) =  х(0) =  р(0) =  ф(2Р) =  со (Г) =  О,
(7.1.4)

viT) =  с, х{Т) =  я, 0 <  с <  р.

Сформулируем следующие пять связанных друг с 
другом задач оптимального управления точкой подвеса 
маятника при его разгоне.

З а д а ч а  1 (задача синтеза). Выбором управления 
wit) за минимальное время Т перевести систему (7.1.1) 
из произвольного начального положения <р(0 ), со(0 ), х(0 ) 
в конечное положение (7.1.4) при фиксированном с. 
Координата xiT) свободна. На скорость точкп подвеса 
наложено первое ограничение (7.1.2).

З а д а ч а  2. Эта задача отличается от задачи 1 тем, 
что в качестве пачального положения выбрано положение 
покоя (7.1.4), а координата х(Т) фиксирована х(Т) =  
=  0. В этой задаче для определенности принимаем а =  
=  р= ' й== 1 . • •

З а д а ч а  3. Выбором управления wit) перевести сис­
тему (7.1.1) из начального положения покоя в копеч-
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ооо положепие (7.1.4). Координата х{Т) свободна. На 
ускорение точки подвеса наложено второе ограничение
(7 .1 .2 ) , на скорость ограничений нет.

З а д а ч а  4. Эта задача отличается от задачи 3 тем, 
что и скорость, и ускорение ограничены неравенствами
(7.1.2) .

З а д а ч а  5. Задача отличается от задачи 3 тем, что 
скорость и ускорение ограничены неравенствами (7.1.3), 
причем с =  (J.

Разгон системы до скорости с, меньшей максималь­
ной скорости § целесообразен при перемещении системы 
на малые расстояния. Произвол в выборе с можно исполь­
зовать для минимизации суммарного времени переме­
щения. В задачах 1, 3, 4 скорость с произвольна, с е  
е  [0, р], а задачи 2, 5 решаются при с =  р.

Ограничения на управляющую функцию задачи 1 от­
вечают механическим системам, скорость которых огра­
ничена, а время переходного процесса при изменении 
скорости пренебрежимо мало по сравнепшо с периодом 
колебаний. Здесь будет построен синтез управления. В 
задаче 2  рассмотрена аналогичная система, но с допол­
нительным условием: точка подвеса к моменту разгона 
должна находиться в исходном положении. В качестве 
начального состояния в задачах 2—5 выбрано состояние 
покоя (7.1.4).

В задаче 3 рассмотрено движение с ограни­
ченным ускорением положения равновесия. Ограни­
чение на ускорение позволяет учитывать влияние инер­
ционных факторов. Решение задач 4, 5 с совместными 
ограничениями на скорость и ускорение опирается на 
решение первых трех задач. Рассмотрены как независи­
мые ограничения на скорость п ускорение (задача 4), 
так и ограничения, зависящие от знака скорости поло­
жения равновесия (задача 5), см. рис. 7.1. Ограничения
(7.1.3), наложенные в задаче 5, отражают тот факт, что 
ускоренное и замедленное движения подвеса происходят 
по разным законам (торможение может осуществляться 
более резко, чем набор скорости).

2 . Задачи напскорейшего торможения. Аналогично, с 
очевидной перестановкой начальных и конечных условий 
в (7.1.4), формулируются задачи об оптимальном тормо­
жении. Таким образом, режиму торможения должны со­
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ответствовать следующие граничные условия
<р(0) =  ш(0) =  х(Т) =  v(T) =  Ф( Т) «  ©(Г) =  О,

ж(0 ) =  а, у(0 ) =  с.
(7.1.5)

После замены переменных (Ь >  0)
ф ->■ — &ф, со —*■ &со, х -*• — Ьх,

v-+bv, iv -»—  bw, t Т — t,
уравнения (7.1.1) перейдут сами в себя,
(7.1.2) примут вид

(7.1.6)

ограничения

— ab~{ v <  рй-1, — &_ 1 ^ 1У < 1 , (7.1.7)
ограничения (7.1.3) запишутся в виде

— Ь-1 <  w  ^  1 (у  >  0 ) — К  w  ^  Ь~} (и <  0 ).

(7.1.8)

Граничные условия (7.1.5) будут аналогичны усло­
виям (7.1.4) с очевидным изменением

х(Т)=-аЬ~\ v{T) =  c b (7.1.9)
Ограничения и граничные условия (7 .1 .7 )—(7.1.9) с 

точностью до обозначений совпадают с ограничениями и 
граничными условиями. (7.1.2)—(7.1.4). Поэтому ре­
шение задач оптимального торможения эквивалентно ре­
шению задач 1—5 оптимального разгона. Решение задач 
разгона 1—3 дано в § 2, задач 4, 5 — в § 3.

§ 2 . Оптимальный разгон при ограничениях на скорость 
или на ускорение положения равновесия

1. Построение синтеза оптимального разгона при ог­
раниченной скорости точки подвеса. Рассмотрим задачу 1. 
Также, как в п. 1 § 2 главы 6 , вводим новую перемен­
ную ф =  v — и, (см.(6 . 2 . 1 )), после чего фазовое ограни­
чение (7.1.2) на скорость v(t) становится ограппчепием 
на управляющее воздействие. В новых перемеппых ф, ф 
уравнения дппжеппгя имеют вид (6 .2 .1 ), (6.2 .2 )

(7,2.1)
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а краевые условия (7.1.4) дадут
q>(0 ) =  ф(0 ) =  ф(Т) =  О, ф(Г) =  с. (7 .2 .2 )

Сначала будет построено синтезирующее управление, 
переводящее систему (7.2.1) из произвольного начально­
го положения <р°, ф° в конечное состояние (7.2.2) за 
наименьшее время Т при ограничении па скорость
(7.1.2) . Это управление, построенное согласпо принципу 
максимума для линейных задач быстродействия, будет 
оптимальным при всех с е  [0 , р] в силу единственности 
построения.

Решение задачи разгона с граничивши условиями
(7.2.2) будет получено па основе решения задачи син­
теза как частный случаи.

В соответствии с принципом максимума выпишем для 
системы (7.2.1) функцию Гамильтона и сопряженные 
уравнения

И  =  picp +  р 2(о  — тр), Р\ =  Р2, Р2 =  — Pi- (7 .2 .3)

Функция Гамильтона (7.2.3) достигает максимума по 
р е  [—а, р] при

v =  — а при р2 <  0, v =  р при р2 >  0. (7.2.4)
Подставляя в (7.2.4) решение сопряженной системы

(7.2.3) , получим (01 — константа интегрирования)
и =  —а при sin (£ +  0 0  < 0 , и =  р iipu sin '(i+ 0 0  >  0 /  :

(7.2-5)'
Отсюда следует, что оптимальное управление v{t) — 

релейная функция, принимающая значение — а, р. Обоз­
начим через U, i =  1 , 2 , п, длину i-го интервала посто­
янства управлепия, а через п — их- число. Из {7.2.5) вы­
текают соотношения

£i ^  л, tn я, и '= я, i =  2, 3, . . . ,  п — 1. (7.2.6)
Общее решение системы уравнений (7.2.1) при уп­

равлении (7.2.5) имеет вид (Л, 0 — постоянные интег­
рирования)

ф =  A sin (£ +  0) +  р, cp — A cos (£ +  0) при v =  р,
(7.2.7),

\J) =  Л  вш (£ +  0) - а ,  <р ~  Л  cos (£ +  0) при v = *  — a ,
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Из формул (7.2.6), (7.2.7) следует, что при управле­
нии v =  — a, v =  р изображающая точка в плоскости -ф, 
Ф движется в направлении по часовой стрелке по дугам 
окружностей с центрами в точках (—а, 0 ), (р, 0 ) соответ- 
ствснпЬ. Центральный угол дуг не превышает л. Нарве. 
7.2 в плоскости ф, ср изображено поле оптимальных тра­
екторий (7.2.6), (7.2.7).

Обозначим через ccj, Pi оптимальные траектории, со­
ответствующие управлениям v =  — а л у =  р, и приво­
дящие изображающую точку ф, ср в конечное положение 
(с, 0). Согласно условиям onTiiMaj

усами а +  с, р — с соответственно (рис. 7.2).
На полуокружность Pi изображающая точка может 

попасть, двигаясь с управлением и =  — а по дуге, цент­
ральный угол которой пе превышает я (см. (7.2.7),
(7.2.6)). Обозначим через <% геометрическое место то­
чек, обладающих следующим свойством. Движение, на­
чавшееся из этих точек, должно под действием управле­
ния v =  — а закончиться на дуге Pi за время я. Нетруд­
но видеть, что 042 — полуокружность с радиусом р — с и 
центром в точке (— 2а — р, 0 ), лежащая в верхней полу­
плоскости. Аналогично построим полуокружность Рг- 
Движение, начавшееся на Рг, под действием управления 
v ~  р должно за время я закончиться на щ, Полуокруж­

f

Рпс. 7.2.

окружности с центрами в точках
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ность рг имеет радиус ы +  с п центр в точке (2 (J +  а, 0 ), 
она лежит в нижней полуплоскости (см. рис. 7. 2).

Продолжая построения по индукции, определим а„ 
Pi как такие полуокружности, что движение, начавшееся 
на них, переходит под действием оптимального управления 
за время я па полуокружности р{_ 1, a {_i, соответственно. 
При этом полуокружности оtj лежат в верхней полуплос­
кости слева от ai, а полуокружности р,- — в нижней по­
луплоскости справа от Рь Переходы a f -*■ pf-i происхо­
дят под действием управления v =  — а, а переходы 
р,- -*■ ai-i — под действием и =  р (рис. 7.2). Из построе­
ния следует, что радиусы полуокружностей ос(, р,- соот­
ветственно равны

Да. = а + с, i=2/ —1; Ла{ —Р—с,*=2/ (/=1,2,...)» 
Rfn =  Р — с, i =  2 / — 1 ; =  ос *4- с, £ =  2 /.

Центры полуокружностей at, р,- лежат в точках At, 
pi оси -ф и отстоят друг от друга па расстояппо сс+ р, 
равное сумме радиусов соседних полуокружностей (см. 
рис. 7.2). Поэтому

^i =  p — i(a +  p), Bi =  i(a +  p) — a, i — 1 , 2 , . . .
Построенная таким образом совокупность полуокруж­

ностей является линией переключения п разделяет фа­
зовую плоскость \]), ф па две части. Управление равно 
v =  —а в верхней и v =  р в нижней части плоскости. 
Построенный синтез оптимального управления при 
с =  0 , сс=р переходит в известный пример 2  пз C176J.

2. Разгон лз состояния покоя. Найдем программное 
оптимальное управление; переводящее систему (7 .2 .1 ) за 
кратчайшее время пз начального положения в конечное 
состояние (7.2.2). Из приведенного на рис. 7.2 синтеза 
следует, что оптимальное управление пмсст два интер­
вала постоянства скорости. Обозначим длипу первого ин­
тервала через fi, длину второго — через t2. Таким образом, 
Т =  t\ +  t2 и

u(t) =  P, £е=[0, f|0; v { t )= — a, t\ +  t21. (7.2.8)
Запишем решение уравнений (7,2.1) в виде свертки



§2] ОГРАНИЧЕНИЯ НА СКОРОСТЬ ИЛИ УСКОРЕНИЕ 287

и учтем краевые условия (7.2.2)
т

ф (Т) =  | sin (Т — т) v (т) dx =  сх
о
т

ср (Т) =  j  cos (Т — x)v (т) dx =  0. 
о

(7.2.9)

Подставим управление (7.2.8) в соотношения (7.2.9). 
После интегрирования получим

Р cos Ui +  t2) — (р +  a) cos t2 =  — с — а,
(7.2.10)

Р sin U\ + t2) — (р +  а) sin t2 =  0.
Возведем в квадрат и сложим обе части этих урав­

нений
Р2 — 2р(р +  a)cos U — (с +  а )2 — (р +  а)2.

Наименьший положительный корень Ц этого уравнения 
равен

tL =  arccos P2- ( c  +  g)2+(P +  « ) 2 
2Р (fi + а) (7.2.11)

Для определения t2 умножим обе части первого урав­
нения (7.2.10) па cos t2, обе части второго — па sin t2 и 
сложим оба уравнения

Р cos t'i — (р -I- а) =  — (с +  a) cos t2. 
Подставляя в это уравнение t\ из (7.2.11), получим

£„ =  arccos (Р +  а)2 - Р 2 +  (с +  «)а
2 (с +  а) (Р +  а) (7.2.12)

Время быстродействия Т =  t\ +  t2 найдем из первого 
уравнения (7.2.10), подставив в него t2 из (7.2.12). По­
лучим

т =  h +  t, =  arccos (7-2.13)

Оптимальный режим разгона построен и определяет­
ся формулами (7.2.8), (7.2.11)—(7.2.13).

Рассмотрим случай с =  р =  1, т. е. разгон производит­
ся до максимальной допустимой скорости, равной еди­
нице, и пусть либо а =  1, либо а =  0. Случай сс =  1 от­
вечает симметричному ограничению па скорость |г| ^  1 ,
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а случай а  =  0  — отсутствию обратного хода, здесь 0 ^  
Подставляя указанные значения а, р, с в со­

отношения (7.2.11)—(7.2.13), получим 
t\ — arccos 1/4 »  1,3181, t2 =  arccos 7/8 «  0,5054,

(7.2.14)
Т =  arccos ( -1 /4 )  «  1,8235 (|уШ1 <  1),

ti =  t2 =  л/3, Г =  2я/3. ( 0 ^ уШ < 1 ) .  (7.2.15)
Оптимальные фазовые траектории маятника в плос­

кости ф, о), соответствующие решениям (7.2.14), (7.2.15), 
изображены на рис. 7.3. Эти 

t1 траектории отвечают движе-
'-е$1 ^  нию системы (7.1.1) при уп­

равлении (7.2.8), (7.2.14)
(рис. 7.3, а) и (7.2.15) (рис. 
7.3,6). Они начинаются и за- 

9 °\ 9 канчиваются в начале коор­
динат и состоят из трех 

Af вертикальных отрезков, со-
1 ответствующих скачкадг ско­

рости и соединенных дуга­
ми с центральными углами, 
равными fi, t2. Величины 

S) последовательных скачков
равны 1, —2, 2 па рпс. 7.3, а 

рпс у з и 1, —1, 1 па рнс. 7.3, б.
Решение задачи 1  пост- 

ровно.
о. газгои при ограниченной скорости точки подвеса 

и фиксированном конечном состоянии. В задаче 2, в от­
личие от задачи 1, координата х(Т) фиксирована: х{Т) — 
=  0. Поэтому дополнительно к уравнениям (7.2.1) и 
краевым условиям (7.2.2) следует привлечь уравнение 
и краевые условия

я =  У) ж(0) =  х(1') — 0. (7.2.10
Выпишем функцию Гамильтона, сопряжепиые урав- 

неиия и ограничения для задачи 2

И =  р!ф +  р2(у _  -ф) +  рзи̂  | | ^  ^

Р1 в  Р2, Р2 =  -  pi, р3 =  0 .
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Функция Гамильтона достигает максимума по v при 

v — 1  при A sin (£ +  0) +  В >  О,
(7.2.17)

v =  — 1 при A sin (£ +  0) +  В <  0.
Здесь А , В, 0 — константы интегрирования сопря­

женной системы. Из (7.2.17) следует, что v{t) — релей­
ная функция, принимающая значения ±  1. Обозначим 
через U длину £-го ненулевого интервала постоянства уп­
равления, через п число этих интервалов, 1 ^  i <  п. Из
(7.2.17) следуют соотношения, аналогичные (6.2.10)

U +  £<+i =  2 л, i =  2 , 3, . . . ,  п — 2 ,
(7.2.18)

£i +  £2 <  2я, £п_! +  £п^ 2 я .
Из формул (7.2.18) ясно, что при п > 3 время раз­

гона Т > 2 я. Ограничимся случаем п < 3  и покажем, что 
соответствующее время Т <  2я. Тем самым будет уста­
новлено, что оптимальное решение реализуется при в < 3 .

Пусть v(t) — — 1 на первом интервале постоянства. 
Таким образом, рассмотрим управление 

V - - 1 ,  £ е ( 0, £i)U(£! +  £2, Т)\
(7.2.19)

v =  1, £ ^  (?i, t\ +  £2); Т — ti +  £2 "Ь £3, U >  0.
Из краевых условий (7.2.15) следует

£i +  £3 =  £2) Т =  2£2. (7.2.20)
Подставим управление (7.2.19). в соотношения (7.2.9), 

полояшм с =  1 и воспользуемся равенствами (7.2.20)

— 2  cos (£2 + £3) +  2  cos £з =  2  — cos 2 f2,
(7.2.21)

— 2  sin (£2 +  £3) +  2  sin £3 =  — sin 2 £2.
Возведем обе части уравнений (7.2.21) в квадрат и 

сложим их. Получим
cos £2 =  (2 - i / 6 ) / 4  «  -  0,11237.

Наименьший полояштельный корень этого уравненпя, 
соответствующий согласно (7.2.20) папмепыпему Т, 
равен

£2 =  arccos [(2 — } /б ) /4 ]  »  1,6834. (7.2.22)
19 Ф. л. Черноусько, Л. Д. Акуленко, Б. Н. Соколов
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Время движения (7.2.20) равно
Т =  2*2» 3,3668. (7.2.23)

Представим левую часть второго уравнения (7.2.21) 
в виде произведения. После преобразований с использо­
ванием (7.2.22) получим

cos (*з +  У 2) =  cos t2 cos (t2/2) »  — 0,07459.
Согласно соотношению (7.2.20) корень £3 этого урав­

нения должен лежать в интервале (0, £2), где значение 
t2 дано формулой (7.2.22). Единственный корень в этом 
интервале есть

f3 — arccos [cos t2 cos (t2/2)] — f2/2 «  0,8041. (7.2.24)

Длину первого интервала ti найдем из соотношений 
(7.2.20), (7.2.22), (7.2.24)

tl =  t2- t z *  0,8793. (7.2.25)

Рассмотрим теперь второй случай, когда v(t) — 1 па 
первом пптервале, т. е. определим v(t) соотношениями

» =  1, * e (0 , «i)U Ui +  f2, Т);
(7.2.26)

v =  — 1, t е= (ilt ti +  t2); T =  ti +  t2 +  J3, U >  0.

Покажем, что это управление не позволит перевести 
систему (7.2.1), (7.2.16) из начального положения в ко­
нечное (см. (7.2.2), (7.2.16)) при с =  1 за время Т, мень­
шее 2п. Аналогично (7.2.21) получим систему транс­
цендентных уравнений

— 2 cos (t2 +  i3) +  2 cos f3 =  — cos 2f2,
(7.2.27)

— 2 sin (t2 +  i3) +  2 sin £3 =  — sin 212.
Возведем обе части уравнений (7.2.27) в квадрат и 

сложим их. После приведения подобных членов получим 
cos t2 =  7/8. Отсюда t2 равно либо arccos 7/8, либо 2згк ±  
±  arccos 7/8, где к =  1, 2, . . . .  Если верно второе, то вре­
мя движения Т =  2t2>  2п. Покажем, что равенство t2 =  
— arccos 7/8 невозможно. Из равенств (7.2.20) следует

к  +  h <  2t2 == Т =  2 arccos (7/8) <  я/2.
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Отсюда вытекает cos £з> cos (£2 +  3̂) > что противоре­
чит первому уравнению (7.2.27), правая часть которого 
меньше пуля..

Таким .образом, искомое управление в задаче 2 дает­
ся соотношениями (7.2.19), (7.2.22)—(7.2.25). Его оп­
тимальность обосновывается такими же рассуждениями, 
как и в начале п. 2 § 2 главы 6. Задача 2 решена.

4. Разгон при ограниченном ускорении точки подвеса. 
В главе 6 была решена задача о панскорепшем переме­
щении маятника на заданное расстояние. В этой задаче 
(задача 3 п. 1 § 2 главы 6) требовалось пайтп закоп уп­
равления v(t) системой

■ф =  ф, <р =  — "ф -I- о, x =  v, (7.2.28)

удовлетворяющий ограничениям

- Т< о (г )< 1  (7.2.29)

н обеспечивающий при минимальном времени Т выпол­
нение краевых условии

а:(0) = ф(0) = ф(0) = ф(Т )  = q>(T) = 0, х { Т )  = а.

(7.2.30)

Сопоставим соотношения (7.2.28)—(7.2.30) с урав­
нениями (7.1.1), ограничениями (7.1.2), б) и краевыми 
условиями (7.1.4), входящими в формулировку задачи 
3 из § 1 главы 7. Эти соотношения полностью эквива­
лентны, еслп в (7.2.28)—(7.2.30) сделать замену обозна­
чений

■ф->- ф, ср-*-оо, v -> w, x~*-v> а-*-с. (7.2.31)

Переменную х в (7.1.1) можно не рассматривать, так 
как х{Т) свободно в задаче 3 из § 1 главы 7.

Следовательно, решение задачи 3, поставленной в § 1 
главы 7, получается из решения задачи 3 главы. 6 прос­
той заменой обозначений.

Выпишем решение задачи 3 главы 7 об оптимальном 
разгоне с ограничениями на ускорение, делая замену
(7.2.31) в решении (6.2,11), (6.2.31). Оптимальное 
19*
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управление wit) есть релейная функция, равная

w(t) =
1 при 2  * ,• < * <  2  Ь>

3=1 3=1
2 -1  2

-ъ при 2 b < t <  2*»»

i =  1, 3,
(7.2.32)

г =  2, 4,_ . . . ,  п — 1

£е=(о,л> r = 2 ^ i -2=1

Здесь £( — длительность £-го ненулевого интервала пос­
тоянства ускореппя, п — их число (нечетное).

Представим с в виде с =  2я/с +  d, где к =  0, 1, 2, ..., 
О ^  d <  2л. Тогда интервалы £„ их число п и время быст­
родействия Т определяются следующими соотношениями

£i =  £« =  т/2 — оц, £2 — U =  •.. =  £n-i =  2aft,
£3 =  £5 =  • • • =  tn- 2  — 2(я — afc), тг =  2/с +  3, (7.2.33)

Т =  2я/е +  т, afts  arcsin L(/c+ l ) _1(b +  l ) -1 sin (t/2)J,

где x — корень уравиеипя, аналогичного (6.2.35)

d =  hkiт, 6). (7.2.34)

Здесь функции hh определены равенствами (6.2.33), 
так что

d — x — 2(1 +  6) (/с +  Doth. (7.2.35)

В качестве х берется единственный в интервале [О, 
2я) корень уравнения (7.2.34). Если d =  0, т. е. с — 2пк, 
то решение (7.2.32), (7.2.33) переходит в режим посто­
янного ускорения: wit) ^  1, Т =  с =  2пк, п =  1.

Полный анализ решения (7.2.32)— (7.2.34) приве­
ден в главе 6. Там же предложены н исследованы удоб­
ные для технической реализации квазпоптпмальпые ре­
жимы с задаппым числом интервалов постоянства уп­
равления, например, с п =  3. Даны оценки отличия ква- 
злоптимальных режимов от оптимальных по времени 
движения Т. Тем самым решение задачи 3 завершено.
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§ 3. Оптпмальпый разгон при совместных ограничениях 
па скорость п ускорение

1. Условия выхода на ограничение по скорости. Рас­
смотрим более сложную задачу разгона пли совместных ог­
раничениях (7.1.2) (задача 4 из п. 1). В п. 4 § 2 уста­
новлено, что задача разгона при ограниченном ускорении 
точки подвеса (задача 3) эквивалентна задаче переме­
щения маятника на задаипое расстояние при ограни­
ченной скорости подвеса.

Рассмотрим условия, при которых оптимальное уп­
равление задачи 3 не выводит скорость v за пределы 
отрезка [—а, р] из (7.1.2). При этих условиях решение 
задач 3 и 4 совпадает. Используя формулу (6.2.44) и за­
мену (7.2.31), приходим к выводу, что при с>2п  ско­
рость точки подвеса в задаче 3 удовлетворяет неравенству 
( X  г>Ш <  с. Если же с< 2 я , то число участков п =  3 
и соотношения (6.2.42) в обозначениях (7.2.31) примут 
вид

min v (t) =  min (0 , tx — Ыъ), 

max v (£) =  max (c, tx), t e  (О, Т]. (7.3.1)
t

Здесь использованы формулы
c =  t\ — bt2 “Ь tz, t\ =  £3,

вытекающие из (6.2.13), (7.2.33), (7.2.31) при п — Ъ. 
Пусть выполнены неравенства

U -Ы 2> - a, * i< p . (7.3.2)
Тогда, согласно (7.3.1), будут выполнены ограничения 

v е  [—-а, р]. Напомним, что с е [0, р].
Подставим в (7.3.2) выражения tu U согласно (7.3.33) 

и выразим «л при помощи равенства (7.2.35). Тогда не­
равенства (7.3.2) примут вид

т(с) <  1 2 ( 1  +  Ь)р — с]Ь~1 =  тг*(с),
(7.3.3)

т(с) <  [2 (И -Ь )а + с ( 1  +  26)]Ь-1 =  т*(с),
где зависимость т(с) определена уравнением (7.2.35) при 
к =  0 и d =  с. Наименьшую из двух величин (7.3.3) обо­
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значим через
z(c) =  min (т^Сс), т*(с)). (7.3.4)

При z >  2я неравенства (7.3.3) будут выполнены, так 
как но определению т(с) <  2я при с <  2я. При z <  2я, 
вычисляя мопотоипую по т функцию h0(r, Ъ) от обеих 
частей неравенств (7.3.3), получим 
с <  h0(z, Ь) =  z -  2(1 +  Ь) arcsin [(1 +  ЪУ1 sin (z/2)l. (7.3.5)

Итак, если в задаче 4 выполиепо условие с >  2я или
(7.3.5), то решение задач 3 и 4 совпадает. Оптимальпос 
управление задается формулами (7.2.32)— (7.2.34).

Заметим, что неизвестное пока оптимальное управле­
ние, реализующее при с <  2я выходы на фазовое огра­
ничение, переводит систему (7.1.1) в заданное конечное 
положение за время Т <  2я. Действительно, рассмотрим 
управление вида и>(<) =  (2я)-1с < 1  на интервале 0 <  t <  Т. 
Этот режим заведомо не оптимален, однако удовлетворя­
ет ограничениям (7.1.2) и переводит систему в заданное 
положение (7.1.4) за время Т — 2я. Далее в п.п. 3—5 рас­
сматриваются режимы управления с выходами па ограни­
чение, которые соответствуют с <  2я и переводят систему 
из начального . положения в конечное (7.1.4) за время 
Т <  2я.

2. Анализ условий оптимальности в задаче 4. Пусть 
с <  2я и условие (7.3.5) нарушено. Тогда оптимальное 
управление выводит систему (7.1.1) на фазовое ограниче­
ние по скорости v. Воспользуемся результатами работ 
[176, 207, 561 и установим структуру оптимального уп­
равления в этом случае. Преобразуем неравенства (7.1.2) 
для скорости v к виду

g(v) =  (и +  « ) ( у - р ) < 0 .  (7.3.6)

Если траектория на некотором интервале лежит на 
границе области (7.3.6), то имеем w =  dv/dt =  0. Пусть на 
некоторых интервалах времени g(v) <  0. Тогда функция 
Гамильтона II и сопряженные переменные для системы
(7.1.1) определяются соотношениями

II — pi® +  p2(w — ср) +  pzw,

Pi =  pa, Р2 *= -ри  Рз =  0 (g(v) <  0).
(7.3.7)
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Уравнение (7.1.1) для х опущено, так как х{Т) сво­
бодно. Система (7.1.1) автономна, ограничение (7.3.6) не 
зависит явно от времени t, фазовых координат ф, о  и 
управления w. Поэтому гамильтониан II и сопряженные 
переменные р\, рг непрерывны на всем отрезке ie [0 ,  Т]. 
Проинтегрируем первые два уравнеппя (7.3.7), которые 
справедливы на всем отрезке
Pi =  — A cos (t +  0), рг — А sinU +  0), 0 < t^ T .  (7.3.8)
Здесь A, G — константы интегрирования.

Введем функции
P(v, w) =  wdgldv= {2v +  a — $)w, 

q(w) ={w  — 1 )(w +  b).

На участках оптимальной траектории, лежащих на 
границе области (7.3.6), выполняется условие [176]

Р-3.9)

Здесь функции Я(£), цШ определяются как множители 
Лагранжа из условия максимума гамильтониана (7.3.7) 
при ограничениях Р =  0, q< 0 .

Выпишем уравнение для сопряженной переменной Рз 
в случае, когда v =  —а на некотором участке. Здесь 
w =  0 и управление w лежит внутри отрезка [—6, 1], по­
этому второе слагаемое в правой части (7.3.9) следует 
опустить. Отсюда

а ^ = Р 2 +  ^з =  — Ч *)(а  +  0) (у =  — а, w =  0),
(7.3.10)

Из (7.3.10) следуют равенства

р3 =  const, ЯШ grad g(v(t)) == (0, 0, рг). (7.3.11)

Аналогичные (7.3.11) соотношения получим для участ­
ков, где v — р.

Для экстремальности требуется, чтобы при g(v) =  0 
вектор (d%/dt) grad g был направлен внутрь области фазо­
вых ограничений или обращался в нуль. В силу (7.3.11)
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это условие оптимальности означает, что
р2> О  при v =  — a, р г^ О  при у =  р. (7.3.12)

Переменная р3 в точках t] выхода и ** схода систе­
мы (7.1.1) с границы области (7.3.6) испытывает скачки
Ра (Й +  0) -  р3 (*{ -  0) =  vj; ,_Vs =  constГ 7 / =  1,2.

(7.3.13)
Оптимальное управление определяется равенствами 

1 при р2 (*) +  Рз (0 >  ( M #  М  <„0 ),
I -  при > J * )  +  Рз (*) <  Oja

uKf) =  0 (g(i>) =  0).
» ( * ) Ч (7.3.14)

Здесь p2(t) определено соотношением (7.3.8), а рз — 
кусочно постоянная функция (см. (7.3.7), (7.3.11)), испы­
тывающая скачки (7.3.13).

Обозначим моменты переключения управления w при 
g(v) <  0 через f®. Тогда согласно (7.3.14), (7.3.8) бу­
дем иметь

Л sin (*? +  0 ) + Р 8 =  О. (7.3.15)

Условия непрерывности функции Гамильтона (7.3.7) 
и сопряженных переменных рь р2 в момент t] выхода 
системы на ограничение giv) =  0 дают
я ( « ; - о ) - я ( ^  +  о) =

=  [Рг № ) +  Ра W  — 0)] М7 (*} -  0) =  0.

Здесь использовано равенство ш +  0) =  0, см.
(7.3.14). Так как w (t* — О) Ф  0, то равно нулю выраже­
ние, заключенное в квадратные скобки последней форму­
лы. Аналогично рассматриваются моменты схода с 
ограничения. В результате получим

A sin (tj +  0) +  Рз W  -  о) =  о,
A sin (tf +  в) +  Рз (*. +  О) =  0.

Приведенные выражения (7.3.12)— (7.3.16) позволяют 
установить ряд важных свойств оптимального управле­
ния, в частности, число выходов на ограничение.
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Пусть п — число ненулевых интервалов времени, на 
которых управление wit) принимает крайние зпачсния 1 
либо — Ь. Рассмотрим функцию р2 +  р3 =  A sin it +  0) +  р3 
на участке траектории, лежащем в области giv) <  0. На 
нем рз =  const, и функция р2+ р 3 обращается в нуль в 
моменты переключений (см. (7.3.15)), а тдкже на гра­
ницах ti, t] (см. (7.3.16)). Между двумя соседними пу­
лями этой функции заключен экстремум функции 
A sin it +  0). Число интервалов, на которых достигается 
этот экстремум, не меньше п — 2, а соседние точки эк­
стремума отстоят друг от друга на л. Отсюда получаем 
следующую оценку времени движения

T>in~Z )n . (7.3.17)
Так как в рассматриваемом случае выхода на ограни­

чение имеем 7’ < 2 я  (см. п. 1), то из (7.3.17) имеем п < 4. 
Отсюда следует, что имеется не более трех участков вы­
хода па ограничение giv) — 0. На участке траектории, 
лежащем в области giv) <  0, функция р% 4- р3 обращается 
в нуль не более двух раз, включая также границы участ­
ка. В противном случае было бы Т >  2л, так как три со­
седних нуля функции ра +  рз расположены па отрезке 
длиной не менее 2л. Следовательно, момептов переклю­
чений может быть не более двух, и они могут быть 
расположены только до первого выхода и после послед­
него схода с ограничения. Перебирая все возможности, 
получим 16 возможных типов функций vit) на интервале 
[0, Г], Т<2п. На рис. 7.4 приведена структура восьми 
функций; остальные могут быть получены путем отобра­
жения V-*—  v ж перестановки значений w =  1, w — — b

=  —a, v =  {}. Заметим, что при а  =  0 число допусти­
мых функций vit) уменьшается до восьми, так как все 
режимы, полученные из. рис. 7.4 путем указанного отоб­
ражения, содержат в начале интервал покоя и поэтому 
не оптимальны.

В общем случае для значений а, р, 6, с <  2л, пе удов­
летворяющих (7.3.5), поиск оптимального управления за­
ключается в следующем. Каждый из 16 типов управле­
ния, зависящий от параметров (моментов переключения 
t°, выхода и схода с ограничений t), t;) подставим в
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соотношения

ср (Т) =  f sin {Г — х) w (т) dx =  О,

v(T) =  ] w (т) dx =  с, 
о

со (Г) =  I cos (Т — т) w (т) dx =  О,

(7 .3 .1 8 )

вытекающие из уравнении (7.1.1) и граничных условий
(7.1.4). Затем определим режим и соответствующие

Рис. 7.4.

значеппя параметров, отвечающие папменыпему Т. Нпже 
в п.п. 3—5 приведено решение задачи 4 для ряда важных 
случаев.
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3. Решение задачи 4 при симметричном ограничении 
на ускорение и неотрицательной скорости. Рассмотрим 
задачу 4 ири следующих ограничениях

- l < w * £ l ,  р ^ с  (а =  0, 6 =  1). (7.3.19)
Определим значения р, с, при которых система (7.1.1) 

не выходпт на ограничения (7.3.19) но скорости при уп­
равлении (7.2.32)— (7.2.34). Для этого подставим значе-' 
пия а  =  О, 6 = 1  в (7.3.3), (7.3.4) п найдем z =
=  niin(4p — с, Зс). Но р ^ с ,  поэтому имеем z =  3c. Ус­
ловие (7.3.5) при z =  Зс примет вид

0  2 arcsin [ 1/2 sin (3c/2)J. (7.3.20)
Очевидно, что для с > п  неравенство (7.3.20) будет 

выполнено. Если с <  я, то соотношение (7.3.20) эквива­
лентно неравенству sin (с/2) ^  1/2, т. е. с >  я/3. Следо­
вательно, при р > с >  я/3 но нарушается фазовое огра­
ничение 0 ^  v <  р из (7.3.19) для закона управления
(7.2.32)—(7.2.34).

Отметим, что при с =  я/3 из (7.2.32)—(7.2.34) получим 
Т =  я. Предположим (это оправдывается в дальнейшем), 
что оптимальный разгон до скорости с < я /3  можпо осу­
ществить за время Т <  я. Тогда, согласно оценке (7.3.17) 
имеем п =  3 и из восьми вариантов рис. 7.4 допустимы 
лишь четыре: а), б), в), е). Опуская выкладки, приведем 
окончательные результаты исследования: оптимальное
управление, время Т <  я и области значении параметров 
Р, с, для которых реализуется каждый из типов управле­
ния.

Установлено, что режимы а), б) рис. 7.4 не позволяют 
разогнать систему (7.1.1) до заданной скорости с < я /3  
с гашением колебаний за время Т <  я.

А. Если параметры р, с таковы, что одновременно 
выполняются неравенства

Р >  с 2 arcsin (2 sin2 (р/2)}, с <  я/3, 
то оптимальное управление имеет вид (рис. 7.5, а) 

w =  1, t е= (0, h) U U4, Я ; 
w =  —1, г е (г 2>г3);
IV =  0, i s  (гь *2) и (*з, и);
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* 1 - Ь  « . - С .  +  Р,
*4 =  V2 (л +  р — с +  г2), г  =  V2 C31 +  с +  р +  t2) <  Я.

Б. Если параметры р, с таковы, что одновременно

и t .

ю

имеют место неравенства
р >  с, с <  я/3, с <  2 arcsin {2 sin2 (р/2)), 

то оптимальное управление имеет вид (рис. 7.5, б) 

и ? -1 , - i s  (0, fi)U U 2, Г); 
ы> =  — 1, f s (* i ,  2*i);
07 =  0 , t^(ZtUh)\

ti =  2 arcsm{1/ 2 sin(c/2 ) )1/2, t =  V2(^ — c) +  fi, 
Г == 7г(я +  с) +  ^ <  я.

В. Если р >  с >  я/3, то оптимальный режим, как от­
мечалось выше, не выходит на ограничения и задает­
ся формулами (7.2.32)—(7.2.34) (рис. 7.6).

На рис. 7.7 указаны области в плоскости параметров 
Р, с, соответствующие построенным режимам А —В.

Остановимся на некоторых предельных случаях. При 
с =  р <  я/3 имеем режим А с выходом па ограничения 
v =  0, v =  р, а именно

ti — р, =  я/3, tz =т я/3 + р, 

«4 =  2я/3, Г =  р + 2я/3.
(7.3.21)

Этот- результат совпадает с ранее полученным реше­
нием в [171, 207] задачи о минимуме коэффициента ди­
намичности. При р ->- 0 время набора предельпой скорости 
мало по сравнению с периодом колебаний. Решение
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(7.3.21) поэтому переходит в оптимальный закон (7.2.15) 
разгона маятника при отсутствии ограничений на уско­
рение (обозначения в (7.2.15) п (7,3.21) различны).

раничениях
0 <  v ^  р, — Ъ «s w <  1 (а =  0), v(T) =  с =  р. (7.3,22)
Определим значения параметров р, Ь, при которых 

управление (7.2.32)—(7.2.34) выводит систему (7.1.1) за 
границу ограничений па скорость. Подставляя значения 
а =  0, с =  р в соотношения (7.3.3)—(7.3.5), найдем 

т* =  т* — z — 2р +  р/Ь,
(7.3.23)

arcsin [(1 +  &)-1 sin (р +  p6-1/2)J >  р&"72.
Равенство т* =  т* озпачает, что оптимальное управле­

ние или выводит систему как па верхнее, так п па ниж­
нее ограничение по скорости, плп вообще не выводит па 
ограничение.

Используя (7.3.23), выппшем необходимые (по не 
достаточные) условия, при которых управление (7.2.32)— 
(7.2.34) выводит систему за границу фазового ограничения 

р +  р б -7 2 < я , рб-><я. (7.3.24)
При выполнении условии (7.3.24) неравенство (7.3.23) 

может быть приведено к виду

2 sin i  c o s f i i ^ -й >  Ь sin (7.3.25)
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Таким образом, если при заданных значениях р, b 
нарушается хотя бы одно пз трех неравенств (7.3.24)— 
'(7.3.25), то управление (7.2.32) — (7.2.34) по выводит сис­
тему (7.1.1) за границу фазовых .ограничений и дает 
решение задачи 4.

Если же неравенства (7.3.24), (7.3.25) выполнены, то 
оптимальное управление имеет впд (рис. 7.8)

* t = f

Н W =  1, t €
w = — Ь, 
w =  0, t <

2 2 26’

= (0, *i)U(*4, T)\ 
t e  (̂ 2i h)>
= (*!> * »)и (* .Л );

h = T - [*•=  f + 2b’

T =  p +  2 arccosjjj-[2 sin (0/2) s in2bj* D (7-3-26)
В силу (7.2.25) аргумент arccos меньше единицы. 

Управление структуры (7.3.20) рассматривалось в [171, 
207) в связи с мпнпмизаци- 

Р ------у *.— :-------------- 71 он коэффициента динамич­
ности. Используя режим раз­
гона (7.3.26) и общие соот­
ношения (7.1.6)— (7.1.9), лег­
ко рассчитать закон тормо- 
жеиня. Интересно отметить, 
что в силу несимметрично­
сти ограничений на ускоре­

ние (7.3.22), режим разгона может иметь выходы на фа­
зовое ограничение, а режим торможения их не иметь я 
наоборот.

5. Решение задачи 4 при симметричных ограничениях 
на скорость н ускорение. Рассмотрим задачу разгона при 
следующих ограничениях на скорость и ускорение 

—р ^  и ^  р, — К  iv ^  1 ( а =  р, 5 =  1),
(7.3.27)

и(Т) =  с =  В.

t , t

Рис. 7.8.

Из результатов и. 1 следует (см. (7.3.3)— (7.3.5)), что 
при р 5s л/3 значения скорости v(t) лежат в отрезке 
СО, р) при управлении (7.2.32)—(7.2.34). Соответствую­
щее время Т > п . Оптимальное управление в этом случае



дается формулами (7.2.32)—(7.2.34). Отметим, что при 
р =  я/З скорость выходит на верхнюю границу фазового 
ограничения: vtt) =  я/З при t =  я/З, а при р >  я/З вы­
полнено 0 <  v <  р для t <= (0, Т).

В A Vn
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й) S)

Перейдем к случаю 0 <  р <  я/З. Рассмотрим управле­
ние с одним интервалом выхода- на верхнюю границу 
ограничения, см. рис. 7.9, а (при значениях р, достаточно 
близких к я/З, нижняя граница не достигается) 

w =  i, t е  (0, ti) U (f3, Т)\ 
w =  0, *e(* i, *<>), (7.3.28)
w =  —1, tez(t2, t 3).

В силу структуры управления tu t2, t3 должны быть 
связаны соотношениями (рис. 7.9, а)

ti =  p, t3- t z= T - t 3, T - t 2 =  2 (T -t3). (7.3.29) 
Подставим управление (7.3.28) в соотношения (7.3.18) 

и проинтегрируем их. Получим 
cos (T—tl) — cosT — 2 cos (Т —13) +  cos (Г — t2) +  1 =  0, 

sin {T —1{). — sin T — 2 sin (Г — t3) +  sin (Г —12) =  0.
Разрешим эту систему, воспользовавшись соотноше­

ниями (7.3.29)
£, =  р, f2 =  р/2 +  arcsin [1 — sin (р/2)],
£3 =* (я — р)/2, (7.3.30)
Т — я +  р/2 — arcsin [1 — sin (р/2)].

Отметим, что Т <  я при 0 ̂  р <  я/З. Укажем нижнюю 
границу параметра р, при котором ие достигается ппжиео 
ограничение: u (* )> -p  на [0, 2*]. Последнее неравенство
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выполнено, если Т — J3< 2p . Нетрудно показать, исполь­
зуя (7.3.30), что равенство Т — Ц =  2$ эквивалентно урав­
нению

cos 2р =  1 — sin V2p, р° =  0,2548 (7.3.31)
корень которого Р° определяет искомую границу. При

[р°, я/3] управление (7.3.28), (7.3.30) не нарушает ог­
раничений.

Если р <  р°, то оптимальное управление выводит ско­
рость также и на нижнюю границу v =  — р. Рассмотрим 
управление с участками выхода скорости на обе границы 
(рис. 7.9, б)

U 7*l, < е (0 , ty) U {U, Т)\
w =  — 1, tf=(t2,h ), (7.3,32)
w =  0, t e  U1? t2) U ih, г4).

В силу структуры управления должны быть выполне­
ны соотношения

<! =  Р, h - t 2~ T - U  =  2$. (7.3.33)

Подставляя управление (7.3.32) в соотношения (7.3.18), 
получпм аналогично (7.3.30)

ti =  р, t2 =  р + Ху
h — Зр +  я, *4 =  р +  х +  2 arcsin у, 

х =  arccos у — 3/2р, у =  [4 cos (р/2)1-1, (7.3.34) 
Т =  (п +  Зр)/2 +  arcsin у.

Можно показать [1971, что найденные режимы явля­
ются оптимальными в соответствующих интервалах из­
менения р: управление (7.3.28), (7.3.30) при р<^[р°, зх/33, 
а управление (7.3.32), (7.3.34) при (0, р°). Минимальное 
значение Т достигается при Р =  0 и равно arccos (—1/4). 
При р 0 режим (7.3.32), (7.3.34) переходит в разгон 
без ограничений на ускорение (7.2.14).

6. Решение задача 5 (случай разгона). Переходим к 
решению задачи 5, поставленной в п. 1 § 1, в которой 
ограничения на скорость и ускорение имеют вид (7.1.3) 
(рис. 7.1, б). В механических системах подобная (7.1.3) 
зависимость ограничения на ускорение от знака скорости 
может быть обусловлена, например, силами трения.
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При Ъ =  1 ограничения (7.1.3) совпадают с (7.1.2), для 
этого случая задача 5 решена в п. 5. Выясним структуру 
управления при 0 <  Ъ <  °°. Если выполнено условие 
Р >  2я нлп неравенство, обратное (7.3.23)

arcsin [(1 +  Ь)"1 sin (р +  pZrV2)] ^  pb~V2, (7.3.35)

то согласно п.п. 1, 4 управление (7.2.32)—(7.2.34) не вы­
водит величину скорости v(t) за пределы отрезка [0, р] 
и тем самым решает задачу 5. Если р <  2л и имеет место 
неравенство (7.3.23), то согласно п. 4 оптимальное уп­
равление выводит скорость в область v <  0. При этом, как 
показано в п. 1, должно быть Т <  2л.

Будем предполагать, что при значениях параметров 
Р, Ь, удовлетворяющих (7.3.23), оптимальная скорость 
имеет участки выхода на верхнее фазовое ограничение 
у =  р. Это предположение обусловлено следующими сооб­
ражениями: указанным свойством обладают рассмотрен­
ные в пп. 4, 5 оптимальные режимы; найденное при этом 
предположении управление имеет моменты переключе­
ний, непрерывно зависящие от р, и при р -*■ 0 это управ­
ление переходит в оптимальный режим (7.2.14).

Отметим, что за счет линейного преобразования уп­
равления w (коэффициенты преобразования зависят от 
знака v) область ограничений (7.1.3) можно свести к 
прямоугольнику (7.1.2). Правые части системы после 
преобразования будут иметь разрыв при в =  0. Поэтому 
ниже используется принцип максимума для систем с фа­
зовыми ограничениями и с разрывными правыми час­
тями [176].

На участке оптимальной траектории, лежащем в об­
ласти —р <  v <  р, из условия максимума функции Га­
мильтона (7.3.7) получаем

w(t) =

W(t) - (

1 при р2(* )+ Р з (0 > 0 ,
Ъ при р2 (t) +  р3 (t) <  0 
— 1 при р2 (/) -f- р3 (t) <  0, 

Ъ при р2 (t) +  р3 (it) >  О

( 0 <  р <Р) (7.3.36) 

(— Р <  у< 0 )

w{t) =  0 при |i>(f)| =  p.

На основании (7.3.7) рз — кусочпо постояппая функ­
ция. Она имеет разрывы в точках выхода и схода с 
'20 Ф. л. Черноусько, Л. Д. Акуленко. Б. Ы. Соколов
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ограничения М  =  р, а также в точках изменения зна­
ка V. ,

Обозначим через £ ь  £3 моменты выхода скорости на 
фазовые ограничения н =  р и v =  — [}, а через £2., *4 — 
момеиты схода с этих ограничений. Если ограничение 
v ~  —р пе достигается, то через £3 обозначим первый мо­
мент, когда v минимально, и положим £4 =  £3. Покажем, 
что па отрезке [£2, £3] скорость монотонно убывает. До­
пустим, что это пе так и обозначим через £", tl момен­
ты, в которые ускорение на отрезке [£2, £3] меняет знак 
с минуса на плюс н обратно. Тогда в точках £2, £?, £§, £3 

имеем р2+рз= 0  согласно (7.3.16), (7.3.36). При £^(^2>fi)U  
U (̂ г> гз) в силу (7.3.36) выполнено р2 +  Ръ <  0, а при 
£ е  (£?, £̂ ) имеет место противоположное неравенство. 
Учитывая также dpz/dt =  0, имеем

sign р2 (£2) =  -  sign р2 (£$) =

=  sign pz (t j) =  -  sign р2 (£3) =  - 1 .

Отсюда следует, что на отрезках [£г, £?], [£?, £2], [£2, £3] 
функция р2.(£) имеет экстремум. Но расстояпие между 
экстремальными точками этой функции (см. (7.3.8)) рав­
но л. Следовательно, £3 — £г >  2 л, что противоречит усло­
вию Т <  2л. Совершенно аналогично доказывается, что 
на отрезках [0 , £ j, [£4, Т] скорость монотонно возрастает.

Таким образом, па интервалах (0, £1) и (£4, Т) скорость 
.монотонно возрастает, па интервале (£2; £3) —-монотоипо 
убывает, а па (£|, £2) п (£3, £4) — лежит на ограничениях 

и v =  — р (последний интервал может отсутствовать).
Проведем расчет управления в предельном случае 

Ь =  «», отвечающем возможности мгновенного торможе­
ния. Условие (7.3.35) при Ь о о  эквивалентно неравенст­
ву 2 sin p ^ p . Отсюда получаем, что при р >  р* «  1,8953 
всегда и(£) е  [0 , р], и оптимальное управление имеет вид
(7.2.32)—(7.2.34). Выполняя в (7.2.32)— (7.2.34) предель­
ный переход при Ъ ->- получим

ш (£) =  1  — 2  (7с.+ I ) - 1 sin (т /2 ) S  6 (£ — т / 2  — 2 л£),
i= 0

Р =  2л/с +  d, Т =  2л7с +  т, d =  т — 2 sin (т/2).
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Перейдем к случаю р <  р*, когда оптимальная ско­
рость выходит на ограничение. Рассмотрим сначала уп­
равление с выходом скорости только на ограничение 
v =  р (рис. 7.10, а).

w =  -рб(£ - £г) +  (£4 -  t2M t -U ) +  w'; 
w' =  1, £ e (0 , tOUiti, T); (7.3.37)
w '=  0, £ e (£ b *a);

=  t€={t2,U).
Проинтегрируем соотношения (7.3.18) с управлением 

(7:3.37). Учитывая граничные условия (7.1.4), а также

V
йг /\  /  1 A л  I *  Л  -О

*1 ч\ | $  Т t 0 t, т *

ff) 6)

Ряс. 7.J0.

равенства с =  р, U — р, Т =  £4 +  р, получаем систему 
уравнений относительно t2> U
ш c o s  U — cos (£4 +  р) — р sin (£4 — f2 +  р) +

+  cos (£4 — £2 +  р) =  2 cos р — (£4 — £2) sin Р — 1, 
sin £4 — sin (£4 +  р) +  Р cos (£4 — £2 +  р) +
+  sin (£4 — £2 +  р) =  2 sin р +  (£4 — £2) cos р. П (7.3.38)

Результаты численного решения этой системы в за­
висимости от параметра р приведены иа рис. 7.11, здесь 
Р е  (Pi, Р*), Pi »  0,5068.

При Р <  Pi оптимальная скорость выходит также и на 
нпжнее ограничение (рис. 7.10, б). Соответствующее уп­
равление имеет вид

■ w — — рб(£ — £2 ) +  Р&(£ — £4) +  w';
U7' =  l,' £ е ( 0 ,  £,)U(£4, Т);
w ' =  0, £e=ttb £2)U (£3, £4);

20*
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и/ =  -1 ,  t e ( f 2l *3);
*i =  * 3 - ^ r - * 4 =  p. □ (7.3.39)

Подставим управление (7.3.39) в (7.3.18) и разрешим 
относительно t2l U соответствующую систему, аналогич­

ную (7.3.38). Результаты чпслеппого 
решения приведены на рпс. 7.11.

7. Решение задачи 5 (случай) тор­
можения). Перейдем к задаче опти­
мального торможения для Ъ =  °°. Эту 
задачу следует решать отдельно, так 
как ее решение не получается из 
приведенного в п. 6 решения задачи 
разгона заменой (7.1.6) — (7.1.9).

Итак, необходимо за минималь­
ное время перевести маятник из со- 

■*- стояния поступательного движеппя 
г  со скоростью у =  Р в состояние по­

коя (7.1.5) прп ограничениях (7.1.3), 
где Ъ =  оо.

Легко видеть, что заведомо не оптимальпое управле­
ние iv =  — p[6(f) +  Ш — я)1/2 решает задачу торможения 
за вромя я прп любом р. . Следовательно, оптимальное 
время торможения меньше я. Пусть для всех t е  [О, Т] име­
ем у е [0 , р]. Из условий оптимальности (7.3.14), (7.3.15) в 
задаче без фазовых ограничений следует, что па отрезке 
[0, Г], Г < 2 я , управление w имеет не более трех участ­
ков постоянства прн любом Ъ. В предельном случае прп 
Ь-v оо участки, соответствующие w =  — 6, стягиваются в 
точки, в которых скорость изменяется скачком. Поэтому 
при Ъ -*■ °° на [0, Т] имеем не более двух скачков скоро­
сти. Можно показать, что эти скачки должны быть распо­
ложены на границах отрезка [0, Т], т. е. искомое управ­
ление имеет вид

w =  1 — h\b(t) — /i26U — Т) С/г>1, /г.2 =  const). (7.3.40)
Здесь в силу условий н(0) =  р, v(T )~  0 выполнено 

hi +  h2 =  T +  р. Подставляя это управление в (7.3.18) и 
разрешая полученную систему относительно h2l Т, 
находим

P =  2 t g | - - 7 \  h L = h 2 =  t g ~ . (7.3.41)
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Первое уравнение (7.3.41) однозначно определяет Т 
как функцию р. Для того, чтобы v(t) «= [0, р], достаточно 
выполнения неравенства h\ ^  р или, что то же самое, 
Т <  р. Объединяя последнее неравенство и первое урав-

Рис. 7.12.

нение (7.3.41), правая часть которого па [0, я) есть мо­
нотонно возрастающая функция Т, получим, что при 
Р >  Рд, где Рд »  2,3311, управление (7.3.40), (7.3.41) удов­
летворяет ограничениям 0 ^  v ^  р и решает поставленную 
задачу торможения (рис. 7.12, а).

При Рз <  Р <  Ра, Р ^  0,5125, оптимальным является 
режим торможения с одним выходом скбростп на верхнее 
фазовое ограничение (рис. 7.12, б)

w =  —рбШ +  f,6<f -  fi) -  p5(f - Т )  +  w'; 
w' =  —1, t e  (0, ti);

(7.3.42)
iv'=  1, f<Mfi, fa);
w' =  0, t e  (fa, T) f i =  f2 -  P-

При 0 <  p <  Pa оптимальным является режим тормо- 
жепия с двумя выходами скорости на ограничения (рис. 
7.12, в)

w =  —p6(f) +  p6(f — fi) — p6(f — T) +  w ; 
w' =  —1, f e  (0, p);

w' =  1, f e ( f l f f2);
w' =  0. f s ( p ,  *!)и(#а, Г); f i - f c - p .

(7.3.43)
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Точка переключения fs п время Т в соотношениях
(7.3.42), (7.3.43) определялись численно, как корни спс-

/  j11
Sti 111 111.

ръ 0,8 1,6 Д/2/ip
Рис. 7.13.

тем, составленных аналогично (7.3.38). Результаты при­
ведены на рис. 7.13.

§ 4. Разгоп маятника переменной длины

1. Постановка задач разгона н торможения. Не рейдом 
к рассмотрению математического маятника с переменной 
длиной подвеса, который является механической моделью 
многих грузоподъемных машин. Управление движением 
осуществляется двумя двигателями: один из них, как п 
прежде, перемещает точку подвеса Р но горизонтальной 
направляющей, а второй поднимает пли опускает груз 
(см. рис. 6.1). Примем, что длина маятника L изменяется 
по линейному закону

Ш ) =  L0 ±  ut, щ >  0, (7.4.1)
где Lo — начальная длина, щ — постояпиая скорость 
подъема (знак «—») .или опускания (знак «+я>) груза. 
Уравнение движения системы в случае малых колебаний 
имеет вид

L<p +  2Ьф +  gep =  v, 0 =5̂ v <  и0, (7.4.2)
где ф — угол отклонения маятника, v — скорость точки 
подвеса, Vq — постоянная.

Рассмотрим задачи разгона и торможения системы
(7.4.1), (7.4.2) с гашением ее колебаний при управлении 
скоростью точки подвеса.

В задаче разгона требуется построить управление v(t), 
удовлетворяющее ограничениям (7.4.2) и переводящее
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систему из состояния покоя при i =  0 в состояние дви­
жения со скоростью 1>0 без колебаний. Краевые условия 
имеют вид

ф(0) =  ф(0) =  у(0), <р(Т) =  ф(Г) =  0, и(Т) =  v0. (7.4.3)
В задаче торможения начальный и конечный момен­

ты времени О, Т в (7.4.3) следует поменять местами. 
Введем параметр и и безразмерные переменные

и сделаем замену (7.4.4) в соотношениях (7.4.1)—(7.4.3). 
Опуская штрихи, получим для задачи разгона

(1 ±  цОф ±  2шр +  ф =  v, 0 ^  у <  1,
(7.4.5)

Ф(0) =  <р(0) =  и (0) =  ф (Г ) =  ф (Я  =  0, v(T) =  1.

В задаче торможения нужно поменять местами 0 и Г 
в краевых условиях (7.4.5).

Ниже будут построены режимы разгона и торможе­
ния в случаях подъема и опускания груза. Оптимальность 
этих режимов не проверяется, однако построенные режи­
мы обладают минимально возможным числом точек пере­
ключения п переходят в оптимальные по быстродействию 
(Т min) в случае маятника постоянной длины (и =  0).

2. Построение режимов разгона и торможения. Опти­
мальный разгон маятника постоянной длины (и =  0) с 
ограничением (7.4.5) построен в- п. 2 § 2 п состоит из 
двух участков постоянства скорости. При и Ф 0 управле­
ние в задаче разгона будем искать в аналогичном виде, 
а именно

Здесь £* — постоянная. Спачала построим разгон при 
опускании груза (знак «+» в (7.4.5)). Уравнение (7.4.5) 
питегрпруется в бесселевых функциях на интервалах 
[0, tif) п О*, 74. Сопрягая эти решения в точке t — t^u 
удовлетворял граничным условиям (7.4.5) с учетом соот­
ношений (7.4.0), получим всего шесть условий для четы­

(7-4.0)
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рех постоянных интегрирования (на двух интервалах) и 
для двух параметров **, Т. После преобразований эти ус­
ловия приводятся к системе двух трансцендентных урав­
нений относительно параметров р, q 
• U M N ^ p )-  ЛГ,(гШу>Шд) +  В Д Л М  =

*= l N d q ) U p )  -  М я Ш р Ш М ,  
Ш Ш р )  -  /| (гШ р )Ш д ) =

=  [N,(pW q) -  W q W p V X M .  а  (7.4.7)
Здесь введены обозначения

ms) =  Jo(s)Ni{s)-Ms)No(s)t 
г =  2/н, р =  2 / 1  +  и**/»* 5 =  2 у Т + И г /м ,  (7.4.8)
. /о, 7i и TVo, N1 — функции Бесселя и Неймана соответ­

ствующих порядков. Значе­
н и я м и ^  в зависимости от и 
находились численно на ЭВМ 
путем решения системы
(7.4.7) относительно парамет­
ров р, q. При этом отбира­
лись корпи, соответствующие 
наименьшему Т.

На рис. 7.14 представле­
ны результаты расчетов — 
графики зависимостей £*(и) 
(кривая 7), ТЫ) (кривая 2) 

и t*(w) =  Г М  — f*(w) (кривая 3). При к =  0 в соответ­
ствии с (7.2.15) имеем £* —t* =  jt/3, Т =  2я/3.

Построим реяшм торможения при опускании груза. 
Сделаем в соотношениях (7.4.5) замену v -*■ 1 — v, ф -*■ 
-н—  ф. Уравнение и ограничения при этом не изменятся, 
а краевые условия (7.4.5), соответствующие разгону, пе­
рейдут в краевые условия для торможения. Поэтому ре­
жим торможения получим из (7.4.6), если поменять мес­
тами 0 и 1, а именно

t > T .  (7.4.9)
при 0 <  t <  t 
при * * < * < Г ,

/Зависимости t* Ы) и ТЫ) — те же, что и в задаче раз­
гона (см. рис. 7.14),

[О
i



РЛЗГОЫ МАЯТНИКА ПЕРЕМЕННОЙ ДЛИНЫ 313§ 4]

Обратимся к построению разгона и торможения маят­
ника в случае подъема груза (знак «—» в (7.4.5)). Вы­
полним в уравнении (7.4.5) лилейную замену перемен­
ных t== — Aiti +  А2, ср — 4̂3ф1, v =  1 — и\. Подберем по­
стоянные Ait А2, А3 так, чтобы уравнение (7.4.5) со зна­
ком «—» в исходных переменных перешло в уравнение 
(7.4:5) со знаком «+» в новых переменных ti% qpi, v\. Ока­
зывается, что этого можно добиться, если замену пере­
менных осуществить по формулам

ut U2 — VT U, ф,
« =  - —* + - ^ 5- , .  ф =  - р ,  v = l - v v  (7.4.10)

Здесь и — заданное значение параметра (7.4.4), щ — 
соответствующий параметр уравнения (7.4.5) со знаком 
«+» после преобразования (7.4.10).

Чтобы граничные условия (7.4.5) не нарушались при 
замене (7.4.10), потребуем взаимного соответствия момен­
тов времени

t  =  0 ^ t 1=  Т(щ), t =  Г  (и) «=> =  0. (7.4.11)
Здесь Т(щ) — время разгона при опускании груза для 

параметра щ (рис. 7.14), а Т'(и) — искомое время раз­
гона при подъеме груза для параметра и. Из соотноше­
ний (7.4.10), (7.4.11) получим условия

Q Ы  =
/ i  +  V K )

Г (и ) =  -

(7.4.12)
Первое равенство (7.4.12) служит для определения 

параметра щ по заданному и. Па рис. 7.14 построен гра­
фик Q(u) (кривая 4). Эта зависимость монотонна, поэтому 
уравнение Q{u\) =  и в (7.4.12) определяет единственное 
щ >  0.

Второе соотношение (7.4.12) выражает время разгона 
Т'(и) при подъеме груза. Таким образом, расчет режима 
разгона сведен к рассчитанному выше разгону при опус­
кании груза, задаваемому формулами (7.4.6) — (7.4.8) и 
кривыми рис. 7.14. При этом по заданпому и нужно оп­
ределить щ. Пересчет осуществляется по формулам
(7.4.10) — (7.4.12) и рис. 7.14. Торможение при подъеме 
груза рассчитывается аналогично режиму торможения
(7.4.9) -при опускании груза.
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НЕКОТОРЫЕ ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИИ 

И ОПТИМИЗАЦИИ НОЛЕБАНИЙ

В данной главе рассмотрен ряд прикладных задач 
управления и оптимизации для механических колебатель­
ных систем.

В §§ 1—3 исследуются управляемые колебательные 
системы маятникового типа; этот материал по своему 
содержанию примыкает к главам 6, 7. В § 1 построены 
способы перемещения маятника с переменной длиной 
подвеса в вертикальной плоскости. В качестве составных 
элементов движения используются оптимальные и ква- 
зиоптимальные режимы перемещения, найденные в гла­
ве 6, и режимы разгона и торможения из главы 7. По­
строенные способы управления позволяют путем совме­
щения вертикального и горизонтального движений пере­
местить качающийся груз из одного состояния покоя в 
другое. § 2 посвящен вопросам управления грузоподъем­
ными машинами. Здесь обсуждаются механические мо­
дели таких машин и постановки задач оптимального 
управления. Отмечено, что реяшмы, построенные в гла­
вах 6, 7 и в § 1 главы 8, могут быть использованы для 
автоматизации управления грузоподъемных машин с 
целью сокращения времени их рабочего цикла. Помимо 
задач быстродействия, представляют интерес также за­
дачи минимизации энергетических потерь в электродви­
гателе. Дано решение таких задач в случае перемещения н 
разгона груза. В § 3 исследуются некоторые вопросы уп­
равления системой нескольких маятников путем переме­
щения тела, несущего их точки подвеса.

§§ 4—5 посвящены задачам оптимальной амортиза­
ции колебательных систем. В § 4 приведен краткий об- 
8ор проблем оптимального выбора параметров амортиза­
ционных систем и дано решение некоторых характерных 
задач этого класса в случае ударных воздействий. В § 5 
исследуется задача оптимальной амортизации роторной 
системы в процессе ее раскрутки. В отличие от § 4, на-



раметры системы (жесткость амортизации) могут изме­
няться в процессе движения. Указаны оптимальные за­
коны изменения параметров, позволяющие снизить неже­
лательные резонансные эффекты.

Отмстим, что много задач управления колебательны­
ми системами возникает в области динампки и управле­
ния роботами и манипуляторами. Эта проблематика, пред­
ставляющая собой быстро развивающуюся самостоятель­
ную сферу исследований, в дайной кпиге пе затрагивается 
(см., например, [161—163, 178, 41, 42, 61, 127, 1281).

§ 1. Перемещение маятника переменной длины 
в вертикальной плоскости

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о перемеще­
нии маятника переменной длины в вертикальной плоскос­
ти из одного состояния покоя в другое. Эта задача важна 
в связи с управлением грузоподъемными машинами типа 
мостовых шш козловых крапов и перегружателей. Изложе­
ние следует работе [141].

Математический маятник (рис. 6.1) может перемещать­
ся вдоль горизонтальной оси х со скоростью vit), а его 
длина Lit) — изменяться со скоростью uit).

Требуется переместить маятник на заданное расстоя­
ние и высоту из состояния покоя в состояние покоя. Го­
ризонтальное перемещение должно равняться а, а началь­
ная и конечная длины подвеса равны соответственно L0 и 
L\. Граничные условия в обозначениях глав 6, 7 запишутся 
в виде

я(0) =  у(0) =  ф(0) =  ф(0) =  0, L(0) =  Lo,
(8. 1 . 1 )

xiT) =  a, viT) =  ф (Я  =  ср(Г) =  О, LiT) =  Ь\.
Без ограничения общности будем считать, что маятник 

опускается: L\ ^  Lo. В противном случае можно обратить 
время и поменять местами начальную и конечную точки. 
Кроме того, за счет выбора направления оси х можно счи-, 
тать, что а >  0. На управляющие функции uit) и vit) на­
ложены ограничения

0 uil) ^  и0, 0 vit) s? vo, (8.1.2)
где u0 и Vo — заданные постоянные.
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Задача состоит в отыскании управляющих функции и 
и v, удовлетворяющих ограничениям (8.1.2) и реализую­
щих для' рассматриваемой системы граничные условия
(8.1.1). Длительность процесса Т должна быть равна или 
близка к времени оптимального быстродействия. Постав­
ленная задача практически важна в связи с управлением 
грузоподъемными машинами.

Введем безразмерные константы d, А, с и перейдем к 
безразмерным (штрихованным) переменным х , cp', L 
и', v' по формулам
■ х  = гфоТ1*)"1, ф' = (рV  Lxg/ь’о, I/  =  LILU

t' =  t/T#, Т * = У Ш , Т’ =  т/т* ,
V =  vlv0, и =  u/YLrf, (8.1.3)

d =  a (РоГ#)"1, h =  LJLX, с =  uJYT^g. □
Далее предполагается, что L\ >  0. Если же L\ — 0, то 

Lo ^  L\ =  0 и решение задачи оптимального быстродей­
ствия очевидно: маятник пмеет нулевую длину и переме­
щается с максимальной скоростью Vo вдоль оси х.

В переменных (8.3.1) (далее штрихи всюду опущены) 
уравнения движения в случае малых колебаний и соотно­
шения (8.1.1), (8.1.2) примут вид

■ 2лр +  2£ф +  ф =  х, х =  v, L =  и,,

х(0) =  х{0) =  ф(0) = ф (0) =  О,
£(0) =  h ^ l ,  ( X  к <  с,

x(T) =  d, ^ Г ) = ф ( Я  =  ф(Л = 0 ,
UT) =  1, C X z X l .  □ (8.1.4)

Соотношения (8.1.4) содержат три постоянных пара­
метра d, Л, с, которые связаны с исходными константами 
формулами (8.1.3).

Точное аналитическое решение задачи оптимального 
быстродействия (Т -*• min) представляет значительные 
трудности в силу нелинейности системы уравнений (8.1.4) 
и ее сравнительно высокой размерности. Реализация на 
практике законов управления, которые могут быть рассчи­
таны на ЭВМ, также будет представлять известные труд-
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ности. Оптимальные управления будут содержать много 
точек переключения и, кроме того, зависеть от трех па­
раметров d, h, с. Поэтому ниже предлагаются некоторые 
достаточно простые (квазиоптпмальпыс) способы управ­
ления с небольшим числом переключений, удовлетворяю­
щие (8.1.4). Этп управления построены па основе соче­
тания оптимальных законов, найденных в главах 6,7 для 
более простых случаев постоянной длины маятника. Здесь 
предполагается (см. (8.1.4)), что скорость подвеса ограни­
чена и может изменяться практически мгновенно. Анало­
гично при других ограничениях могут быть использованы 
другие реяшмы глав 6, 7, в частности, при совместных ог­
раничениях па скорость и ускорение — результаты § 3 
главы 7.

2. Простейшие типы движения. Укажем те простейшие 
движения, из которых будет составлено решение исходной 
задачи управления. Время t всюду отсчитывается от нача­
ла соответствующего режима.

A. Опускание груза с максимальной скоростью при от­
сутствии колебаний п перемещения точки подвеса:

Ф ев 0, х =  const, и — с.
B. Оптимальный по быстродействию разгон маятника 

из состояния покоя до поступательного движения при пос­
тоянной длине подвеса L — const. В момент окончания
разгона накладываются условия ф(7,в) =  ф(7,в) =  О, 
v(TB) =  1. Это движение согласно (7.2.15) имеет вид

fl при 0 < t < ll2.TB, Гб =  2/зЛ ]/Х ,
v(t) =  \

lO при ЧцТв < t <  Тв, v ('Гв) =  1.
(8.1.5)

С. Оптимальное но быстродействию торможение (до 
покоя) поступательно движущегося маятника при посто­
янной длине подвеса. Этот режим аналогичен В и задается 
в виде

v(t) =
0 при 0 < . t < . llzTB,

1 при V2Т в < * < Т в ,

Тв — L,

v ( T b )  =  0 .

(8. 1. 6)

D. Горизонтальное перемещение системы без колеба­
ний с опусканием груза <р =  0, v — const, и =  uit), 0 ^
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<  1. Здесь скорость u(t)' может быть произвольной функ­
цией (0 <  и <  с).

Е. Оптимальное по быстродействию перемещение груза 
из точки в точку прп постоянной длине подвеса (L =
=  const). Это движение состоит из 2 к + 3  участков пос­
тоянства скорости и имеет вид (см. формулы (6.2.11),
(6.2.31), (6.2.32), где надо положить и =  1, Y =  0) 

i—1 i
v(t) =  1 при S  <  * <  2  bi i =  1, 3, . . . ,  2к +  3,

i=i J=i
i—1 г

v (£) =  0 при 2  Ь <  t <  S  i =  2, 4 , . . . ,  2/c -|- 2,
j=i ;=i

i;(0) =  v (Te ) — 0.
Целое число к и длины интервалов t,■ в принятых обоз-, 

начениях определяются формулами

=  Ъ =  - 4 ъ '  “ kW =  «csin[5!£W2).|,

t i  =  г̂л+з =  (т/2 a ft) У" 2̂— ̂ 4 =  • • • =  h h + 2 — 2aft'|/rX,
(8.1.7)

*3 =  Б̂ =  • • • — 2̂Ь+1 =  2 (Л — G t/jyZ,
где [...] — целая часть числа, а т(Ь) — единственный ко­
рень трансцендентного уравнения

6 =  2лк +  х -  2(к +  1)а*(т), т е= [0, 2л). (8.1.8)
Время быстродействия Т Е задается равенством

2А+3
ГЕ=  2  tj =  (2л/с +  x)VZ. (8.1.9)

3=1

В частном случае, когда Ь/(2л) — целое число, ско­
рость точки подвеса в задаче оптимального быстродей­
ствия постоянна и вместо формул (8.1.7) — (8.1.9) имеем

v =  1 при 0 < t <  Те, TE =  d. (8.1.10)

F. Квазиоптпмальпое по быстродействию перемеще­
ние груза из точки в точку при постоянной длине под­
веса L =  const. Это движение, построенное в § 2 главы 
6 (см. формулы (6.3.15), (6.3.16)), отличается от опти-
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мального том, что содержит три участка постоянства ско­
рости. Оно задается соотношениями

J1 при 0 <  % <  ilf tL +  U <  t <  TF,
"  u \0 при tA c  t <  t* +  *8, * =  0, t =  Tjr,

_  3
tL =  i3 -I- 2nkVL, TF =  S  tj, к =  [6/(2я)1,

| =  b — 2я/.-, ii =  0, 2V =  2я/с 1 /Z/ при t =  0, 
т| =  я - f  |/2, =  (2яА: +  я +  V2)VL  при 0 <   ̂<  2л1

i2 =  0, i3 = 0  при 0 < т | < я ,
t., =  (2я — rj)}/ L, t3 =  (rj — n)YL  при я г) <  2я.

□ (8.1.11)
Из перечисленных движении можно построить три 

простых способа управления, решающих поставленную 
задачу о перемещении груза, а именно движения: АЕА, 
AFA, ABDCA.

Режимы АЕА и AFA содержит один свободный па­
раметр — длину L па участках Е и F соответственно. 
В режиме ABDCA имеются два свободные параметра — по­
стоянные длины Li и Ь2 при движепиях В, С. Эти пара­
метры естественно выбрать так, чтобы минимизировать 
суммарное время перемещения.

3. Построение управления в виде оптимального соче­
тания исходных режимов. При реализации режима АЕА 
суммарное время перемещения Т\ согласно соотношениям
(8.1.4), (8.1.0) задастся формулой Т\ =  (1 — h)/c +  ТЕШ. 
Параметр L найдем из условия minTi по L при ограниче­
нии h ^  L <  1.

Первое слагаемое в формуле для Т\ не зависит от L, 
поэтому достаточно пайтн минимум ТЕ из (8.1.9). ПреОбра- 
зуем ТЕ к виду Те =  сЩЬ), где использованы обозначения
(8.1.3), (8.1.7) и

il)(b )= iM b )/6 , i|)* (6) =  2я/с(Ь) +  т(Ь) .(&>0). (8,1.12)
Из выражения (8.1.7) для b и неравенств h < L ^ i  

получим ограничения па b вида Та­
ким образом, исходная задача минимизации Т\ сведена 
в терминах новой переменной Ъ к определению minij>(&) 
по Ь при ограничениях d <1 b ̂  d]/Tl.
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Функция ф*(6) из (8.1.12) задаст время оптимального 
быстродействия как функцию расстояния. Эта функция изу­
чена в § 2 главы 6 (где она обозначена через ТЫ)). Функ­
ция ф*(&) строго возрастает, и справедливы соотношения

ф *(Ь )^Ь  при 6 > 0 ,
ф* (6) =  л [1 +  Ы{2я)] при Ъ <  2я, (8.1.13)

ф* ( 2 j u )  =  2ni при i =  1 , 2 , . . . ,  lim ф* (Ъ)/Ь =  1.
Ь-»оо

На основании свойств (8.1.13) и соотношений (8.1.12) 
имеем (см. рис. 8.1, сплошная кривая 1)

ф (Ь )>  1 при & > 0 , ф(6) =  1/2 +  я/6 при Ь <  2я,
(8.1.14)

lim ф (Ь) =  1, ф (bt) =  1, =  2ju, i =  1, 2, 3, . . .

На интервалах b{ <  6 <  6i+j функция ф(Ь) имеет един­
ственный внутренний максимум. Отсюда и из неравенств

ФУ
W 

IJr 

1,0

Рис. 8.1.

d^b^d/YIn  вытекает, что при d <  2яУАимеем Ъ <  2л, и 
пппф(&) достигается в точке b — dfh. Это соответствует 
режиму управления с тремя (к =  0) участками постоян­
ства скорости v(t). __

Если же d >  2nYh, то оптимальное управление v(t) мо­
жет содержать один либо более трех участков постоянства 
скорости. Если при некотором i >  1 выполняется включе­
ние d/j/H], то на отрезке [d, d/Yh\ имеется хотя бы
одна точка Ь<, где достигается абсолютный минимум функ­
ции ф(Ь), равный ф(Ь<) =  1 (см. рис. 8.1). В качестве 
оптимального значения Ъ здесь следует выбрать любое



bt е  [d, d/Yh ]. При этом согласно (8.1.10) имеем vit) =  1 
для всего режима Е. _

Если же при 2я]//г условие bt е  [d, выпол­
нено, то абсолютпый минимум функции ф(6) недостижим. 
Из свойства унимодальности ф(6) в промежутках между 
точками bi следует, что min ф(6) достигается на одной из 
границ отрезка [d, dfYh\. Поэтому нужно по формулам
(8.1.7), (8.1.8), (8.1.12) вычислить значения ty(d) н
i|) (й/1/ li) и сравнить их, при этом можпо воспользовать­
ся рис. 8.1. Если \|)(^)>^\|>(й/}//г), то min-ф(й) достига­
ется в точке b — d/Yh, в противном случае — при 
b =  d.

Таким образом, при любых параметрах задачи указа­
но, как выбрать Ь. Следовательно, указана и оптимальная 
длина подвеса L для участка Е, согласно (8.1.7) равная 
L={d/b)2. На начальном участке А производится изме­
нение длины от начального значения h до L, а па заклю­
чительном участке А — от L до 1. Режим АЕА полностью 
рассчитан.

Перейдем к рассмотрению аналогичного режима АРА, 
время реализации которого согласно формулам (8.1/i),
(8.1.11) имеет вид

(1 — h)/c +  d при b = b i — 2m, £ = 1 , 2 , . . . ,

(1 — h)/c• rf|f/2-r я ([b/(2n)] -\- lj^aj ,TPTr & =  &i,

где [...] — целая часть числа.
Функция ТУЬ) монотонно убывает по b на интерва­

лах, не содержащих точек 6,-. В этих точках достигается 
ее абсолютпый минимум, причем функция Т̂ (Ъ) здесь 
нспытывает_разрыв. Поэтому если выполняется условие 
bt<=[d d/Vh] , то оптимальное значение Ь =  &<, как и в ре­
жиме АЕА.

Если имеет место неравенство d <С 2nYh, то функции 
Т1 и Г2 совпадают, так как квазиоптимальиый режим F 
при b <  2л совпадает с оптпмальпым. Лишь в случае, 
когда d >  2nYh и включение bi&id, d/h] не имеет ме­
ста, квазиоптимальиый режим отличается от оптималь­
ного. Так как Т2Ш в этом случае монотонно убывает иа 
21 Ф. л. Черноусько, Л. Д. Акуленко, Б. Н. Соколов
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интервале Ы, d/h), то минимум достигается при b =  d/]/h, 
т. е. при L =  h.

Итак, для режима AFA имеется два случая. Если 
выполнено условие bi^id, d/h], то Ъ =  Ь,- и L — (d/Ь,)2; 
режим F состоит из одного участка. В противном случае 
L =  h, т. е. опускание груза А вначале отсутствует, 
а квазпоптимальный режим F состоит из трех участков.

Заметим, что оптимальному режиму Е соответствует 
управление со многими точками переключения, и поэто­
му естественно заменить его более простым и близким но 
фупкцпопалу квазиоптпмальпым режимом F, т. е. исполь­
зовать движение типа AFA.

На рис. 8.1 пунктирной линией 2 представлен график 
функции ij)°= V2 +  л([6/(2л)] +  1)/Ь, являющейся анало­
гом il?, для реяшма F. На отрезке [0, 2л] функции 1|? н i|?° 
совпадают. Максимальное отличие 'll?0 — 1|? не превосходит 
0,5 (при Ъ ->- 2л +  0).

Рассмотрим последний реяшм ABDCA. Пусть во вре­
мя разгона В п торможения С приведенные длины под­
веса груза соответственно равны L\ и L2 =  L\ +  cz. Ис­
пользуя формулы (8.1.4) — (8.1.6) и опуская промежу­
точные выкладки, вычислим время для движения 
ABDCA

=  & -|- (1 — h)/c +  V л (| -\-V Li +  cz) — z.

Зпачспня параметров L\ ж z определим из условия 
min Т3 по L\ и ъ при вытекающих из (8.1.4) ограниче­
ниях
h Lу Ly -|- cz ̂  1 , V3H ( Ly —|—"f/*Ly -|- cz) -|- z ^  d.

(8.1.15)
Второе ограничение выражает тот факт, что полное 

горизонтальное перемещение не мспсс суммы мутей ре­
жимов В, С, D.

Функция Tz монотонно возрастает по L\, и поэтому 
со минимум достигается при наименьшем L\, допускаемом
(8.1.15). Левая часть последнего неравенства (8.1.15) мо­
нотонно возрастает по L\. Следовательно, если это нера­
венство выполнено при некоторых L\, ъ, то опо будет вы­
полнено также при LL =  h<.L*  ц том'же z. Поэтому
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положим L\ =  h. В силу монотонности леиой части упомя­
нутого неравенства по z его можно прииссти к виду 
яСзо, где so — положительный корень уравнения z0-|-
4- Va nV h-\-cz0 =  d — 1/3 n V /&, равный

(8 .1 .1 0)

Окончательно поравенства (8.1.15) с учетом (8.1.16) 
при L\ =  h можно переписать в виде

0 <  z ^  min (zo, (1 — h)/c} =  %. (8.1.17)

Неравенство zQ> 0  является условием возможности 
осуществления режимов типа ABDCA. Перейдем к опре­
делению минимума Г3 по z при ограничениях (8.1.17) и 
при L\ =  h. Для этого достаточно найти минимум по z 
при L\ =  h тон части слагаемых в Т’з, которая зависит от
z, а именно 0 (z) =  У3 я ]/"h +  cz — z.

Функция 0(z) унимодальна и имеет единственный 
максимум. при z =  z* =  (jt2c2/36 — К) 1с. Отсюда и из не­
равенств (7.1.17) вытекает, что в зависимости от парамет­
ров d, h, с реализуется один из двух типов движений 
ABDCA. Оба типа возможны лишь при условии zo >  0, 
где z0 определено формулой (8.1.16), и для каждого из 
них имеем L\ =  h, т. е. участок А по существу отсут­
ствует.

Движение (ABDCA) 1 пмест место, если параметры d, 
h, с удовлетворяют хотя бы одному из следующих двух 
неравенств

x ^ z ., . ,  0(О) =  1/ 3я 1 / / г < 0 ( х ) .

В этом случае минимум 0(z) реализуется при z =  0. 
Следовательно, имеем L\ =  L2 =  h, и иа участках В, D, С 
необходимо двигаться с постоянной длиной подвеса 
L =  h. После этого следует режим А, в котором груз опус­
кается от L =  h до L =  1. Время движения при этом вы­
числяется по формуле

Г3 =  ^ +  ( 1 - ^ / с  +  2/злК/Г,
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Движение (ABDCA)2 реализуется, если параметры d, 
h, с удовлетворяют неравенству 0(СО >  0(х). В этом слу­
чае искомый минимум функции 0(z) достигается при 
z =  х. Следовательно, на участке D груз необходимо опус­
тить до значения L =  h +  сх. Время движепня Т3 опре­
деляется формулой

Т3 =  d +  (1 - h)/c +  V3 я ( Vh  + у Т + с х )  -  х.

Сопоставим построенные реяшмы ABDCA, АЕА, AFA. 
Все они решают поставленную задачу перемещения гру­
за, однако реяшм ABDCA (в отличие от АЕА, AFA) реа­
лизуем не всегда, а лишь при условии z0 ^  0. Некоторым 
преимуществом реяшма ABDCA но сравнению с АЕА, 
AFA является отсутствие колебаний груза на его среднем 
участке D. В смысле времени перемещения при одних 
значениях параметров d, h, с имеет преимущество режим 
ABDCA, при других — реяшм АЕА. Режим AFA имеет 
меньше переключений, чем АЕА, хотя в общем случае не­
сколько уступает ему по быстродействию. Подробнее об 
этом см. в работе [141]. Построенные режимы, вообще 
говоря, не являются оптимальными, но переходят в оп­
тимальные в некоторых предельных случаях, например, 
при ( l  — h)/c<g.d, l l  — h)/c'>d. Эти случаи отвечают 
большому отличию между временами, необходимыми для 
горизонтального и вертикального перемещений.

Отметим, что вместо режимов разгона н торможения 
В, С, в которых длина маятника постоянна, можно ис­
пользовать в качестве составных элементов соответствую­
щие режимы с переменной длиной из § 4 главы 7. Это 
приведет к сокращению полного времени двткения.

§ 2. Задачи управления грузоподъёмными машинами

1. О приложении полученных результатов к управ­
лению грузоподъемными машинами. Дальнейшая интенси­
фикация работы транспорта требует создания автомати­
зированных систем управления процессами перегрузки. 
Как па морском транспорте, так и на железных дорогах 
внедряются коптсинсрные перевозки, вводятся в строй 
специализированные контейнерные перегрузочные ком­
плексы. В связи с этим приобретают важное значение про­
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блемы автоматизации работы подъемно-транспортных 
машин. Автоматизации должны быть подвергнуты основ­
ные, часто повторяющиеся рабочие операции, которые 
требуют больших затрат физической и нервной энергии 
оператора-крановщика. В результате внедрения оптималь­
ных (или близких к ним) автоматических режимов управ­
ления существенно сократится время перегрузки, умень­
шится простой судов и других транспортных средств. 
Задачи оптимального управления грузоподъемными ма­
шинами ставились и исследовались в книгах [83, 86, 194], 
в статьях [70, 84, 85, 87, 93, 165-168, 187, 239, 242, 
246, 25.0, 251, 259] и других.

Разработка методов автоматического управления подъ­
емными крапами и другими машинами, перемещающими 
висящие грузы, имеет ряд особенностей. Простейший 
подъемный кран — это сложная механическая система, 
имеющая с учетом колебаний груза 5—6 степеней сво­
боды. Система эта, как правило, существенно нелинейна. 
Уравнения ее движения включают уравнения самого 
крана с грузом, а также уравнения двигателей. При раз­
работке алгоритмов управления следует иметь в виду 
большое количество критериев и ограничений. Одним из 
важных критериев является время рабочего цикла, что 
приводит к постановке задач оптимального быстродей­
ствия. В других случаях критерием может, служить рас­
ход энергии в процессе работы механизмов. Среди огра­
ничений важную роль играет требование гашения коле­
баний груза в конце движения. Часто требуется вы­
полнить также различные ограничения па координаты 
и скорость груза, папример, груз не должен задевать 
окружающих предметов (стенок трюма судна и др.). 
В зависимости от требований к работе двигателей следует 
припиматт» во внимание ограничения па скорость и уско­
рение точки подвеса груза. 'Таким образом, здесь возни­
кают мпогочпелеппые и сложные задачи оптимального 
управления, зависящие от типа крана, от его двигателей, 
от цели управления и от ограничений.

Рассмотрим наиболее простые по кинематической 
схеме и широко распространенные грузоподъемные 
машины типа козловых или мостовых кранов илп пе­
регружателей. В качестве их механической модели 
принимается тележка с подвешенным грузом, которая



движется поступательно по горизонтальной направля­
ющей.

У малых грузоподъемных машин (крапов небольшой 
мощности, тельферов), спабжеппых асинхронными дви­
гателями, время переходного, процесса (время выхода на 
стационарный режим) много мепьше периода колебании 
груза, а тормозная система обеспечивает практически 
мгновенную остановку. Поэтому в качестве управляющей 
функции в рассматриваемой модели следует выбрать ско­
рость подвеса, которая по предположению ограничена. За­
дачи оптимального по быстродействию перемещения такой 
управляемой колебательной системы решены в главе 6.

В § 2 главы 7 для этой же системы решены задачи 
разгона и торможения, а в § 1 главы 8 построены спосо­
бы перемещения груза в вертикальной ■ плоскости на за­
данное расстояние и высоту. Этп режимы прошли экспе­
риментальную проверку на кафедре механизации и авто­
матизации портов Одесского института инженеров морс­
кого флота с использованием разработанной на кафедре 
системы автоматического управления. Испытания подт­
вердили справедливость принятой модели и эффектив­
ность полученных режимов.

В современных мощных контейнерных перегружате­
лях конструкция электропривода обеспечивает плавное 
(примерно постоянное) ускорение точки подвеса груза 
до максимальной скорости и такое же торможение (см. 
[194], гл. VI). Время разгона и торможения сравнимы 
с периодом колебаний груза. Поэтому при постановке за­
дач управления такими кранами необходимо учитывать 
ограничения как на скорость, так п на ускорепие подвеса. 
В § 3 главы 7 дано решение задач разгона и торможе­
ния при совместных ограничениях па скорость и на ус­
корепие. Перемещение груза при совместных ограниче­
ниях можно производить в три этапа: разгон — движение 
с постоянной скоростью без колебаний — торможение по 
схеме § 1 главы 8.

Если расстояние достаточно мало, т. е. ограничение 
по скорости не достигается, то для перемещения груза 
можно воспользоваться .режимом управления при ограни­
ченной опле (§ 4 главы 6). Вопросы перемещения груза 
при изменяющейся длине подвеса рассмотрены в § 4 гла­
вы 7, в § 1 главы 8.

3 20 П Р И К Л А Д Н Ы Е  З А Д А Ч И  О П Т И М И З А Ц И И  К О Л Е Б А Н И Й  [ Г Л . 8
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Наряду с режимами, оптимальными по быстродейст­
вию, представляют практический интерес способы управ­
ления, оптимальные в смысле других критериев, прежде 
всего в смысле энергетических затрат (тепловых потерь). 
Подобные задачи для кранов рассматривались, например, 
в работах [ 1G5—167]. Ниже дается решение двух 
задач о минимизации энергетических затрат при переме­
щении (п. .2) ы разгоне (п. 3) висящего груза.

2. Минимизация энергетических затрат при перемеще­
нии висящего груза. Рассмотрим следующую задачу уп­
равления силой тяги двигателя, перемещающего без тро- 
шш тележку с висящим грузом [38]. За фиксированное 
время Т требуется выбором силы Fit) переместить вися­
щий груз (рис. 6.1) па заданное расстояние а из состо- 
япия покоя снова в состояние покоя. Уравнения движе­
ния двухмассовой системы в случае малых колебании и 
краевые условия даны соотношениями (6.4.2), (6.4.4),
(6.4.5)

Ш +  m)v — mL(o — F, 1а> +  mgLy =  mhv,
(8.2.1 )

X = V, cp =  Ш,
z(0) =  17(0) =  ф(0) =  fo(0) =  viT) =  cp (T) =  toiT) =  0,

xiT) =  a. (8.2.2)
В качестве критерия оптимальности возьмем функ­

ционал
т

/  =  (8.2.3)
о

При некотором упрощении можно полагать, что сила 
F тяги электродвигателя пропорциональна силе тока об­
мотки якоря, а мощность тепловых потерь — квадрату то­
ка. Следовательно, с точностью до коэффициента нронор- 
Циштльпости затраты энергии определяются интегралом

Перейдем к безразмерным переменным по формулам 
■ х' =  Т01 (М -\- иг)- *’̂ 1 [{М +  тп) х — /н2лр], 

v' =  [{М +  m)o — тЬ<й\ (М -Ь т)~г 
и =  FT0 (И  -|- щ)~1 V =  To't,
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ф' = T ^ V o 1 ф, ш' = T l g V o 1со,
а! — То^о'а, Т0 =  [/ т -1£-1£ -1 —

— mL(M  +  /и)-1 £_1]1/3. □ (8.2.4)
Здесь vo — произвольная постоянная, имеющая раз- 

мерпость скорости, папример, v0 =  gl\.
В безразмерных переменных (8.2.4) (штрихи далее 

опускаем) уравпепия движения (8.2.1) примут вид, ана­
логичный (6.4.10)

х =  у, v =  и, ср =  о), о) =  — ф -1- и. (8.2.5)
Краевые условия в безразмерных переменных остают­

ся прежними (8.2.2), а функционал (8.2.3) переходит п 
т

/ =  |' u2(i)dl. (8.2.0)
о

Для определения оптимальпого управления восполь­
зуемся принципом максимума. Выпишем функцию Га- 
мпльтопа и сопряженную систему

I I  — p i v  +  р 2и  +  дзю +  д4(ц — ф) — и 2,

(8.2.7')
Р 1=0, Р2 =  — Ри P i =  РА, Р а =  ~  р&.

Из условия максимума гамильтониапа по ы определя­
ется вид оптимального управления

ч =  (Р2 + Ра)/2 . (8.2.8)
Интегрируя уравнения (8.2.7) и подставляя решепие 

в (8.2.8), находим
и =  (Х2 -  ht -  U sin t -  Ха cos t)/2. (8.2.9)

Здесь Xi — произвольные постоянные. Подставим управ­
ление (8.2.9) в систему (8.2.5) и проинтегрируем се при 
начальных условиях (8.2.2) для t =  0. В результате по­
лучим
■ х =  — V isM 3 +  V4M 2 +  г/^3 (sin t — t) +

+  Х/.Л4 (cos t — 1),
У +  l U 2f +  1/Л  (cos t _  1} _  sin ^
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ф =  lUK (sin I — I) -|- х/ л  (1 — cos t) +
+  XUK (* cos t ~  sin 0 — 1UKi sin

и =  1 /.2X1 (c.os t — 1) -f- 1/X1 sin t — 1 / i X.Jt sin i —
— 1/4A,4 (sin t -f- t cos if). □ (8.2.10)

Для определения постоянных X,- положим t =  T  в
(8.2.10) и воспользуемся граничными условиями (8.2.2) 
при t = Т . В результате получим линейную алгебраиче­
скую систему уравнении относительно X,- 
■ V(1 -  V oM ’8 -  (Sl'n т ~  Л  +  хл (i —cos T ) =  - 2 a ,

-  4J .J - -!- % , T  +  X3 (cos T  -  1) -  XA sin T  =  0,
Xx (T  -  sin T) !- X, (cos T  -  1) +  Ч Л :{ (sin T  — T  cos T ) +

-|-1/U ,7’ s i n r = 0 ,
Xi (1 — cos T) — X2 sin T  -j- i ! 2X!iT  sin T +

-1- V2X(1 (sin T  -I- T  cos T ) =  0. c (8.2.11)
Обозначим через D  определитель системы (8.2.11), 

а через A  — алгебраическое дополнение /-го элемента пер­
вой строки этого определителя. Величины'А- и D  явля­
ются функциями параметра 7’. Решение системы (8.2.11) 
может быть записано в виде

X i =  - 2 a D i{ T ) D ~ l ( T ) . (8.2.12)
Отмстим, что решение поставленной задачи оптималь­

ного управления при всех Т  >  0 существует и единствен­
но [117, 176J. Определитель £)('!)>  0 при всех Т  >  0. 
Величины Dt(T), DiT) легко рассчитываются численно; 
оптимальное управление и траектория определены форму­
лами (8.2.9) — (8.2.12). Точно также решается задача оп­
тимального перемещения шз любого (непуле<вого) началь­
ного состояния.

3. Минимизация энергетических затрат при разгоне 
висящего груза. Найдем закон изменения силы тяги дви­
гателя Fit), при котором тележка с подвешенным грузом 
(рис. 6.1) за фиксированное время Т  переходит из состоя­
ния покоя в состояние поступательного .движения (см. 
1911). Краевые условия для системы (8.2.5) имеют вид 
а:(0) =  ф (0) =  ш(0) =  w(0) =  <р(Я =  со (Я  =  0, viT) =  1.

(8.2.13)
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В качестве постоянной Vq в соотношениях (8.2.4) при­
нята величина задаппой скорости системы в конце 
движения. На скорость v(t) наложено одно из ограни­
чений I

а) 0 <  у <  1, б) - k K l .  (8.2.14)

В качестве критерия оптимальности принят функцио­
нал (8.2.6). Поставленная задача разгона отличается от 
задач главы 7 критерием оптимальности.

Сначала рассмотрим задачу без учета ограничений
(8.2.14) . Ее решеипе строится аналогично предыдущему 
пункту. В соотношениях (8.2.7), (8.2.8) в силу условия 
трансверсальности р\{Т) = 0  получим

Р\~ 0, р2 =  2В, рз =  —2A cos(t -I- 0),
p4 =  24sin(* +  0), (8.2.15)

где A, В, 0 — произвольные постоянные. Подставляя
(8.2.15) в (8.2.8), имеем

и =  (рг +  Pi)/2 =  A sin(i +  G) +  В. (8.2.16)

Подставим управление (8.2.16) в уравнения движе­
ния (8.2.5) и проинтегрируем их с начальными условия­
ми (8.2.13)
■ x(t) =  */2ВС1 — 4[sinU +  0) — sin 0 — l cos 01, 

v(t) =  Bt — A [cos(£ +  0) — cos 0l,
<p(0 =  lhA[— tcosit 4- 0) +  cos 0 sin i\ 4- Ж1 — cos l), 
oi(£) =  V2-4HsinU+ G) —

— cos(i +  0) 4- cos 0 cos t] +  В sin t. □ (8.2.17)

Определим постоянные A. В, G пз граничных условии 
(8.2.13) при t =  T:

А =  2с-' sin(2Y2), В =  -  Ч2С-ЧТ +  sin Г),

(8 .2. 18)

0 =  (л -  Т У 2, с =  4 sin2(272) -  ГЧ2 -  Ч2Т  sin Т  <  0.

Оптимальное управление (8.2.16) и соответствующая 
скорость vit) равны
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uit) — -A l/2iT +  sin Т) -  2sin(272)cosU — 772)]с~1 =  vit),
(8,2.19)

М  =  {'/2(7’ +  sin T)l -  4 sin(772)sin(//2)cos[U -  Т)/2])с~х.
Из равенств (8.2.19) следует, что uit)=uiT  — t), по­

этому график vit) на отрезке [О, Т] обладает централь­
ной сп.м.метрпей относительно точкн t — Т/2, и — х/2. От­
метим, что если Т Н- sin Т >  4sin(772), то uit) >  0 на от­
резке [0, У1]. Если 7, +  sin2, <4sin(J72), то vit) имеет две 
экстремальные точки, определяемые уравнением nit) = 0 . 
Приравнивая правую часть соотношения (8.2.19) для uit) 
нулю, получаем, что в точках

i о Т — arccos Т +  sin Т 
4 sin (j/27 ) *2 =  +  nrccos T +  sin T 

4 sin (ЧгТ)

(8.2.20)

функция uit) достигает локальпого максимума н мини­
мума, соответственно. Подставляя t\ в (8.2.19) и разре­
шая уравнение v {t[ (Г)) =  1 относительно Т, получаем 
7’ф «  2,5361 — пшкшою грань тех Т, при которых 0 <  
<  uit) <  1 на интервале (0, Т). При Т >  Г* решение по­
ставленной задачи дается формулами (8.2.16)—(8.2.19); 
ограничения (8.2.14) при этом не нарушаются.

Если Т <  71*, то uit) выходит иа фазовое ограничение 
(8.2.14). Рассмотрим сначала ограничение (8.2.14а). Допу­
стим, что иа конечном числе интервалов времени опти­
мальная скорость равна 0 либо 1. Обозначим через t2j~\, 
t2j, ;-е моменты выхода скорости па ограничение 
(8.2.14а) и схода с него, ;' =  1, 2, . . .  На отрезке Ujy_i, t2̂[ 
выполпоио uit) =  0. Так как фазовое ограничение нало­
жено только на и, то в моменты t2}~\ сопряженные пере­
менные р3Ш, P\it) непрерывны, a p2it) изменяется скач­
ком [176]. На интервалах it2j-2, *2j-i) имеем р2 =  const 
в силу (8.2.7) п pi =  0. Из условия непрерывности фупк- 
цпн Гамильтона (8.2.7) аналогично п. 2 § 3 главы 7 за­
ключаем, что

P A i k i - i )  =  -paCfw-i  -  0),  7 =  1 ,  2, . . .  (8.2.21)

В момент t2j~2 (/ =  2, 3, . . . )  схода с огранпчепия вы­
полнено аналогичное (8.2.21) условие. Поэтому пз (8.2.21)



332 ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ КОЛЕБАНИИ [Г.ТТ. 8

с учетом постоянства р2 имеем
4̂(^ -2) =  — Р2&2}-2 + 0) =  — Р2̂ 2}~ 1 — 0) =  p4(Z2j-l).

(8 .2.22)

Последнее равенство показывает, что па интервале 
времени между двумя соседними участками выхода ни 
ограничение функция p4(f) достигает экстремума. Поэто­
му, если vit) имеет более двух участков выхода па огра­
ничение, то соответствующее время движения Т >  л, так 
как расстояние между двумя соседними экстремальными 
точками функции р4 =  Л sinU +  0) равно л. Но в рас­
сматриваемом случае Т < Т * <  л. Следовательно, ско­
рость выходит на ограничение не более двух раз.

Так как при Т =  7’* сначала достигается верхнее ог­
раничение v =  1, то будем считать, что при Т <  Т* оп­
тимальная скорость имеет следующую структуру. На от­
резке [$i, t2] выполнено vit) =  1, па отрезке U3, 141 име­
ем vit) =  0. Управление uit) определил! при помощи фор­
мулы (8.2.1G), в которой В кусочно постоянно. Значение 
В находим из условий р2 +  р4 =  0 в моменты f,-, см.
(8.2.22) , так что
■ u.(f) =  A [sinU +  0) — sin(£i +  0)] при £ е [0 , i j ,  

uit) =  .4[sinU +  0) — sinU3 +  0)] при t<=[t2t t3], 
uit) =  .4[sinU +  0) sinU4 -1- 0)] при t e  U4, 71], 
uit) =  0 при t <= Ui, t2) U itz, U), A <  0. □ (8.2.23)

Неравенство A <  0 не ограничивает общности вслед­
ствие произвола в выборе 0. Величины t2i t3 в силу
(8.2.22) удовлетворяют уравнению sinU2 +  0) =  sinU3 +  0). 
Из этого равенства следует, что 0, t2l £3 связаны либо со­
отношением

(£3 +  t2)/2 +  0 =  я/2, (8.2.24)
либо (h + 12)12 +  0 =  3/ 2я; другие возможности но рас­
сматриваем, так как 0 определено с точностью до 2л. 
Покажем, что последнее равенство невозможно. Согласно 
этому равенству и соотношениям (8.2.23) управлопие 
u[(t2 +  f3)/2] =  и(Зя/2 — 0) >  0. На интервале (£2, 13) ско­
рость убывает от 1 до 0 и sign uit2 +  0) =  sign и(£3 — 0) =  
=  — 1. Поэтому на отрезке U2, £3] управление uit) должно 
по меньшей мере трижды обращаться в нуль. Три нуля
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функции и =  A sinU +  0) +  В расположены иа отрезке 
длиной ие менее 2 я, что приводит к оценке t3 — t2>  2 я. 
Но 7’ < 7 ’ * < 2 я . Получепиое противоречие доказывает 
справедливость соотношения (8.2.24).

Проинтегрируем соотношения (8.2.23) па отрезках 
[0, i j ,  U2, t3] и [£4, Т\, используя равенство (8.2.24). 
С учетом условий i>(0) =  v(t3) =  v(U) =  0 и vitO — v{t2) =  
=  v('V) =  1  получим

— cosUi +  G) +  cos 0 —1\ sin (£1 +  0 ) =  A~\
— 2 cosU3 +  0) — SH1 U3 +  0)(2£3 +  20 — я) — — A~x,

(8.2.25)
— cosCT7 +  0) +  cos(i4 +  0) — (T — i4)sin(f4 +  0) =  A~x.

Подставим управление (8.2.23) в уравнения движения
(8.2.5) для ср и ш и проинтегрируем их от 0 до Т
■ ф ( Г )  =  — '/2 cos{Т +  0)(£1 + t3 — t2 +  T — t4) —

— Ч 2 sin(£i +  Gbosd 1 —1\) +  sinUi +  0)cos T —
— V2 cos T sin 0 — У2 sin(£3 +  0)cos(7’ —t3) +

+  У2 sin(£3 +  0 )cos(r — t2) +
+  У2 sin(i4 +  0)cos(7T — t4) —

— sin(i4 +  0) +  ,/2sin(7’ +  0) =  0, 
« ( Я  =  V2 siii(T + Q)(tl +  t3- t 2 +  T -  u) +

+  V2 sin(£i +  0)sin(7’ —1\) — sinUi +  0)sin 7\+
+  V2 sin T sin 0 +  У2 sin(£3 +  бЬтСГ — 13) —

-  V2 sin(i4 +  0 )sin(r -  U) =  0 . □ (8.2.26)
Умножим первое уравнение (8.2.26) на sin(7T +  0), 

а второе — па cos(7T +  0) и сложим их. После упрощений 
получим

[sin(£i +  0) — sin 0]2 =  [sin(i4 +  0) — sin(r +  0)]2.
Покажем, что после извлечения корня следует оста­

вить уравнение
sin ( £1  -I- 0) — sin 0 =  sinU4 +  0) — sin(7’ +  0).

(8.2.27)
На отрезке [0, t\] скорость v(t) возрастает от 0 до 1 

п и(0) >  0. Из (8.2.23) при t =  0 получаем sin 0 «S
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sinUi +  0). Аналогично при I =  Т имеем sin(2' +  0) ^  
sSsin(£4 +  0). Поэтому справедливо соотношение (8.2.27).

Умпожпм первое уравнепие (8.2.26) на co s (r  +  0), а 
второе — па sin (r +  0) и вычтем из второго первое. Пос­
ле упрощений имеем
7г(А +  tz — h +  Т —1\) +  'A sin [2(t\ +  0)] —

— sin Ui +  0) cos 0 — 'A sin [2 U2 +  0)] +
+  V4 sin 20 +  'A sin 2itz +  0) — 'A sin [2(it4 +  0)] -h 

+  sin U4 + 0) cos {T +  0) -  >A sin [2{T +  0)] =  0. (8.2.28)
Для определепия шести неизвестных А, 0, t\, t2, £3, U 

получспо шесть уравнепий (8.2.24), (8.2.25), (8.2.27),
(8.2.28). Проанализируем и 
упростим эту систему. Пер­
вое и третье уравнения
(8.2.25) можно объединить в 
одно, исключив А
— cosUj +  0) +  cos 0 —

— t sinUi +  0) =  — cos(5T +
+  0) +  cos(£4 +  0) —

— (21 —£4)sin(£4 +  0). (8.2.29)
Подстановкой можно убе­

диться, что следующие соот­
ношения обращают уравнения (8.2.24), (8.2.27), (8.2.29) в 
тождества относительно t2

0 =  (л — 27/2, u =  TA- t u tz =  T —t2. (8.2.30)
Исключим А из первых двух уравпений (8.2.25) и под­

ставим соотношения (8.2.30) в полученное уравнение и в 
уравнепие (8.2.28). После упрощений будем иметь следу­
ющую систему
■ sin (272) -  sin (272 -  £,) -  h cos (272 - t 0  +

+  2 sin(772 -  i2) -  cos(772 -  t2)(T -  212) =  0, 
t\ — t2 +  272 +  V2 sin (T — 2ti) — V2 sin (2* — 212) +

+  V2 sin Г -  2 sin (772) cos (272- i i )  =  0. □ (8.2.31)
Для решения этой системы использовался алгоритм 

[193J, минимизирующ ий сум м у  квадратов левых частей



уравнений. Эта сумма обладает очень пологим минимумом 
по *i, ?2. Поэтому при численной минимизации для полу­
чения гладкой зависимости t\, t2 от параметра Т квадраты 
левых частей системы (8.2.31) обращались в нуль с точ­
ностью до 10-10.

На рис. 8.2 изображена полученная зависимость fi, t2 
от Т. Величины t3, и определяются из соотношений (8.2.30). 
Заметим, что при Т -*• 2я/3 оптимальный по функционалу
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(8.2.6) режим переходит в режим оптимального по быстро­
действию разгона маятника при ограниченной скорости 
точки подвеса (7.2.15); при этом £i 0, t2 - + n / 3. При 
Т <  2я/3 поставленная задача не имеет рсшопня. При 
Т > Т *  скорость пе выходит на ограничения, см. выше. 
Графики зависимостей А(Т) и 
минимального функционала 
1{Т) приведены па рис.. 8.3.
При изменении Т от 2я/3 до °° 
величина функционала монотон­
но убывает от «о до 0. График 
зависимости оптимальной ско­
рости v(tY при Т =  2,3 приве­
ден на рис. 8.4. Решение зада­
чи при ограничении (8.2.14а) 
полностью построено.

Апалогичпо рассматривается случай неравенств 
(8.2.146). Ограничимся лишь сводкой окончательных ре­
зультатов. При 2,5361 оптимальное решение по-
прежнему имеет вид (8.2.16) — (8.2.10). При Т <  71* опти­
мальная скорость выходит на фазовые ограничения, при-

щ □Li а.
Ь h У? U t„ Tt

Рис. 8.4.
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чем при Т^(Т\, Г*) имеет место выход скорости только 
на верхнее ограничение у =  1; здесь Т\ «  1,975. Если же 
Г е  (Г0, ГО, то скорость выходит на оба ограничения 
у =  ± 1 ; здесь Го =  arccos (— V4) «  1,8235. Время Г0 есть 
время оптимального по быстродействию разгона маятника

а)Т'1А1 6)ТЧ95

Впс. 8.5.

при ограничении (8.2.146) (см. (7.2.14)). При Г <  Г0 за­
дача разгона не имеет решения.

Оптимальное управление строится аналогично (8.2.23). 
Прп Т*) имеем

u it) =  Л [sin (£ +  0) — sin (ti +  0)] при £ e [0 , f j ,
a it) =i4[sin (£ +  0) — sin (£2 +  0)] при £ e [£ 2, Г], (8.2.32)
n it) =  0 при £ e  (£b £2), A <  0.

В случае Ге=(Г0, T\) управление задается прежними 
соотпошеними (8.2.23), параметры которого связаны ра­
венством (8.2.24).

показаны оптимальные зависимости 
v(t) при Г =  2,41 е  (Г,, Г*) 
(рис. 8.5, а) и Г =  1,95 е  (Го, 
Г,) (рис. 8.5, б). На рис. 8.6 
приведены рассчитанные па­
раметры £2, 9, £4 оптималь­
ного управления (8.2.32),
(8.2.23) для всего интер­
вала Г<=(Г0, Г*). На рис. 
8.7 даны зависимости А(Т) 
и /(Г ) для того же ин­
тервала.

4. Управление перемещением груза в горизонтальной 
плоскости. Рассмотрим кратко задачу об оптимальном пе­
ремещении груза в горизонтальной плоскости при помощи



поворотного устройства (рис. 8.8). Система состоит из двух 
твердых тел А и В. Тело А может вращаться вокруг вер­
тикальной оси О, а груз В массы т может перемещать­
ся вдоль горизонтальной направляющей Ох, жестко
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связанной с телом А и проходящей через точку О. В систе­
ме координат, связанной с телом А, тело В перемещается 
поступательно. Поэтому момент инерции всей системы от­
носительно оси О имеет вид 7 =  /о +  тх2, где х — расстояние 
от осп О до центра инерции тела В, а /о — постоянная, 

• равная сумме моментов инерции тел А и В при х =  0. 
Управление осуществляется двумя двигателями, один из 
которых создает момент сил 
M oit) вокруг оси 0, а другой 
осуществляет перемещение 
тела В вдоль направляющей 
Ох с ограниченной скоро­
стью V it ) . Уравнения дви­
жения системы имеют вид

d (/< p )/A  =  ATo(f),
(8.2.33) 

x — V (t), 1  =  1< > + т х 2,
где Ф — угол поворота тела А вокруг осп О. Управления 
M o(t), V {t) подчинены ограничениям

U /0(t)l < Л 7 * , (8.2.34)
Здесь Л/*, V* — постоянные. Система (8.2.33), (8.2.34) 

является моделью поворотпого движения стрелового крана, 
причем тело А играет роль стрелы, вдоль которой переме­
щается груз В. Колебапия груза отпосптельпо вертикали
22 ф. Л. Чериоусько, Л. Д. Акуленко, Б. Ц. Соколов
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здесь нс учитываются (либо они достаточно малы, либо 
груз закреплен па жестком подвесе). Предполагается, что 
двигатель, перемещающий груз вдоль направляющей Ох, 
обеспечивает практически мгновенное изменение его ско­
рости У(£). С другой сторопы, для поворотпого движения 
учитывается его пнерцпоппость (величипа момента инер­
ции I достаточно велика). Отметим, что уравнения (8.2.33),
(8.2.34) пригодны для описания поворотных движений 
других управляемых механических систем с аналогичной 
кинематикой, например, манипуляторов.

Для системы (8.2.33), (8.2.34) в работе [37] рассмотре­
на задача оптимального быстродействия. Задача состоит 
в отыскании управлений M0(t), У(£), удовлетворяющих 
ограничениям (8.2.34) и переводящих систему (8.2.33) из 
начального состояния покоя в заданное коиечпое состоя­
ние покоя

кр(0) =  т(О) =  0, ж(0) =  х0,
(8.2.35)

<р(Г) =  ф|, ф(Т) =  6, х{Т) =  х\л Ф е  [0, я],

за папмепыпее время Т (Т -> min).
Без ограничения общности можпо полагать Х\ >  яо- 

В случае х\ <  хо оптимальное управление может быть по­
лучено. из соответствующих режимов для x i> x o  после 
взаимпой перестановки параметров х\, хо и обращения 
времени.

В результате анализа необходимых условий оптималь­
ности и граничных условий (8.2.35) установлено, что опти­
мальное управление М0(£) либо максимально по модулю и 
имеет одну точку переключения, либо определяется неод­
нозначно. Во втором случае управление Мо(£) находится 
из условия завершения поворота к моменту перемещения 
груза в конечное положение.

Оптимальное управление У(£) имеет не более двух ин­
тервалов постоянства, на которых оно последовательно 
принимает значения — У* п У*. Между этими интервала­
ми времени может находиться интервал, соответствующий 
У(£) =  0. В последнем случае режим является особым. По 
предположению Х\ >  xQ, поэтому интервал времени со зна­
чением У(0 =  У* всегда существует, а интервалы с У(£) =  
== — У* и У(£) =  О могут отсутствовать.
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Установлено 137], что в зависимости от параметров за­
дачи может реализоваться одип из следующих трех типов 
оптимальных движении.

A. Управление У(£) постоянно, У(£) =  У* при £ «= [О, Т] . 
Время быстродействия равно Т =  {х\ — xQ)/V* и определя­
ется временем движения по паправляющей. Управление 
MQ(t) определяется неодиозпачио и должно осуществить 
поворот за указанное время Т.

Б. Управления У(£), M0(t) максимальны по величине 
п имеют каждое по два интервала постоянства. Точки пе­
реключения их, вообще говоря, различны. Скорость рав­
на У =  — У* на первом и У =  У* па втором интервале, 
а момент Mq — M* па первом и Мо =  — М* па втором ин­
тервале. Начальное движение груза по паправляющей 
в сторону оси вращения объясняется тем, что при этом 
уменьшается момент инерции системы, что ускоряет по­
воротное движение.

B. Момент ДГо(£) имеет структуру, аналогичную типу 
Б. Скорость У(£) имеет три интервала постоянства, на ко­
торых она равна последовательно — У*, О, У*. Участок, 
где У(£) =  0, отвечает значению x(t) =  0; здесь центр 
инерции груза находится на оси вращения, так что момент 
инерции системы минимален. Если по условиям задачи 
коордипата х ограничена (х ^ х* , где х* >  0), то па сред­
нем участке будем иметь х =  х*.

§ 3. Об управлении системой многих маятников

1. Условия существования оптимального управления.
В качестве примера управляемой миогочастотной колеба­
тельной системы рассмотрим систему нескольких маятни­
ков с подвижной точкой подве­
са. Пусть п физических маят­
ников имеют точки подвеса, на­
ходящиеся на твердом теле, ко­
торое может передвигаться с 
ограниченной скоростью вдоль 
горизонтальной прямой Ох 
(рис. 8.9). При малых углах 
отклонения маятников линеари­
зованные уравнения их дви­
жения могут быть записаны 
2 2 *



340 ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ КОЛЕБАНИЙ [ГЛ. 8

в виде (см. 6.1.1))

ср4 -t- (Oi<Pi =  СЦШ,

x — v, v =  w; — p =  const>  0, (8.3.1) 
а{ =  со® =  migLJT1, i =  1, 2, . . . ,  n.

Здесь ф£ — угол отклонения i-го маятника от вертикали, 
т, — его масса, /< — его момент инерции относительно осп 
подвеса, L,- — расстояние от точки подвеса до центра инер­
ции i-го маятника, g — ускорение силы тяжести, xt у, w — 
горизонтальная координата, скорость п ускорение одной 
пз точек подвеса маятников.

Рассмотрим условия, при которых существует управле­
ние wit), перемещающее систему (8.3.1) из произвольного 
начального состояния на заданное расстояние а с гашени­
ем ее колебаний за кратчайшее время Т.

Заменой переменных cpi =  а̂ р[ система (8.3.1) преоб­
разуется к виду (штрихи далее опущены)

фг +  cofai •-= w, x =  v, V =  w, — р <  v < ; р. (8.3.2)

Запишем граничные условия, соответствующие постав­
ленной задаче перемещения .

Ф i (0) =  Ф? 1 Ф* (0) =  ф?, X (0 ) =  0 , V (0 ) =  у ° ,
(8 3 3)

cpi (7*) =  ф£ (Г) =  i; (Г) =  0, х {Т) =  а.

После введения переменной (см. (6.2.1))

\j)i =  — С0{ 2фг 2 у (8.3.4)

уравнения движепня (8.3.2) и граничные условия (8.3.3) 
примут вид

фг =  фг, Щ =  — +  V, X = v ,  — Р <  У <  р,

Фг (0) = ф® = -  й>?2фг (0) +  (HT2V (0),
(р. (0) =  сро, х (0) =  0,

Фг (Т) =  фг {Т) =  0, х (71) =  a, £ = 1 ,2 ,  . . . ,  /г.
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Роль управлении в системе (8.3.5) играет скорость н, 
так что ограничение па фазовую переменную \v\ < (i ста­
новится ограничением па управляющее воздействие.

Изменение управления vit) в двух точках не отразится 
на его оптимальности, поэтому условия и(0) =  v°, viT) =  О 
и (8.3.3) можно опустить (см. § 2 главы G). Управление 
vit) ищем в классе кусочно непрерывных функций. Урав­
нения (8.3.5) удобно записать в матричной форме

z =  Az + bv,
и 1 0 (1 .. 0 0 0 ь 0

— (OJ (1 0 0 .. . о 0 0 ‘Pi 1
О 0 и 1 . . . 0 0 0
о о — ю; 0 .. . 0 о 0 , 2 = , Ъ =
0 0 О 0 . . . (J 1 0 Н’п 0
0 о и 0 .. 1 Л

. о 0 ф|, 1
0 и 0 0 .. . 0 и 0 X 1

Здесь г — (2п +  I )-мерный вектор фазовых коордипат, 
А и b — постоянные матрица и вектор соответствующих 
размерностей.

Для существования управления, решающего поставлен­
ную задачу оптимального по быстродействию перемещения 
системы (8.3.5) достаточно [117] выполыеипя следующих 
двух условий. Векторы 6, АЬ, .. ., А2пЬ должны быть ли­
нейно независимы, а все корни X, уравнения det(A — %Е) 
должны иметь неположительную действительную часть.

Для проверки первого условия составим определитель, 
столбцами которого будут Ь, АЬ, ..., А2пЪ

0 1 0 - - © 2  о . . . ( _  1)п- 1 ©2П -2 0

■1 0 - й)г 0 (0* . . . 0 ( -  1)” ©Г

0 1 0 -- 0 ) 2  0 . . . ( -  и " - 1© * " - 2 0

1 0 — 5 о ©2 . . . 0 ( -  1 ) Х

0 1 о --  ©2 0 . . . 0

1 0 — © 2 0 © * . . . 0 (--  1)П©2П

1 0 0 0 0 . . . 0 0
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Переставляя строки и столбцы данного определителя, 
получим, что он с точностью до знака paRcii
1 . o f " 2 0 0 ... 0
1 0 0 ... 0

1 (О2 • 0 0 ... 0
0 0 .... 0 1 со2 ... <
0 0 . .А) 1 (о2 .. . ft)2"

0 0 . .. 0 1 со- . . • < ’
0 0 . .. 0 1 0 .. . 0

» t— ^ 1
1 «!• .. (ofi-2

W n = 1 “ I- .. (O f -2

1 (О2 . . . (O f-2

— (<0L(0a . . .  «„(У ,,)2,

(8.3.0)

=  П  (c°i ~  “ У-

Здесь Wn — определитель Вандермонда, Wn ^ 0  в том 
и только в том случае, если среди частот он нет двух оди­
наковых.

Перейдем к проверке второго условия. В силу структу­
ры матрицы Л уравнеппе det (Л — ХЕ) =  0 эквивалентно 
уран не пшо

k Д  +  tOi) =  0,

все корны которого имеют нулевую действительную часть.
Следовательно, оптимальпое по быстродействию управ­

лений v(t) для задачи перемещения (8.3.5) существует, 
если все маятники имеют различные частоты со< собствен­
ных колебаний.

При этом условии существует также и решение задачи 
об оптимальном по быстродействию гашении колебаний 
для системы (8.3.5). Задача гашения колебаний отличает­
ся от задачи перемещения тем, что х(Т) не фиксировано, 
поэтому в системе (8.3.5) можно опустить уравнение для 
х. Тогда в матрице Л и в  верхнем определителе (8.3.0) 
выпадут последние строка и столбец, так что указанный
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определитель будет ранен W «• Поэтому существование ре­
шения задачи оптнмальпого гашения колебании при раз­
личных о,- следует из нзложеппого выше.

Рассмотрим теперь задачу разгона. Требуется выбором 
управлении wit) перевести систему (8.3.2) из произвольно­
го начального положения в состояние поступательного дви­
жения без колебаний со скоростью viT) =  с =  (0, (}] за на­
именьшее время Т. Граничные условия при t =  T имеют 
вид

срДУ') =  грДТ1) =  0, viT) =  с, i =  l, 2, . . . ,  п.

В ‘переменных (8.3.4) эти граничные условия запишут­
ся в форме

‘Pi (Т) =  0, \|?i (У) =  — coi 2срi (Г) +  (Oi *v (Т) =  соi 2с,
(8.3.7)

1 =  1, 2, ...,77.

Рассматриваем задачу оптимального быстродействия 
для системы (8.3.5) с управлением vit) и с граничными 
условиями (8.3.5) при f =  0 и (8.3.7) при t =  T. Уравне­
ние для х опускаем. Для доказательства существования 
оптимального управления достаточно [176] доказать су­
ществование допустимого управления (условие общпостп 
положения, как показано выше, здесь выполнено), пере­
водящего систему (8.3.5) из произвольного начального 
состояния в конечное состояние (8.3.7). Выше доказано 
существование управления, переводящего систему (8.3.5) 
из произвольного начального состояния (в том числе из 
состояпия поступательного движения) в состояние покоя; 
это — оптимальное управление для задачи гашения коле­
баний. Колебательная система (8.3.5) инвариантна по от­
ношению к замене t-*- — t. Поэтому существует также 
управление, переводящее систему из состояния покоя в 
состояние поступательного движения со скоростью с. Та­
ким образом, существует допустимое управление, перево­
дящее систему пз произвольного начального состояния в 
состояние поступательного движения (через состояние 
покоя). Тем самым доказало существование оптимального 
по быстродействию разгона системы маятников с различ­
ными частотами и*.
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Если частоты некоторых маятников совпадают (оц =  
=  0 j при каких-либо i, /), то поставленные задачи пере­
мещения, гашения колебаний и разгона, вообще говоря, 
не имеют решении. В самом деле, никакое управление 
v(t) ие может перевести две идентичные системы из раз­
ных начальных состоянии в одно и то же конечное со­
стояние в момепт t =  T. Если же начальные условия для 
маятников с одинаковыми частотами со, совпадают, то пе­
речисленные задачи имеют решение, соответствующее 
меньшему числу маятников (идентичные маятники можпо 
рассматривать как одпн).

' В качестве примера построим управление, осущест­
вляющее разгон системы двух маятников из состояния 
покоя. Эта задача была исследована С. А. Михайловым.

2. Разгон двух маятников. Перейдем в урпвиспиях
(8.3.5) к безразмерным переменным, выбрав в качестве 
единицы скорости Р, а в качестве единицы времепн Tq — 
величину, обратную панбольшей частоте

Л> =  иГ\ vfc =с)Г2|Ч'1, * =  2У', z; =  (5i/, / =  1, 2.
В штрихованных переменных уравнения движения

(8.3.5) примут вид (штрихи далее опускаем)

Предполагается, что скорость подвеса ограничена
Ь  +  Ь  =  у, \h+(o2b  =  v, (й~а*2<йТ1<  1. (8.3.8)

т
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т
^  (Т) =  j  cos {Т — x)v (т) dx =  О,

о
т

я|з2 (Г) =  оГ1 j  sin [ 0  (Т — т)] и (т) dx =  0 ~2, 
о 

г
'i>2 {Т) =  j  cos [® (?’ — т)] v (т) с1х =  О* п (8.3.11) 

о
В силу линейности системы оптимальным в смысле 

быстродействия будет кусочно постоянное управление, 
принимающее значение 0 или 1. Рассмотрим сначала ре­
жимы с двумя интервалами постоянства v (t):  

и =  1 при 0 <  £ <  £i, t =  Т, 
v =  0 при t =  0, t\ <  £ <  £ <  £i +  £2 =  Г.

Подставим ото управление в соотпошенпя (8.3.11). 
После интегрирования получим

cos ti — cos iti +  ti) =  1, sin £2 =  sin (£i + £ 2), 
cos (0£г) — cos [ 0  (£i .+ £2)] =  1, 

sin (co£2.) =  sin [<b(£i +  £2 )].
При 0  =  (6m ±  l ) -1, m =  1, 2, . . . ,  полученная система, 

как нетрудно проверить, имеет решения £1 =  £2 =  я /(3© ). 
Эти решения являются оптимальными, так как время 
разгона Т =  t\ +  £2. =  2лЛЗо) равно наименьшему време­
ни, за которое можно разогнать один маятник с наимень­
шей собственной частотой 0  <  1 (см. (7.2.15)).

В случае произвольного 0  оптимальное управление со­
держит большее число переключений. Построим управле­
ние с четырьмя интервалами: постоянства скорости, обо­
значая их длительности через U, £2, £3 , £4. На интервалах 
длиной £[, £3 имеем у =  1 , на остальных интервалах и =  0 , 
причем у(0) =  0, v(l') =  1 . Подставим v{t) в соотношения
(8.3.11)
COS (£1 + £2 + £3 + £4) — COS (£2 + £3 + £4) +

+  COS ( £ 3  +  £4) — COS £4 =  — 1, 
sin (£1 +  £2 +  £3 +  £4.) — sin (£2 +  £3 +  £4) +

+  sin  ( £ 3  +  £4 ) — sin  £4 =  0 ,-
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cos [c o (ti +  t i  +  и  +  и ) ]  -  co s [со(£2 +  £3 +  £ *)1 +

+  COS [o> ( ^ 3  +  £4)] — co s  ( CO£4.) =  — 1 , 

sin [coUi +  £2 +  £3 +  £4 )] — sin [ 0  (£2 +  £3 +  £■*)] +
+  sin  [ 0 U3  +  £4 )] — sin (co£4.) =  0.

Можно проверить, что для любого со полученная си­
стема имеет решение t\ — £.*, £2 =  £3 и приводится к виду 

cos £2 — cos (£1 +  £2) =  1/2,
(8.3.12)

cos (со£2) — cos [ 0 U 1 +  £2)] =  1 /2 .

Система (8.3.12) отпосптельпо £1, £2 решалась па ЭВМ, 
Результаты расчетов приведепы на рис. 8.10. На 
рис, 8.10, п даны зависимости £1, £2 от со <= [0,2, II. Отме­

тим, что при со =  0,2 режим с четырьмя участками по­
стоянства управления переходит.в оптимальный режим с 
двумя участками, при этом

со =  (От — I ) -1 =  0,2, 171 =  1, £2 =  £4 =  0, £1 =  £ 3  =  я/Зсо.

На рис, 8.10, б пткпяя кривая соответствует наимень­
шему времени 7’* , за которое- можно разогнать более 
длинный маятник с собственной частотой о , !Г* =  2зх/(3(о). 
Верхняя кривая 8.10, б дает время разгона двух маятни­
ков, полученное в результате численного решения систе­
мы (8.3.12), Т =  2(£i +  £2).



§ 4. Оптимальна» амортизация динамических систем

1. Типичные задачи оптимальной амортизации. Важ­
ным классом прикладных задач оптимизации колебатель­
ных систем являются задачи, связанные с проектировани­
ем амортизаторов — механических устройств, служащих 
для защиты различных приборов и конструкций от виб­
рации и ударов. В современной технике широко распро­
странены объекты, движущиеся с большими ускорения­
ми или подвергающиеся вибра­
ции н ударным воздействиям.
В результате этого установлен­
ные па таких объектах прибо­
ры испытывают большие пере­
грузки, снижающие точность 
работы приборов, а иногда и 
грозящие выходом их из строя.
Для уменьшения этих перегру­
зок приборы крепятся к корпу­
су движущегося объекта не 
жестко, а с помощью специаль­
ных технических устройств — амортизаторов. К настоя­
щему времени выполнено много исследований, посвящеп- 
пых теории амортизационных систем. Изложение методов 
апалнза и оптимизации виброзащптных и противоудар­
ных систем, а также обширная библиография работ иа 
эту тему содержатся в монографиях [108, 109, 207, 266].

Возросшие требования к качеству амортизационных 
систем обусловили появление работ, посвящеппых пост­
роению оптимальных амортизаторов различных типов. 
Критерии оптимальности определяется целью аморти­
зации.

Приведем несколько типичных постановок задач опти­
мизации амортизационных систем. Рассмотрим механиче­
скую систему, состоящую из твердого тела, укрепленного 
в корпусе при помощи1 амортизационного устройства. Кор­
пус двпжется прямолппейно, тело может перемещаться 
относительно корпуса в направлении его движения 
(рис. 8.11). Пусть массы амортизируемого тела и корпуса, 
в котором оно расположено, равпы соответственно т и М. 
Будем считать, что к корпусу приложена сила (неуправ­
ляемое внешнее воздействие), зависящая от времени но
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f ( x , i )

1 ь Г ^ У у У У м
бШ

Рис. 8.11.
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некоторому закону а(£). Сила /, с которой амортизатор 
действует на амортизируемое тело, зависит только от его 
смещения относительно корпуса х и относительной ско­
рости dx/dt. Конкретный вид функции fix, dx/dt) опреде­
ляется конструкцией амортизационного устройства, а сама 
эта функция часто в технической литературе называется 
характеристикой амортизатора.

Движение описанной системы определяется дифферен­
циальными уравнениями

где у — смещение корпуса относительно инерциальной 
системы отсчета. Исключая из этих уравнений перемен­
ную у, получим уравнение, описывающее движение амор­
тизируемого тела относительно корпуса

Часто при исследовании амортизационных систем 
предполагается известной не сила оШ, приложенная к
корпусу, а непосредственно ускорение корпуса y{t) как 
функция времени. В этом случае уравнение относитель­
ного движения амортизируемого тела имеет вид

В литературе, посвященной амортизационным систе­
мам, принято говорить о внешнем воздействии динамиче­
ского (силового) типа, если известна сила ail), приложен­
ная к корпусу, и о воздействии кинематического типа, 
если известно ускорение корпуса yit) [109]. Из (8.4.1) и
(8.4.2) вытекает, что в обопх случаях относительное дви­
жение амортизируемого тела описывается уравнением

Му +  mix +  у) =  оШ, mix -I- у) — fix, х),

g(0 
М  ’

(8.4.2)

x +  uix, х) — Fit). (8.4.3)

Здесь uiх' х) =  —fix, х)/т, Fit) =  —yit) в случае 
внешнего воздействия кинематического типа и uix, х) —
=  —fix, х)/ц, F(t) =  —ait)/M для динамического внешне­
го воздействия.
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Важнейшими величинами, определяющими качество 
амортизационной системы, являются максимум модуля 
относительного отклонения амортизируемого тела

«Л (ы»/'’) =  max |я(£)| (8.4.4)
<€Ч'о*°°)

и максимум модуля абсолютного ускорения (т. е. пере­
грузки) амортизируемого тела. Последний с точностью до 
постоянного множителя равен максимальному значению 
абсолютной величины функции и(х, х)

(и, F) =  max I и (х(1), х (£)) |. (8.4.5)

Величины /], /г являются функционалами внешнего
воздействия Fit) п характеристики амортизатора uix, х). 
Через xit) в выражениях (8.4.4), (8.4.5) обозначено реше­
ние дифференциального уравнения (8.4.3), отвечающее 
заданным начальным условиям

x(t0) =  х°, ж(<0) =  х°. (8.4.6)
Рассмотрим две типичные задачи оптимизации амор­

тизационных систем.
З а д а ч а  1. Пусть движение системы описывается 

уравнением (8.4.3) с начальными условиями (8.4.6). Тре­
буется среди определеипого класса Y функций и(х, х) 
найти оптимальную характеристику амортизатора щ(х, х) 
такую, что

J\ («о» F) — min Л (ui Л» («о» F) ̂  U.«еу
Такая задача была впервые поставлена в работе 174]. 

Эта постановка соответствует требованию минимизации 
габаритов корпуса при условии, что перегрузка пе пре­
вышает заданной величины U, гарантирующей надежную 
работу амортизируемого объекта.

З а д а ч а  2. Среди определенного класса Y функций
и{х, х) найти оптимальную характеристику амортизатора 
и°(х, х ) такую, что

(в°, F) =  min J, (и, F), Jl (в", F) <  D.



Эта задача соответствует требованию минимизации пе­
регрузки при ограничениях на допустимые размеры кор­
пуса. Задачи 1 и 2 являются двойственными друг к другу 
в том смысле, что, зная решение одной из mix, можпо с 
помощью несложного пересчета получить решение дру­
гой. Это вытекает пз мопотопной зависимости оптималь­
ного значения минимизируемого функционала в обеих 
задачах от параметра, описывающего ограничение. Реше­
нию задач 1 и 2 при различных внешних воздействиях 
посвящепы исследования [49, 50, 54, 55, 74, 77, 142, 190, 
191, 206, 207, 254, 266] и другие.

Отдельно отметим так называемую задачу о предель­
ных возможностях, амортизации, состоящую в вычислении 
оптнмальпои характеристики u(t) как функции времени. 
При этом получается минимально возможное при задан­
ных начальных условиях значение критерия качества 
амортизации. Сравнение значений максимума перегрузки 
или отклонения, обеспечиваемых амортизатором той или 
иной конструкции, с предельно возможными позволяет 
сделать вывод об эффективности данного амортизатора и 
о целесообразности его применения. Решение задачи о 
предельных возможностях может быть использовано для 
приближенного синтеза оптимальной характеристики 
амортизатора в виде функции фазовых координат [266].

В оппсапных выше задачах функция FW, характери­
зующая внешнее воздействие, предполагалась заданной. 
Однако, практически редко имеется полная информация о 
законе изменения ускорения корпуса пли приложенной к 
нему силы, и целесообразно проектировать амортизацион­
ную систему в расчете на некоторый класс внешних воз­
действий. Рассмотрим две задачи о выборе оптимальной 
характеристики амортизатора, рассчитанного на класс 
внешних воздействий, являющиеся естественным обобще­
нием задач 1 и 2. Пусть относительно функции Fit) из­
вестно, что она принадлежит некоторому множеству Ф 
возможных внешних воздействий.

За д ач а  3. Найти оптимальную характеристику 
Vq(x, а :)еУ  такую, что

max Jx (у0, F) =  min max / L (и, F),
реФ u<=Y геФ
max J8(i;01 F )< ,7 ,
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З а д ач а  4. Найти оптимальную характеристику 

v4x, г ) е У
такую, что

шах Л  (г;0, F) =  min max J.2 (и, F),
re ф “ нет геФ
max (r-°, F ) ^ . R .
ГёФ

Здесь V и I i  — заданные положительные величины. 
Решению задач об оптимальной амортизации систем, рас­
считанных на класс внешних воздействий, посвящены ра­
боты L26G, 189, 51] и другие. Задачи 1—4 могут быть 
обобщены на системы со многими степенями свободы 
(см. [75, 109, 266] и другие).

Перечисленные выше задачи являются простыми при­
мерами, отражающими типичные особенности оптимиза­
ционных задач, связанных с проектированием амортиза­
ционных систем. Опи, конечно, не исчерпывают всех воз­
можных постановок. Читателю, интересующемуся пробле­
мами проектирования оптимальных амортизаторов в более 
широком аспекте, можно обратиться к монографиям [109, 
207, 266]. Ниже рассматриваются в качестве примеров 
некоторые простые задачи оптимальной амортизации для 
систем с одной степенью свободы.

2. Оптимизация параметров упруго-демпфированных 
противоударных амортизаторов. В книге [97] показано, 
что амортизаторы целесообразно применять лишь в том 
случае, когда путь торможения (или разгона) объекта, 
содержащего амортизируемое тело, не больше хода амор­
тизатора. Поэтому особенный интерес представляет воп­
рос о защите при кратковременном (ударном) внешнем 
воздействии па корпус.

Если времл действия внешней силы много меньше ха­
рактерного времени амортизационной системы (например, 
периода ее колебании), то в некоторых случаях можно 
считать, что корпус подвергается мгповеппому удару и 
полагать Fit) =  {}6U), где (} — постоянная (интенсивность 
удара), a 6U) -  дельта-функция.

Рассмотрим механическую систему, представляющую 
собой абсолютно твердое тело, связанное с движущимся 
корпусом посредством упруго-демлфировапиого амортиза­
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тора со степенной характеристикой вида

и(х, х) =  k\x\r signх +  c|.r|wsign х, (8.4.7) 
/• >  0, т >  0.

Здесь к >  0 н с ** 0 — постоянные коэффициенты демп­
фирования и жесткости соответственно, г и т — копстап- 
ты. Предполагается, что в начальный момент времени 
t — 0 система, находящаяся в положении равновесия
ж(0) =  ,т(0) =  0, подвергается мгновенному удару {Fit) =  
=  (М5Ш), в результате которого амортизируемое тело при­
обретает конечную относительную скорость (3. Движение 
амортизируемого тела относительно корпуса определяет­
ся дифференциальным уравнением с начальными усло­
виями

х +  k\x\r sign х +  сЫ '" sign х =  0,
(8.4.8)

я:С0) =  0, кО) =  р.
Введем следующие обозначения

I i m(k ,c )=  max |z(J)|, (8.4.9)
te[o,«o

c) =

=  max \k\x (t) |T sign x (t) +  c | x (t) |m sign x (t) | =
te[o,oo)

=  max |x(i)|. (8.4.10)
teto.oo)

Ставится задача об определении оптимальных коэф­
фициентов демпфирования и жесткости, минимизирую­
щих максимум модуля перегрузки при ограниченном мак­
симуме модуля отклонения. Таким образом, требуется 
пайти параметры /со, с0 такие, что

Лг,ж (ко. Се) =  m in/;• "(* , С),
ft,c>o

11 (к01 со)
(8.4.11)

Такая постановка соответствует задаче 2, описанной 
в п. 1. В рассматриваемом случае множество Y допусти­
мых характеристик представляет собой параметрическое
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семейство функций, а внешнее воздействие — ударного 
типа IFit) =  рб(£)). Будем считать в дальнейшем, что 
начальная скорость [} и максимально допустимое отклоне­
ние D равняются единице. Это отвечает переходу в
(8.4.8)— (8.4.11) к безразмерным переменным по фор­
мулам

*' =  7Г' V =  \Г 4' k' =  bD f~\  =  (8-4-12)

Отметим некоторые свойства системы (8.4.8), которые 
понадобятся в дальнейшем.

С в о й с т в о  1. Максимум модуля отклонения аморти­
зируемого тела (8.4.9) достигается в момент £* первого 
локального экстремума функции x(t). Это свойство явля­
ется простым следствием диссипативиости системы (8.4.8).

С в о й с т в о  2. Максимум модуля перегрузки (8.4.10) 
достигается на отрезке 0 <£?^£*, где £ * — момент пер­
вого локального экстремума функции я(£).

Действительно, в силу свойства 1 для любого момента 
времени £ >  £* выполняется неравенство | х (£) J ^  | х (£*) |. 
Поскольку функция хШ непрерывна и £* — точка ее эк­
стремума, то для любого момента £j >  £* существует мо­
мент £2 <  £* такой, что

I*(£i)I =  I*(£2)I. (8.4.13)
В силу диссипативиости системы (8.4.8) ее механиче­

ская энергия Е =  хУ2 +  сЫ т+1/(тп + 1) не возрастает с 
ростом времени и, следовательно, справедливо неравен­
ство

|i(£i)l^|i(£2)l. (8.4.14)
Решение задачи Коши (8.4.8) ж(£) неотрицательно

вместе со своей производной xit) на отрезке 0  ^  £ ^  £ *. 
Отсюда и из (8.4.13), (8.4.14) следует, что
|'iUi)| </с|г(£1)1г +  с|ж(£1)|т ^А:а:г(£2) +  са:т (£2) =  |а?(£2)|.

Таким образом, для любого момента времени tx >► £+ 
справедливо соотношение

|i(£i)| <  Ы£г)1 *Smax|z(£)l,<6Е0.
которое и доказывает свойство 2 .
23 ф. л . Черноусыю, Л. Д, Акуленко. В. Н. Соколов
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Приведем решение задачи оптимизации (8.4.11) для 
амортизаторов с линейной жесткостью (m. =  1 ) и с линей­
ным (г =  1 ) и квадратичным (г =  2 ) демпфированием. 
Амортизаторы указанных типов широко распространены 
в технике.

3. Амортизатор с квадратичным демпфированием.
Прежде, чем решать задачу определения оптимальных па­
раметров амортизатора с квадратичным демпфированием, 
решим следующую задачу о предельных возможностях 
защиты от ударных воздействий. Пусть движение систё- 
мы описывается дифференциальным уравнением с на­
чальными условиями

я +  н(£) =  0, .т(0) =  0, я(0) =  1. (8.4.15)
Требуется найти кусочно непрерывную функцию u0it) 

такую, что
max | и0 (t) | =  min max | и (t) |, 

ieEo,°°) и *=[0.00) (8.4.16)
max | я (t) I ^  1 ..

<е[о,оо)
Справедливо следующее соотношение .

max | и0 (t) | ^  0,5. (8.4.17)
teEo.oo)

Допустим противное, т. е. что lifo (i)l< 0 ,5  (и, следо­
вательно Uo(i)<0,5) для всех i s  [0, °°). Тогда справед­
лива оценка решения уравнения (8.4.15)

t t а
z(i) =  t -  j ( i - T ) u ( T ) d T > t - 0 , 5  J(* — * ) t f c = f  —  

о 0

max x (i) >  max (i — i2/4) =  1.
*=[0,°o) iS[0,oo)

Отсюда вытекает, что если I щ (i) I <  0,5 для всех 
i s  [О, «О, то неравенство (8.4.16) не выполняется. Полу­
ченное противоречие доказывает неравенство (8.4.17). 
Можно проверить, что управление 

, . , ( 0 , 5 ,
UoU И  *): |i>(«)|<0,5, | * (< }| < 1 , « >  2

(8.4.18)
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приводит к соотношениям
max K ( t )  1 =  0,5, max |*(*)| =  я (2) =  1. (8.4.19)

i e [ o ,o o )  t e E o .o o )

Выражепис (8.4.18) означает, что.на отрезке 0 = ^ f^ 2
до достижения первого нуля скорости x(t) управление 
uyit) постоянно, а при t >  2  оно может быть любой ку- 
сочно-непрерывпой функцией, удовлетворяющей указан­
ным в (8.4.18) неравенствам. Из (8.4.17), (8.4.19) выте­
кает, что любая функция н0(£) вида (8.4.18) является оп­
тимальным управлением, решающим задачу (8.4.15),
(8.4.16). Методом от противного доказывается, что на от­
резке 0 t ^  2  оптимальное управление определяется 
единственным образом.

Соотношения (8.4.19) определяют предельные возмож­
ности защиты амортизируемого тела от ударных воздей­
ствии. Нельзя добиться значения максимальной перегруз­
ки, меньшего 0,5, в задаче (8.4.15), (8.4.16).

Покажем теперь, что можно так выбрать параметры 
амортизатора с линейной жесткостью и квадратичным 
демпфированием, что минимум максимальной нагрузки 
будет равен 0,5, т. е. что при соответствующем выборе 
параметров амортизатор указанного тппа обеспечивает 
абсолютный минимум перегрузки.

Если управление u0(t) имеет вид (8.4.18), то на отрез­
ке 0  <  t ^  2  имеем

x(t) =  t - m ,  k t) =  l-t/ 2 . (8.4.20)
После подстановки выражении (8.4.20) в уравнение

(8 .4 .8 ) при т =  1 , г =  2  левая часть этого уравнения при­
мет вид

-  т  +  *  ( *  -  т )  +  ^  -  - г )  -  ( *  -  т ) + < *  -  с>( т - ‘ ) '
0 < * < 2 .

Это выражение тождественно обращается в нуль тог­
да и только тогда, когда к — с =  0,5. Таким образом, до­
казано, что при к — с — 0,5 выполняются -соотношения

|я(*)| =  0 ,5 , 0 < * < 2 ,  max И*)| =  s ( 2 ) -  1 .
te[o,a]

23*
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Отсюда и из отмеченных выше свойств 1 и 2 системы
(8.4.8) (здесь имеем £* =  2 ) вытекает, что для амортиза­
тора с квадратичным демпфированием и линейной жест­
костью оптимальные параметры равны fco =  c0 =  O,5. Пе­
реходя к исходным размерным переменным по формулам
(8.4.12), получим зависимость оптимальных параметров и 
соответствующего значения функционала от величии 
Р п D

Итак, амортизатор с линейной жесткостью и квадра­
тичным демпфированием обеспечивает абсолютный мини­
мум максимальной перегрузки. Отметим, что в классе 
упруго-демпфированных амортизаторов с характеристи­
кой вида (8.4.7) только амортизатор с квадратичным демп­
фированием (г =  2 ) и линейной жесткостью (т =  1 ) обла­
дает таким свойством. Действительно, как было отмечено 
выше, оптимальное управление и0(£), доставляющее пре­
дельно возможное качество амортизации, определяется 
единственным образом на отрезке 0 < £ ^ 2  (см. (8.4.18)). 
Поэтому для того, чтобы амортизатор с характеристикой 
вида (8.4.7) обеспечивал абсолютный минимум перегруз­
ки, необходимо, чтобы выполнялось тождество

Подставляя в (8.4.22) значения t =  0 и t =  2, получим, 
что коэффициенты демпфирования и жесткости должны 
быть равны к =  с =  0,5. Дифференцируя тождество (8.4.22) 
при к =  с =  0,5, получим новое тождество

которое в случае г > 0 , пг> 0  справедливо только при 
г — 2 , т—1.

4. Линейный амортизатор. Решив при m =r=  1 зада­
чу Коши (8.4.8) и последовав на максимум функции
|я(£)1 и 1я(£)1 при помощи обычных методов анализа, по-

*„ =  0 ,5 -1 , с0 =  0 ,5 -£ ., II'1 (7с0, с„) =  0,5 (8.4.21)

* ( 1 _ т ) Г + с (‘ - т Г " т -  <8-4-22)
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лучим выражения для функционалов (8.4.9), (8.4.10)

/с2 — 4 0  0,
I

. 2 (кеГ\ к2 — 4с =  О,И г(Ьс) =

1 f  Ic-Vk* — 4с\ гУл2- 4С f
У с \ Л + / ^ _ 4с J

2{кеГ\

17г е х р ( -
ft . V  4с -  ft2arctg------г-----

V~4^W

1\'х{к, с) =

/с2 — 4с<С0, 

7с,
/  * е х р / —

7с8 — с >  О,
(8.4.23)

У  4с — fts
X (/с, с) [/с cos х (/с, с) -

+  sin х (7с, с)], к2 — с С  О,
У  4с — Л2

X (Тс, с) =  arctg (с -  к2)У  4с-  к2
(8.4.24)

Формулы (8.4.23), (8.4.24) получены и исследованы в 
работе [491. Доказано, что grad (к, с) Ф  0 всюду в 
области /с^О , с^ О . Следовательно, оптимальные пара­
метры находятся на границе области своих допустимых 
значений, т. е. на кривой у =  {&, с : /^ д (/с, с) =  1 }.

Отметим некоторые свойства кривой у. Дифференци­
рованием функции II’1 (к, с) и последующим анализом 
доказывается, что

d l1'1 (ft, с)
дк < о , fot’1 (к, с)

дс < 0 . (8.4.25)

Неравенства (8.4.25) имеют простое механическое ис­
толкование. Они означают, что с увеличением как коэф­
фициента демпфирования, так и жесткости амортизатора, 
максимум модуля отклонения амортизируемого тела 
уменьшается. Из (8.4.23) следует, что

II'1 (к, с) у - ,  / } д (к, с) j . (8.4.26)



В силу теоремы о неявных функциях из (8.4.25) вы­
текает, что кривая y представляет собой график монотон­
но убывающей функции с {к), и в силу (8.4.26) выполня­
ются соотношения

lim с (к) =  1 , Ига. с (к) =  0 .
ft-*0 h~* 1

На рис. 8 .1 2  сплошными линиями изображены линии 
уровня функции /г ’1 (^, с) , а штриховой — кривая 4 . За­

дача поиска оптимальных 
параметров сводится к по­
иску минимума функции 
1\л (к, с) на кривой у. 
В результате численного 
решения на ЭВМ получе­
ны следующие значения 
оптимальных параметров 
и соответствующего им 
минимума максимальной 
перегрузки
/с0«  0,481, с0 «0 ,3 6 1 , 

(* ..<> .)*  0,521.

Переходя к исходным 
размерным переменным по 

формулам (8.4.12), получим выражения, определяющие 
зависимость оптимальных параметров линейного аморти­
затора ц функционала от начальной скорости р н макси­
мально допустимого отклонения D

0,481 с0*  0 , 3 6 1 0 , 5 2 1 $ .
(8.4.27)

Сравним значение критерия качества амортизации, со­
ответствующего оптимальному линейному амортизатору, 
с предельно возможным, обеспечиваемым амортизатором 
с линейной жесткостью и квадратичным демпфированием. 
Из (8.4.21), (8.4.27) следует, что

^  f a  °.) ..
Пд (‘ „ .д

358 ПР1Ш ЛАДЦЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ КОЛЕБАН И Й  {ГЛ. 8

Рис. 8.12.

0,04,
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т. е. линейный амортизатор с оптимальными параметрами 
обеспечивает хорошее качество амортизации, отличаю­
щееся от предельно возможного всего па 4%. Некоторые 
задачи амортизации крутильных колебаний в случае удар­
ного воздействия, близкие по постановке к изложенным 
выше, решены в статье [52].

§ 5. Об управляемой амортизации ротора

1. Уравнения движения и квазнстацпонарное прибли­
жение. Рассматривается механическая система, состоя­
щая из несбалансированного ротора, вращающегося во­
круг оси, жестко связанной с корпусом. Корпус укреплен 
на неподвижном основании посредством вязко-упругого 
амортизатора с линейной характеристикой и может пере­
мещаться поступательно вдоль горизонтальной оси х 
(рис. 8.13). Пусть М — масса корпуса, т — масса ротора, I

I — расстояние от оси вращения до центра инерцпи рото­
ра; & > 0 , с >  0  — коэффициенты демпфирования и жест­
кости амортизатора соответственно; х — отклонение кор­
пуса от положения равновесия, <р — угол поворота ротора 
вокруг оси вращения. Тогда имеем уравнение движения 
центра масс системы

(т +  М)х +  кх +  cx =  ml(<p2 sin ф — ф cos ф). (8.5.1)
Изменение угловой переменной ф в процессе раскрут­

ки зададим уравнением и начальными условиями

Ф  =  со, со =  в/ ( £ ) ,  ф(0) =  ф°, со'(0) =  со0, (8.5.2)
где ф°, ю° — постоянные, в <  1 — малый параметр. Функ­
ция /  и ее производная df/dt предполагаются непрерыв­
ными и ограниченными для всех £ е  [0, «>). Конкретный
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их вид далее не используется; предполагается лишь, что 
угловая скорость © в силу (8.5.2) монотонно возрастает 
от а 0 до некоторой скорости установившегося вращения 
ю1, т. е. © а 1 при £ Малость числового параметра 
е означает, что время, за которое существенно изменяет­
ся угловая скорость вращения ротора, много больше пе­
риода установившегося вращения 2 л/© 1. Приведенная 
модель описывает подвижные узлы машин и механизмов, 
широко распространенных в технике. Отметим, что дина­
мика колебательных систем, содержащих неуравновешен­
ный ротор, исследовалась в ряде работ (см., например, 
[111, 144, 203, 222, 240, 255, 256] и другие).

Перейдем в (8.5.1), (8.5.2) к безразмерным величинам 
т + м  *

М = {ш -|- М) 0 1 (т +  М) (со1 )3
(8.5.3)

« " - г  (ш0)' = - £ -
После замепы (8.5.3) получим (штрихи далее опус­

каем)
х +  кх +  сх == qr sm ф — ф cos ф,

(8.5.4)
Ф =  ©, © =  е/(£), ф(0) =  ф°, ©(0) =  ©°.

Решение уравнения (8.5.4) для х представим в виде 
суммы свободных и вынужденных колебаний

x(t) =  CiGxit) +  C2G2{t) +  у it). (8.5.5)
Здесь 6?i, G2 — функции, отвечающие решению одно­

родного уравнения (8.5.4), Си С2 — постоянные интегри­
рования. Вынужденные колебания у(£) в случав медлен­
но изменяющейся угловой скорости приближенно пред­
ставляются в виде

л у (i) =  U (с, k, z) sin (ф +  а),
U {с, к, z) =  z [(с — z f  +  k2z]~112, 

sin а  =  B/TJ, cos а  =  A/Ut z =  ©2,
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Л =  2“ 1 ( c - z )  и\ В =  — 7с©- 1 Е/2,
t

© (£, g) =  ю° +  е J /  (т) dx,
о

t

Ф (*, е) =  ф° +  co°i +  е j ( i  — т) /  (т) dt. п(8.5.6)
о

Таким образом, у — приближенное периодическое по 
Ф  (с периодом 2я) решение уравнения (8.5.4), аналогич­
ное решению при гармоническом воздействии. Величина 
U является амплитудой квазистационарных колебаний 
корпуса, вынуждаемых вращением ротора. Как следует 
из известных асимптотических методов [144], решение
(8.5.5), (8.5.6) имеет погрешность 0(e) для всех t е  [0, «>).

2. Исследование процесса раскрутки. Предположим, 
что в начальный момент времени t — 0 система (8.5.4) по­
коится, т. е. я(0 ) =  я (0 ) =  <в(0 ) =  0 .

Таким образом, угловая скорость © на интервале t е  
^  [0 , °°) монотонно возрастает от 0  до 1  (в безразмерных 
переменных). При сделанных предположениях постоян­
ные С1, С2 равны пулю, а движение корпуса описывается 
функцией у из (8.5.6).

Отметим, что основная цель амортизации вращающих­
ся узлов состоит в уменьшении динамических нагрузок, 
действующих на основание. Кроме того, пз-за ограничен­
ных габаритов конструкции амплитуда колебаний корпу­
са как в процессе разгона ротора, так и в стационарном 
режиме не должна приводить к соударениям с другими 
элементами конструкции, т. е. величина U долита быть 
ограниченной. Исследуем указанные характеристики ко­
лебательной системы как функции параметров с >  0 , 
к >  0 и частоты ©.

Рассмотрим функцию U(c, к, z). При фиксированных 
с, к и условии к2 — 2 с> 0  функция U монотонно возра­
стает для всех z >  0. Если же /с2 — 2с <  0, то амплитуда 
U вначале возрастает при z ^ [0 , z*], где z* =  2c2(2c — 
— А:2)-1, а затем, при z >  z*, монотонно убывает. Таким 
образом, в этом случае функция U(c, к, z) имеет макси­
мум в точке z = z * , равный 4с7с_1 (4с — к2)~1/2. Кроме то­
го, из (8.5.6) следует, что 27(с, к, z) -*■ 1 при z -► 00, При
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фиксированных к и z функция U возрастает с ростом 
коэффициента жесткости с при 0  <  с <  z, имеет макси­
мум, равный о)7с-1, при c =  z, а затем монотонно убывает.

При фиксированных си  z функ­
ция U монотонно убывает с ро­
стом коэффициента демпфиро­
вания к. Зависимости U(c, к, о 2) 
при к =  0,25 н некоторых с 
(кривые: 1 (с =  0,25), 2 (с =  
=  0,5) и 3 (с =  1,75)) представ­
лены па рис. 8.14.

Найдем дипамическую на­
грузку, т. е. силу F, с которой 
амортизатор действует па ос­
нование. Согласно (8.5.4)—
(8.5.6) имеем
F =  кх +  сх =  ©2(А +  l)sin ср +,

+  ш22? cos cp +  0 (e),
откуда получаем выражение 
для амплитуды динамической 
нагрузки R

Д(с, к, z) =  z(c2 +  k2z)l/4(c — z)2 +  /b2z]_1/2t z =  (D2. (8.5.7)

Из (8.5.7) следует, что R -+z  при жестком креплении 
корпуса к основанию, т. е. при с пли к -*■ °°. Следо­
вательно, применение амортизатора для заданной частоты 
вращения ротора ш эффективно, лишь если R < z .  При 
помощи (8.5.7) находим, что неравенство R <  z выполня­
ется, если c < z / 2. Исследование R как. функции коэффи­
циента жесткости с при фиксированных положительных 
к и z показывает, что динамическая нагрузка вначале 
возрастает с ростом с, достигает максимума при 

с =  с * =  V2[z +  (z2 +  4fe2z),/23 >  z/2 ,

а затем монотонно убывает. Таким образом, для значений 
с <  z/2 , при которых R <  z, функция R монотонно возра­
стает р ростом с. При фиксированных значениях с, z ди­
намическая нагрузка R монотонно возрастает при с <  z/2 
и убывает для с >  z/2 с ростом к. При с =  z/2 функция 
R от параметра к не зависит.

/
■ /
/
1
1

---- Л ч *

\\\\\\чN r

у !
/

У

! /  J - Y '
fc-C_____l_

о/ 0,5 1

Рпс. 8.14.
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Ыз установленных свойств вытекает, что в стационар­
ном режиме (z =  о 2 =  1) обо функции U, R возрастают 
с ростом с при с <  1/2 н фиксированном к. Следователь­
но, в стационарном режиме эффективность амортизации 
возрастает при уменьшении с. Отметим, что должно быть 
с >  е для справедливости приближенных формул (8.5.5),
(8.5.6).

3. Релейное управление жесткостью н оптимизация 
параметров. В некоторой области значений параметров с, 
к величина отклонения корпуса от положения равновесия 
в процессе раскрутки ротора может значительно превы­
шать амплитуду установившихся колебаний. Это обстоя­
тельство связано с прохождением частоты вращения через 
резонансное значение. Поэтому, как следует из анализа 
функции U (рис. 8.14), может оказаться целесообразным 
на начальном этапе раскрутки несколько увеличить жест­
кость амортизатора, несмотря на возможное возрастание 
динамической нагрузки. При этом повышается резонанс­
ная частота, и наступление резонанса оттягивается. Впо­
следствии жесткость следует уменьшить, и резонанс 
оказывается как бы пройденным. Время пребывания си­
стемы вблизи резонанса при этом сокращается, а макси­
мальное по диапазону частот со s  [0 , 1 ] значение ампли­
туды U уменьшается. Отметим, что вопросы реализации 
скачкообразного управляемого изменения параметров ко­
лебательной системы при помощи электромеханических 
устройств рассматривались в работе [2 2 2 ].

Рассмотрим задачу об оптимальном релейном управле­
нии жесткостью амортизатора с с целью уменьшения ам­
плитуды вынужденных колебаний. Пусть c(t) =  b при 
( )< £ < £ *  и c(t) =  a при t > f * ,  где а, 6 — заданные по­
ложительные постоянные ( а < 6 ), £*— оптимальный мо­
мент переключения, минимизирующий максимум ампли­
туды квазистационарпых колебаний С/(с, к, ш2). Сделан­
ное предположение о монотонности ш по f приводит к 
эквивалентной задаче об оптимальном выборе величины 
©*<=[0 , 1 ], при которой производится переключение 
жесткости. Величину © * следует выбрать так, чтобы 

max U (с(со. о*), к, (о2) -*■ min по о* <= [0, 1], (8.5.8)
с (©, со*) =  Ъ при to <  со*, 
с (to, to*) =  а при © >  0 *.
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Здесь с(©, ©*) — закон переключения жесткости, за­
висящий от текущей угловой скорости © и выбираемого 
параметра to*.

Отметим, что в момент релейного изменения жестко­
сти с возникнут свободные колебания и к функции у из 
С8.5.6) следует добавить члены C\G\ +  C4G2 в (8.5.5). Од­
нако свободные колебания экспоненциально затухают с 
постоянной Бремени порядка единицы, которая мала по 
сравнению с характерным интервалом времени (порядка 
е-1) изменения частоты ©. Поэтому за время порядка 
In е- 1  <  е- 1  величина амплитуды свободных колебаний 
уменьшится и будет иметь порядок некоторой положи­
тельной степени е. Следовательно, свободными колеба­
ниями можно пренебречь и пользоваться квазпстационар- 
ным приближением (8.5.6). I

Искомая величина угловой скорости со*, при которой 
следует согласно (8.5.8) изменить коэффициент жесткости 
с, равна

Решение (8.5.9) получается путем непосредственного 
вычисления минимума (8.5.8) для функции £/(с, к, z) из
(8.5.6). При помощи соотношения (8.5.6) для © может 
быть также однозначно определен момент переключе­
ния t *<

Решение (8.5.9) имеет простой смысл, ясный из 
рис. 8.14. Переключение жесткости производится при ча­
стоте ©*, отвечающей пересечению кривых £7(с, к, ©2) 
для с =  а и с =  6 . На рис. 8.14 указана частота переклю­
чения © * для а =  0,5, b =  0,25. Если же абсцисса указан­
ной точки пересечения лежит вне отрезка [0 , 1 1 , то пере­
ключение производится лишь в пределе при t °°, т. е. 
при выходе на установившийся режим. Из рис. 8.14 вид­
но, что указанное регулирование жесткости, вообще гово­
ря, позволяет снизить максимальное значение амплитуды 
XJ колебаний корпуса и уменьшить нежелательные эф­
фекты при прохождении системы через резонанс.

4. Оптимальный выбор коэффициента вязкого трения. 
Приведем решение задачи об оптимальном выборе по­
стоянного коэффициента вязкого трения к в случае 
установившихся колебаний при постоянной угловой ско-

и -\- Ъ 2, 
о, Ъ ^  2. (8.5.9)



УПРАВЛЯЕМАЯ АМОРТИЗАЦИЯ РОТОРА 365§ 5]

рости вращения ротора ©. Жесткость с  также считаем 
постоянной, и поэтому для уменьшения числа безраз­
мерных параметров полагаем q 1 =  [с/(т +  М)]1/2 в
(8.5.3). После этого в соотношениях (8.5.4), (8.5.6), (8.5.7) 
следует положить с =  1 , так что амплитуда колебаний 
корпуса и амплитуда динамической нагрузки предста­
вятся в виде

£/(со, к )  =  © 2[ ( © 2 — I ) 2 +  А2са2]-1/2,
(8.5.10)

Ж©, 1с) =  иЫ, й:)(1 +  А;2©2)1/2.
Поставим задачу о выборе параметра к >  0, удовлет­

воряющего при данной частоте © ограничению на ампли­
туду колебаний U(©, /с) < 4  и доставляющего минимум 
амплитуде нагрузки Ж©, к). Здесь А >  0 — постоянная.

Из первого выражения (8.5.10) следует, что ЕД©, к) 
монотонно убывает с ростом к. Непосредственным диф­
ференцированием второго выражения (8.5.10) устанав­
ливаем, что дЯ/дк <  0 при © <  V2  и дЯ/дк >  0 при 
а  > 1 / 2 .  Отсюда сразу следует, что при © < У 2  опти­
мальное значение к °°, что отвечает жесткой связи 
корпуса с основанием. Если же ©  >  1 / 2 , то следует выб­
рать минимально возможный коэффициент к, допускае­
мый ограничением Z7(©, к )^ А . В результате получаем 
решение поставленной задачи об оптимальном выборе & в 
виде
■ к -*■ оо, U =  0, Я =  © 2 (© ^ У 2);

к =  0, U < A , Я =  © 2(© 2 — l)~i

(© >У2, А >  © 2(© 2 — I)-1); 
fc =  [©24 -2-(©  2-1 )2©-2]1/2, *7 =  4,
Я =  © [42(2 — ©2) +  © 2] 1/2

(© >У 2, А < © 2(©2 - 1 ) - 1). □ (8.5.11)
Из решения (8.5.11) следует, что в случае больших 

угловых скоростей ротора (© -*■ °°) имеем
к =  0, Д -М  ( 4 >  1);

Ь о О  Д ~ © 2( 1 - 4 2) " 2 ( 4 < 1 ) ;  (8.5.12)
к  =  У2, Я  ~  ©У2 (4  =  1).
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5. Исследование системы амортизации с сухим тре­
нием. В практических задачах динамики несбалансиро­
ванного ротора амортизатор с вязким трением приво­
дит к большим значениям амплитуды нагрузки в случае 
больших угловых скоростей ротора; см. формулу (8.5.7). 
Поэтому представляется выгодным использовать аморти­
затор с сухим трением, для которого демпфер обладает 
следующей характеристикой:

<? =  /?,
sign я, х=^=0 ,

PIU * =  0, | Р | < /.
sign Р, я =  0, | Р | > /, 

Р =  ml (ф2 sin Ф — ф cos ф) — сх.

(8.5.13)

Здесь Q — сила сухого трения, /  — коэффициент сухо­
го трения, а через Р обозначена сумма всех сил, кроме 
силы сухого трения, приложенных к корпусу; см. (8.5.1). 
После подстановки функции Q, определяемой согласно
(8.5.13), в уравпепие (8.5.1) вместо члена кх получим 
нелинейное уравнение колебаний корпуса. Исследуем 
зависимость характеристик стационарного движения, 
а именно амплитуды колебаний U\ и максимальной вели­
чины динамической нагрузки 7?i, от коэффициента су­
хого трения /  для случая со =  const.

Введем безразмерные переменные t', х\ ©' по форму­
лам (8.5.3), в которых полагаем ш1 =  [с/(яг +  Д/)]1/2, а / '=  
=  (т +  M)f/mlc. В результате получим уравнение для х 
типа (8.5.4):

х +  fq +  х =  со2 sin ф,
(8.5.14)

Р =  ш2 sin  я|) — х , я|) =  со£ +  фо.

Штрихи при безразмерных переменных опущены. Рас­
смотрим основной случай безостановочных колебаний, 
когда скорость z(£) не равна тождественно нулю ни на 
каком конечном промежутке времени. В этом случае име­
ем д =  signs согласно формуле (8.5.13).
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Уравнение (8.5.14) при gr =  signrr в случае устано­
вившихся безостановочных колебаний было проинтегри­
ровано в работе [271] путем «склейки» решений на двух 
полупериодах, отвечающих постоянному q =  ±  1. Ампли­
туда, т. е. максимальное зпаченне смещения xit) на пе­
риоде, для этих негармонических колебаний равно

Ut(со, /) =  [ш<(е>2 -  l ) - 2- / 2<o-2tg2(ji/2ci>)]1/2. (8.5.15)
Исследования [271] показывают, что безостановоч- 

пые стационарные колебания существуют при выполне­
нии одного из двух эквивалентных неравенств:
■ 1) /< ц (© ) ,  2) t/i(ci), /) >  y((d),

т) ( о) )  =  0 4lo )2 -  1 ! - ' [ 5 2( 0 )  +  0 2 tg 2( n / 2 © ) ] _1/2,

7 (0 ) =  ri(0 )0_25(0), Si(o) =  sup wit, 0 ), 
te[0, я/и]

wit, 0 ) =  [0 sint +  0  tg (n/2o)(cos 0 i— cos £)]/sin©£
□ (8.5.16)

Первое из неравенств (8.5.16) показывает, что для 
существования безостановочных колебаний данной ча­
стоты 0  коэффициент сухого трения /  не должен быть 
очень большим. Отметим, что U\ -*■ 1, 4 -»■ 7 * »  0,537 при 
© оо. Поэтому при любом /  и достаточно большом о  
условие ' существования безостановочных колебаний
(8.5.16) выполняется. Для значений о  1 при / < я / 4 
наблюдается явление резонанса: Ui При /> я /4  и 
0 <  0  <  1 безостановочные колебания не существуют, и 
резопанс не наблюдается. Движение с остановками су­
ществуют в довольно узкой области Z7|<1(. Способы их 
исследования являются весьма громоздкими [272] и здесь 
не рассматриваются.

Отметим, что если выполпепо неравенство /  ©2, то
единственно возможными стационарными движениями 
системы (8.5.12) являются состояния покоя в зоне за­
стоя, т. е. х =  хо =  const, где \zq\ ®2. Следуя п. 2, 
найдем аналогично (8.5.7) амплитуду 7?i динамической 
нагрузки, равной fq +  x\ см. (8.5.14). В режиме безоста­
новочных колебаний получим i?i(o, /) =  £7i(0, /) +  /.
В режиме покоя, при / ^ 0 2, найдем Ui =  0, R\ =  ©2. По­
лученные формулы определяют амплитуды колебаний
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корпуса Z71 и динамической нагрузки Ri в режимах без­
остановочных колебаний и покое.

6. Об оптимальном выборе коэффициента сухого тре­
ния. Аналогично п. 4 рассмотрим задачу об оптималь­
ном выборе коэффициента /  для амортизатора с сухим 
трением. Потребуем, чтобы для постоянной угловой 
скорости © коэффициент /  был выбран так, чтобы: 
1) в системе имели место либо безостановочные колеба­
ния, либо режимы покоя, т. е. удовлетворялось одно из 
неравенств (8.5.16) или неравенство /^ ш 2; 2) удовлет­
ворялось ограничение Z7i(©, / ) < А ,  где Л > 0  — постоян­
ная; 3) при выполнении условий 1), 2) амплитуда дина­
мической нагрузки была минимальна: ЛДю, /) ->- min.

Решение поставленной задачи построено численно и 
здесь не приводится. Ограничимся сравнением получен­
ных результатов с оптимальными характеристиками 
амортизатора с вязким трением; см. и. 4. В случае 
© оо и 1], где 4*^0,537, для оптимального
амортизатора с сухим трением имеем следующий относи­
тельный выигрыш по сравнению с вязким трением 
Д =  (Л — R\)/R «  0,36. Здесь Л, Ri — минимальные зна­
чения динамической нагрузки для оптимальных аморти­
заторов с вязким трением (см. (8.5.12)) и с сухим трением.

Проведенное исследование дает оценку сверху для 
минимально возможного значения амплитуды динамиче­
ской нагрузки в случае амортизатора с сухим трением. 
Это связано с тем, что поиск оптимального коэффициен­
та сухого трения производится среди значений, обеспе­
чивающих либо безостановочные колебания, либо ре­
жимы покоя, а более сложные движения ие рассматри­
ваются. Несмотря на это ограничение, полученные ре­
зультаты позволяют сделать вывод, что амортизатор с 
сухим трением при выборе параметров может обеспе­
чить хорошее качество защиты основания от динамиче­
ских нагрузок, вызванных вращением несбалансирован­
ного ротора.
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