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ПРЕДИСЛОВИЕ

Сборник научных трудов ”Симметрии дифференциальных
уравнений” посвящен актуальным задачам современного груп-
пового анализа дифференциальных уравнений. В сборнике со-
браны статьи ведущих специалистов, работающих в высших
учебных заведениях и институтах РАН России.

Изучение теоретико-групповых свойств дифференциальных
уравнений связано с именем выдающегося норвежского мате-
матика Софуса Ли (1842–1899). Им была создана теория групп
непрерывных преобразований. Эта теория возникла на стыке
трех крупнейших математических дисциплин – теории диффе-
ренциальных уравнений, алгебры и дифференциальной геомет-
рии. Софус Ли создавал свою теорию как аналог теории Галуа
применительно к дифференциальным уравнениям. Дальней-
шее развитие теории групп непрерывных преобразований свя-
зано с именем академика Л.В. Овсянникова. Им была создана
крупнейшая в мире научная школа. Отметим, что термин груп-
повой анализ был также введен Л.В. Овсянниковым. По ини-
циативе Л.В. Овсянникова и благодаря стараниям его ученика
Н.Х. Ибрагимова регулярно проводятся конференции, посвя-
щенные теоретико-групповым свойствам дифференциальных
уравнений —Modern Group Analysis (MOGRAN). Серия конфе-
ренций MOGRAN началась с двух конференций по теоретико-
групповым методам механики, проходивших в г. Калгари (Ка-
нада) в 1974 году и в г. Новосибирске (СССР) в 1978 году. По-
следующие MOGRAN-конференции проводились (список непол-
ный): в 1988 (Красноярск, СССР), 1989 (Баку, СССР), 1991
(Уфа, СССР), 1992 (Катания, Италия), 1993 (Сызрань, Рос-
сия), 1994 (Йоханнесбург, ЮАР), 1996 (Йоханнесбург, ЮАР),
1997 (Нордфиорд, Норвегия), 2000 (Уфа, Россия), 2002 (Москва,
Россия), 2004 (Кипр), 2007 (Карлскрона, Швеция ) и в 2008
(Порто, Португалия). Ближайшая конференция предполагает-
ся в июне 2009 в Уфе.
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Большинство авторов настоящего сборника являются ак-
тивными участниками конференций MOGRAN.

Групповой анализ дифференциальных уравнений находит
широкое применение при исследовании уравнений, возникаю-
щих в различных областях механики и физики. Ему посвящена
обширная литература. Классическими являются монографии
Л.В. Овсянникова (1978), Н.Г. Чеботарева (1940), Л.П. Эйзен-
харта (1947). Последние достижения и приложения группово-
го анализа отражены в монографиях Н.X. Ибрагимова (1983),
П. Олвера (1989), В.И. Фущича, В.М Штелень, Н.И. Серова
(1989), В.К. Андреева, О.В. Капцова, В.В. Пухначева, А.А. Ро-
дионова (1994) и др. Допускаемая исходными уравнениями груп-
па преобразований используется для построения частных точ-
ных решений. Наиболее широко используются инвариантные
относительно подгруппы допускаемой группы преобразований
решения (Л.В. Овсянников (1978)). Используемые в механике
сплошной среды автомодельные решения, обычно находящие-
ся с использованием анализа размерностей (Л.И. Седов (1978)),
являются инвариантными решениями относительно преобразо-
ваний растяжения зависимых и независимых переменных. От-
метим, что центральное утверждение анализа размерностей (π-
теорема) также может быть доказано на основе использования
групп непрерывных преобразований (Н.Г. Чеботарев (1949)).

В сборнике представлены 14 статей, которые можно услов-
но разделить на две части. В первой части рассматриваются
симметрий обыкновенных дифференциальных уравнений. При
этом рассматриваются задачи из различных областей теоре-
тической и прикладной механики, теории управления. Вторая
часть сборника посвящена исследованию симметрий уравнений
с частными производными. Рассматриваемые уравнения при-
меняются к решению задач механики сплошной среды, иссле-
дованию различных физических моделей. В сборнике собраны
статьи, представляющие как теоретическое, так и прикладное
значение.
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Сборник научных трудов “Симметрии дифференциальных
уравнений” представляет интерес как для специалистов в об-
ласти групповых свойств дифференциальных уравнений, так
и специалистов в области математической физики, теоретиче-
ской и прикладной механики, механики жидкости и газа, тео-
рии управления. Общность теоретико-группового подхода при
исследовании различных свойств дифференциальных уравне-
ний делает сборник полезным как математикам, работающим
в физических, технических и информационных направлениях,
так и специалистам по экспериментальным и численным мето-
дам.

Авторы благодарят А.Г. Сенаторова за содействие в изда-
нии настоящего сборника.
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УДК 517.956

А.В. Аксенов
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
механико-математический факультет
aksenov@mech.math.msu.su

СИММЕТРИИ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ1

Приведен обзор полученных ранее результатов. Представлено реше-
ние задачи нахождения симметрий линейных неоднородных дифференци-
альных уравнений с δ-функцией в правой части. Приведен алгоритм по-
строения инвариантных фундаментальных решений. В качестве примера
применения алгоритма рассмотрены неоднородные с δ-функцией в пра-
вой части классические уравнения математической физики: одномерное
уравнение теплопроводности, двумерное бигармоническое уравнение, дву-
мерное волновое уравнение и трехмерное уравнение Лапласа. Найдены их
симметрии и с их помощью построены новые нетривиальные параметри-
ческие семейства фундаментальных решений. Изложен метод построения
функции Римана на основе использования симметрий фундаментальных
решений. Рассмотрен пример построения функции Римана.

Введение. Групповой анализ дифференциальных уравне-
ний находит широкое применение при исследовании уравнений
математической физики. Ему посвящена обширная литерату-
ра. Классическими являются монографии Л.В. Овсянникова,
Н.Г. Чеботарева, Л.П. Эйзенхарта [1–5]. Последние достиже-
ния и приложения группового анализа отражены в моногра-
фиях [6–20]. Допускаемая исходными уравнениями группа пре-

1Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ (проекты 06-01-
00707 и 08-01-00401) и гранта Президента РФ поддержки ведущих науч-
ных школ (НШ-610.2008.1).
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образований используется для построения частных точных ре-
шений. Наиболее широко используются инвариантные относи-
тельно подгруппы допускаемой группы преобразований реше-
ния [1]. Используемые в механике сплошной среды автомодель-
ные решения, обычно находящиеся с использованием анализа
размерностей [21], являются инвариантными решениями отно-
сительно преобразований растяжения зависимых и независи-
мых переменных. Отметим, что центральное утверждение ана-
лиза размерностей (π-теорема) также может быть доказано на
основе использования групп непрерывных преобразований [22].

Было замечено, что фундаментальные решения классиче-
ских линейных уравнений математической физики (например,
уравнение Лапласа, волновое уравнение, уравнение теплопро-
водности) обычно являются инвариантными решениями (см.,
например, [23, 24]). Фундаментальные решения требуют ис-
пользования аппарата теории обобщенных функций [25–30].
Это, в свою очередь, потребовало обобщения теории локаль-
ных групп преобразований в пространстве обобщенных функ-
ций [31].

В работах [32–35] был предложен метод нахождения сим-
метрий линейных неоднородных дифференциальных уравне-
ний с δ-функцией в правой части, приведен алгоритм построе-
ния инвариантных фундаментальных решений. Отметим, что в
этих работах для нахождения симметрий уравнений с δ-функ-
цией в правой части использовались конечные преобразования.

Примеры построения инвариантных фундаментальных ре-
шений приведены в работах [24, 35–41].

В работе [42] применительно к частному гиперболическому
уравнению второго порядка с двумя независимыми переменны-
ми Б. Риман предложил ”метод интегрирования Римана”, по-
лучивший в дальнейшем широкое развитие [43, 44]. Для приме-
нения метода необходимо построить так называемую функцию
Римана, являющуюся решением специальной характеристиче-
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ской задачи Коши. Общего метода построения функции Рима-
на не существует. В работе [45] дан подробный анализ шести
известных способов построения функции Римана для частных
типов уравнений. Например, один из способов был предложен
Ж. Адамаром. Им было показано, что функция Римана сов-
падает с коэффициентом при логарифмическом члене в эле-
ментарном решении уравнения [46]. Н.Х. Ибрагимовым [47] на
основе использования результатов Л.В Овсянникова по груп-
повой классификации однородных гиперболических уравнений
второго порядка [2] было предложено находить функцию Ри-
мана с помощью симметрий уравнения.

В настоящей работе показана инвариантность функции Ри-
мана относительно симметрий фундаментальных решений и
предложен метод ее построения.

1. Нахождение симметрий линейных дифференци-
альных уравнений с δ-функцией в правой части. Пусть
дано линейное дифференциальное уравнение с частными про-
изводными p-го порядка:

Lu ≡
p∑

|α|=0

Aα(x) Dαu = 0 , x ∈ Rm . (1)

Здесь приняты стандартные обозначения: α = (α1, . . . , αm) –
мультииндекс с целочисленными неотрицательными компонен-
тами, |α| = α1 + · · ·+ αm,

Dα ≡
(

∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xm

)αm

.

Фундаментальные решения уравнения (1) являются решения-
ми уравнения

Lu = δ(x− x0) . (2)

В работе [48] было показано, что линейное однородное урав-
нение (1) может допускать операторы симметрии только сле-
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дующего вида:

X =
m∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+ η(x, u)

∂

∂u
,

∂2η

∂u2
= 0 .

Основная алгебра Ли операторов симметрии уравнения (1) как
векторное пространство есть прямая сумма двух подалгебр: по-
далгебры, состоящей из операторов вида

X =
m∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+ ζ(x) u

∂

∂u
, (3)

и бесконечномерной подалгебры, порожденной операторами

X = ϕ(x)
∂

∂u
, (4)

где ϕ(x) – произвольное решение уравнения (1). Отметим, что
операторы (4), очевидно, являются операторами симметрии
уравнения (2). В дальнейшем рассматриваются лишь операто-
ры вида (3).

Определение 1. Симметриями уравнения (2) называют-
ся преобразования, переводящие любое решение уравнения (2)
в его решение. При этом предполагается, что точка x = x0

является неподвижной.

Симметрии оставляют инвариантным вид уравнения (2).
Обозначим через X

p
продолжение порядка p оператора (3).

Предложение 1. Для того чтобы инфинитезимальный
оператор вида (3) являлся оператором симметрии уравнения
(1), необходимо и достаточно, чтобы существовала функция
λ = λ(x), удовлетворяющая тождеству

X
p

(Lu) ≡ λ(x) Lu (5)

для любой функции u = u(x) из области определения уравне-
ния (1).
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Справедливость предложения 1 следует из структуры фор-
мул продолжения [1] для инфинитезимального оператора ви-
да (3).

Сформулируем основной результат работы [35].

Теорема 1. Алгебра Ли операторов симметрии уравнения
(2) является подалгеброй алгебры Ли операторов симметрии
уравнения (1), выделяемой соотношениями

ξi(x0) = 0, i = 1, . . . , m , (6)

λ(x0) +
m∑

i=1

∂ξi(x0)
∂xi

0

= 0 . (7)

Замечание 1. В работе [39, p. 61] вместо условия (7) пред-
ложено другое условие. Авторы использовали определение сим-
метрии, справедливое только для линейных дифференциаль-
ных уравнений [20], и для получения своего условия применя-
ли инфинитезимальный критерий инвариантности дифферен-
циального уравнения. Подчеркнем, что в работе [35] при дока-
зательстве теоремы 1 использовались конечные (не инфините-
зимальные) преобразования левой и правой частей линейного
дифференциального уравнения с δ-функцией в правой части.

Определение 2. Симметриями фундаментальных реше-
ний (или симметриями уравнения (2)) будем называть сим-
метрии уравнения (1), удовлетворяющие соотношениям (6),
(7).

Сформулируем алгоритм нахождения фундаментальных ре-
шений на основе использования симметрий:

1. Нахождение общего вида оператора симметрии линейного
дифференциального уравнения (1) и соответствующей ему
функции λ(x), удовлетворяющей тождеству (5).

2. Получение на основе ограничений (6), (7) алгебры Ли опе-
раторов симметрии уравнения (2).
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3. Построение инвариантных фундаментальных решений с по-
мощью симметрий уравнения (2).

4. Получение новых фундаментальных решений из известных с
помощью симметрий уравнения (2) (производство решений).

Замечание 2. При нахождении обобщенных инвариант-
ных фундаментальных решений необходимо решать редуциро-
ванные уравнения (эти уравнения записываются в инвариантах
соответствующих групп преобразований) в классе обобщенных
функций.

Замечание 3. Построение фундаментальных решений с
помощью симметрий линейных уравнений с δ-функцией в пра-
вой части особенно эффективно для многомерных линейных
уравнений (даже с постоянными коэффициентами) и для урав-
нений с переменными коэффициентами, когда традиционный
метод интегральных преобразований неприменим.

2. Примеры построения инвариантных фундамен-
тальных решений. Рассмотрим несколько примеров нахож-
дения симметрий фундаментальных решений и построения ин-
вариантных фундаментальных решений классических уравне-
ний математической физики.

Пример 1. Рассмотрим одномерное уравнение теплопро-
водности

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 . (8)

Фундаментальные решения уравнения теплопроводности удо-
влетворяют уравнению

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= δ(x, t) . (9)

Выпишем конечномерную часть базиса алгебры Ли опера-
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торов симметрии уравнения (8) [49]:

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
, X3 = x

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
,

X4 = 4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (x2 + 2t)u

∂

∂u
,

X5 = 2t
∂

∂x
− xu

∂

∂u
, X6 = u

∂

∂u
.

Найдем операторы симметрии, допускаемые уравнением (9).
Для этого запишем общий вид оператора симметрии, допуска-
емого уравнением (8), X =

∑
ai Xi (i = 1, . . . , 6) или

X = (a1 + a3x + 4a4xt + 2a5t)
∂

∂x
+

+ (a2 + 2a3t + 4a4t
2)

∂

∂t
− [

a4(x2 + 2t) + a5x− a6

]
u

∂

∂u
,

(10)

где ai (i = 1, . . . , 6) – произвольные постоянные. Оператору
симметрии (10) соответствует функция λ(x, t)

λ = −[
2a3 + a4(x2 + 10t) + a5x− a6

]
.

Тогда, используя теорему 1, находим

a1 = a2 = 0 , a3 + a6 = 0 .

В результате получаем следующее предложение.

Предложение 2. Уравнение (9) допускает алгебру Ли опе-
раторов симметрии с базисом конечномерной части

Y1 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− u

∂

∂u
,

Y2 = 4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (x2 + 2t)u

∂

∂u
, (11)

Y3 = 2t
∂

∂x
− xu

∂

∂u
.

12
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Фундаментальное решение уравнения теплопроводности из-
вестно (см. [28, с. 198]) :

u =
θ(t)
2
√

πt
e−

x2

4t , (12)

где θ(t) – функция Хевисайда. Очевидно, что оно является ин-
вариантным относительно однопараметрической группы пре-
образований, соответствующей оператору симметрии Y1 (опе-
ратору симметрии Y1 соответствует однопараметрическая груп-
па неоднородных растяжений x′ = ea x, t′ = e2a t, u′ = e−a u,
где a – групповой параметр).

Покажем, что фундаментальное решение (12) является ин-
вариантным относительно однопараметрических групп преоб-
разований, соответствующих операторам симметрии Y2, Y3.
Оператору симметрии Y2 соответствует однопараметрическая
группа преобразований [7, с. 166] :

x′ =
x

1− 4at
,

t′ =
t

1− 4at
, (13)

u′ = u
√

1− 4at e
− ax2

1−4at .

Непосредственной проверкой проверяется инвариантность фун-
даментального решения (12) относительно однопараметриче-
ской группы преобразований (13). Аналогично, оператору сим-
метрии Y3 соответствует однопараметрическая группа преоб-
разований [7, с. 166] :

x′ =
x

1− 4at
, t′ = t ,

u′ = u e−ax−a2t ,

(14)

и фундаментальное решение (12) инвариантно относительно
однопараметрической группы преобразований (14).
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Предложение 3. Фундаментальное решение (12) инвари-
антно относительно группы преобразований, соответствую-
щей алгебре Ли операторов симметрии с базисом (11).

Пример 2. Рассмотрим двумерное бигармоническое урав-
нение

∆∆u =
∂4u

∂x4
+ 2

∂4u

∂x2∂y2
+

∂4u

∂y4
= 0 . (15)

Фундаментальные решения двумерного бигармонического урав-
нения удовлетворяют уравнению

∂4u

∂x4
+ 2

∂4u

∂x2∂y2
+

∂4u

∂y4
= δ(x, y) . (16)

Выпишем конечномерную часть базиса алгебры Ли опера-
торов симметрии уравнения (15) [16, c. 324; 50] :

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

X4 = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, X5 = (x2 − y2)

∂

∂x
+ 2xy

∂

∂y
+ 2xu

∂

∂u
,

X6 = 2xy
∂

∂x
+ (y2 − x2)

∂

∂y
+ 2yu

∂

∂u
, X7 = u

∂

∂u
.

Найдем операторы симметрии, допускаемые уравнением (16).
Для этого запишем общий вид оператора симметрии, допуска-
емого уравнением (15), X =

∑
ai Xi (i = 1, . . . , 7) или

X =
[
a1 + a3x + a4y + a5(x2 − y2) + 2a6xy

] ∂

∂x
+

+
[
a2 + a3y − a4x + 2a5xy + a6(y2 − x2)

] ∂

∂y
+ (17)

+ (2a5x + 2a6y + a7)u
∂

∂u
,

где ai (i = 1, . . . , 7) – произвольные постоянные. Оператору
симметрии (17) соответствует функция λ(x, y)

λ = a7 − 4a3 − 6a5x− 6a6y .

14
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Тогда, используя теорему 1, находим

a1 = a2 = 0 , a7 − 2a3 = 0 .

Предложение 4. Уравнение (16) допускает алгебру Ли
операторов симметрии с базисом конечномерной части:

Y1 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ 2u

∂

∂u
,

Y2 = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
,

Y3 = (x2 − y2)
∂

∂x
+ 2xy

∂

∂y
+ 2xu

∂

∂u
,

Y4 = 2xy
∂

∂x
+ (y2 − x2)

∂

∂y
+ 2yu

∂

∂u
.

Фундаментальное решение бигармонического уравнения из-
вестно (см. [51, с. 177]) :

u =
x2 + y2

16π
ln (x2 + y2) . (18)

Оператору симметрии Y1 соответствует однопараметриче-
ская группа неоднородных растяжений x′ = ea x, t′ = ea t,
u′ = e2a u, где a – групповой параметр. Под действием этой
однопараметрической группы фундаментальное решение (18)
преобразуется в фундаментальное решение:

u =
x2 + y2

16π

[
ln (x2 + y2) + 2a

]
.

Очевидно, что решение (18) инвариантно относительно од-
нопараметрической группы вращений, соответствующей опера-
тору симметрии Y2.
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Рассмотрим оператор симметрии Y3. Оператору симметрии
Y3 соответствует однопараметрическая группа преобразований:

x′ =
x− a(x2 + y2)

1− 2ax + a2(x2 + y2)
,

y′ =
y

1− 2ax + a2(x2 + y2)
, (19)

u′ =
u

1− 2ax + a2(x2 + y2)
,

где a – групповой параметр.

Под действием однопараметрической группы преобразова-
ний (19) фундаментальное решение (18) преобразуется в нетри-
виальное фундаментальное решение:

u =
[x− a(x2 + y2)]2 + y2

16π[1− 2ax + a2(x2 + y2)]
· ln

[ (
x− a(x2 + y2)

)2 + y2

(
1− 2ax + a2(x2 + y2)

)2

]
.

(20)

Аналогично можно рассмотреть оператор симметрии Y4.
Оператору симметрии Y4 соответствует однопараметрическая
группа преобразований:

x′ =
x

1− 2ay + a2(x2 + y2)
,

y′ =
y − a(x2 + y2)

1− 2ay + a2(x2 + y2)
, (21)

u′ =
u

1− 2ay + a2(x2 + y2)
,

где a – групповой параметр.

Под действием однопараметрической группы преобразова-
ний (21) фундаментальное решение (18) преобразуется в нетри-
виальное фундаментальное решение:

u =
1

16π
· x

2 +
(
y − a(x2 + y2)

)2

1− 2ay + a2(x2 + y2)
· ln

[
x2 +

(
y − a(x2 + y2)

)2

(
1− 2ay + a2(x2 + y2)

)2

]
.

(22)
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Замечание 4.Можно рассмотреть композицию преобразо-
ваний (19), (21). Тогда вместо однопараметрических семейств
(20), (22) фундаментальных решений бигармонического урав-
нения можно получить двухпараметрическое семейство фун-
даментальных решений.

Пример 3. Рассмотрим двумерное волновое уравнение

∂ 2u

∂ t2
− ∂ 2u

∂ x2
− ∂ 2u

∂ y2
= 0 . (23)

Фундаментальные решения двумерного волнового уравнения
удовлетворяют уравнению

∂ 2u

∂ t2
− ∂ 2u

∂ x2
− ∂ 2u

∂ y2
= δ(x, y, t) . (24)

Выпишем конечномерную часть базиса алгебры Ли опера-
торов симметрии уравнения (23) (см. [7, с. 171]) :

X1 =
∂

∂ x
, X2 =

∂

∂ y
, X3 =

∂

∂ t
,

X4 = x
∂

∂ x
+ y

∂

∂ y
+ t

∂

∂ t
, X5 = y

∂

∂ x
− x

∂

∂ y
,

X6 = t
∂

∂ x
+ x

∂

∂ t
, X7 = t

∂

∂ y
+ y

∂

∂ t
,

X8 = (x2 − y2 + t2)
∂

∂ x
+ 2xy

∂

∂ y
+ 2xt

∂

∂ t
− xu

∂

∂ u
,

X9 = 2xy
∂

∂ x
+ (y2 − x2 + t2)

∂

∂ y
+ 2yt

∂

∂ t
− yu

∂

∂ u
,

X10 = 2xt
∂

∂ x
+ 2yt

∂

∂ y
+ (x2 + y2 + t2)

∂

∂ t
− tu

∂

∂ u
,

X11 = u
∂

∂ u
.

Найдем операторы симметрии, допускаемые уравнением (24).
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Для этого запишем общий вид оператора симметрии, допуска-
емого уравнением (23), X =

∑
ai Xi (i = 1, . . . , 11) или

X =
[
a1 + a4x + a5y + a6t + a8(x2 − y2 + t2) +

+ 2a9xy + 2a10xt
] ∂

∂ x
+

+
[
a2 + a4y − a5x + a7t + 2a8xy +

+ a9(y2 − x2 + t2) + 2a10yt
] ∂

∂ y
+ (25)

+
[
a3 + a4t + a6x + a7y + 2a8xt + 2a9yt +

+ 2a10(x2 + y2 + t2)
] ∂

∂ t
−

− (a8x + a9y + a10t− a11)u
∂

∂ u
,

где ai (i = 1, . . . , 11) – произвольные постоянные. Оператору
симметрии (25) соответствует функция λ(x, y, t)

λ = −2a4 − 5(a8x + a9y + a10t) + a11 .

Тогда, используя теорему 1, находим

a1 = a2 = a3 = 0 , a4 + a11 = 0 .

В результате получаем следующее предложение.

Предложение 5. Уравнение (24) допускает алгебру Ли
операторов симметрии с базисом конечномерной части:

Y1 = x
∂

∂ x
+ y

∂

∂ y
+ t

∂

∂ t
− u

∂

∂ u
,

Y2 = y
∂

∂ x
− x

∂

∂ y
,

Y3 = t
∂

∂ x
+ x

∂

∂ t
,

18
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Y4 = t
∂

∂ y
+ y

∂

∂ t
,

Y5 = (x2 − y2 + t2)
∂

∂ x
+ 2xy

∂

∂ y
+ 2xt

∂

∂ t
− xu

∂

∂ u
,

Y6 = 2xy
∂

∂ x
+ (y2 − x2 + t2)

∂

∂ y
+ 2yt

∂

∂ t
− yu

∂

∂ u
,

Y7 = 2xt
∂

∂ x
+ 2yt

∂

∂ y
+ (x2 + y2 + t2)

∂

∂ t
− tu

∂

∂ u
.

Фундаментальное решение двумерного волнового уравне-
ния известно (см. [28, с. 200]) :

u =
θ(t−

√
x2 + y2)

2π
√

t2 − x2 − y2
. (26)

Оператору симметрии Y1 соответствует однопараметриче-
ская группа неоднородных растяжений x′ = ea x, y′ = ea y,
t′ = ea t, u′ = e−a u, где a – групповой параметр. Фундамен-
тальное решение (26) инвариантно относительно действия этой
однопараметрической группы преобразований.

Оператору симметрии Y2 соответствует однопараметриче-
ская группа вращений в плоскости (x,y) :

x′ = x cos a + y sin a ,

y′ = −x sin a + y cos a , (27)
t′ = t , u′ = u .

Оператору симметрии Y3 соответствует однопараметрическая
группа гиперболических вращений в плоскости (x,t) :

x′ = x ch a + t sh a ,

t′ = x sh a + t ch a , (28)
y′ = y , u′ = u .
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Оператору симметрии Y4 соответствует однопараметрическая
группа гиперболических вращений в плоскости (y,t) :

y′ = y ch a + t sh a ,

t′ = y sh a + t ch a , (29)
x′ = x , u′ = u .

Фундаментальное решение (26) инвариантно относительно дей-
ствия однопараметрических групп преобразований (27), (28),
(29).

Оператору симметрии Y5 соответствует однопараметриче-
ская группа преобразований [7, с. 172] :

x′ =
x + a(t2 − x2 − y2)

1− 2ax− a2(t2 − x2 − y2)
,

y′ =
y

1− 2ax− a2(t2 − x2 − y2)
,

t′ =
t

1− 2ax− a2(t2 − x2 − y2)
,

(30)

u′ =
√

1− 2ax− a2(t2 − x2 − y2) u .

Под действием однопараметрической группы преобразований
(30) фундаментальное решение (26) преобразуется в нетриви-
альное фундаментальное решение:

u =
1
2π

√
1− 2ax− a2(t2 − x2 − y2)

t2 − [x + a(t2 − x2 − y2)]2 − y2
×

× θ
(
t−

√
[x + a(t2 − x2 − y2)]2 + y2

)
.

(31)

Можно показать, что оператору симметрии Y6 соответству-
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ет однопараметрическая группа преобразований:

x′ =
x

1− 2ay − a2(t2 − x2 − y2)
,

y′ =
y + a(t2 − x2 − y2)

1− 2ay − a2(t2 − x2 − y2)
,

t′ =
t

1− 2ay − a2(t2 − x2 − y2)
,

(32)

u′ =
√

1− 2ay − a2(t2 − x2 − y2) u .

Под действием однопараметрической группы преобразований
(32) фундаментальное решение (26) преобразуется в нетриви-
альное фундаментальное решение:

u =
1
2π

√
1− 2ay − a2(t2 − x2 − y2)

t2 − x2 − [y + a(t2 − x2 − y2)]2
×

× θ
(
t−

√
x2 + [y + a(t2 − x2 − y2)]2

)
.

(33)

Можно показать, что оператору симметрии Y7 соответству-
ет однопараметрическая группа преобразований:

x′ =
x

1− 2at + a2(t2 − x2 − y2)
,

y′ =
y

1− 2at + a2(t2 − x2 − y2)
,

t′ =
t− a(t2 − x2 − y2)

1− 2at + a2(t2 − x2 − y2)
,

(34)

u′ =
√

1− 2at + a2(t2 − x2 − y2) u .

Под действием однопараметрической группы преобразований
(34) фундаментальное решение (26) преобразуется в нетриви-
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альное фундаментальное решение:

u =
1
2π

√
1− 2at + a2(t2 − x2 − y2)

[t− a(t2 − x2 − y2)]2 − x2 − y2
×

× θ
(
t− a(t2 − x2 − y2)−

√
x2 + y2

)
.

(35)

Замечание 5. Можно рассмотреть композицию преобра-
зований (30), (32), (34). Тогда вместо однопараметрических се-
мейств (31), (33), (35) фундаментальных решений двумерного
волнового уравнения можно получить трехпараметрическое се-
мейство фундаментальных решений.

Пример 4. Рассмотрим трехмерное уравнение Лапласа:

∂ 2u

∂ x2
+

∂ 2u

∂ y2
+

∂ 2u

∂ z2
= 0 . (36)

Фундаментальные решения трехмерного уравнения Лапласа удо-
влетворяют уравнению

∂ 2u

∂ x2
+

∂ 2u

∂ y2
+

∂ 2u

∂ z2
= δ(x, y, z) . (37)

Выпишем конечномерную часть базиса алгебры Ли опера-
торов симметрии уравнения (36) (см. [6, с. 94]) :

X1 =
∂

∂ x
, X2 =

∂

∂ y
, X3 =

∂

∂ z
,

X4 = x
∂

∂ x
+ y

∂

∂ y
+ z

∂

∂ z
, X5 = y

∂

∂ x
− x

∂

∂ y
,

X6 = z
∂

∂ x
− x

∂

∂ z
, X7 = z

∂

∂ y
− y

∂

∂ z
,

X8 = (x2 − y2 − z2)
∂

∂ x
+ 2xy

∂

∂ y
+ 2xz

∂

∂ z
− xu

∂

∂ u
,

X9 = 2xy
∂

∂ x
+ (y2 − x2 − z2)

∂

∂ y
+ 2yz

∂

∂ z
− yu

∂

∂ u
,
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X10 = 2xz
∂

∂ x
+ 2yz

∂

∂ y
+ (z2 − x2 − y2)

∂

∂ z
− zu

∂

∂ u
,

X11 = u
∂

∂ u
.

Найдем операторы симметрии, допускаемые уравнением (37).
Для этого запишем общий вид оператора симметрии, допуска-
емого уравнением (36), X =

∑
ai Xi (i = 1, . . . , 11) или

X =
[
a1 + a4x + a5y + a6z + a8(x2 − y2 − z2) +

+ 2a9xy + 2a10xz
] ∂

∂ x
+

+
[
a2 + a4y − a5x + a7z + 2a8xy +

+ a9(y2 − x2 − z2) + 2a10yz
] ∂

∂ y
+ (38)

+
[
a3 + a4z − a6x− a7y + 2a8xz + 2a9yz +

+ a10(z2 − x2 − y2)
] ∂

∂ z
−

− (a8x + a9y + a10z − a11)u
∂

∂ u
,

где ai (i = 1, . . . , 11) – произвольные постоянные. Оператору
симметрии (38) соответствует функция λ(x, y, z)

λ = −2a4 − 5(a8x + a9y + a10z) + a11 .

Тогда, используя теорему 1, находим

a1 = a2 = a3 = 0 , a4 + a11 = 0 .

В результате получаем следующее предложение.

Предложение 6. Уравнение (37) допускает алгебру Ли
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операторов симметрии с базисом конечномерной части:

Y1 = x
∂

∂ x
+ y

∂

∂ y
+ t

∂

∂ t
− u

∂

∂ u
,

Y2 = y
∂

∂ x
− x

∂

∂ y
,

Y3 = z
∂

∂ x
− x

∂

∂ z
,

Y4 = z
∂

∂ y
− y

∂

∂ z
,

Y5 = (x2 − y2 − z2)
∂

∂ x
+ 2xy

∂

∂ y
+ 2xz

∂

∂ z
− xu

∂

∂ u
,

Y6 = 2xy
∂

∂ x
+ (y2 − x2 − z2)

∂

∂ y
+ 2yz

∂

∂ z
− yu

∂

∂ u
,

Y7 = 2xz
∂

∂ x
+ 2yz

∂

∂ y
+ (z2 − x2 − y2)

∂

∂ z
− zu

∂

∂ u
.

Фундаментальное решение трехмерного уравнения Лапласа
известно (см. [28, с. 202]) :

u = − 1

4π
√

x2 + y2 + z2
. (39)

Оператору симметрии Y1 соответствует однопараметриче-
ская группа неоднородных растяжений x′ = ea x, y′ = ea y,
t′ = ea t, u′ = e−a u, где a – групповой параметр. Фундамен-
тальное решение (39) инвариантно относительно действия этой
однопараметрической группы преобразований.

Операторам симметрии Y2, Y3, Y4 соответствуют однопара-
метрические группы вращений в плоскостях (x, y), (x, z), (y, z)
соответственно. Фундаментальное решение (39) инвариантно
относительно действия этих однопараметрических групп пре-
образований.
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Можно показать, что оператору симметрии Y5 соответству-
ет однопараметрическая группа преобразований:

x′ =
x− a(x2 + y2 + z2)

1− 2ax + a2(x2 + y2 + z2)
,

y′ =
y

1− 2ax + a2(x2 + y2 + z2)
,

z′ =
z

1− 2ax + a2(x2 + y2 + z2)
,

(40)

u′ =
√

1− 2ax + a2(x2 + y2 + z2) u .

Под действием однопараметрической группы преобразований
(40) фундаментальное решение (39) преобразуется в нетриви-
альное фундаментальное решение:

u = − 1
4π

√
1− 2ax + a2(x2 + y2 + z2)

[x− a(x2 + y2 + z2)]2 + y2 + z2
. (41)

Можно показать, что оператору симметрии Y6 соответству-
ет однопараметрическая группа преобразований:

x′ =
x

1− 2ay + a2(x2 + y2 + z2)
,

y′ =
y − a(x2 + y2 + z2)

1− 2ay + a2(x2 + y2 + z2)
,

z′ =
z

1− 2ay + a2(x2 + y2 + z2)
,

(42)

u′ =
√

1− 2ay + a2(x2 + y2 + z2) u .

Под действием однопараметрической группы преобразований
(42) фундаментальное решение (39) преобразуется в нетриви-
альное фундаментальное решение:

u = − 1
4π

√
1− 2ay + a2(x2 + y2 + z2)

x2 + [y − a(x2 + y2 + z2)]2 + z2
. (43)
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Можно показать, что оператору симметрии Y7 соответству-
ет однопараметрическая группа преобразований:

x′ =
x

1− 2az + a2(x2 + y2 + z2)
,

y′ =
y

1− 2az + a2(x2 + y2 + z2)
,

z′ =
z − a(x2 + y2 + z2)

1− 2az + a2(x2 + y2 + z2)
,

(44)

u′ =
√

1− 2az + a2(x2 + y2 + z2) u .

Под действием однопараметрической группы преобразований
(44) фундаментальное решение (39) преобразуется в нетриви-
альное фундаментальное решение:

u = − 1
4π

√
1− 2az + a2(x2 + y2 + z2)

x2 + y2 + [z − a(x2 + y2 + z2)]2
. (45)

Замечание 6. Можно рассмотреть композицию преобра-
зований (40), (42), (44). Тогда вместо однопараметрических се-
мейств (41), (43), (45) фундаментальных решений трехмерного
уравнения Лапласа можно получить трехпараметрическое се-
мейство фундаментальных решений.

3. Метод построения функции Римана на основе ис-
пользования симметрий фундаментальных решений.
Рассмотрим общее линейное гиперболическое уравнение второ-
го порядка с двумя независимыми переменными:

Lu = uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y) . (46)

Метод Римана основывается на следующем тождестве:

2(vLu− uL∗v) = (vuy − uvy + 2auv)x + (vux − uvx + 2buv)y
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и вытекающей из него формулы Грина:

2
∫∫

G

(vLu− uL∗v) dxdy =
∮

Γ

[−(vux − uvx + 2buv) dx +

+ (vuy − uvy + 2auv) dy].

Здесь L∗v = vxy− (av)x− (bv)y +cv – сопряженное с Lu диффе-
ренциальное выражение; G – область интегрирования с кусочно-
гладким контуром Γ.

Метод Римана сводит задачу интегрирования уравнения (46)
к построению вспомогательной функции Римана v =
= R(x, y; x′, y′), удовлетворяющей однородному сопряженно-
му уравнению (по переменным x, y) :

L∗R = 0

и следующим условиям на характеристиках:

(Ry − aR)|x=x′ = 0 ,

(Rx − bR)|y=y′ = 0 ,

R(x′, y′; x′, y′) = 1 .

С помощью функции Римана для уравнения (46) строятся об-
щие решения задачи Коши и характеристической задачи Коши
(задачи Гурса).

Функция Римана обладает следующим свойством взаимно-
сти:

R∗(x, y; x′, y′) = R(x′, y′; x, y) , (47)

где R∗(x, y; x′, y′) – функция Римана сопряженного уравнения,
которая является решением следующей характеристической за-
дачи Коши:

LR∗ = 0 ,

(R∗
y + aR∗)

∣∣
x=x′ = 0 ,

(R∗
x + bR∗)|y=y′ = 0 ,

R∗(x′, y′; x′, y′) = 1 .

(48)
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Оператор симметрии однородного уравнения (46) имеет
вид [52] :

X = ξ1(x)
∂

∂x
+ ξ2(y)

∂

∂y
+ ζ(x, y) u

∂

∂u
.

и при этом должны быть выполнены следующие соотношения:

∂ζ

∂x
+

∂(b ξ1)
∂x

+ ξ2 ∂b

∂y
= 0 ,

∂ζ

∂y
+

∂(a ξ2)
∂y

+ ξ1 ∂a

∂x
= 0 ,

∂2ζ

∂x∂y
+ a

∂ζ

∂x
+ b

∂ζ

∂y
+

∂(c ξ1)
∂x

+
∂(c ξ2)

∂y
= 0 .

(49)

Функция λ = λ(x, y), удовлетворяющая тождеству X
2

(Lu) ≡
≡ λLu, имеет вид

λ = ζ − d ξ1

d x
− d ξ2

d y
. (50)

Рассмотрим уравнение

Lu = δ(x− x′) δ(y − y′) , (51)

описывающее фундаментальные решения однородного уравне-
ния (46). Тогда операторы симметрии фундаментальных ре-
шений (или симметрии уравнения (51)) удовлетворяют в силу
теоремы 1 следующим дополнительным соотношениям:

ξ1(x′) = 0 , ξ2(y′) = 0 ,

λ(x′, y′) +
d ξ1(x′)

d x′
+

d ξ2(y′)
d y′

= 0 .
(52)

Покажем, что соотношения на характеристиках для зада-
чи Коши (48) инвариантны относительно оператора симметрии
(48) при условиях (52). Отметим, что характеристики x = x′,
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y = y′ инвариантны относительно операторов симметрии фун-
даментальных решений. Из соотношений (50) и (52) следует,
что ζ(x′, y′) = 0. Это означает инвариантность последнего со-
отношения характеристической задачи Коши (48).

Запишем условие инвариантности соотношения на характе-
ристике x = x′:

X
1

(uy + au)
∣∣∣∣x = x′
u = R∗

= 0

или {(
ζ − dξ2

dy

)
(uy + au) +

+ u

[
∂ζ

∂y
+

∂(a ξ2)
∂y

+ ξ1 ∂a

∂x

]} ∣∣∣∣∣x = x′
u = R∗

= 0 .

(53)

Условие инвариантности (53) выполнено в силу второго соот-
ношения (49). Аналогично доказывается инвариантность соот-
ношения на характеристике y = y′.

Таким образом, доказана теорема, представляющая основ-
ной результат работы [53].

Теорема 2. Симметрии фундаментальных решений ли-
нейного гиперболического уравнения второго порядка с двумя
независимыми переменными оставляют инвариантной функ-
цию Римана сопряженного уравнения.

Из теоремы 2 следует, что функция Римана сопряженно-
го уравнения является инвариантным относительно симмет-
рий фундаментальных решений решением исходного уравне-
ния. Тогда функция Римана исходного уравнения находится
из соотношения взаимности (47).

Сформулируем алгоритм построения функции Римана на
основе использования симметрий фундаментальных решений:
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1. Нахождение симметрий линейного однородного уравне-
ния (46).

2. Вычисление симметрий фундаментальных решений.

3. Построение инвариантных решений с помощью симметрий
фундаментальных решений.

4. Выделение функции Римана из найденных инвариантных
решений, используя условие непрерывности функции Рима-
на и ее первых производных в точке (x′, y′) и условие, что
R(x′, y′; x′, y′) = 1.

Замечание 7.Данный алгоритм позволяет находить функ-
цию Римана гиперболического уравнения, не переходя к харак-
теристическим переменным. Это подчеркивает инвариантную
природу данного метода построения функции Римана.

4. Пример построения функции Римана. Рассмотрим
уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу:

∂2t

∂r2
+

2λ + 1
r

∂t

∂r
− ∂2t

∂z2
= 0 . (54)

Построим функцию Римана уравнения (54). При этом не
будем переходить к характеристическим переменным.

Предложение 7. Уравнение (54) допускает при λ 6= ±1/2
следующий базис алгебры Ли операторов симметрии:

Y1 =
∂

∂z
, Y2 = r

∂

∂r
+ z

∂

∂z
,

Y3 = 2rz
∂

∂r
+ (r2 + z2)

∂

∂z
− (2λ + 1)zt

∂

∂t
,

Y4 = t
∂

∂t
, Y∞ = b(r, z)

∂

∂t
,

где b(r, z) – произвольное решение уравнения

∂2b

∂r2
+

(2λ + 1)
r

∂b

∂r
− ∂2b

∂z2
= 0 .
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Рассмотрим уравнение

∂2t

∂r2
+

2λ + 1
r

∂t

∂r
− ∂2t

∂z2
= δ(r − r0)δ(z − z0) . (55)

Предложение 8. Уравнение (55) допускает оператор сим-
метрии

Y = 2r(z−z0)
∂

∂r
+

[
r2 + (z − z0)2 − r0

2
] ∂

∂z
−(2λ+1)(z−z0)t

∂

∂t
.

(56)

Построим инвариантное относительно оператора симмет-
рии (56) решение уравнения (54).

Предложение 9. Оператор симметрии (56) имеет два
функционально независимых инварианта

ξ =
r2 − (z − z0)2 + r0

2

2rr0
, τ = rλ+

1
2 t .

Инвариантные решения уравнения (54) ищем в виде

τ = f(ξ) ,

или
t = r−λ−1

2 f(ξ) .

Предложение 10. Решения Эйлера–Пуассона–Дарбу (54),
инвариантные относительно оператора симметрии (56), име-
ют следующий вид :

t = r−λ−1
2

[
C1 P−λ−1

2
(ξ) + C2 Q−λ−1

2
(ξ)

]
, (57)

где P−λ−1/2 (ξ) , Q−λ−1/2 (ξ) – функции Лежандра первого и
второго рода [54]; C1, C2 – произвольные постоянные.

Из инвариантных решений (57) можно легко выделить функ-
цию Римана уравнения (54).
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Предложение 11. Функция Римана уравнения (54) име-
ет следующий вид :

R(r, z; r0, z0) =
(

r

r0

)−λ−1
2

P−λ−1
2

(ξ) . (58)

Замечание 8. Функция Римана (58) описывает с точно-
стью до постоянного множителя t0 решение характеристиче-
ской задачи для взаимного проникновения двух центрирован-
ных волн разрежения [55].
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ОБ ОДНОЗНАЧНЫХ РЕШЕНИЯХ ЗАДАЧИ
О ДВИЖЕНИИ ТЯЖЕЛОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА,
УДОВЛЕТВОРЯЮЩЕГО УСЛОВИЯМ ГЕССА

Доказано отсутствие однозначных решений задачи о движении тяже-
лого твердого тела, удовлетворяющего условиям Гесса, при отличном от
нуля интеграле Гесса.

Задача о движении тяжелого твердого тела задается урав-
нениями, полученными Эйлером и Пуассоном:

{
Aṗ = Ap× p + γ × r,
γ̇ = γ × p,

(0.1)

здесь p = (p1, p2, p3) ∈ C3, γ = (γ1, γ2, γ3) ∈ C3, r = (r1, r2, r3) ∈
∈ R3, A = diag(A1, A2, A3), 0 < Ai < Aj + Ak для различных
i, j, k.

Эти уравнения (см., например, [1]), называемые далее урав-
нениями Эйлера–Пуассона, задают закон изменения угловой
скорости p вращения тела и вектора силы тяжести γ в координа-
тах, связанных с телом, в которых оператор инерции A имеет
диагональный вид.

Уравнения Эйлера–Пуассона при всех значениях исходных
параметров имеют три первых интеграла:

H =
1
2
〈Ap, p〉+ 〈γ, r〉 , M = 〈Ap, γ〉 , T = 〈γ, γ〉 .

Вообще говоря, этих интегралов недостаточно для полной

36



ISBN 978–5–7417–0234–5
Симметрии дифференциальных уравнений. М., 2009

интегрируемости системы, но при специальных условиях на па-
раметры задачи дополнительный четвертый интеграл может
существовать.

В настоящее время известно 14 общих и частных решений
задачи, приведенных в монографии [1] и обзоре [2]. Невыяснен-
ным остается вопрос о существовании новых частных решений.

Несколько сужая поиск, мы желаем найти полный список
однозначных решений рассматриваемой задачи (см. [3]). Для
этого мы используем идею Ковалевской [4], рассмотревшей ре-
шения уравнений Эйлера–Пуассона как функции комплексного
переменного в особых точках комплексной плоскости времени,
а также идею факторизации фазового пространства ([5]) для
его компактификации. Это дает возможность получить пол-
ную классификацию особых точек решений уравнений Эйлера–
Пуассона, на основе которой и строится классификация одно-
значных решений [5–7]. Для ряда случаев получены полные
списки однозначных решений в [8–11].

Случай Гесса ([12]), задаваемый интегралом

I = 〈Ap, r〉 = 0, (0.2)

интересен тем, что при выполнении условий Гесса на твердое
тело

A1B23r
2
1 = A2B31r

2
2, r3 = 0, (0.3)

некоторые особые точки оказываются однозначными при всех
значениях свободных параметров. Это является причиной су-
ществования однозначных решений, полный список которых
имеется в [13]. Доказательство полноты этого списка приведе-
но в [9].

В случае, когда функция I отлична от нуля, она уже не
является первым интегралом, но однозначность особых точек
сохраняется, а значит остается возможность существования од-
нозначных решений. Поиск таких решений и является той зада-
чей, которую мы решаем в настоящей статье. Мы доказываем,
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что не существует однозначных решений задачи о движении
тяжелого твердого тела, удовлетворяющего условиям Гесса при
отличном от нуля интеграле Гесса.

Далее для краткости эту задачу мы называем задачей
Гесса.

Определение 1. Следующая алгебраическая система:




A
∼
p

0 × ∼
p

0
+
∼
γ

0 ×r + A
∼
p

0
= 0,

∼
γ

0 × ∼
p

0
+2

∼
γ

0
= 0

(1.1)

называется характеристической системой для уравнений Эй-
лера–Пуассона.

Теорема 1. ([6]) Пусть выполнено условие
∏

σ(B12r1) 6= 0.
Тогда характеристическая система (1.1) имеет ровно восемь
корней с учетом их кратностей, которые могут быть найдены
при условии решения уравнения восьмой степени:

P(%) =
∑

σ

[r4
1B

2
23(A1 − %)4(2A2 − %)2(2A3 − %)2−

−2r2
2r

2
3B12B31(A2 − %)2(A3 − %)2(2A1 − %)

∏
σ

(2A1 − %)] = 0,

∼
p

0

1=

√
(2A2 − %)(2A3 − %)

B12B31
, σ,

∼
γ

0
= −(A

∼
p

0 × ∼
p

0
)
〈
∼
p

0
, r

〉−1

,

здесь σ означает циклическую перестановку индексов (1,2,3),
Bij = Ai − Aj . При этом каждому корню %k полинома P(%)

соответствует ровно одно решение (
∼
p

0
,
∼
γ

0
) характеристической

системы. Доказательство теоремы 1 приведено в [6].
Теорема 2.Асимптотика α-особых точек имеет следующий

вид:




p(t) =
∼
p

0
t−1 + α1u1 +

∑2
0 ψit lni t +

∑4
2 αivit + o(t),

γ(t) = α1v1t
−1 + κ1

∼
p

0
ln t + κ0v1 + α4

∼
p

0
+t

∑2
0 χi lni t+

+α5v−1t + o(t),
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здесь (
∼
p

0
,
∼
γ

0
) – α-решения характеристической системы (1.1),

α1, ...α5 – свободные параметры, u1, vi, ψi, χi, κi выражаются
через Ai, ri.

Асимптотика β-особых точек имеет следующий вид:





p(t) =
∼
p

0
t−1 + β0u0t

λ0−1 + β0u0tλ
0−1 + β2u2t + β3u3t

2+
+β4u4t

3 + ... +
∑

i+j≥2

βi
0(β

0)jψijt
iλ0+jλ0−1 + ...,

γ(t) =
∼
γ

0
t−2 + β0v0t

λ0−2 + β0v0tλ
0−2 + β2v2 + β3v3t+

+β4v4t
2 + ... +

∑

i+j≥2

βi
0(β

0)jχijt
iλ0+jλ0−2 + ...,

здесь (
∼
p

0
,
∼
γ

0
) – β-решения характеристической системы (1.1),

βi, β0, β
0 – свободные параметры, ui, vi, ψij , χij выражаются че-

рез Ai, ri,
∼
p

0
,
∼
γ

0
.

Доказательство теоремы 2 приведено в [7].
2. Особые точки решений задачи Гесса
Исходя из результатов, сформулированных в Теоремах 1 и

2, получаем аналогичные им предложения для задачи Гесса.
Предложение 1. В задаче Гесса полином P(%) имеет вид

P(%) = (% (%2 − 2% (A1 + A2) + 3A2A1)(%− 2A3))2.

Предложение 2. Асимптотика однозначных α-особых то-

чек удовлетворяет условию 〈A ∼
p

0
, r〉 = 0 и имеет следующий

вид:




p(t) =
∼
p

0
t−1 +

α1

2
〈∼p0

, r〉 ∼p0
+

4∑

2

αivit + o(t),

γ(t) = α1 A
∼
p

0
t−1 − α3

1

2
〈∼p0

, r〉 A
∼
p

0
+α4

∼
p

0
+α5 v−1 t + o(t),
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здесь α1, ...α5 – свободные параметры, vi выражаются через

Ai, ri, и
∼
p

0
– α-решения характеристической системы (1.1).

Параметры λ0, λ
0 для корней полинома P(%) β-особых точек

равны:

% = 0, λ0 = −2, λ0 = 3,

% = 2A3, λ0 = ±ki, λ0 = 1∓ ki, k =
4B23B31

A1A2
,

%2 − 2% (A1 + A2) + 3A2A1 = 0, λ
(0)
0 = 1

2 ±
√

1
4 − S,

S = ((A1 + A2 −A3)(4A2
1 + 4A2

2 − 2A1A3 − 2A2A3 −A1A2)%−
−3A2A1(2

∑
σ

(A2
1) + A1A2 − 3A1A3 − 3A2A3))/

∏
σ

(A1(A3 − %)).

Замечание 1. Параметры асимптотики λ0, λ0 сопряжен-
ных β-особых точек при % = 2A3 являются заведомо не це-
лыми и приводят к ветвлению. Следовательно, для однознач-
ных решений β0, β

0 равны нулю. В этом случае первые интег-
ралы H, M, T однозначно определяют единственное однознач-
ное решение с соответствующей особой точкой. Это решение

относится к случаю Гесса 〈A ∼
p

0
, r〉 = 0 и рассмотрено в [9].

Следовательно, однозначные решения 〈A ∼
p

0
, r〉 6= 0 не содер-

жат особых точек % = 2A3.

Теорема 3. Параметры λ0, λ
0, соответствующие корням

%1, %2 полинома

%2 − 2% (A1 + A2) + 3A2A1 = 0, (2.1)

не могут быть одновременно целыми ни при каких значениях
параметров A1, A2, A3 твердого тела.

Доказательство. Корни полинома (2.1) равны

%1,2 = A1 + A2 ±D,
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где D =
√

A2
1 −A1A2 + A2

2. Обозначим

s = S(%1) + S(%2), d = S(%1)− S(%2).

Если параметры λ0, λ
0 целые, то целыми будут и числа s, d.

При этом мы заменяем A1 = a, A2 = b, A3 = 1, что не ограни-
чивает общности, так как степень однородности S равна нулю.

s = −4(a + b− 1)(a2 − ab + b2)
ab

,

d =
2D(2a2 + 2b2 + ab− 2a− 2b)

ab
.

Чтобы избавиться от корня D, рассмотрим еще одно представ-
ление некоторого целого числа

d2 − s2 − 12s = a2 − ab + b2.

Мы имеем систему




a2 − ab + b2 = n1,
a + b− 1

ab
=

n2

n1
,

в которой числа n1, n2 – целые. Делая замену

a = u + v, b = u− v,

получаем
{

u2 + 3v2 = n1,
4n2u

2 + 24n1u− 12n1 − n1n2 = 0.
(2.2)

Подставляя из первого уравнения системы u2 во второе и
учитывая, что 2u = a+ b > 1, получим 4v2−n1 > 0. Поскольку
4v2 = (a − b)2 < 1, мы получаем n1 < 1 =⇒ n1 = 0, что
противоречит первому уравнению системы (2.2).
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Определение 2. Будем называть β-особую точку опреде-
ляющей, если ее асимптотика такова, что параметры λ0, λ

0

не являются целыми.
Смысл этого определения заключается в том, что, если в од-

нозначном решении рассматриваемой задачи (0.1) встречаются
хотя бы две такие особые точки, решение обязательно перио-
дично; если есть три такие точки, не лежащие на одной пря-
мой, то решение – двоякопериодично. Это объясняется тем, что
в асимптотике определяющей β-точки коэффициенты при tλ0 ,
tλ

0 равны нулю в силу однозначности решения, а оставшиеся 3
параметра однозначно определяются значениями трех первых
интегралов решения.

Теорема 4. Параметры λ0, λ
0, соответствующие корням

%1, %2 полинома (2.1), не могут равняться 0, 1, 2 или 3 ни при
каких значениях параметров твердого тела.

Доказательство этой теоремы представляет собой неслож-
ную проверку, поскольку в рассматриваемой задаче Гесса ха-
рактеристическая система (1.1) полностью решается.

3. Теорема об однозначных решениях задачи Гесса
Теорема 5. Не существует однозначных решений задачи Гес-
са, не имеющего ни одной определяющей β-особой точки.

Доказательство. Как следует из результатов предыдущего па-
раграфа, однозначные решения без определяющей особой точ-
ки могут иметь три пары сопряженных особых точек: α-особые
точки, β-особые точки (% = 0) и β-особые точки (P(%) = 0). Для
первых двух пар особых точек функция (Ap, r), как функция
времени, имеет нуль первого порядка в окрестностях этих то-
чек, для третьей пары можно подобрать вектор c ∈ R3 так,
что тем же свойством обладает функция (Ap, c). Тогда функ-
ция J = (Ap, r) (Ap, c) вообще не имеет особенностей и поэтому
является целой. Рассуждение, аналогичное приведенному в [5]
(теорема 3.11), влечет равенство этой функции константе, то
есть функция J оказывается первым интегралом. Ее произ-
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водная с точностью до коэффициента равна

(Ap, r)(B23p3r1(Ap, c)+A2r2(p3(B23c1p2+B31c2p1)+B12c3p1p2+

+(c2γ3 − c3γ2)r1 − (c1γ3 − c3γ1)r2)) = 0.

Так как функция J отлична от нуля, то первым интегралом
должна быть и функция J̇/(Ap, r). Далее, подставляя в эту
функцию асимптотики особых точек, убеждаемся, что это не
так.

Теорема 6. Пусть решение p(t), γ(t) уравнений Эйлера–
Пуассона (0.1) имеет хотя бы одну определяющую β-особую
точку. Тогда это решение имеет представление





p(t) =
∑

α∈N

∼
p

0

α f(t− tα) +
∑

β∈M

∼
p

0

β f(t− tβ) + p0,

γ(t) =
∑

α∈N

A
∼
p

0

α λαf(t− tα)− ∑
β∈M

∼
γ

0

β ḟ(t− tβ) + γ0,
(3.1)

где функция f(t) есть t−1, ctg(t), cth(t) или ζ-функция Вейер-

штрасса, {(∼p0

α(β),
∼
γ

0

α(β))} – α(β)-решения характеристической
системы (1.1), N,M – конечные множества интексов, нуме-
рующих α, β – особые точки решения, λα – свободные парамет-
ры, p0, γ0 – подходящие константы.

Доказательство. Предположим, что рассматриваемое реше-
ние содержит одну определяющую особую точку. Если остав-
шихся особых точек бесконечное число, то существует предель-
ное однозначное решение без определяющей особой точки, что
невозможно по доказанной теореме. Разница между имеющим-
ся решением и представлением (3.1) может быть только конс-
тантой в силу рассуждения из [5] (теорема 3.11).

Если решение имеет две определяющие особые точки, то
оно периодично. Предположим, что оно не двоякопериодично.
Тогда в полосе периода будет конечное число не определяющих
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особых точек, а иначе мы повторяем выше приведенное рас-
суждение.

Наконец, если решение имеет три определяющие особые
точки, не лежащие на одной прямой, то решение двоякоперио-
дично с конечным числом особых точек в параллелограмме пе-
риодов.

Теорема 7. Не существует однозначных решений задачи
Гесса при отличном от нуля интеграле Гесса.

Доказательство. Если решение имеет вид (3.1), причем функ-
ция f(t) равна t−1, ctg(t), cth(t), то определяемая им траекто-
рия обязательно входит в особую точку дифференциальных
уравнений (0.1), асимптотика которой вычисляется по асимпто-
тикам особых точек решения с точностью до неизвестных коор-
динат tα, tβ этих точек. С другой стороны, та же асимптоти-
ка вычисляется, исходя из системы (0.1). Сравнивая получен-
ные таким образом асимптотики, убеждаемся, что полученные
условия согласования асимптотик не могут быть выполнены.

Если решение двоякопериодическое, то сумма вычетов осо-
бых точек в параллелограмме периодов должна равняться ну-
лю ([14]). Но тогда в рассматриваемом решении не должно
быть α-точек. Этот случай рассмотрен в [11], где доказано, что
однозначных решений соответствующего вида нет.
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К ВОПРОСУ О ГИРОСКОПИЧЕСКОЙ
СТАБИЛИЗАЦИИ2

Обсуждаются проблемы, связанные с решением задачи стабилизации
потенциальных систем гироскопическими силами.

1. Постановка задачи. Матричное уравнение Ляпунова
Рассматривается задача об устойчивости тривиального ре-

шения дифференциального уравнения

Mẍ + Gẋ + Kx = Q(x, ẋ) , (1)

где M = MT > 0 , G = −GT , K = KT − (n × n) матрицы
гироскопических и потенциальных сил; x, ẋ − (1×n) матрицы
координат и скоростей; Q(x, ẋ)− матрица-столбец нелинейных
сил, Q(0, 0) = 0 .

Система (1) является критической по Ляпунову. Для таких
систем актуальной является задача о стабилизации гироскопи-
ческими силами [1], [2] . Эта задача имеет важное приклад-
ное значение, но до сих пор не получила полного решения [3].
Большое внимание задаче устойчивости и стабилизации гиро-
скопических систем уделено в монографии [4]. Краткий обзор
результатов, полученных для этой задачи методом функций
Ляпунова, приведен в статье [5].

Введем функцию V :

V = ẋT Nẋ + xT Lx + xT BT ẋ + ẋT B x + F (x, ẋ) , (2)
2Работа поддержана ИНТАС-СО РАН, грант 06-1000013-9019
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здесь F (x, ẋ) – функция порядка (степени) более двух,

L = LT , N = NT .

Вычислим производную от функции (2) для уравнения (1) и
представим ее в виде

V̇ = ẋT W1ẋ + xT W2x + ẋT W3 x + xT W T
3 ẋ + Φ(x, ẋ) ,

здесь Φ(y) – нелинейная функция, порядок которой более двух.
Тогда получим систему уравнений :

B + BT + GM−1N −N M−1G = W1;
K M−1N −N M−1K + BT M−1G + GM−1B = W3 −W T

3 ;
W2 + K M−1B + BT M−1K = 0;

2L = K M−1N + N M−1K + BT M−1G−GM−1B + W3 + W T
3 ;

QT M−1(Nẋ + Bx) + (ẋT N + xT BT )M−1Q + (∂F/∂x)ẋ−
− (∂F/∂ẋ)M−1(Gẋ + K x−Q) = Φ(x, ẋ).

(3)
Система (3) является расширенным вариантом матричного
уравнения Ляпунова. В стандартной ситуации уравнение Ля-
пунова используется для получения функции Ляпунова при
исследовании асимптотической устойчивости. В рассматрива-
емом случае для линейных систем возможна только устойчи-
вость, и наиболее эффективной функцией Ляпунова являет-
ся знакоопределенный первый интеграл системы (1). В общем
случае нельзя выразить в матричном виде общее решение си-
стемы (3) [6]. Рассмотрим некоторые варианты для системы
(3).
Вариант 1. Пусть N = 0. Если B = −BT , то обязательно
W1 = 0. Если B = BT , то W1 = 2B и по заданному W1 найдутся
W2, W3. Если матрица B общего вида, то

B = 1/2W1 + Γ,

где Γ = −ΓT — произвольная косо-симметричная матрица, и
по заданной матрице W1 найдется

W3 −W T
3 = (1/2W1 − Γ)M−1G + GM−1(1/2W1 + Γ),
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W2 = −K M−1(1/2W1 + Γ)− (1/2W1 − Γ)M−1K.

Пример 1. Зададим W1 = 2M . Тогда для системы (3) имеем
решение N = 0, B = M , W3 = G + εG∗ , L = εG∗. Следователь-
но, для уравнения (1) можем записать соотношение

d

dt
(xT Mẋ + εxT G∗x) = (ẋ + M−1Px)T M(ẋ + M−1Px)−

−xT A1x + xT Q, (2P = εG∗ + εG∗T + G, A1 = K + P T M−1P ),

где ε — произвольное число (> 0 или ≤ 0); G∗ — матрица
такая, что G = G∗ − G∗T , причем все элементы в G∗ ниже
диагонали равны нулю. В соответствии с теоремой Ляпунова о
неустойчивости из этого соотношения следует теорема:

Теорема 1 . Если

A1 = K + 1/4(εG∗T + εG∗ + G)T M−1(εG∗T + εG∗ + G) < 0,

где ε — произвольное число, то решение ẋ = x = 0 системы
(1) неустойчиво при любых нелинейных силах.
При ε = 0 из теоремы 1 следует известный результат [7]: три-
виальное решение системы (1) неустойчиво, если

4K −GM−1G < 0.

Если 4K −GM−1G = 0 , то для линейного уравнения (1)
имеем следующую цепочку соотношений:

d

dt
(xT M x)/2 = xT Mẋ = Ṽ1 ,

˙̃V1 = ẋT Mẋ− xT Gẋ− 1/4xT GM−1Gx = Ṽ2 , ˙̃V2 = 0.

Система допускает первый интеграл Ṽ2 = c1 , и из приведенной
последовательности соотношений следует

xT M x = c t2 + c2t + c3,
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т.е. имеет место неустойчивость по ẋ , x . Следовательно, спра-
ведлива

Теорема 2. Если 4K−GM−1G ≤ 0 , то линейная система
(1) неустойчива.

Из теорем 1 и 2 можно получить достаточные условия, при
которых невозможна гироскопическая стабилизация неустой-
чивой потенциальной системы. В частности, если линейная по-
тенциальная система имеет нечетную степень неустойчивости
(detK < 0), то гироскопическая стабилизация невозможна [1].
Вариант 2. Пусть N 6= 0. Если B = 0 , то W2 = 0. Ес-
ли B = −BT , то для первого уравнения (3) по заданному
W1 решение для N всегда существует. Система, соответству-
ющая третьему уравнению (3), может быть не совместной. Ес-
ли B = BT , то по заданным матрицам W1,W2 определятся
матрицы N, B, W3. Если B — матрица произвольной структу-
ры, то по заданной матрице W2 всегда найдется решение для
матрицы B (не единственное). Подставим это решение в пер-
вое уравнение (3), из которого найдем решение для N . Остав-
шееся уравнение (3) служит для выбора W3. Если выбрать
W3 = K M−1N + BT M−1G , то получим L = W3 + W T

3 .

2. Первые интегралы и теоремы об устойчивости
Пусть Wi = 0 (i = 1, 2, 3). Тогда из (3) получим условия

существования первого интеграла линейной системы (1). Для
нелинейной системы к (3) можно присоединить уравнения:

ẋT ((∂F/∂x) + 2N M−1Q + GM−1(∂F/∂ẋ)) ≡ 0,
xT (2BT M−1Q−K M−1(∂F/∂ẋ)) ≡ 0, QT M−1(∂F/∂ẋ) ≡ 0

(4)
как достаточные условия для того, чтобы Φ(x, ẋ) ≡ 0. Урав-
нения (4) служат для определения функции F (x, ẋ), если она
существует, или для нахождения Q , при которых функция (2)
является первым интегралом.

Система (3) при Wi = 0 всегда имеет кроме тривиально-
го решения N = 0, B = 0 (BT = 0) множество решений. Если
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существует нетривиальное решение N∗, B∗, то решением явля-
ются

(i) N∗
1 = N∗ ±N∗T , B∗

1 = B∗ ±B∗T ,

(ii) N∗∗ = PN∗QT + QN∗PT , B∗∗ = PT B∗Q + QT B∗P,

где P, Q – матрицы, перестановочные с M−1G, M−1K .
Утверждение. Линейная система (1) имеет n1 ≥ n независи-
мых квадратичных первых интегралов.

Выпишем некоторые решения системы (3) и первые инте-
гралы в матричном виде, так как решение конкретных задач
может быть осложнено громоздкостью вычислений.

Известно, для системы (3) (Wi = 0) существуют решения:
a) N = M, B = 0, тогда L = K, и, следовательно, линейная
система (1) имеет интеграл энергии

h = V1 = ẋT Mẋ + xT K x = const ; (5)

b) N = K−GM−1G, B = GT M−1K, L = K M−1K+GM−1G;
этому решению соответствует интеграл линейной системы:

V2 = ẋT Kẋ + (K x + Gẋ)T M−1(K x + Gẋ) = const; (6)

c) N = M K−1M, B = M K−1G ; тогда первый интеграл ли-
нейной системы имеет вид:

V3 = ẋT M K−1Mẋ+xT (M−GK−1G)x+2ẋT MK−1Gx = const.

Для нелинейной системы (1) интеграл энергии

h1 = h− U(x) = const

имеет место, если нелинейные силы являются гироcкопически-
ми и/или потенциальными Qp = −∂U(x)/∂x. Это следует из
уравнений (4).
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Рассмотрим другие решения системы (3) (Wi = 0).
2.1. B = 0, N = N∗, где N∗ удовлетворяет уравнениям
GM−1N −N M−1G = 0 , K M−1N −N M−1K = 0.

Пусть на матрицы системы (1) наложено одно из следую-
щих ограничений:

(i) GM−1K = K M−1G; (7)

(ii) GM−1K = −K M−1G; (8)

(iii) K(M−1G)2 = (GM−1)2K, (9)

и одновременно не выполняются условия det G = 0, det K = 0.
2.1.1. N∗ = (GM−1)p−1GM−1G(M−1G)p−1 (p = 0, 1, . . .); реше-
ние имеет место при выполнении любого из условий (7) — (9).
Этому решению соответствует первый интеграл линейной си-
стемы

V4 = ẋT (GM−1)p−1GM−1G(M−1G)p−1ẋ+

+xT K(M−1G)2px = const.

2.1.2. N∗ = (GM−1)pK M−1K(M−1G)p; решение имеет место
при выполнении (7) или (8). Этому решению соответствует пер-
вый интеграл линейной системы

V5 = ẋT (GM−1)pK M−1K(M−1G)pẋ+

+xT (GM−1)pK M−1K M−1K(M−1G)px = const при (7);

V5 = ẋT (G M−1)pK M−1K(M−1G)pẋ+

+(−1)p (xT (GM−1)pKM−1KM−1K(M−1G)px) = const при (8);

2.1.3.

N∗ = (GM−1)p(KM−1)mK(M−1K)m(M−1G)p (p,m = 0, 1, . . . );

решение имеет место, если

(GM−1)2p+1K(M−1K)2m = (KM−1)2mK(M−1G)2p+1
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и для четного p выполнено условие (9), а для нечетного p вы-
полнено (7) или (8). Этому решению соответствует интеграл
линейной системы

V6 = ẋT (GM−1)p(KM−1)mK(M−1K)m(M−1G)pẋ+

+ xT (GM−1)p(KM−1)mKM−1K(M−1K)m(M−1G)p = const.

2.2. Пусть N∗ = 0. Тогда система (3) имеет решения B = −BT :
2.2.1. B = (GM−1)pG(M−1G)p (p = 0, 1, . . .); решение имеет
место при выполнении условия (7) . Этому решению соответ-
ствует первый интеграл линейной системы

V7 = 2ẋT (GM−1)pG(M−1G)px + xT G(M−1G)2p+1x = const .
(10)

2.2.2. B = (K M−1)mG(M−1K)m (m = 0, 1, . . .); решение имеет
место при выполнении условия (7) . Этому решению соответ-
ствует первый интеграл линейной системы

V8 = 2ẋT (K M−1)mG(M−1K)mx+

+ xT GM−1G)(K M−1)mG(M−1K)mx = const .

2.2.3. B = GM−1K, решение имеет место при выполнении
условия (7). Этому решению соответствует первый интеграл
линейной системы:

V9 = 2ẋT GM−1Kx− xT GM−1K M−1Gx = const;

2.2.4. B = GK−1M (detK 6= 0) при выполнении условия (7);
этому решению соответствует первый интеграл линейной си-
стемы:

V10 = 2ẋT M K−1Gx− xT G K−1Gx = const;

2.2.5. B = M K−1G M−1GM−1G; решение имеет место, если
detK 6= 0 , detG 6= 0, (i) выполнено (7) или (ii) выполнены
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условия (9) и (GM−1)3K = K(M−1G)3. Этому решению соот-
ветствует первый интеграл линейной системы:

V11 = 2ẋT M K−1GM−1GM−1Gx =

= −xT GK−1GM−1GM−1Gx = const;

2.2.6. B = MG−1K; решение имеет место, если detG 6= 0 и
выполнено (7). Этому решению соответствует первый интеграл
линейной системы:

V12 = 2ẋT K G−1M x − xT K x = const;

Решения группы 2.2 интересны тем , что дают интегра-
лы линейной системы, которые сохраняются и для нелиней-
ной системы (1), если нелинейные силы Q(x) удовлетворяют
второму уравнению (4): xT BT M−1Q = 0. Для интегралов (10)
и V8, V9 этому уравнению удовлетворяет Q = f ′(xT M x)M x
(где f ′(xT Mx)− скалярная функция); для интегралов V7 (при
p = 0 ) и V10, V11, V12 этому уравнению удовлетворяет

Q = f ′(xT K x)K x

(где f ′(xT K x)− скалярная функция) [8].
2.3. Если detG 6= 0 и K M−1GM−1K G−1M =
= M G−1K M−1GM−1K , (GM−1)2K = K(M−1G)2 , то ли-
нейная система (1) допускает первый интеграл

V13 = ẋT GT M−1K G−1Mẋ + 2xT K M−1Gẋ+

+xT (K M−1GM−1G − K M−1GM−1K G−1M)x = const.

Если M — единичная матрица, этот интеграл совпадает с [5].
Из теорем второго метода Ляпунова следует: если K > 0,

то тривиальное решение линейной (и при потенциальных и/или
гироскопических нелинейных силах) системы (1) устойчиво по
переменным ẋ, x [4]. При этом в качестве функции Ляпуно-
ва выбран интеграл энергии (5). Если матрица K не является
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определенно положительной, образуем связку (пучок) интегра-
лов. Условия знакоопределенности этого пучка дают достаточ-
ные условия устойчивости рассматриваемой критической си-
стемы и условия гироскопической стабилизации.

Рассмотрим функцию Ляпунова

V = V2 − βh = ẋT (K −G M−1G− βM)ẋ− ẋT GM−1Kx+

+xT K M−1Gẋ + xT (K M−1K − βK)x .

Условия Сильвестра определенной положительности этой
формы можно записать в виде:

KM−1K − βK > 0,

K − βM −GM−1G + GM−1K(K − βM)−1G > 0.

Полученные неравенства содержат неопределенный множитель
β . Если β задать произвольно, то условия устойчивости мо-
гут быть грубыми. Следуя [2], отметим, что условия существо-
вания β для выполнения выписанных неравенств являются
достаточными условиями устойчивости тривиального решения
линейной системы (1). Следовательно, справедлива теорема [8]:

Теорема 3. Если существует такое β, что

KM−1( K − βM ) > 0,

( K − βM ) −GM−1G + GM−1K( K − βM )−1G > 0,

то линейная система (1) устойчива по x, ẋ.

Как показывает пример, рассмотренный ниже, теорема 3
дает условия устойчивости, близкие к необходимым.

Если в теореме Ляпунова об устойчивости использовать
связку интегралов (5) и (10) ( при p = 0 ), затем применить
теорему 2, то докажем, что справедлива теорема:

Теорема 4. Если GM−1K −KM−1G = 0 , условие

4K −GM−1G > 0
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является достаточным условием устойчивости линейной си-
стемы (1) по переменным x, ẋ. Это условие является и необ-
ходимым [9].

Условия теоремы 4 являются достаточными для устойчиво-
сти тривиального решения нелинейной системы (1) с ограниче-
нием (7), если Q = f ′(y)Mx , где y = xT Mx , f ′(y) = ∂f(y)/∂y
или Q = f ′(z)Kx , где z = xT Kx , f ′(z) = ∂f(z)/∂z .

Если полученный первый интеграл не является знакоопре-
деленным, то можно рассмотреть в качестве функции Ляпуно-
ва комбинацию: V =

∑
V 2

i (i = 1, 2, . . . , p). Тогда необходимо
проверить на совместность уравнения Vi = 0 (i = 1, . . . , p) .
3. Стабилизация системы с тремя степенями свободы

Рассмотрим задачу о стабилизации неустойчивых равнове-
сий зарядов в электрическом поле E стационарным (сильным)
магнитным полем H [10].

Дифференциальные уравнения движения в первом прибли-
жении имеют вид

ẍ = −∂ϕ/∂x + [ẋ,H];ϕ = (Ax,x)/2 ,H = (H1,H2,H3). (11)

Здесь A = diag(a1, a2, a3). Для заряда a1 + a2 + a3 = 0, так
как divE = 0. Если это равенство не имеет место, то это общая
гироскопическая система. Особенностью таких систем с нечет-
ным числом степеней свободы является то, что определитель
гироскопических сил равен нулю. В работе [10] получены для
системы условия устойчивости по характеристическому урав-
нению ( без анализа) и достаточные условия устойчивости при
больших магнитных силах, но их оценка не проведена. Пусть
общая гироскопическая система такова, что

a1 < 0, a2 < 0, a3 > 0.

Система допускает три первых интеграла, квадратичных по
переменным x, ẋ.

55



ISBN 978–5–7417–0234–5
Симметрии дифференциальных уравнений. М., 2009

Построим связку интегралов V = V2+αV1. Условия Сильве-
стра положительной знакоопределенности формы V (условия
теоремы 3) имеют вид

a1a2a3∆2 > 0, a1 (α + a1) > 0,

a1 (α + a1) a2 (α + a2) > 0, a1 (α + a1) a2 (α + a2) a3 (α + a3) > 0,

a1 (α + a1) a2a3(α3 + α2(a1 + a2 + a3 + H2
2 + H2

3 )+

+α(a1a3 + a1a2 + a2a3 + a2H
2
2 + a3H

2
3 ) + a1a2a3) > 0,

a1a2a3

(
α2 + αa1 + αa2 + a1a2 + αH2

3

)
∆ > 0, (12)

здесь

∆ = ((a1a2a3 + α(a1a2 + a1a3 + a2a3 + a1H
2
1 + a2H

2
2 + a3H

2
3 )+

+(a1 + a2 + a3 + H2
1 + H2

2 + H2
3 ) + α3)

совпадает с характеристическим полиномом системы (11). Как
показывает анализ этих неравенств, параметр α для выполне-
ния (12) существует, если выполнены условия существования
различных действительных отрицательных корней у полинома
∆ = 0. Тогда все корни характеристического уравнения раз-
личные и чисто мнимые, и система (11) устойчива в критиче-
ском случае. Достаточные условия из теоремы 3 совпадают с
необходимыми (без границы). Такой же результат мы получим,
если будем использовать связку W = µh + V3.

Пусть a1 = a2 = −1, a3 = 2 H2
1 = H2

2 = 10, тогда система
неравенств (12)

−(−1 + α) > 0, (−1 + α)2 > 0, (−1 + α)2(2 + α) > 0,
(−1 + α)

(
2− 13α + 10α2 + α3 + 2αH2

3 + α2H2
3

)
> 0,(

1− 2α + α2 + αH2
3

)(
2− 23α + 20α2 + α3 + 2αH2

3 + α2H2
3

)
> 0,(

2− 23α + 20α2 + α3 + 2αH2
3 + α2H2

3

)2
> 0

имеет решение:

−2 < α < 0, H2
3 >

−2 + 23α− 20α2 − α3

2α + α2
.
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Рис. 1

Графическое представление этого решения дано на рисунке 1.
Минимальное значение для H2

3 достигается при α = −0.223537,
равном корню уравнения (−4 − 4α + 63α2 + 4α3 + α4) = 0.
Следовательно, при H2

1 = H2
2 = 10, H2

3 > 20.472 система (11)
устойчива в критическом по Ляпунову случае.

Известно [2], что гироскопическая устойчивость разруша-
ется при действии диссипативных сил Bẋ (B = BT ) с полной
диссипацией, когда форма ẋT Bẋ определенно положительна.
Но возможно неустойчивую потенциальную систему стабили-
зировать до асимптотической устойчивости действием гироско-
пических сил и сил со знакопеременной матрицей B.

Пусть в системе (11) дополнительно действуют силы Bẋ,
где B = diag(b1, b2, b3). Тогда характеристическое уравнение
системы имеет вид

λ6 + λ5c1 + λ4c2 + λ3c3 + λ2c4 + λ c5 + c6, (13)

где

c1 = b1+b2+b3, c2 = a1+a2+a3+b1b2+b1b3+b2b3+H2
1 +H2

2 +H2
3 ,

c3 = (a2 + a3)b1 + (a1 + a3)b2 + (a1 + a2)b3 + b1b2b3 + b1H
2
1+

+b2H
2
2 + b3H

2
3 ,

c5 = a2a3b1 + a1a3b2 + a1a2b3,
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c4 = a1a2 + a1a3 + a2a3 + a3b1b2 + a2b1b3 + a1b2b3 + a1H
2
1+

+a2H
2
2 + a3H

2
3 , c6 = a1a2a3.

Вещественные части всех корней уравнения (13) отрица-
тельны, если выполнены условия Льенара–Шипара:

c1 > 0, c2 > 0, c3 > 0, c4 > 0, c5 > 0, c6 > 0,

∆5 = c1c2c3c4c5 − c2
3c4c5 − c2

1c
2
4c5 − c1c

2
2c

2
5 + c2c3c

2
5+

+2c1c4c
2
5 − c3

5 − c1c2c
2
3c6 + c3

3c6 + c2
1c3c4c6 + 2c2

1c2c5c6−
−3c1c3c5c6 − c3

1c
2
6 > 0,

∆3 = c1c2c3 − c2
3 − c2

1c4 + c1c5 > 0.

Разрешая эту систему неравенств относительно коэффици-
ентов bi, получим условия стабилизации гироскопически устой-
чивой системы. Пусть в системе (11) параметры имеют следу-
ющие значения: a1 = a2 = −1, a3 = 2, H2

1 = H2
2 = 10, H2

3 = 30
(потенциальная система устойчива в линейном приближении за
счет гироскопических сил) и b1 = 0. Тогда система неравенств
Льенара–Шипара:

b2 + b3 > 0, −2b2 + b3 > 0,

50 + b2b3 > 0, 37− b2b3 > 0,

11b2 + 28b3 > 0,

−45400b3
2 − 125230b2

2b3 − 740b4
2b3−

−77200b2b
2
3 − 1980b3

2b
2
3 + 20b5

2b
2
3−

−12000b3
3 − 3460b2

2b
3
3 + 70b4

2b
3
3−

−1200b2b
4
3 + 20b3

2b
4
3 − 30b2

2b
5
3 > 0,
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390b2
2 + 1259b2b3 + 12b3

2b3+

+580b2
3 + 41b2

2b
2
3 + 29b2b

3
3 > 0

дает интервал −2.01828 < b2 < 0; коэффициент b3 > 0. При
b2 = −1 имеем 1.87647 < b3 < 19.1631 ; при b2 = −2: 5.38249 <
b3 < 6.6987; при b2 = −0.1: 0.179709 < b3 < 0.414005 и 199.364 <
b3 < 199.924. Следовательно, добавление ускоряющей силы по
координате x1 и диссипативной силы по координате x3 мо-
жет сделать систему асимптотически устойчивой независимо
от нелинейных сил Q(ẋ, x).
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МОДЕЛИ СПЛОШНЫХ СРЕД С ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ
СВЯЗЯМИ3

Рассматриваются приложения понятия аффинной симметрии к по-
строению анизотропных моделей механики сплошной среды при наличии
геометрических связей. Теория основана на классификации моделей сред
по группам нечувствительности – непрерывным подгруппам полной груп-
пы трехмерных линейных преобразований – с вычислением их инвариан-
тов, составленных из лагранжевых компонент метрического тензора. При-
ведена таблица возможных вариантов, которая содержит около 100 типов
симметрий (считая по одной как отдельные группы, так и непрерывные
серии). Исследован вопрос о сильных разрывах, согласованных со связя-
ми. При наличии связей во всех случаях симметрии указан класс точных
решений уравнений движения среды с однородной деформацией. Рассмат-
ривается плоская задача для моделей с однопараметрическими группами
симметрий. Показано, что в этом случае построение решения сводится к
анализу линейной системы уравнений с постоянными коэффициентами.
В качестве примера дано решение задачи о стационарном обтекании пре-
пятствия несжимаемой волокнистой средой.

Введение. Этап построения моделей анизотропных сплош-
ных сред и полей с ортогональными симметриями был, по-
существу, завершен в работе В.В. Лохина и Л.И. Седова [1],
где было выполнено полное описание тензорных инвариантов
подгрупп ортогональной группы O3. Эти результаты, как из-

3Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 08-01-
00026, 08-01-00401) и грантом Президента РФ (проекты НШ-610.2008.1).
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вестно, нашли широкое применение в самых различных вопро-
сах механики, физики, химии и биологии.

Дальнейшее развитие теории симметрии, связанное с ис-
следованием более широкого класса преобразований и их ин-
вариантов – аффинных симметрий, включающих кроме орто-
гональных преобразований также растяжения и сдвиги, было
предложено в работах [2, 3], посвященных теории анизотроп-
ных жидкостей и жидких кристаллов. Однако в этих работах
были использованы лишь отдельные подгруппы полной груп-
пы трехмерных линейных преобразований GL3. Позже авто-
ром данной работы была дана полная классификация таких
подгрупп, как непрерывных, так и с учетом дискретных эле-
ментов конечного порядка, а также их инвариантов. На этом
пути была построена общая теория анизотропных сплошных
сред и их взаимодействий с электромагнитным полем (см. ра-
боты [4, 5, 6]).

Эти исследования значительно расширили представления о
возможных видах материальной симметрии сплошных сред, в
том числе, дали более уточненное описание анизотропии в тео-
рии мягких сред типа жидких кристаллов, магнитных и поля-
ризующихся жидкостей, коллоидных растворов, наномехани-
ческих материалов и других естественных или искусственных
структурных образований.

Отдельно следует выделить приложения аффинной сим-
метрии к теории анизотропно жестких материалов как сред
с полным набором, при заданной группе симметрии, геометри-
ческих связей. Сюда относятся, например, абсолютно твердое
тело, несжимаемая жидкость и др. При этом тензор напряже-
ний, помимо дисторсии, содержит также искомые множители
Лагранжа, например, давление. Возможны, конечно, и смешан-
ные виды сред типа несжимаемого упругого материала.

Наличие линейной группы симметрии и соответствующих
ограничений на закон движения приводит, вообще говоря, как
к конечномерным, так и бесконечномерным множествам воз-
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можных движений. Простейшим примером, кроме известных
движений абсолютно твердого тела, является инвариантность
свойств среды относительно однопараметрической группы од-
нородных трехосных растяжений, которая приводит к движе-
нию на 10-параметрической группе конформных преобразова-
ний.

Важным классом решений уравнений движения со связя-
ми можно считать решения с однородной деформацией, что
показывает полную совместность уравнений для всех случаев
симметрии.

Для трехмерных движений полное решение уравнений гео-
метрических связей представляется сложным. Ниже разрабо-
тан алгоритм решения задач с плоским законом движения для
сред, обладающих двумерными однопараметрическими груп-
пами симметрии. В это случае два уравнения связей, представ-
ляющие собой уравнения первого порядка, квадратичные по
производным, могут быть сведены к линейной системе с посто-
янными коэффициентами. Затем из уравнений движения опре-
деляются множители Лагранжа. В частности, в случае груп-
пы всесторонних растяжений получаются уравнения Коши–
Римана.

1. Аффинная симметрия
Построение моделей тесно связано с наложением определен-

ных свойств инвариантности на вид уравнений: кинематиче-
ской симметрии наблюдателя, внешних силовых полей и энер-
гетических воздействий, а также материальной симметрии, от-
вечающей преобразованиям выделенного репера или, просто,
лагранжевых переменных.

Так, для "простых"сред удельная внутренняя энергия име-
ет вид

U = U(S, gαβ), (1.1)

где S – удельная энтропия, gαβ = δijx
i
αxj

β – сопутствующие
компоненты метрического тензора, xi

α = ∂xi/∂ξα – элементы
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матрицы дисторсии, xi = xi(ξα, t) – закон движения среды в
эйлеровых декартовых координатах xi и лагранжевых коорди-
натах ξα; i, α = 1, 2, 3, t – время.

Ниже при исследовании общих вопросов структуры функ-
ции (1.1) мы рассмотрим только непрерывные подгруппы пол-
ной линейной группы, классификация которых приведена в [6],
и дадим результаты вычислений инвариантов Is(qαβ), состав-
ленных из компонент симметричного тензора второго ранга q
(табл. 1). При задании вида функции U = U(S, Is) следует по-
ложить q = g.

В табл. 1 в первом столбце указано число независимых па-
раметров ak, k = 1, . . . , r, группы (ее размерность), во втором
– порядковый номер, далее – матрицы Ck, которые образуют
базис алгебры Ли как линейного пространства, содержащего
бесконечно малые преобразования в окрестности единичного
элемента группы E. Матрицы Ck выражены через элементар-
ные матрицы eα

β , у которых на пересечении α-й строки и β-го
столбца стоит 1, остальные элементы равны нулю. Общий вид
конечного преобразования группы A(a) имеет вид матричной
экспоненты

A(a) = exp(akCk) = E + akCk +
1
2
(akCk)2 + · · · (1.2)

Здесь и далее по повторяющимся индексам проводится сум-
мирование. Оператор d = e1

1 + e2
2 + e3

3 отвечает однородному
растяжению. Величины x, y, z – параметры непрерывных или
дискретных серий подгрупп. Ограничения на них указаны в
таблице. Величина q = det(qαβ) и (qαβ) = (qαβ)−1 как матри-
цы.

По сравнению с работой [6] здесь проведено уточнение пара-
метра z группы G2.8, исправлена опечатка в инвариантах груп-
пы G4.4.

Вычисление инвариантов связано с решением системы урав-
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нений вида
∑

r≤l

(
Cp

r(k)qpl + Cp
l(k)qrp

) ∂I

∂qrl
= 0, (1.3)

в которую входят матрицы Ck; l, p, r = 1, 2, 3.
Классификация дана с точностью до сопряженности в пол-

ной линейной группе. В принципе группа симметрии может
быть группой преобразований векторов некоторого выделен-
ного репера [6], меняющегося от точки к точке. Однако далее
предполагается, что эти преобразования есть просто линейные
преобразования некоторого фиксированного класса лагранже-
вых координат, например, выбранных как начальные декарто-
вы ξα = xα

0 , α = 1, 2, 3, так что начальная метрика g0
αβ = δαβ,

плотность ρ = ρ0/|xi
α| и т.д. Здесь и далее нулем отмечено на-

чальное состояние.
В приложениях, в зависимости от ситуации, группа может

иметь вид hA(a)h−1, где h – постоянная матрица, A(a) – од-
на из канонических матриц (1.2) в соответствии с табл. 1. Та-
кие среды можно назвать средами с однородной симметрией.
Ниже будем для простоты предполагать, что h = E. Однако
часто приходится иметь дело просто с переменным вморожен-
ным репером. В этом случае удобней записывать уравнения в
эйлеровых координатах xi.

2. Анизотропно жесткие среды
Если на движение среды наложены связи вида

Is(gαβ) = Is(δαβ) ≡ I0
s , (2.1)

где Is – один или несколько инвариантов одной из подгрупп
полной линейной группы, указанных в табл. 1, то соответству-
ющие инварианты выпадут из формулы для внутренней энер-
гии, а также упростится вид диссипации.

Такие связи можно назвать геометрическими. В отличие
от механики систем с конечным числом степеней свободы их
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нельзя назвать голономными, так как уже интегрирование та-
ких связей часто представляет собой отдельную большую про-
блему. Конечно, в механике сплошной среды могут возникать
и динамические связи, в которые входит тензор скоростей де-
формаций. Последние мы здесь рассматривать не будем.

Групповая классификация позволяет упорядочить процес-
сы наложения или разрушения связей, а в некоторых важных
случаях свести их интегрирование к простым уравнениям в
частных производных. При решении практических задач на-
ложение связи на решение (иногда с небольшим изменением
системы уравнений) может привести к существенному упро-
щению решения. Так, например, при анализе дозвукового ста-
ционарного обтекания тела можно использовать вместо модели
сжимаемого газа модель несжимаемой жидкости и т.д.

Отдельно следует выделить теорию полностью анизотропно
жестких материалов, подчиненных всем геометрическим свя-
зям с данной группой симметрии, внутренняя энергия которых
зависит лишь от энтропии U = U(S) и вообще не дает вклада
в уравнения движения. Сюда относятся, например, абсолютно
твердое тело, несжимаемая жидкость и др. Такого рода моде-
ли могут применяться к построению общей теории хрупкого
разрушения материалов, начиная с абсолютно твердого тела
и кончая "пылью" — средой без механических напряжений,
путем постепенного разрушения связей. Здесь возникают как
проблемы разрешимости уравнений связей, так и вопросы пол-
ного решения конкретных задач.

Обратимся к моделям полностью жестких сред. Если для
простоты ограничиться процессами без вязкого сопротивления
и опустить уравнение притока тепла, которое может быть ре-
шено на последующем этапе, система уравнений примет вид

Is(xi
αxj

βδij) = I0
s , ρ0xi,tt = ρ0Fi −

(
λs ∂Is

∂xi
α

)

α

, (2.2)

где Fi – заданная массовая сила, индексы α, β, t обозначают
производные.
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Здесь интересны случаи, когда число механических связей,
содержащих лишь компоненты метрического тензора, больше
или равно размерности пространства. При этом мы полностью,
во всяком случае с точностью до краевых условий, можем опре-
делить закон движения среды. Пример абсолютно твердого те-
ла, когда имеется 6 связей, показывает, что здесь также су-
щественны интегральные соотношения, содержащие внешние
силовые воздействия.

В указанных случаях возможны разрывы производных за-
кона движения среды xi

α. Необходимые условия на разрыве да-
ет непрерывность значений инвариантов

[Is(gαβ)] = 0. (2.3)

Следует учитывать, что в силу непрерывности лагранжевых
переменных ξα = ξα(x, t) скачки производных ξα

i = ∂ξα/∂xi

равны [ξα
i ] = [ξα

n ]ni, где ni – единичная нормаль к поверхности
разрыва. Таким образом, например, скачок

[gαβ ] = [ξα
nξβ

n ] (2.4)

и т.п.

3. Решения с однородной деформацией
В общем случае уравнения связей Is(gαβ) = Is(δαβ) могут

быть представлены в виде

xi
α = Oi

β(θ)Aβ
α(a), (3.1)

где O(θ) – ортогональная матрица, зависящая от трех пара-
метров вращения θm, и A(a) – матрица группы материальной
симметрии среды, зависящая от r параметров ak.

Рассмотрим класс решений уравнений (3.1) при отсутствии
массовых сил (Fi = 0). Будем предполагать, что

xi = bi(t) + liα(t)ξα, liα = Oi
β(θ(t))Aβ

α(a(t)),
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λs = Ls(t) + M s
α(t)ξα + N s

αβ(t)ξαξβ. (3.2)

Подставляя формулы (3.2) в уравнения (3.1) и приравнивая
при степенях ξα, получим систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений

δij
d2 bj

dt2
+ M s

α

∂Is

∂liα
= 0, δij

d2 ljβ
dt2

+ 2N s
αβ

∂Is

∂liα
= 0, (3.3)

где используется матрица (gαβ) = (δijl
i
αljβ).

Число этих уравнений обычно значительно меньше числа
неизвестных. Необходимые функции времени должны задавать-
ся краевыми условиями. В частности, для несжимаемой жид-
кости, когда число связей равно 1 (r = 8), произвол составляет
9 функций времени t.

Данный класс решений, обобщающий случай движения твер-
дого тела с шестью степенями свободы, указывает на суще-
ствование решения при всех возможных видах связей, форму-
лировка которых основана на представлениях о материальных
симметриях, представленных в табл. 1.

4. Плоское движение
Рассмотрим случай плоского движения с однопараметриче-

скими группами нечувствительности. Этот класс решений для
несжимаемых анизотропно жестких сред рассматривался в ра-
боте [7]. В этой работе обсуждались вопросы интегрирования
уравнений при наличии сильных разрывов и было дано ре-
шение задачи о стационарном обтекании препятствия средой,
состоящей из нерастяжимых нитей. Однако полного анализа
уравнений связей еще проведено не было.

Покажем, что в этом случае уравнения связей вместе с урав-
нениями движения всегда могут быть эффективно проинте-
грированы. Здесь имеется 3 типа однопараметрических сим-
метрий: 1) вращение с однородным растяжением, 2) сдвиг с
однородным растяжением и без него, а также 3) двуосное рас-
тяжение.
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Приведем соответствующие канонические типы матриц ко-
нечных преобразований A(a). Отдельно указана матрица вра-
щений O(θ).

1)
(

exa cos a exa sin a
−exa sin a exa cos a

)
; 2)

(
exa exaa
0 exa

)
; (4.1)

3)
(

ea 0
0 exa

)
O =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

Для первого типа параметр серии групп x ≥ 0, для второго
x = 0; 1 и для третьего −1 ≤ x ≤ 1.

Имеются следующие инварианты:

1) (g11 + g22)2g, g exp
(

2x arctg
2g12

g11 − g22

)
, g = det(gαβ);

2) g2
11g, g11 exp

(
−2x g12

g11

)
; 3) g2

12g, g22g
−x
11 .

Используем уравнения связи в виде (3.1), где a, θ – функ-
ции ξα (переменную t опускаем). Очевидно, первый случай при
x 6= 0, благодаря перемножению матриц O(θ) и A(a) и линей-
ной замене параметров, сводится к третьему случаю с x = 1,
что приводит к конформным преобразованиям xi = xi(ξα) (в
этом случае вид метрического тензора конформно-плоский),
удовлетворяющим уравнениям Коши–Римана.

Если же в первом случае x = 0, то можно вообще считать
матрицу A = E (т.к. происходит перемножение ортогональных
матриц). В этом случае мы имеем дело с твердотельным дви-
жением, когда параметр θ = θ(t).

В остальных случаях система (3.1) может быть решена раз-
личными способами, например исключением xi. При этом по-
лучается система квазилинейных уравнений первого порядка
для a и θ. Далее, исключая θ, получим равенство нулю тензо-
ра кривизны пространства как уравнение для a.
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Можно также искать общее решение, используя переменные
a и θ как параметры, в виде





xi = Oi
β

(
Aβ

α ξα + qβ
(

a, θ)),

0 = dOi
β/dθ

(
Aβ

αξα + qβ
)

+ Oi
β ∂qβ/∂θ,

0 = Oi
β

(
dAβ

α/da ξα + ∂qβ/∂a
)

.

(4.2)

Имея в виду невырожденность матриц dO/dθ и A, из вто-
рого уравнения выразим вектор

ξ = −A−1
(
q + (dO/dθ)−1O qθ

)
(4.3)

и подставим его в третье, умноженное слева на матрицу O−1.
Тогда в векторном виде имеем

qa = dA/daA−1
(
q + (dO/dθ)−1O qθ

)
. (4.4)

В силу свойства коммутативности всякой однопараметриче-
ской группы Ли линейных преобразований при таком выборе
параметра, когда операция умножение элементов группы сво-
дится к сложению значений параметра, имеет место постоян-
ство матрицы A−1dA/da = const, которая является матрицей
C бесконечно малого преобразования (п. 1). То же – и для мат-
рицы O.

В результате получим следующие линейные уравнения для
вектора qβ(a, θ), причем с постоянными коэффициентами, огра-
ничившись вторым и третьим случаями:

2) qa =
(

1 −x
x 0

)
qθ +

(
x 1
0 x

)
q. (4.5)

3) qa =
(

0 −1
x 0

)
qθ +

(
1 0
0 x

)
q. (4.6)
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Решив уравнения (4.5), (4.6), затем из соотношения (4.3) и
первого из равенств (4.2) находим в неявной форме

xi = xi(a, θ), ξα = ξα(a, θ).

Исследование типов уравнений (4.5), (4.6) дает следующее.
Уравнения (4.5) при x = 0 имеют вырожденный гиперболиче-
ский тип, причем решение имеет вид

q1 = f(θ) + g(a + θ), q2 = f ′(θ).

При x = 1 эта система – эллиптическая.
Уравнения (4.6) при x < 0 имеют гиперболический тип; при

x = 0 – вырожденный гиперболический, причем решение имеет
вид

q1 = f ′(θ) + g(θ)ea, q2 = f(θ),

а при x > 0 система – эллиптическая.
После определения закона движения среды для двух мно-

жителей Лагранжа в силу уравнений движения мы имеем про-
сто два линейных уравнения с переменными коэффициентами.

5. Обтекание препятствия
В качестве примера приведем решение плоской стационар-

ной задачи об обтекании абсолютно твердого кругового препят-
ствия несжимаемой однородной средой, состоящей из нерастя-
жимых нитей. В этом случае мы имеем группу симметрии G1

второго типа (4.1) при x = 0.
В эйлеровых переменных уравнения имеют вид

∇iv
i = 0, vj∇j |A| = 0, vj∇jA

i = Ak∇kv
i, (5.1)

ρvj∇jv
i +∇k

(
pδik + qAiAk

)
= 0.
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Здесь вектор v – скорость, вектор A, характеризующий анизо-
тропию, вморожен в среду, p – давление и q – дополнительный
множитель Лагранжа.

Рассмотрим декартову систему координат x, y с началом в
центре препятствия. Пусть слева от него имеется однородный
поступательный поток, направленный вдоль оси x со скоро-
стью V∞, параллельной вектору анизотропии A = (1, 0), а так-
же p = q = 0. Тогда в силу вмороженности всегда будем иметь
Ai = vi/V∞.

Если ψ(x, y) есть функция тока, то

vi = εij∇jψ, ∇iψ∇iψ = V 2
∞, (5.2)

где εij – двумерный тензор Леви–Чивита.
Ограничимся анализом обтекания передней части препят-

ствия (x < 0). В отличие от изотропной несжимаемой жид-
кости непрерывное обтекание невозможно. Из условия типа
(2.4) при ξ2 = ψ (с учетом соотношений g22 = g g11, g = 1,
g11 = |A|2 = 1) линия разрыва может быть направлена только
вдоль биссектрисы скачка вектора A.

Пусть в полярных координатах r, θ (x = r cos θ, y = r sin θ)
уравнение гранцы препятствия имеет вид r = R. Тогда в об-
ластях, ограниченных этой окружностью и двумя параболами,
выходящими из передней точки препятствия,

y = ±(x2 −R2)/(2R),

как линиями разрыва, имеем

ψ± = ±V∞(r −R). (5.3)

Уравнения (5.1) имеют интеграл Бернулли:

|v|2
2

+
p + q

ρ
= h(ψ) (5.4)

и легко интегрируются. Две произвольные функции находятся
из условия сохранения потока количества движения

[ρvvn + pn + qAAn] = 0. (5.5)
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Тогда распределение напряжений позади линий разрывов
есть

p = ρV 2
∞

[
1− R

r
ln

r(1− | sin θ|)
R

+
R| sin θ|

r(1− | sin θ|)
]

,

q = −p− ρV 2
∞

R

r
.

Важной особенностью данной задачи является присутствие
при θ = π/2 бесконечного значения компоненты перерезываю-
щего напряжения prr = −p. Если выставить какой-нибудь кри-
терий разрушения, например, вида p = K, где K – постоянная,
то получим границу области существования данного решения,
справа от которой надо уже применять другую модель среды,
например, если происходит разрушение волокнистой структу-
ры, изотропную несжимаемую жидкость. Правда, дальнейшее
течение будет в этом случае вихревым и достаточно сложным.

Заключение. Обсудим кратко вопросы исследований, остав-
шихся за пределами данной работы. Прежде всего необходим
полный анализ гиперболичности уравнений (с четырьмя неза-
висимыми переменными), полученных анизотропно жестких мо-
делей, которые связаны с распространением слабых разрывов
и термодинамической устойчивостью среды, особенно когда за-
кон движения полностью определяется условиями жесткости.
Это может служить средством отбора моделей, пригодных для
описания действительности, в противном случае такие среды
при бездиссипативном подходе мгновенно саморазрушаются.
Проведение анализа условий на сильных разрывах, согласован-
ных с уравнениями связей. Формулировка физически обосно-
ванных силовых критериев разрушения. А также согласование
с моделями вязко-упруго-пластических нежестких или частич-
но жестких сред.
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Т а б л и ц а 1

Непрерывные подгруппы полной линейной группы
dim N0 Алгебра Ли Инварианты

1 1 x(e1
1 + e2

2) + ye3
3 + e1

2 − e2
1, q33(q11 + q22)2q, q33q33,

x ≥ 0 (q11 + q22) exp(−xarctg 2q12
q11−q22

),

(q11 + q22)yq−x
33 , (q11 + q22)(q11 + q22)

2 x(e1
1 + e2

2) + ye3
3 + e1

2, q33q2
11q, q11q2

13q, q13q23,

x = 0; 1 q11 exp(− 2xq12
q11

), q33 exp(− 2yq12
q11

),
3 e1

1 + xe2
2 + ye3

3, q11q22q−2
12 , q11q33q−2

13 , q22q33q−2
23 ,

1 ≥ x ≥ y q22q−x
11 , q33q−y

11 ,
4 xd + e1

2 + e2
3, q3

11q, q11q33, (q22 − 2q13)q33,

x = 0; 1 q11q23 + q12q33, q33 exp( 2xq12
q11

)

2 1 x(e1
1 + e2

2 − 2e3
3) + e1

2 − e2
1, q33(q11 + q22)2q, q33(q11 + q22)2q−1,

d, x ≥ 0 q33q33, q3
33q exp(6xarctg 2q12

q11−q22
),

2 x(e1
1 + e2

2 − 2e3
3) + e1

2, d, q33q2
11q, q11q2

13q1/2, q13q23,

x = 0; 1 q3
11q exp(− 6xq12

q11
)

3 e1
1 + xe2

2 − (1 + x)e3
3, d, q11q2

23q, q22q2
13q, q11q22q33q,

−1/2 < x ≤ 1 (q33q1+x
11 )3q2+x,

4 e1
2 + e2

3, d q3
11q, q−1(q33)3, (q22 − 2q13)3q,

q11q23 + q12q33

5 e1
1 + e2

2 − 2e3
3 + yd, q33(q11 + q22)2q, q−1q33(q11 + q22)2,

e1
2 − e2

1 + zd q33q33, q3y
33qy−2 exp(−6zarctg 2q12

q11−q22
),

6 e1
1 − e2

2 + yd, q11q2
23q, q22q2

13q, q11q22q33q,

e1
1 − e3

3 + zd q−3y
11 q

3(z−y)
33 q−1−2y+z

7 e1
2 + e2

3 + yd, e1
3 + zd, q3

11q, q−1(q33)3, q11q23 + q12q33

y = 0; 1, z = 0; 1 q33 exp(
2yq12+z(2q13−q22)

q11
)

8 e1
1 + e2

2 − 2e3
3 + yd, e1

2 + zd, q33q2
11q, q11q2

13q, q13q23,

z = 0; y q3y
11q1+y exp( 6zq12

q11
),

9 e1
2 + yd, e1

3 + zd, q3
11q, q−1(q22)3, q−1(q23)3,

y = 0; 1, z = 0; 1 q11 exp(− 2(yq12+zq13)
q11

)

10 e1
3 + yd, e2

3 + zd, q3
11q, q3

12q, q3
22q,

y = 0; 1, z = 0; 1 q11 exp(− 2yq13
q11

+ 2zq23

q33 )

11 e1
2 + e2

3, e1
1 − e3

3 + yd (q33)3q−3
11 q−2, (q22 − 2q13))2q,

q3y
11q1+y , q−1q−3

11 (q11q23 + q12q33)2

12 e1
2, xe1

1 + (1 + x)e2
2− q2

13q−1
11 q−1

33 , (q23)2q−1
11 q−1,

−(1 + 2x)e3
3 + yd (q13q23)6yq−1, qx

33q1+2x
11 qx+1/3

13 e1
3, e1

1 + e2
2 − 2e3

3 + e1
2 + yd (q23)3q−3

11 q−2, q33q−2
11 q−1, q3y

11q1+y ,

q3
11q exp(− 6q12

q11
)

14 e1
3,−2e1

1 + e2
2 + e3

3 + e2
3 + yd q11q2

22q, q4
12q−1

11 q, q3y
11qy−2,

q−1(q33)3 exp(− 6q23

q33 )
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Т а б л и ц а 1 (продолжение)

dim N0 Алгебра Ли Инварианты

3 1 e1
1 + e2

2 − 2e3
3, q33(q11 + q22)2q, q33q33,

e1
2 − e2

1, d q33(q11 + q22)2q−1

2 e1
1, e2

2, e3
3 q11q22q33q, q11q2

23q, q22q2
13q

3 e1
2 + e2

3, e1
3, d q3

11q, q−1(q33)3, q11q23 + q12q33

4 e1
1 + e2

2 − 2e3
3, e1

2, d q2
11q33q, q11q2

13q−1, q13q23q
5 e1

2, e1
3, d q3

11q, q−1(q22)3, q−1(q23)3

6 e1
3, e2

3, d q3
11q, q3

12q, q3
22q

7 e1
1 − e3

3, e1
2 + e2

3, d (q33)3q−3
11 q−2, (q22 − 2q13)3q,

q−1(q11q23 + q12q33)q−3
11

8 xe1
1 + (1 + x)e2

2 − (1 + 2x)e3
3, q11q33q−2

13 , qx
33q1+2x

11 qx+1/3,

e1
2, d (q23)2q−1

11 q−1

9 e1
1 + e2

2 − 2e3
3 + e1

2, (q23)3q−3
11 q−2, q33q−2

11 q−1,

e1
3, d q3

11q exp(− 6q12
q11

)

10 −2e1
1 + e2

2 + e3
3 + e2

3, q11q2
22q, q4

12q−1
11 q,

e1
3, d q−1(q33)3 exp(− 6q23

q33 )

11 e1
2 + e2

3, e1
3, q3y

11q1+y , qy−1
11 (q33)y+1,

e1
1 − e3

3 + yd (q11q23 + q12q33)2(1+y)q−3
11

12 e1
2, e1

1 − e2
2 + yd, q11q33q−2

13 , (q23)2q−1
11 q−1,

e1
1 − e3

3 + zd (q13q23)6yq
3(y−2z)
33 q2+y−2z

13 −(1 + x)e1
1 + xe2

2 + e3
3 + yd, (q23)2q−1

11 q−1, q3y
11q−1−x+y ,

e1
2, e1

3, |x| ≤ 1, x 6= −1/2 (q22)3(1+x)q−3x
11 q−(1+2x)

14 e1
1 + e2

2 − 2e3
3 + zd, (q23)2q−1

11 q−1, q11q22,

e1
2 + yd, e1

3, y = 0; 1 q3z
11q1+z exp( 6yq12

q11
)

15 e1
3, e1

2 + yd, e2
3 + zd, q3

11q, (q33)3q−1,

y = 0; 1, z = 0; 1 q11 exp(− 2yq12
q11

+ 2zq23

q33 )

16 −2e1
1 + e2

2 + e3
3 + e2

3 + yd, (q33)2q−1
11 q−1, q3y

11qy−2,

e1
2, e1

3 q−1(q33)3 exp(− 6q23

q33 )

17 x(−2e1
1 + e2

2 + e3
3)+ (q22 + q33)2q−1

11 q−1, q3y
11q−2x+y ,

+e2
3 − e3

2 + yd, e1
2, e1

3 (q11)3q exp(6xarctg 2q23

q22−q33 )

18 xe1
1 + e2

2 − (1 + x)e3
3 + yd, q11q22q−2

12 , q3
11q−3x

22 q1−x,
e1
3, e2

3, |x| ≤ 1, x 6= −1/2 (q11q2
12)3yq1+2x+3y

19 e1
1 − 2e2

2 + e3
3 + zd, q11q22q−2

12 , q2
11q22q,

e1
3 + yd, e2

3 q3z
11q1+z exp( 6yq13

q11
)

20 e1
1 + e2

2 − 2e3
3 + e1

2 + yd, q33q−2
11 q−1, q3y

11q1+y ,

e1
3, e2

3 q3
11q exp(− 6yq12

q11
)

21 x(e1
1 + e2

2 − 2e3
3)+ q33(q11 + q22)−2q−1, (q33)3yq2x−y ,

+e1
2 − e2

1 + yd, e1
3, e2

3 q−1(q33)3 exp(−6xarctg 2q12
q11−q22

)

22 e1
2 + e2

1, e1
3 + e3

1, e2
3 − e3

2 q, q11 − q22 − q33, q11 − q22 − q33

23 e1
1 − e2

2, e1
2, e2

1 q, q33, q33

24 e1
2 − e2

1, e2
3 − e3

2, e3
1 − e1

3 q, q11 + q22 + q33, q11 + q22 + q33
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Т а б л и ц а 1 (продолжение)

dim N0 Алгебра Ли Инварианты

4 1 e1
2 + e2

1, e1
3 + e3

1, e2
3 − e3

2, d (q11 − q22 − q33)3q, q−1(q11 − q22 − q33)3

2 e1
1 − e2

2, e1
2, e2

1, d (q33)3q, q−1(q33)3

3 e1
2 − e2

1, e2
3 − e3

2, e3
1 − e1

3, d (q11 + q22 + q33)3q, q−1(q11 + q22 + q33)3

4 e1
2 + e2

3, e1
3, e1

1 − e3
3, d (q33)3q−2q−3

11 , q−1(q11q23 + q12q33)2q−3
11

5 e1
2, e1

1, e2
2, e3

3 q11q33q−2
13 , (q23)2q−1

11 q−1

6 −(1 + x)e1
1 + xe2

2 + e3
3, e1

2, (q23)2q−1
11 q−1, (q22)3(1+x)q−3x

11 q−(1+2x)

e1
3, d, x ≤ 1

7 x(−2e1
1 + e2

2 + e3
3) + e2

3, e1
2, (q33)2q−1

11 q−1, q−1(q33)3 exp(− 6xq23

q33 )

e3
1, d x = 0; 1

8 x(−2e1
1 + e2

2 + e3
3)+ (q22 + q33)2q−1

11 q−1,

+e2
3 − e3

2, e1
2, e1

3, d (q11)3q exp(6xarctg 2q23

q22−q33 )

9 xe1
1 + e2

2 − (1 + x)e3
3, q11q22q−2

12 , q3
11q−3x

22 q1−x

e1
3, e2

3, d x ≤ 1

10 e1
1 + e2

2 − 2e3
3 + e1

2, e1
3, e2

3, d q33q−2
11 q−1, q3

11q exp(− 6q12
q11

)

11 x(e1
1 + e2

2 − 2e3
3) + e1

2 − e2
1 q33(q11 + q22)−2q−1,

e1
3, e2

3, d q−1(q33)3 exp(−6xarctg 2q12
q11−q22

)

12 e1
1 − e2

2 + yd, e2
2 − e3

3 + zd, (q23)2q−1
11 q−1, (q33)3zq3y

11q1+y−z

e1
2, e1

3

13 −2e1
1 + e2

2 + e3
3 + yd, (q22 + q33)2q−1

11 q−1,

e2
3 − e3

2 + zd, e1
2, e1

3 (q11)3yqy−1 exp(−3zarctg 2q23

q22−q33 )

14 e1
1 − e2

2 + yd, e2
2 − e3

3 + zd, q11q22q−2
12 , q3z

11q6y
12q

3(z−y)
22 q1+y+2z

e1
3, e2

3
15 e1

1 + e2
2 − 2e3

3 + yd, (q11 + q22)2(q33)−1q,

e1
2 − e2

1 + zd, e1
3, e2

3 (q33)3yq2−y exp(6zarctg 2q12
q11−q22

)

16 e1
1 − e2

2 + yd, e1
2, e1

3, e2
3 (q33)3q−1, q3y

11q1+y

17 −(1 + x)e1
1 + xe2

2 + e3
3 + yd, (q33)3(1+x)q−3

11 q−(2+x), q−3y
11 q1+x−y

e1
2, e1

3, e2
3 x < 1, x 6= −1/2

18 e1
1 + e2

2 − 2e3
3 + yd, q33q−2

11 q−1, (q11)3yq1+y exp(6z q12
q11

)

e1
2 + zd, e1

3, e2
3

19 −2e1
1 + e2

2 + e3
3 + yd, e1

2, (q33)2q−1
11 q−1, q3y

11qy−2 exp( 12zq23

q33 )

e1
3, e2

3 + zd

20 e1
1 − e2

2, e1
2, e2

1, e2
2 − e3

3 + yd q33q33, q3y
33qy−1
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Т а б л и ц а 1 (продолжение)

dim N0 Алгебра Ли Инварианты

5 1 e1
2, e1

3, e1
1, e2

2, e3
3 (q23)2q−1

11 q−1

2 e1
2, e1

3,−2e1
1 + e2

2 + e3
3, (q22 + q33))2q−1

11 q−1

e2
3 − e3

2, d

3 e1
3, e2

3, e1
1, e2

2, e3
3 q11q22q−2

12
4 e1

3, e2
3, e1

1 + e2
2 − 2e3

3, q33(q11 + q22)−2q−1

e1
2 − e2

1, d
5 e1

2, e1
3, e2

3, e1
1 − e2

2, d (q33)3q−1

6 −(1 + x)e1
1 + xe2

2 + e3
3, (q33)3(1+x)q−3

11 q−(2+x)

e1
2, e1

3, e2
3, d, x ≤ 1

7 e1
2, e2

1, e1
1, e2

2, e3
3 q33q33

8 e1
2, e1

3, e2
3, e1

1 − e2
2 + yd (q33)3zq3y

11q1+y−z

e2
2 − e3

3 + zd
9 e1

2, e2
1, e1

3, e2
3, e1

1 − e2
2 q, q33

10 e1
2, e1

3, e2
3, e3

2, e2
2 − e3

3 q, q11

6 1 e1
2, e1

3, e2
3, e1

1, e2
2, e3

3 1
2 e1

2, e1
3, e2

3, e2
1, e1

1 − e2
2, d q−1(q33)3

3 e1
2, e1

3, e2
3, e3

2, e2
2 − e3

3, d q3
11q

4 e1
2, e1

3, e2
3, e2

1, e1
1 − e2

2, e3
3 + yd q−(1+y)(q33)1+3y

5 e1
2, e1

3, e2
3, e3

2, e2
2 − e3

3, e1
1 + yd q1+yq1+3y

11

7 1 e1
2, e1

3, e2
3, e2

1, e1
1, e2

2, e3
3 1

2 e1
2, e1

3, e2
3, e3

2, e1
1, e2

2, e3
3 1

8 1 e1
2, e2

1, e1
3, e3

1, e2
3, e3

2, e1
1 − e2

2, q
e2
2 − e3

3

9 1 e1
1, e2

2, e3
3, e1

2, e2
1, e1

3, e3
1, e2

3, e3
2 1
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СИММЕТРИИ И РЕШЕНИЯ ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИХ
МОДЕЛЕЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ4

В работе найдены группы симметрий двух моделей турбулентности.
На основе группового анализа построены автомодельные решения и произ-
ведено сопоставленние полученных решений с экспериментальными дан-
ными.

Рассмотрим сначала модель плоского турбулентного следа
[1–9] в пассивно стратифицированной среде. Для описания те-
чения используется следующая система уравнений:

u0
∂u1

∂x
=

∂w

∂y
, (1)

u0
∂k

∂x
=

∂

∂y
(cµ

k2

e

∂k

∂y
) + w

∂u1

∂y
− e, (2)

u0
∂e

∂x
=

∂

∂y
(cµ

k2

e

∂e

∂y
) +

e

k
(c1w

∂u1

∂y
− c2e), (3)

u0
∂w

∂x
=

∂

∂y
(cs

k2

e

∂w

∂y
)− cf1

e

k
w + cf2k

∂u1

∂y
, (4)

u0
∂ρ

∂x
=

∂

∂y
(cρ

k2

e

∂ρ

∂y
)− ∂

∂y

cρk
2

e
, (5)

4Работа поддержана РФФИ, гранты 07-01-00489, 07-01-00363
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u0
∂θ

∂x
=

∂

∂y
(cθ

k2

e

∂θ

∂y
) + 2cρ

k2

e
(
∂ρ

∂y
− 1)2 − cT

θe

k
, (6)

где u0 – скорость набегающего потока, u1 – осредненный де-
фект продольной компоненты скорости, k – кинетическая энер-
гия турбулентности, e – скорость диссипации кинетической
энергии, w – касательное турбулентное напряжение Рейнольд-
са, ρ – осредненный дефект плотности, θ = ρ′

2 – дисперсия
флуктуаций плотности; черта означает осреднение; σ = 1.3,
cµ = 0.09, cs = 0.09, c1 = 1.44, c2 = 1.92, cf1 = 2.8,
cf2 = 0.252, cρ = 0.208, cθ = 0.087, cT = 1.25 – эмпириче-
ские константы. В дальнейшем считаем скорость набегающе-
го потока равной единице. Первые четыре уравнения системы
представляют собой уравнения трехпараметрической модели
турбулентности [3] в приближении дальнего следа [1]. Уравне-
ния (5) — (6) описывают трансформацию поля плотности под
действием турбулентной диффузии. Замыкание осуществлено
с применением простейшей градиентной гипотезы; использу-
ется также приближение дальнего следа. Слагаемые, содер-
жащие в качестве сомножителей коэффициенты ламинарной
вязкости и диффузии отброшены в предположении малости —
рассматривается развитое турбулентное течение.

Для системы (1) — (6) ставятся следующие краевые усло-
вия:

а) условия невозмущенного потока

u1 = k = e = w = ρ = θ = 0 при y →∞; (7)

б) условия симметрии

∂u1

∂y
=

∂k

∂y
=

∂e

∂y
=

∂θ

∂y
= w = ρ = 0 при y = 0. (8)

Стандартными методами [10] находим базис алгебры Ли
для системы (1) — (6):

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂u1
, X4 =

∂

∂ρ
,
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X5 = x
∂

∂x
− u1

∂

∂u1
− 2k

∂

∂k
− 3e

∂

∂e
− 2w

∂

∂w
,

X6 = y
∂

∂y
+ u1

∂

∂u1
+ 2k

∂

∂k
+ 2e

∂

∂e
+ 2w

∂

∂w
+ ρ

∂

∂ρ
+ 2θ

∂

∂θ
.

Перейдем к редукции системы (1)–(6) и построению инва-
риантных решений. Рассмотрим допускаемый оператор растя-
жения

x∂x + αy∂y + (α− 1)u1∂u1 + 2(α− 1)k∂k+

+(2α− 3)e∂e + 2(α− 1)w∂w + αρ∂ρ + 2αθ∂θ,

где α – произвольная постоянная. Решение системы (1) – (6),
инвариантное относительно преобразования, порожденного этим
оператором, имеет вид

u1 = xα−1U(t), k = x2α−2K(t), e = x2α−3E(t),

w = x2α−2W (t), ρ = xαH(t), θ = x2αR(t), (9)

где t =
y

xα
– автомодельная переменная.

Подставляя представление (9) в исходную систему (1) – (6),
получаем систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. Редуцированная система допускает первый интеграл

W = −αtU + b1. b1 ∈ R. (10)

Из краевых условий (7), (8) системы (1) – (6) следует,
что b1 = 0.

Учитывая (10), приходим к следующей системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

U
′′

=
(α− 2)EU − αtEU

′

csK2
+

cf1E
2U

csK3
+

+
cf2EU

′

csαtK
− 2U

′

t
+ (

E
′

E
− 2K

′

K
)(U

′
+

U

t
),
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E
′′

=
σ((2α− 3)E2K − αtEE

′
K + c1αtE2UU

′
+ c2E

3)
cµK3

+

+E
′
(
E
′

E
− 2K

′

K
),

K
′′

=
(2α− 2)EK + αtE(UU

′ −K
′
) + E2

cµK2
+ K

′
(
E
′

E
− 2K

′

K
),

(11)

H
′′

=
Eα(H − tH

′
)

cρK2
+ (1−H

′
)(

2K
′

K
− E

′

E
),

R
′′

=
Eα(2R− tR

′
)

cθK2
−R

′
(
2K

′

K
− E

′

E
) +

2cρ

cθ
(H ′ − 1)2 +

cT RE2

cθK3
.

Для системы (11) ставим следующие краевые условия:

W (0) = H(0) = 0, U ′(0) = K ′(0) = E′(0) = R′(0) = 0, (12)

U(0.45) = K(0.45) = E(0.45) = W (0.45) =

= H(0.45) = R(0.45) = 0.
(13)

Поскольку система (11) допускает оператор растяжения

t
∂

∂t
+ U

∂

∂U
+ 2K

∂

∂K
+ 2E

∂

∂E
+ 2W

∂

∂W
+ H

∂

∂H
+ 2R

∂

∂R
,

то граничные условия (13) можно ставить в любой ненулевой
точке.

Интегрируя уравнение (1) по y от −∞ до +∞, получим
закон сохранения

∞∫

−∞
u1dy = const, (14)

при условии, что w → 0 при y →∞.
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Используя закон сохранения (14) и представление (9) для
функции u1, находим α = 1/2. Следовательно, автомодельная
переменная t равна y/x1/2. Такая автомодельность согласуется
с экспериментальными данными [1] и известными представле-
ниями о законах автомодельного вырождения плоских следов.

Для решения системы (11) с краевыми условиями (12), (13)
нами был использован метод стрельбы. Дополнительные слож-
ности возникают из-за того, что при t = 0 и t = 0.45 система
(11) имеет особенности. Автомодельные решения для системы
(1) – (4) построены в работе [11].

Теперь рассмотрим дальний турбулентный след за нагре-
тым цилиндром. Для описания течения привлекается следую-
щая математическая модель:

u0
∂u1

∂x
=

∂

∂y
(cµ

k2

e

∂u1

∂y
), (15)

u0
∂k

∂x
=

∂

∂y
(cµ

k2

e

∂k

∂y
) + cµ

k2

e
(
∂u1

∂y
)2 − e, (16)

u0
∂e

∂x
=

∂

∂y
(
cµ

σ

k2

e

∂e

∂y
) + cµc1k(

∂u1

∂y
)2 − c2

e2

k
, (17)

u0
∂T

∂x
= −∂(v′T ′)

∂y
, (18)

u0
∂(v′T ′)

∂x
=

∂

∂y
c1ρ

k2

e

∂(v′T ′)
∂y

− 2k

3
∂T

∂y
− c1T

e

k
v′T ′, (19)

u0
∂T ′2

∂x
=

∂

∂y
c1ρ

k2

e

∂(T ′2)
∂y

− 2v′T ′
∂T

∂y
− cT

e

k
T ′2, (20)

где u0 – по-прежнему скорость набегающего потока, u1 – де-
фект осредненной продольной компоненты скорости, k – ки-
нетическая энергия турбулентности, e – скорость диссипации
кинетической энергии, T – осредненная температура, v′T ′
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– турбулентный поток тепла, T ′2 – дисперсия флуктуаций
температуры. Эмпирические константы модели

σ = 1.3, cµ = 0.09, c1 = 1.43, c2 = 1.92,

cT = 1.25, c1ρ = 0.087, c1T = 3.2.

В дальнейшем, как и ранее, считаем скорость набегающего по-
тока равной единице. Первые три уравнения системы – уравне-
ния классической (k − ε) модели турбулентности в приближе-
нии дальнего следа. Уравнения (18) — (20) описывают транс-
формацию поля температуры под воздействием турбулентной
диффузии в следе.

Для системы (15) — (20) ставятся следующие краевые усло-
вия:

а) условия невозмущенного потока

u1 = k = e = T = v′T ′ = T ′2 = 0 при y →∞; (21)

б) условия симметрии

∂u1

∂y
=

∂k

∂y
=

∂e

∂y
=

∂T

∂y
=

∂T ′2

∂y
= v′T ′ = 0 при y = 0. (22)

Находим базис алгебры Ли для системы (15) — (20):

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂u1
, X4 =

∂

∂T
,

X5 = x
∂

∂x
− u1

∂

∂u1
− 2k

∂

∂k
− 3e

∂

∂e
+ T

∂

∂T
+ 2T ′2 ∂

∂T ′2
,

X6 = y
∂

∂y
+ u1

∂

∂u1
+ 2k

∂

∂k
+ 2e

∂

∂e
− T

∂

∂T
− 2T ′2 ∂

∂T ′2
,

X7 = T
∂

∂T
+ 2T ′2 ∂

∂T ′2
+ v′T ′

∂

∂v′T ′
.

Перейдем к редукции системы (15) — (20) и построению ин-
вариантных решений. Рассмотрим допускаемый оператор рас-
тяжения
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x∂x + αy∂y + (α− 1)u1∂u1 + 2(α− 1)k∂k + (2α− 3)e∂e+

+(β − α + 1)T∂T + βv′T ′∂v′T ′ + 2(β − α + 1)T ′2∂
T ′2

,

где α, β – произвольные постоянные. Решение системы (15) –
(20), инвариантное относительно преобразования, порожденно-
го этим оператором, имеет вид

u1 = xα−1U(t), k = x2α−2K(t), e = x2α−3E(t),

T = xβ−α+1G(t), v′T ′ = xβM(t), T ′2 = x2β−2α+2F (t),
(23)

где t =
y

xα
– автомодельная переменная.

Интегрируя уравнения (15) и (18) по y от −∞ до +∞, имеем
два закона сохранения

∞∫

−∞
u1dy = const,

∞∫

−∞
Tdy = const, (24)

при условии, что v′T ′ → 0 и
k2

e

∂u1

∂y
→ 0 при y →∞.

В силу (24) и представления (23) для функций u1, T нахо-
дим α = 1/2, β = −1.

Подставляя представление (23) в систему (15) – (20), прихо-
дим к системе обыкновенных дифференциальных уравнений.
Эта система имеет два первых интеграла, которые с учетом
краевых условий дают следующие соотношения:

cµU
′
K2

E
+

1
2
tU = 0, (25)
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M =
1
2
tG. (26)

Используя (25),(26), приходим к системе

cµU
′
K2

E
+

1
2
tU = 0,

K
′′

=
1
cµ

(
E2

K2
− E

K
− tK

′
E

2K2
) + K

′
(
E
′

E
− 2K

′

K
)− U

′2
,

E
′′

= E
′
(
E
′

E
− 2K

′

K
)−c1σ

U
′2

E

K
+

σ

cµ
(
c2E

3

K3
− 2E2

K2
− tE

′
E

2K2
), (27)

G
′′

= (
E
′

E
− 2K

′

K
)(G

′
+

G

t
) +

G
′
(

4E

3Kc1ρ
− 2)

t
+

+
GE(

c1T E

K
− 3/2)

c1ρK2
− tEG

′

2c1ρK2
,

F
′′

= F
′
(
E
′

E
− 2K

′

K
)−

E(F +
1
2
tF

′
)

K2c1ρ
+

tGG
′
E

c1ρK2
+

cT FE2

c1ρK3
.

Краевые условия для системы (27) выглядят следующим обра-
зом:

K ′(0) = E′(0) = G′(0) = F ′(0) = 0, (28)

U(0.45) = K(0.45) = E(0.45) = G(0.45) = F (0.45) = 0. (29)

Заметим, что система (27) допускает оператор растяжения

t
∂

∂t
+ U

∂

∂U
+ 2K

∂

∂K
+ 2E

∂

∂E
+ 2G

∂

∂G
+ 2F

∂

∂F
.

Система (27) имеет особенности в точках t = 0 и t = 0.45,
поэтому для решения задачи (27) с краевыми условиями (28),
(29) нами был также использован метод стрельбы.
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Основные результаты работы сводятся к следующему. Вы-
полнен теоретико-групповой анализ математических моделей
дальнего плоского турбулентного следа за цилиндром в пас-
сивно-стратифицированной среде и следе за нагретым цилин-
дром. Построены автомодельные решения, удовлетворительно
согласующиеся с экспериментальными данными.
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УДК 519.71

В.И. Елкин
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Российской академии наук
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ВНУТРЕННИЕ СИММЕТРИИ И ДЕКОМПОЗИЦИЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ 5

Изучаются симметрии нелинейных управляемых систем: преобразо-
вания фазовых переменных, переводящие решения в решения. На основе
симметрий доказываются условия, при которых управляемая система до-
пускает декомпозицию.

Рассматриваются нелинейные системы, которые линейны
по управлениям, т.е. системы вида

ẏ = f(y)u, y ∈ M ⊂ Rn, u ∈ Rr. (1)

Здесь y — фазовые переменные, u — управления, M — фазовое
пространство системы, являющееся областью. Предполагается,
что f — n×r-матрица, столбцы которой fα, α = 1, . . . , r — глад-
кие векторные поля и rank f(y) = const. Решением или фазо-
вой траекторией системы (1) называется непрерывная кусочно-
гладкая функция y(t), для которой существует такое кусочно-
непрерывное управление u(t), что функции y(t), u(t) удовле-
творяют соотношениям (1).

Симметрии систем вида (1) определим как автоморфизмы
в категории SAS. Объектами этой категории являются систе-
мы вида (1), а морфизмы определяются следующим образом.
Рассмотрим наряду с системой (1) систему

ẋ = g(x)v, x ∈ L ⊂ Rm, v ∈ Rs. (2)
5Работа поддержана РФФИ, грант 07-01-00217
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Гладкое отображение ψ : M → L называется морфизмом систе-
мы (1) в систему (2), если как только y(t) — решение системы
(1), соответствующее управлению u(t), то x(t) = ψ(y(t)) — ре-
шение системы (2), соответствующее некоторому управлению
v(t). Морфизм ψ называется изоморфизмом, если ψ — диффео-
морфизм и ψ−1 — морфизм. Изоморфные системы называются
также эквивалентными. Изоморфизм ψ : M → M системы (1)
на себя называется автоморфизмом или симметрией системы
(1) в категории SAS. Таким образом, симметрией системы (1)
в категории SAS называется диффеоморфизм ψ : M → M , пе-
реводящий решение y(t) системы (1), соответствующее управ-
лению u(t), в некоторое решение y′(t) = ψ(y(t)) системы (1),
соответствующее, вообще говоря, другому управлению u′(t).
Далее, в более общем смысле под симметриями понимаются
также локальные диффеоморфизмы, переводящие решения в
решения. Нас будут интересовать такие локальные однопара-
метрические группы sτ , τ ∈ R1, что каждый локальный диф-
феоморфизм sτ является симметрией. Векторные поля, порож-
дающие однопараметрические группы симметрий, называют-
ся инфинитезимальными симметриями системы (1). Про такие
векторные поля говорят также, что они допускаются системой
(1). Для формулировки условия, которому должны удовлетво-
рять инфинитезимальные симметрии, следует ввести некото-
рые дифференциально-геометрические понятия, связанные с
системой (1).

Ассоциированным распределением системы (1) называет-
ся распределение D, порождаемое векторными полями fα, т.е.
D(y) = span{fα(y), α = 1, . . . , r} ⊂ TMy, где TMy — касатель-
ное пространство векторов в точке y ∈ M . (Векторные поля
fα(y), α = 1, . . . , r также называются ассоциированными.) Ве-
личина dimD(y) называется рангом D в точке y ∈ M . Без
ограничения общности будем считать, что dimD(y) = r, т.е.
векторные поля fα являются линейно несвязанными и состав-
ляют базис в каждом линейном пространстве векторов D(y),
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y ∈ M . Такие семейства полей называются базисными для рас-
пределения D. Базисные семейства определены, конечно, неод-
нозначно. С помощью любого базисного семейства векторных
полей распределения D можно построить некоторую управля-
емую систему вида (1), используя эти поля в качестве ассоции-
рованных. Все такие системы будут эквивалентны в категории
SAS. Говорят, что векторное поле ξ принадлежит распределе-
нию D и пишут ξ ∈ D, если ξ(y) ∈ D(y) ∀y ∈ M . Следова-
тельно, каждое такое поле выражается в виде линейной ком-
бинации (с переменными коэффициентами) векторных полей
любого базисного семейства.

Ассоциированным кораспределением системы (1) называет-
ся кораспределение K, являющееся двойственным кораcпреде-
лением к D, т.е. K = D⊥. Таким образом, K порождается в
каждой точке y ∈ M такими формами Пфаффа (ковекторами)
ω ∈ TM∗

y , где TM∗
y — кокасательное пространство области M в

точке y ∈ M , что ω(ξ) = 0 ∀ξ ∈ D(y). Обычно базисное семей-
ство форм Пфаффа ωk, k = 1, . . . , q = n − r кораспределения
K записывают в виде системы Пфаффа:

ωk = ωk
i (y)dyi = 0, k = 1, . . . , q = n− r. (3)

(Здесь и далее по повторяющемуся индексу производится сум-
мирование.) Формально соотношения (3) можно получить из
(1) исключением переменных u и умножением на dt. Для диф-
ференциальных форм ωk = ωk

i (y)dyi, k = 1, . . . , q выполняется
условие rank ‖ωk

i (y)‖ = q. Поэтому они определяют в каждой
точке y ∈ M линейно независимые ковекторы
ωk(y) ∈ TM∗

y . В этом случае говорят, что дифференциальные
формы ωk = ωk

i (y)dyi и соответствующая система Пфаффа яв-
ляются линейно несвязанными. Система уравнений Пфаффа
(3) называется ассоциированной системой Пфаффа управляе-
мой системы (1). Она связана с ассоциированным семейством
векторных полей соотношениями

ωk
i (y)f i

α(y) = 0. (4)
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Соотношения (4) позволяют переходить от вида (1) к двой-
ственному представлению (3) и наоборот (неоднозначно, но при
этом получаются эквивалентные объекты).

Вернемся к системе (1). Справедлива

Теорема 1 [1]. Векторное поле ξ является инфинитези-
мальной симметрией системы (1) тогда и только тогда, когда
[ξ,D] ⊂ D (т.е. [ξ, η] ⊂ D ∀η ∈ D).

Под внутренними симметриями будем понимать преобра-
зования из однопараметрических групп, порождаемых инфи-
нитезимальными симметриями ξ, принадлежащими ассоции-
рованному распределению D, т.е. ξ ∈ D. Такого рода инфи-
нитезимальные симметрии также будем называть внутренни-
ми. Внутренние симметрии ответственны за важную декомпо-
зицию системы (1), к рассмотрению которой и переходим.

Заметим, внутренние инфинитезимальные симметрии по-
рождают так называемое характеристическое распределение
CD ассоциированного распределения D. Двойственное корас-
пределение (CD)⊥ является характеристическим кораспреде-
лением CK ассоциированного кораспределения K. Особенно-
стью CK является конструктивность его нахождения. Оказы-
вается [2], что CK порождается системой Пфаффа, состоящей
из уравнений (3) и уравнений

ωk
i[jω

1
j1 . . . ωq

jq ] dyi = 0, (5)

k = 1, . . . , q, 1 ≤ j < j1 < . . . < jq ≤ n.

Здесь

ωk
ij =

∂ωk
j

∂yi
− ∂ωk

i

∂yj
,

а квадратные скобки означают, что произведено альтерниро-
вание по заключенным в них индексам, т. е. над индексами
j, j1, . . . , jq в произведении ωk

ijω
1
j1

. . . ωq
jq

сделано (q + 1)! пере-
становок и взята сумма полученных выражений, причем выра-
жения, полученные при помощи нечетных перестановок, взяты
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с обратным знаком. Эту операцию можно записать в виде фор-
мулы

ωk
i[jω

1
j1 . . . ωq

jq ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωk
ij ωk

ij1
. . . ωk

ijq

ω1
j ω1

j1
. . . ω1

jq

...
...

. . .
...

ωq
j ωq

j1
. . . ωq

jq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ранг CK, равный максимальному числу линейно несвязан-
ных уравнений Пфаффа в системе уравнений Пфаффа (3), (5),
называется классом кораспределения K и обозначается через
classK. Будем считать, что он постоянный в области M . Класс
определяет следующее важное свойство кораспределения K:

Теорема 2 [2]. Пусть classK = p. Тогда в некоторой си-
стеме координат x1, . . . , xn кораспределение K (локально) по-
рождается базисной системой Пфаффа, зависящей только от
p переменных:

Ωk = Ωk
j (x

1, . . . , xp)dxj = 0, k = 1, . . . , q, j = 1, . . . , p, (6)

причем класс определяет минимальное число p среди всевоз-
можных систем координат.

Рассмотрим теперь в системе координат x1, . . . , xn соотно-
шения типа (4) для определения ассоциированных полей gβ,
β = 1, . . . , r управляемой системы ẋ = g(x)v, для которой
система Пфаффа (6) является двойственным представлением.
В переменных x1, . . . , xp из соотношения Ωk

j (x
1, . . . , xp)gj = 0

можно получить p− q линейно несвязанных полей. Расширим
их до векторных полей в пространстве переменных x1, . . . , xn,
полагая недостающие компоненты, равными нулю. Добавляя к
этому семейству векторные поля ∂/∂xp+1, . . ., ∂/∂xn, получим
искомые ассоциированные поля. Очевидно, что соответствую-
щая управляемая система будет иметь вид

ẋ1 = g(x1)v1, (7)
ẋ2 = v2. (8)
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Здесь x1 = (x1, . . . , xp), x2 = (xp+1, . . . , xn), v1 = (v1, . . . , vp−q),
v2 = (vp−q+1, . . . , vr). По построению система (7), (8) эквива-
лентна системе (1). Таким образом, доказана

Теорема 3. Пусть класс ассоциированного кораспределе-
ния управляемой системы (1) равен p < n. Тогда система (1)
(локально) эквивалентна системе вида (7), (8).

Обратим внимание на то, что системы (7), (8) независимы
как по фазовым переменным, так и по управлению, причем си-
стема (8) имеет тривиальный вид. Таким образом, декомпози-
ция (7), (8) как бы отделяет от исходной системы тривиальную
часть. Это позволяет при исследовании той или иной задачи
управления, связанной с системой (1), разложить эту задачу на
две: тривиальную, связанную с системой (8), и нетривиальную,
связанную с системой (7). Можно сказать, что класс ассоцииро-
ванного кораспределения системы (1) является инвариантом,
характеризующим степень нетривиальности этой системы.
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АНАЛИЗ ВПОЛНЕ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КОМПЬЮТЕРНОЙ АЛГЕБРЫ6

Для вполне интегрируемых систем, уравнения движения которых до-
пускают полиномиальный первый интеграл четвертой степени, рассмот-
рены задачи выделения стационарных решений, инвариантных многооб-
разий стационарных движений и исследования их на устойчивость по Ля-
пунову. Для решения вычислительных задач использовались средства си-
стемы компьютерной алгебры Mathematica.

Рассмотрим динамическую систему [1], дифференциальные
уравнения которой имеют вид:

ṡ1 = −α2r2r3 + αr1s2 − (βr3 − s2)(βr2 + s3), ṡ2 =

= (α2+β2)r1r3−(αr1+βr2)s1+(αr3−s1)s3, ṡ3 = (βr1−αr2)s3,

ṙ1 = r2(αr1 + βr2 + 2s3)− r3s2 − ((α2 + β2)r3s2 + βs2
3)x,

ṙ2 = r3s1 − r1(αr1 + βr2 + 2s3) + ((α2 + β2)r3s1 + αs2
3)x,

ṙ3 = r1s2− r2s1 +(βs1−αs2)s3x. (1)

Уравнения (1) допускают следующие первые интегралы:

2V0 = (s2
1 + s2

2 + 2s2
3) + 2(αr1 + βr2)s3 − (α2 + β2)r2

3 = 2h,

V1 = s1r1 + s2r2 + s3r3 = c1,

V2 = x(s2
1 + s2

2 + s2
3) + r2

1 + r2
2 + r2

3 = c2,

6Работа поддержана INTAS-СО РАН, грант 06-1000013-9019
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2V3 = (r1s1 + r2s2)
(
(α2 + β2)(r1s1 + r2s2)+

+2(αs1 + βs2)s3) + s2
3(s

2
1 + s2

2+

+(αr1 + βr2 + s3)2
)

+ xs2
3(βs1 − αs2)2 = 2c3. (2)

Здесь si, ri – компоненты двух трехмерных векторов, α, β, x –
постоянные.

Случаи x > 0 и x < 0 соответствуют уравнениям Эйле-
ра на алгебрах Ли so(4) и so(3, 1). При x = 1 уравнения (1)
совпадают с уравнениями Пуанкаре–Жуковского, описываю-
щими движение твердого тела с эллипсоидальной полостью,
заполненной вихревой несжимаемой жидкостью, а при x = 0
рассматриваемая система соответствует интегрируемому слу-
чаю в задаче Кирхгофа [2].

Уравнения (1) исследовались в работах [3]–[5]. В них про-
веден бифуркационный анализ данной системы для алгебр Ли
e(3) и so(4).

Нами рассмотрена задача выделения решений уравнений
(1), на которых элементы алгебры первых интегралов задачи
принимают стационарное значение. Такие решения мы назы-
ваем стационарными. Для уравнений (1) мы находим стацио-
нарные решения и инвариантные многообразия стационарных
движений (ИМСД). Для случая x = 0 проведено исследование
полученных стационарных решений и ИМСД на устойчивость
на основе методов Ляпунова. Для произвольного x рассмотре-
на задача получения “резонансных” ИМСД.

1. Выделение стационарных решений и инвариант-
ных многообразий стационарных движений

1.1. Случай x = 0

Дифференциальные уравнения (1) и первые интегралы (2)
при x = 0 примут вид
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ṡ1 = −α2r2r3 +αr1s2− (βr3− s2)(βr2 + s3), ṡ2 = (α2 +β2)r1r3−

−(αr1 + βr2)s1 + (αr3 − s1)s3, ṡ3 = (βr1 − αr2)s3,

ṙ1 = r2(αr1 + βr2 + 2s3)− r3s2, ṙ2 = r3s1 − r1(αr1 + βr2 + 2s3),

ṙ3 = r1s2 − r2s1. (3)

2V0 = (s2
1 + s2

2 + 2s2
3) + 2(αr1 + βr2)s3 − (α2 + β2)r2

3 = 2h,

V1 = s1r1 + s2r2 + s3r3 = c1, V2 = r2
1 + r2

2 + r2
3 = c2,

2V3 = (r1s1 + r2s2)((α2 + β2)(r1s1 + r2s2) + 2(αs1 + βs2)s3)+

+ s2
3(s

2
1 + s2

2 + (αr1 + βr2 + s3)2) = 2c3. (4)

Здесь переменные si, ri приобретают следующий физический
смысл: s = (s1, s2, s3), r = (r1, r2, r3) представляют собой (с
точностью до линейного преобразования) векторы “импульсив-
ного момента” и “импульсивной силы” соответственно.

Для уравнений (3) рассмотрим задачу выделения стацио-
нарных решений и инвариантных многообразий стационарных
движений. Для ее решения будем использовать метод Рауса–
Ляпунова и его модификации [6], [7].

В соответствии с указанным методом из базовых первых
интегралов задачи образуются некоторые их комбинации — се-
мейства первых интегралов K. Мы ограничимся линейными
комбинациями первых интегралов (для полного анализа ста-
ционарных множеств нужно использовать и нелинейные ком-
бинации (см. [6])):

K = λ0V0 − λ1V1 − λ2

2
V2 − λ3V3 (λi = const). (5)

Запишем условия стационарности K по переменным s1, s2, s3,
r1, r2, r3:
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∂K/∂s1 = λ0s1 − λ1r1 − λ3[(α2 + β2)r1(r1s1 + r2s2)+

+s1s3(αr2 + βr1) + s2s3(2αr1 + s3)] = 0,

∂K/∂s2 = λ0s2 − λ1r2 − λ3[(α2 + β2)r2(r1s1 + r2s2)+

+s1s3(αr2 + βr1) + s2s3(2βr2 + s3)] = 0,

∂K/∂s3 = λ0(αr1 + βr2 + 2s3)− λ1r3−
−λ3[(r1s

2
1αs1 + βs2)(s1r1 + s2r2)+

+s3(αr1 + βr2)2 + s3(s2
1 + s2

2 + 2s2
3) + 3s2

3(αr1 + βr2)] = 0,

∂K/∂r1 = λ0αs3 − λ1s1 − λ2r1 − λ3[(α2 + β2)s1(r1s1 + r2s2)+

+αs2
3(βr2 + αr1) + αs3(s2

1 + s2
2) + βλ3s1s2s3] = 0,

∂K/∂r2 = −λ0βs3 + λ1s2 + λ2r2 + λ3[(α2 + β2)s2(s1r1 + r2s2)+

+s2s3(αs1 + βs2) + βs2
3(αr1 + βr2) + βs3

3] = 0,

∂K/∂r3 = −((α2 + β2)λ0 + λ2)r3 + λ1s3 = 0. (6)

Согласно [7], решения уравнений (6) определяют семейства ста-
ционарных решений и семейства ИМСД дифференциальных
уравнений (3), соответствующих семейству первых интегралов
K. Задача выделения стационарных решений и ИМСД для (3),
таким образом, сводится к нахождению решений системы нели-
нейных алгебраических уравнений (6).

Существует ряд методов (см. [8], [9] и библиографию) реше-
ния подобных систем в аналитическом виде. В последнее де-
сятилетие в компьютерной алгебре широкое распространение
получил метод базисов Гребнера [10], который позволяет при-
вести систему нелинейных алгебраических уравнений к виду,
удобному для ее решения, например, когда решения уравнений
можно получить последовательным исключением переменных.
Программная реализация метода базисов Гребнера имеется во
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многих системах компьютерной алгебры. В предлагаемой рабо-
те для построения базиса Гребнера системы (6) использовалась
программа “GroebnerBasis” системы Mathematica. Все вычисле-
ния проводились на Pentium 1100 MHz (256 MB RAM) в среде
Windows XP.

Предварительно были проведены простейшие преобразова-
ния уравнений (6): с помощью последнего линейного уравнения
исключена переменная r3 из оставшихся уравнений системы.
Базис Гребнера, построенный для получившейся в результате
такого преобразования системы уравнений, имеет вид:

f1(s1, s2, s3, r1) = 0, f2(s1, s2, s3, r2) = 0, (a1s1+a2s2+a3s3)×
×(a4+a5s

2
1+a6s

2
2+a7s1s3+a8s2s3+a9s

2
3) = 0,

s3 (b1s1+b2s3)(b3+b4s
2
1+b5s

2
2+b6s1s3+b7s2s3+b8s

2
3) = 0,

s3 f3(s1, s2, s3) = 0, f4(s1, s2, s3) = 0, f5(s1, s2, s3) = 0,

s3 f6(s1, s2, s3) = 0, f7(s1, s2, s3) = 0, s3 f8(s1, s2, s3) = 0, (7)

где fi (i = 1, . . . , 8) – полиномы 4—6 степени относительно rj , sj ;
ai, bj (i = 1, . . . , 9), (j = 1, . . . , 8) – некоторые выражения от
λi, α, β. Время вычисления составило 14.13 мин.

Как видно из (7), данная система уравнений факторизует-
ся, то есть разделяется на несколько подсистем, которые мож-
но исследовать по-отдельности. Для каждой подсистемы был
построен базис Гребнера. Последнее позволило провести неко-
торый качественный анализ множества решений каждой под-
системы (например, получить ответ на вопрос о совместности
подсистемы уравнений, конечное или бесконечное число реше-
ний имеет подсистема и др.) и найти сами решения.

Следует отметить, что данный подход позволяет установить
общее число решений системы, которое включает и действи-
тельные, и комплексные решения, так как все вычисления про-
водятся над полем C. Поскольку нас интересуют только дей-
ствительные решения, то из найденных решений были выделе-
ны именно такие. Удалось установить, что исследуемая система
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уравнений (7) (и, следовательно, (6)) имеет бесконечное число
решений (переменная s3 входит в решения одной из подсистем
как свободная, что равносильно существованию у системы (3)
инвариантных многообразий). Всего было выделено 21 реше-
ние (включая инвариантные многообразия). Ниже приведены
некоторые из полученных решений:

{
{r1 = ±β

√
λ0p1

ā
√

λ2λ3
, r2 = ∓α

√
λ0p1

ā
√

λ2λ3
, r3 = 0, s1 = ∓ β

√
p1

ā
√−λ3

,

s2 = ± α
√

p1

ā
√−λ3

, s3 = 0}, {r1 = ∓ β
√

λ0p2

ā
√−λ2λ3

, r2 = ± α
√

λ0p2

ā
√−λ2λ3

,

r3 = 0, s1 = ±β
√

p2

ā
√

λ3
, s2 = ∓α

√
p2

ā
√

λ3
, s3 = 0}

}
,

(8, 9)

{s1 = −αλ1s3

āλ0
, s2 = −βλ1s3

āλ0
, r1 =

λ0 − λ3s3(βr2 + s3)
αλ3s3

,

r3 = −λ1s3

āλ0
} и λ2 = 0, (10)

{r1 = − 2αλ2
0s3

āλ2
0 − λ2

1

, r2 = − 2βλ2
0s3

āλ2
0 − λ2

1

, r3 = − 2λ0λ1s3
āλ2

0 − λ2
1

,

s1 = −2αλ0λ1s3

āλ2
0 − λ2

1

, s2 = −2βλ0λ1s3

āλ2
0 − λ2

1

} и λ2 = −1
2
āλ0− λ2

1

2λ0
, λ3 = 0,

(11)

{r1 = − αs3

α2 + β2
, r2 = − βs3

α2 + β2
, r3 =

λ0s3

λ1
, s1 = −αλ1s3

āλ0
,

s2 = −βλ1s3

āλ0
} и λ2 = −āλ0 − λ2

1

λ0
, (12)

{r1 =
λ0

λ1
s1, r2 = −αλ0

βλ1
s1, r3 = 0, s2 = −α

β
s1, s3 = 0}

и λ2 = −λ2
1

λ0
, λ3 = 0. (13)
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Здесь и далее для более компактной записи формул использо-
ваны следующие обозначения:

p1 = λ2+λ1

√
−λ2/λ0, p2 = −λ2+λ1

√
−λ2/λ0, ā = α2+β2.

Решения (9) являются семействами стационарных решений
системы дифференциальных уравнений (3). С механической
точки зрения элементы данных семейств можно проинтерпре-
тировать как винтовые движения твердого тела в жидкости.

Решения (10) – (13) представляют семейства ИМСД систе-
мы дифференциальных уравнений (3). С геометрической точки
зрения, элементы каждого семейства ИМСД (11) – (13) – при
фиксированных значениях параметров λ0, λ1, λ2, λ3 – опреде-
ляют прямые, лежащие в R6 на пересечении 5-ти гиперплос-
костей. Кроме того, поскольку на каждом семействе ИМСД
(11), (12) определено векторное поле вида ṡ3 = 0, а на ИМ-
СД (13) – ṡ1 = 0, то каждая точка данных прямых будет вы-
рожденным стационарным решением исходных дифференци-
альных уравнений. Последнее означает, что на этих решениях
якобиан уравнений (6) тождественно равен нулю.

Аналогично, элементы семейства ИМСД (10) (при фикси-
рованных значениях параметров λi) определяют в R6 поверх-
ности размерности 2. Каждая такая поверхность лежит на пе-
ресечении 3-х гиперплоскостей и поверхности 2-го порядка.

1.2. Об инвариантных многообразиях в случае
произвольного x

Рассмотрим задачу выделения инвариантных многообразий
системы (1) в случае произвольного x. Ограничимся здесь вы-
делением “резонансных” ИМСД с помощью следующей проце-
дуры.

Пусть система дифференциальных уравнений

ẋi = Xi(x1, . . . , xn)

допускает два первых интеграла: V (x) = c1, W (x) = c2.
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Рассмотрим некоторое гладкое многообразие, определяемое
уравнениями

ϕj(x1, . . . , xn) = 0 (j = 1, . . . , k). (14)

Исключим с помощью уравнений ϕj = ϕj(x1, . . . , xn) k пере-
менных xi (i = 1, . . . , k) из первых интегралов и уравнений
движения. В результате первые интегралы примут вид:

V̄ = V̄ (ϕ1, . . . , ϕk, xk+1, . . . , xn),

W̄ = W̄ (ϕ1, . . . , ϕk, xk+1, . . . , xn).

Пусть на многообразии (14) между интегралами V̄ и W̄ су-
ществует некоторое полиномиальное соотношение, например:

V̄ 2(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) = W̄ (0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn). (15)

Рассмотрим линейную связку наших первых интегралов

K̄ = V̄ (ϕ1, . . . , ϕk, xk+1, . . . , xn)− λW̄ (ϕ1, . . . , ϕk, xk+1, . . . , xn).

Тогда справедлива
Теорема. Если при некоторых значениях λ система урав-

нений
∂K̄

∂ϕj
=

∂V̄

∂ϕj
− λ

∂W̄

∂ϕj
= 0 (j = 1, . . . , k)

удовлетворяется при любых xk+1, . . . , xn на многообразии
ϕj = 0 (j = 1, . . . , k) и имеет место соотношение (15), то
дифференциальные уравнения имеют семейство инвариант-
ных многообразий

ϕj(x1, . . . , xn) = 0 (j = 1, . . . , k), V̄ (0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) = c1,

на которых функция K̄ принимает стационарное значение.

Воспользуемся данной теоремой для выделения ИМСД в
нашем случае. Для этого запишем равенство V 2

0 = V3 для пер-
вых интегралов уравнений (1):
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s2
1 + s2

2 + 2s2
3 + 2s3(αr1 + βr2)− (α2 + β2)r2

3)
2 =

= (r1s1 + r2s2)
(
ā(r1s1 + r2s2) + 2(αs1 + βs2)s3

)
+

+s2
3

(
s2
1 + s2

2 + (αr1 + βr2 + s3)2
)

+ xs2
3(βs1 − αs2)2.

Из последнего выражения видно, что равенство выполняется,
например, при s1 = s2 = r3 = 0. Легко проверить, что условия
приведенной выше теоремы здесь удовлетворяются, и уравне-
ния (1) имеют семейство ИМСД:

s1 = s2 = r3 = 0, s3(s3 + (αr1 + βr2)) = λ−1 = c3. (16)

Элементы этого семейства ИМСД существуют при всех зна-
чениях параметра x, а дифференциальные уравнения на них
определяют периодические движения. Такого вида периодиче-
ские движения для уравнений Кирхгофа обсуждались в [11].

3. О бифуркации и устойчивости стационарных
решений и инвариантных многообразий

В этом разделе представлены некоторые результаты каче-
ственного анализа полученных решений уравнений (3). Мы огра-
ничились здесь рассмотрением задачи ветвления и устойчиво-
сти семейств стационарных решений и инвариантных много-
образий в окрестности тривиального решения. Для исследо-
вания устойчивости решений мы применяли методы Ляпуно-
ва. Для решения систем неравенств, возникающих в процессе
исследования устойчивости, был использован пакет “Algebra‘
InequalitySolve‘” системы Mathematica.

3.1. О бифуркации решений в окрестности
тривиального решения

Поставим задачу определить семейства стационарных ре-
шений и ИМСД, примыкающих к тривиальному решению си-
стемы (3).
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Необходимые условия существования интересующих нас ре-
шений, соответствующих семейству первых интегралов K (5),
можно получить, приравнивая к нулю якобиан системы (6),
вычисленный при ri = 0, si = 0 (i = 1, 2, 3). Этот якобиан при
указанных условиях можно записать так:

J = (λ2
1 + λ0λ2)(āλ2

0 + λ2
1 + λ0λ2)(āλ2

0 + λ2
1 + 2λ0λ2).

Полагая J = 0, найдем выражения для λ2 как функции
остальных параметров λi:

1) λ2 = −λ2
1

λ0
, 2) λ2 = −1

2
āλ0 − λ2

1

2λ0
, 3) λ2 = −āλ0 − λ2

1

λ0
. (17)

Последние и будут условиями, при которых можно получить
нужные нам семейства стационарных решений и ИМСД как
решения уравнений стационарности (6).

Сравнивая ограничения на λi (при которых были получе-
ны семейства ИМСД (11)–(13)) с (17), можно заключить, что
данные семейства ИМСД примыкают к 0-му решению (точнее,
инвариантные многообразия, входящие в семейства, при вся-
ком фиксированном наборе параметров λi просто пересекают
тривиальное решение).

При λ1 = 0 к 0-му решению будет примыкать подсемейство
семейства ИМСД (10):

{s1 = 0, s2 = 0, r1 =
λ0 − λ3s3(βr2 + s3)

αλ3s3
, r3 = 0}.

Легко проверить, что первые два семейства стационарных
решений (9) примыкают к тривиальному решению при

λ2 = −λ2
1/λ0.

Последнее соответствует первому условию (17). Для последних
2-х семейств стационарных решений (9) таким условием будет
λ2 = λ1 = −λ0. Как легко видеть, первое условие (17) также
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выполняется, когда указанное соотношение между параметра-
ми имеет место.

Таким образом, мы указали семейства ИМСД и семейства
стационарных решений (определяемые условиями стационар-
ности (6)), которые примыкают к тривиальному решению при
всех соотношениях на параметры λi (17).

Представляет интерес исследование устойчивости, примы-
кающих к 0-му решению семейств стационарных решений и
инвариантных многообразий. Отметим, что само нулевое реше-
ние устойчиво по Ляпунову. Получение достаточных условий
его устойчивости, как условий знакоопределенности полинома
K с использованием компьютерной техники, достаточно три-
виально и поэтому мы приводим только сами условия.

Достаточные условия устойчивости 0-го решения выглядят
так:

λ0 > 0 ∧
√
−λ0λ2 > λ1 ∧ λ1 +

√
−λ0λ2 > 0∧

∧
(
(α 6= 0∧(α2+β2)λ0+λ2 < 0)∨(α = 0∧β 6= 0∧β2λ0+λ2 < 0)

)
.

Простой анализ последних условий показывает, что они сво-
дятся к требованию α2 + β2 6= 0 и, следовательно, всегда вы-
полняются.

3.2. Об устойчивости стационарных решений

Исследуем на устойчивость по первому приближению эле-
менты 1-го семейства стационарных решений (9). В соответ-
ствии с теоремой Ляпунова об устойчивости по 1-му прибли-
жению запишем для уравнений (3), линеаризованных в окрест-
ности исследуемого решения, характеристическое уравнение:

(
λ4− (2(α2 + β2)λ0 + λ2)(1− λ1/

√−λ0λ2)
(α2 + β2)aλ3

λ2+

+
λ0((α2 + β2)λ0 + λ2)(1− λ1/

√−λ0λ2)2

(α2 + β2)aλ3

)
λ2 = 0. (18)
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Уравнение (18) имеет четыре ненулевых и два нулевых корня:

λ =

√
λ0 + λ1

√
−λ0/λ2√

λ3
, λ = −

√
λ0 + λ1

√
−λ0/λ2√

λ3
,

λ =

√
(āλ0 + λ2)(1− λ1/

√−λ0λ2)√
āλ3

,

λ = −
√

(āλ0 + λ2)(1− λ1/
√−λ0λ2)√

āλ3
, λ = 0, λ = 0.

При выполнении следующих условий:

λ0 < 0 ∧ λ2 > 0 ∧ λ3 < 0 ∧ −
√
−λ0λ2 ≤ λ1 <

√
−λ0λ2 ∨

∨ λ0 > 0 ∧ λ2 < 0 ∧ λ3 > 0 ∧ −
√
−λ0λ2 < λ1 ≤

√
−λ0λ2 (19)

хотя бы один корень из первой пары корней будет веществен-
ным и положительным. Соответствующие условия для второй
пары корней имеют более громоздкий вид и мы их здесь не
приводим.

Таким образом, при выполнении, например, условий (19)
элементы рассматриваемого семейства стационарных решений
будут неустойчивыми.

Попытаемся теперь получить необходимые условия устой-
чивости исследуемого решения.

Среди корней характеристического уравнения (18) есть ну-
левые кратные корни. Проверка показала, что этим корням
соответствует диагональная жорданова форма матрицы лине-
аризованной системы уравнений. Следовательно, устойчивость
исследуемого решения в этом случае возможна, если биквад-
ратное уравнение (1-й сомножитель в уравнении (18)) имеет
только нулевые и чисто мнимые корни. Корни биквадратного
уравнения будут удовлетворять этому требованию при выпол-
нении, например, следующих условий на параметры задачи.
При λ3 < 0 :
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(
√
−λ0λ2 = λ1 ∧ ((α 6= 0 ∧ λ0 + λ2/ā > 0)∨

∨(α = 0∧β 6= 0∧λ0 +λ2/ā > 0))∧ (λ2 < 0∨(λ2 > 0∧λ0 < 0)))∨
∨(

√
−λ0λ2 ≤ λ1 ∧ ((α 6= 0 ∧ λ0 + λ2/ā ≤ 0)∨

∨ (α = 0 ∧ β 6= 0 ∧ λ0 + λ2/β2 ≤ 0)) ∧ (λ2 > 0∨
∨(λ0 > 0 ∧ λ2 < 0))).

При λ3 > 0:

λ1 +
√
−λ0λ2 ≤ 0 ∧ ((α 6= 0 ∧ λ0 + λ2/ā ≤ 0)∨

∨(α = 0∧β 6= 0∧λ0 +λ2/β2 ≤ 0))∧ (λ2 > 0∨ (λ0 > 0∧λ2 < 0)).

Последнее означает, что имеет место устойчивость в линей-
ном приближении элементов исследуемого семейства решений.

Аналогичные результаты были получены и для остальных
семейств стационарных решений (9).

3.3. Об устойчивости инвариантных многообразий

Для исследования устойчивости инвариантных многообра-
зий (10) – (13) использовался метод Рауса–Ляпунова. Здесь
приведены некоторые результаты исследования на устойчивость
элементов семейства ИМСД (12) указанным методом.

Векторное поле на элементах этого семейства описывается
уравнением

ṡ3 = 0, (20)

которое получается из уравнений (3) с помощью выражений
(12).

Как было отмечено выше, геометрически рассматриваемое
семейство ИМСД представляет собой некоторые прямые в R6,
каждая точка которых соответствует вырожденному стацио-
нарному решению уравнений (3). Введем в качестве параметра
на данном семействе ИМСД: s3 = s0

3 = const.

107



ISBN 978–5–7417–0234–5
Симметрии дифференциальных уравнений. М., 2009

Исследуем на устойчивость решения, принадлежащие се-
мейству ИМСД (12), указанным выше методом. Вторая вари-
ация K в окрестности решения, соответствующего s0

3, в откло-
нениях

z1 = r1 +
αs3

ā
, z2 = r2 +

βs3

ā
, z3 = r3 − λ0s3

λ1
, z4 = s1 +

αλ1s3

āλ0
,

z5 = s2 +
βλ1s3

āλ0
, z6 = s3− s0

3

запишется так:

δ2K = a1z
2
1+a2z1z2+a3z

2
2+a4z

2
3+a5z1z4+a6z

2
4+a7z2z5+a8z4z5+

+a9z
2
5 + a10z1z6 + a11z2z6 + a12z3z6 + a13z

2
6 ,

а соответствующие вариации первых интегралов V0, V1, V2 со-
ответственно

δV0 = (b1z1 + b2z2 + b3z3 + b4z4 + b5z5 + b6z6)s0
3 = 0,

δV2 = (b13z1 + b14z2 + b15z3)s0
3 = 0,

δV1 = (b7z1 + b8z2 + b9z3 + b10z4 + b11z5 + b12z6)s0
3 = 0. (21)

Здесь ai, bi — некоторые выражения от λi, α, β.
Полагая s0

3 6= 0, исключим переменные z1, z5 с помощью
уравнений (21) (среди которых только два независимые) из
δ2K. В результате получим квадратичную форму:
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δ2K̃ =
ā(āλ2

0 + λ2
1)

2α2λ0
z2
2 −

βā(āλ2
0 + λ2

1)
α2λ1

z2z3+

+
1

2α2λ0λ2
1

(λ4
0(α

6 + 3α2β2ā + β6)+

+λ2
0λ

2
1(α

4 + 2α2β2 + β4) + α2λ4
1 − α2ā(āλ2

0 + λ2
1)λ0λ3s

0
3
2)z2

3+

+(
αλ1

β
+

βλ1

α
)z2z4 − āλ0

α
z3z4 +

ā(λ0 − λ3s
0
3
2)

2β2
z2
4−

−αāλ0(λ0 − λ3s
0
3
2)

β2λ1
z4z6 +

1
λ0λ1

(λ0(āλ2
0 − λ2

1)−

−(āλ2
0 +λ2

1)λ3s
0
3
2)z3z6− āλ0

β
z2z6 +

1
2β2āλ2

0λ
2
1

(λ3
0(ā

3λ2
0 +2β2āλ2

1)−

−(α2ā2λ4
0 + β2āλ2

0λ
2
1 + β2λ4

1)λ3s
0
3
2)z2

6 .

Условия знакоопределенности δ2K̃ будут достаточными усло-
виями устойчивости исследуемых решений. Записанные в фор-
ме неравенств Сильвестра, они имеют вид

1)
ā(āλ2

0 + λ2
1)

2α2λ0
> 0,

2)
ā(āλ2

0 + λ2
1)

4α2λ2
0λ

2
1

(
λ4

1 + α4λ3
0(λ0 − λ3s

0
3
2) + β4λ3

0(λ0 − λ3s
0
3
2)+

+β2λ0λ
2
1(λ0 − λ3s

0
3
2) + α2λ0(2β2λ2

0 + λ2
1)(λ0 − λ3s

0
3
2)

)
> 0,

3)
ā2(āλ3

0 − (āλ2
0 + λ2

1)λ3s
0
3
2)

8α2β2λ2
0λ

2
1

(
λ4

1 + α4λ3
0(λ0 − λ3s

0
3
2)+

+β4λ3
0(λ0 − λ3s

0
3
2) + β2λ0λ

2
1(λ0 − λ3s

0
3
2) + α2λ0(2β2λ2

0+

+λ2
1)(λ0 − λ3s

0
3
2)

)
> 0,

4)
ā(āλ2

0 + λ2
1)

3(āλ3
0 − (āλ2

0 + λ2
1)λ3s

0
3
2)2

16α2β2λ4
0λ

4
1

> 0. (22)
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Неравенства (22) совместны при выполнении следующих усло-
вий:

α < 0 ∧ (β < 0 ∧ p ∨ β > 0 ∧ p) ∨ α > 0 ∧ (β < 0 ∧ p ∨ β > 0 ∧ p),

где

p = λ0 > 0 ∧
(
λ1 < 0 ∧ (λ3 ≤ 0 ∨ − āλ

3/2
0√

(āλ2
0 + λ2

1)λ3

< s0
3 <

<
āλ

3/2
0√

(āλ2
0 + λ2

1)λ3

) ∨ λ1 > 0 ∧ (λ3 ≤ 0 ∨ − āλ
3/2
0√

(āλ2
0 + λ2

1)λ3

<

< s0
3 <

āλ
3/2
0√

(āλ2
0 + λ2

1)λ3

)
)
.

Таким образом, устойчивыми в смысле Ляпунова будут только
те исследуемые решения, принадлежащие элементам семейства
ИМСД (12), для которых параметр s0

3 удовлетворяет послед-
ним условиям.

Аналогичное исследование на устойчивость было проведе-
но и для семейств ИМСД (11), (13), на которых векторное по-
ле описывается уравнениями ṡ3 = 0 и ṡ1 = 0 соответственно.
Здесь для решений, принадлежащих элементам семейств дан-
ных ИМСД, получены условия неустойчивости и устойчивости
по 1-му приближению. Для того чтобы получить достаточные
условия устойчивости методом Рауса–Ляпунова здесь требует-
ся привлечение членов порядка выше 2-го в разложении инте-
грала K. В данной работе эта задача не рассматривалась.

Таким образом, результаты анализа стационарных решений
(9) и ИМСД (11) – (13) показывают, что к устойчивому 0-му ре-
шению примыкают как устойчивые, так и неустойчивые семей-
ства стационарных решений и ИМСД. Простых закономерно-
стей смены устойчивости, примыкающих к нулевому решению
рассмотренных семейств решений, нам установить не удалось.
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Для ИМСД (10), векторное поле на котором описывается
уравнениями

ṙ2 =
λ3(α2λ2

1 + āλ2
0)s

4
3 + βāλ2

0(λ3s
2
3 + λ0)r2s3 − āλ4

0

αāλ2
0λ3s3

2

,

ṡ3 =
βλ0 − λ3(ār2 + βs3)s3

αλ3
, (23)

допускающими первый интеграл

V = r2
2 +

λ2
1s

2
3

ā2λ2
0

+
(λ0 − λ3(βr2 + s3)s3)2

α2λ2
3s

2
3

,

рассмотрена задача выделения и исследования на устойчивость
методом Рауса–Ляпунова стационарных решений 2-го уровня.
Приведем полученные здесь результаты.

Уравнения (23) имеют следующие семейства стационарных
решений:

{{r2 = ± βp1

ā5/4
√

λ3p
3/4
3

, s3 = ± ā1/4λ0√
λ3p

1/4
3

}, {r2 = ± βp2

ā5/4
√−λ3p

3/4
3

,

s3 = ∓ ā1/4λ0√−λ3p
1/4
3

}, (24)

где

p1 = λ2
1 + λ0(āλ0 −

√
āp3), p2 = λ2

1 + λ0(āλ0 +
√

āp3),

p3 = āλ2
0 + λ2

1.

Достаточными условиями устойчивости, например, элемен-
тов 1-го семейства стационарных решений (24) будут: α 6= 0,
λ0 6= 0 и λ3 > 0.
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ТЕЧЕНИЕ МЕЖДУ ДВУМЯ ВРАЩАЮЩИМИСЯ
ДИСКАМИ, ОГРАНИЧЕННОЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ
ПОВЕРХНОСТЬЮ

Рассматривается задача моделирования течения около поверхности
вращающегося диска, ограниченного поверхностью замкнутого объема,
на основе уравнений Навье–Стокса. Частным случаем данной постановки
задачи является задача о вращении бесконечного диска в неограничен-
ном пространстве. В этом случае использование симметрий имеет сугу-
бо прикладной смысл: система уравнений допускает группу непрерывных
пребразований и сводится к фактор-системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Решение задачи в общем случае строится с помощью
пакета "Fluent"и сравнивается с решением фактор-системы.

Рассматривается стационарное течение между двумя дис-
ками, ограниченное боковой цилиндрической поверхностью.
Рассматривается случай, когда один из дисков является непо-
движным, а другой диск вращается с заданной угловой скоро-
стью.

Математическая модель задачи определяется уравнениями
Навье–Стокса. Вследствие осевой симметрии течения уравне-
ния Навье–Стокса и уравнение неразрывности в цилиндриче-
ских координатах упрощаются и принимают вид [1]:

u
∂u

∂r
− v2

r
+ w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂r
+ ν

[
∂2u

∂r2
+

∂

∂r

(u

r

)
+

∂2u

∂z2

]
,
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u
∂v

∂r
− uv

r
+ w

∂v

∂z
= ν

[
∂2v

∂r2
+

∂

∂r

(v

r

)
+

∂2v

∂z2

]
, (1)

u
∂w

∂r
+ w

∂w

∂z
= −1

ρ

∂p

∂z
+ ν

[
∂2w

∂r2
+

1
r

∂w

∂r
+

∂2w

∂z2

]
,

∂u

∂r
+

u

r
+

∂w

∂z
= 0.

Здесь u — скорость в радиальном направлении, v — скорость в
окружном направлении, w — скорость в осевом направлении,
r — расстояние от оси вращения диска, z — координата вдоль
оси вращения жидкости.

Граничные условия к системе (1) запишем в форме

u(r, 0) = 0, v(r, 0) = rω, w(r, 0) = 0, (0 ≤ r < r0);

u(r, zk) = 0, v(r, zk) = 0; (2)

u(r0, z) = 0, v(r0, z) = 0, w(r0, z) = 0,

где ω — частота вращения, r0 — радиус цилиндрической боко-
вой поверхности, zk — расстояние между дисками.

Предположим в начале, что ограничивающая боковая ци-
линдрическая поверхность удалена на бесконечно большое рас-
стояние от оси вращения, т.е. r0 = ∞. В этих условиях боковая
цилиндрическая поверхность не оказывает влияния на течение
жидкости и рассматриваемая задача эквивалентна задаче те-
чения жидкости между двумя бесконечными дисками. Тогда
граничные условия к системе (1) можно переписать в виде

u(r, 0) = 0, v(r, 0) = rω, w(r, 0) = 0;

u(r, zk) = 0, v(r, zk) = 0.

Введем безразмерное расстояние от поверхности вращаю-
щегося диска ζ = z/δ, где δ =

√
ν/ω. Отсюда

ζ = z
√

ω/ν. (3)
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Преобразованная система (1) допускает группу непрерыв-
ных преобразований с оператором

X = r
∂

∂r
+ u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
. (4)

Инвариантные переменные группы с оператором (4) можно
записать в виде (переменные Кармана)

u = rωF (ζ), v = rωG(ζ), w =
√

νωH(ζ), (5)

p = p(z) = ρνωP (ζ),

где F , G, H и P — безразмерные функции переменной ζ.
После подстановки (5) в систему (1), с учетом (3), полу-

чим систему дифференциальных уравнений для определения
функций F , G, H и P :

2F + H ′ = 0,

F 2 + F ′H −G2 − F ′′ = 0, (6)

2FG + HG′′ −G′′ = 0,

P ′ + HH ′ + 2F ′ = 0.

Граничные условия для системы (6) примут вид

F (0) = 0, G(0) = 1, H(0) = 0, P (0) = 0; (7)

F (ζk) = 0, G(ζk) = 0,

где ζk — безразмерное расстояние от поверхности вращающе-
гося диска.

Решение задачи (6), (7) приведено в [1] для случая ζk = ∞
(течение около вращающегося бесконечного диска), а решение
задачи (6), (7) для случая конечного расстояния между диска-
ми рассматривалось, например, в [2].
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Касательное напряжение на поверхности вращающегося дис-
ка определяется величиной G′(0) (производная безразмерной
окружной скорости). Из [1] следует, что G′(0) = −0, 616 при
ζk = ∞.

В полной постановке задача (1), (2) решалась численно с по-
мощью пакета "FLUENT"(версия 6.2.16). Диаметр дисков по-
лагался r0= 1 м, угловая частота вращения ω = 0,01 рад/с.
В качестве рабочей жидкости рассматривалась вода с плотно-
стью ρ = 998,2 кг/м3, динамическим коэффициентом вязкости
µ = 0,00103 кг/м·с.

Число Рейнольдса Rew, вычисленное при указанных пара-
метрах течения, составляло

Rew = R2ω/ν = 9, 708 · 103.

Неподвижный диск располагался на достаточно большом
удалении от вращающегося диска: zk = 1 м. При этом усло-
вии влияние верхнего диска на характеристики течения около
вращающегося диска невелико и можно предполагать, что на
относительно небольшом расстоянии от оси вращения харак-
теристики течения близки к характеристикам течения около
одиночного вращающегося неограниченного диска.

Для сравнения результатов численного моделироавания за-
дачи (1), (2) с результатами решения задачи (6), (7) определим
безразмерную окружную скорость течения v и производную vζ

безразмерной окружной скорости:

v =
vω

r
, vζ =

∂v

∂ζ
.

Сравним величину vζ(r, 0) с безразмерной окружной ско-
ростью G′(0) на поверхности неограниченного вращающегося
диска. Результаты расчета vζ(r, 0) представлены в таблице 1.
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Т а б л и ц а 1

r 0,1 0,5 0,8 0,9
vζ −0, 594 −0, 594 −0, 594 −0, 583

r 0,95 0,97 0,99
vζ −0, 538 −0, 444 −0, 31

Из сравнения результатов расчета следует, что результаты
решения задачи с помощью пакета "FLUENT"(при определен-
ном выше Rew) хорошо совпадают с решением, представлен-
ным в [1], в области достаточно большого интервала изменения
радиальной координаты r (от 0 до 0,9). Таким образом, при
исследовании течения между вращающимися дисками, огра-
ниченном цилиндрической поверхностью, для оценки момен-
та сопротивления вращающегося диска в первом приближении
можно использовать решения фактор-системы, полученной в
условиях неограниченного цилиндрической поверхностью по-
тока.
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О РАССЛОЕНИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Изучаются группы, допускаемые алгебраическими уравнениями, и ана-
лизируются алгоритмы расслоения уравнений по найденным группам.

Введение. Хорошо известно, что исследование процессов,
описываемых обыкновенными линейными дифференциальны-
ми уравнениями с постоянными коэффициентами с помощью
преобразования Лапласа, может быть сведено к анализу алгеб-
раических уравнений. Характеристические многочлены, пере-
даточные функции, границы устойчивости в пространстве па-
раметров – все эти объекты анализа классической теории ав-
томатического управления – так или иначе связаны с алгебра-
ическими уравнениями. В последнее время было опубликова-
но ряд работ (см., например, [11, 12]), в которых предпринята
попытка упрощения (редукции) возникающих алгебраических
уравнений с помощью анализа размерностей исходной диффе-
ренциальной системы (Π-теоремы). Последняя, с точки зрения
теории непрерывных групп преобразований, является инстру-
ментом выявления хотя и весьма важной, но все же достаточно
узкой группы однородных растяжений. Поэтому представляет
интерес изучение этого вопроса с более широких позиций, а
именно – с точки зрения изучения группы эквивалентностей,
действующей в пространстве "переменные–параметры".

В настоящей статье коснемся классической проблемы поис-
ка корней алгебраического уравнения

F (x,a) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 = 0. (1)
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Здесь и в дальнейшем для простоты будем полагать an = 1. Ал-
горитмически подходы к решению этой задачи разнятся в зави-
симости от наших предположений о коэффициентах
(an−1, . . . , a0) уравнения (1). Если коэффициенты имеют кон-
кретные числовые значения (или, как принято говорить в груп-
повом анализе, задана специализация уравнения (1)), то для
решения задачи нам достаточно иметь устойчивый численный
алгоритм, который позволяет находить корни с приемлемой
точностью. Подобные алгоритмы имплементированы в боль-
шинство современных математических пакетов. Например, в
системе MAPLE-12 компании Maplesoft (Canada) есть специ-
альный инструмент (Precalculus->Polynomials and Roots), при
вводе в поле которого некоторого уравнения вида (1) с за-
данными коэффициентами строится соответствующий график
и производится автоматическое вычисление всех его действи-
тельных корней. Если же считать, что коэффициенты уравне-
ния (1) заданы в самом общем, т.е. буквенном виде, то воз-
никает проблема поиска некоей формулы x = x(a), связываю-
щей корни уравнения (1) с его коэффициентами. Многовековая
история решения этой проблемы имеет, как известно, весьма
скромные результаты: в общем случае при n ≥ 5 решений в
радикалах не существует. Тем не менее попытки решения этой
проблемы привели к открытию важных инструментов анализа
– резольвент Лагранжа, групп Галуа и т.д. А, кроме того, меж-
ду этими двумя полярными подходами проявилась некая "про-
межуточная" стратегия, а именно – с помощью эквивалентных
преобразований привести уравнение (1) к последовательности
более простых задач, содержащих, по возможности, меньшее
число параметров и уравнений более низкого порядка. Анали-
зируя возможные здесь подходы, Ф. Клейн писал [7, с. 152]:

"Предметом каждого из них является изучение корней общего уравне-
ния пятой степени как функций коэффициентов уравнения. Оба исходят
из идеи упростить эти функции так, чтобы вместо пяти коэффициентов
уравнения можно было ввести меньшее количество независимых величин.
Различают только используемые для этой цели средства: в первом случае
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– это преобразование уравнений 7, а во втором – построение резольвент".

Что же касается возможности применения к анализу про-
блемы групп непрерывных преобразований С. Ли, то Ф. Клейн
подобной перспективы не видел. Он отмечал [7, с. 20]:

"Хотя теория таких групп весьма интересна и важна во многих отно-
шениях, в наших исследованиях она не будет играть роли".

Первым, кто нарушил этот прогноз Ф. Клейна, был, вероят-
но, Л. Диксон, посвятивший завершающую часть работы [13]
анализу инвариантов бинарных форм. Ему же принадлежит
идея вовлечь в групповые преобразования коэффициенты. Он
назвал эту расширенную группу "Total group". В современной
литературе прижился другой термин – “Группа эквивалентно-
стей”, а работу Л. Диксона по непонятным причинам не цити-
руют в данном контексте. Тем не менее общую тенденцию по-
следнего времени можно охарактеризовать как взаимопроник-
новение идей дискретно-группового анализа в теорию диффе-
ренциальных уравнений (отметим, прежде всего, работы В.Ф.
Зайцева, см., например, [4]), а идей групп непрерывных преоб-
разований – в теорию алгебраических уравнений (см., напри-
мер, работу Н.Х. Ибрагимова [5] и П. Олвера и И. Берченко
[10]). В развитие этих идей написана и настоящая работа.

1. Необходимые определения
Дальнейший анализ будем проводить на инфинитезималь-

ном уровне, т.е. характеризовать непрерывную группу с помо-
щью инфинитезимального оператора

X = ξ(x)∂x + ϕi(a)∂ai , (2)

а симметрию многообразия F (x,a) = 0 понимать в классиче-
ском смысле:

XF |F=0 = 0, (XF = λ(x,a)F ). (3)

Здесь условие F = 0 после черты означает, как всегда, "переход
на многообразие F = 0". Однако в случае исследования алгеб-

7Имеются в виду преобразования Чирнгауза.
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раических (не дифференциальных) многообразий, для точного
его выполнения нам потребуется привлечь еще одно понятие,
а именно – понятие результанта. Напомним [6, с.8–9], что если
для полиномов

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 (4)

и
g(x) = xm + bm−1x

m−1 + · · ·+ b0 (5)

составить матрицу коэффициентов M порядка (m+n)×(m+n)

M =




1 an−1 an−2 . . . . . . a0 0 . . . 0 0
0 1 an−1 . . . . . . a1 a0 . . . 0 0
...

. . .
. . .

0 0 . . . 1 . . . . . . . . . a1 a0

0 0 . . . 1 bm−1 . . . . . . b1 b0

0 0 . . . 1 bm−1 . . . . . . b0 0
... . . .

...
0 1 . . . . . . b0 . . . . . . 0
1 . . . . . . b0 0 . . . 0








m





n

,

то выражение

R(f, g) = (−1)n(n−1)/2 det M (6)

называется результантом (в форме Сильвестра) полиномов
f и g. Соответственно субрезультанты определяются как опре-
делители матриц, полученных в результате вычеркивания со-
ответствующих столбцов и строк матрицы M (см., например,
[6, с. 19–25]), а дискриминант – как результант полинома F и
его производной F ′ (так как в рассматриваемом случае
an = 1). В этих терминах свойство двух полиномов иметь k об-
щих корней характеризуется как равенство нулю соответству-
ющего числа субрезультантов: R(j) = 0, (j = 0, k − 1). Именно
это условие мы будем использовать при "переходе на многооб-
разие".
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2. Идея расслоения
Расслоение, т.е. представление (декомпозиция) исходного

уравнения в виде некоторой эквивалентной системы уравне-
ний более простого вида, используется в явном или неявном
виде давно. Различие – в понятии об эквивалентности и ис-
пользуемой терминологии. 8 Цель рассмотрения нижеупомяну-
тых примеров – несколько унифицировать технику расслоения
с использованием вышеприведенных определений.

Итак, рассмотрим, например, уравнение

f = x4 + ax2 + 1 = 0. (7)

Сразу видно, что оно – биквадратное (допускается симметрия
отражений x̂ = −x) и расслаивается в систему

x2 − y = 0,

y2 + ay + 1 = 0, (8)

где y – есть не что иное, как инвариант (минимальный) допус-
каемой группы отражений, второе уравнение системы (8) – раз-
решающее уравнение, а первое уравнение – единственное урав-
нение автоморфной системы. Возникает вопрос: единственно
ли такое расслоение? Ответ: нет. Действительно, на уравнение
(7) можно смотреть как на возвратное (допускается симмет-
рия инверсий x̂ = 1/x). Тогда минимальный инвариант этой
группы может быть взят в виде y = x + 1/x. Теперь рассло-
ение исходного уравнения уже не столь тривиальная задача.
Например, в работе [4, с. 32] предлагается несколько путаный
алгоритм: деление уравнения (7) на x2 и последующее его пре-
образование к виду, содержащему только y и его степени. Более
точный рецепт состоит в том, чтобы переписать уравнение для
инварианта в виде

g = x2 − yx + 1 = 0 (9)
8Например, в работе В.Ф. Зайцева [4, с. 32–33] используется термин

"система специального вида".
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и получить разрешающее уравнение на y, воспользовавшись
условием R(f, g, x) = 0. Для нашего примера получим

x2 − yx + 1 = 0,

y2 + a− 2 = 0. (10)

Подобным образом может быть получено и расслоение для еще
одной симметрии этого уравнения (x̂ = −1/x).

В этом же духе можно трактовать и использование сим-
метрических многочленов при решении систем алгебраических
уравнений и т.д. Заметим, что расслоение по дискретной груп-
пе – это "расслоение порядка": разрешающее уравнение со-
держит те же коэффициенты, что и исходное, но его порядок
– ниже порядка исходного уравнения. Резольвенты Лагранжа
для уравнений 3-го и 4-го порядков также укладываются в эту
схему (есть даже терминологическое сходство – "разрешающее
уравнение"и "резольвента"имеют один и тот же смысл). В на-
шей работе несколько иная цель – проанализировать возмож-
ные “параметрические расслоения”, когда уравнения разреша-
ющей системы имеют тот же порядок, но содержат меньшее
число параметров.

3. Основной результат
Предложение 1. Алгебраическое уравнение n-й степени

(1) допускает трехмерную алгебру (эквивалентностей) с обра-
зующими:

X1 = ∂x − n∂an−1 −
n∑

k=2

(n− k + 1)an−k+1∂an−k
,

X2 = x∂x +
n∑

k=1

kan−k∂an−k
, (11)

X3 = x2∂x +
n−1∑

k=1

(
(k + 1)an−k−1 − an−1an−k

)
∂an−k

− a0an−1∂a0 .
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Доказательство9. Действие оператора (2) на уравнение (1)
приводит к соотношению G(x,a) = ξ(x)∂F/∂x + ϕi(a)∂F/∂a,
в котором (n+1) неизвестных функций ξ, ϕi. Поскольку ξ(x) –
функция единственной переменной, то она должна быть взята
в виде ξ(x) = C1 + C2x + C3x

2 (максимальная группа на пря-
мой – проективная). Далее, переход на многообразие F для G
означает выполнение n условий R(j)(F, G, x) = 010, j = 0, n− 1,
из которых и найдены недостающие n значений

ϕi = ϕi(a, C1, C2, C3).

Из таблицы коммутаторов алгебры:

[X1, X2] = X1, [X1, X3] = 2X2, [X2, X3] = X3,

следует, что группа эквивалентностей алгебраического уравне-
ния n-й степени изоморфна группе SL(2), которая, как извест-
но, неразрешима.

4. Пример
Приведем дословно несколько наивный, но в тоже время

весьма поучительный пример из книги Блехмана и соавторов
[1, с. 198–199].

"Пусть, например, – отмечают авторы указанной работы, – мы хотим
составить таблицу, по которой можно было бы решать полное кубическое

9Оператор X1 с учетом значения an = 1 может быть записан в бо-
лее компактной форме: X1 = ∂x −

∑n
k=1(n − k + 1)an−k+1∂an−k ; ана-

логично, оператор X3 с учетом значения a−1 = 0 может быть запи-
сан как X3 = x2∂x +

∑n
k=1

(
(k + 1)an−k−1 − an−1an−k

)
∂an−k . Эти же

операторы, записанные в терминах корней (x1, x2, . . . , xn) для уравнения
(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn) = 0, примут вид:

X1 = ∂x +

n∑

k=1

∂xk , X2 = x∂x +

n∑

k=1

xk∂xk , X3 = x2∂x +

n∑

k=1

x2
k∂xk .

10Третий аргумент в скобках (x) означает исключаемую переменную,
часто такое обозначение применяют в системах аналитических вычисле-
ний.
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уравнение
a3z

3 + a2z
2 + a1z + a0 = 0. (12)

Если допустить, что каждый из параметров ai (i = 0, 3) может принимать
50 значений, а это не так уж много, то всего получится 504 ∼= 6 · 105 ком-
бинаций этих значений. Средней ЭЦВМ для выдачи результатов потре-
буется около месяца непрерывной работы (основное время будет уходить
на печать), в результате чего получится набор рулонов лент общей дли-
ной в 200 км и весом в 2 тонны . . . На самом деле положение с таблицей
для решения уравнения (12) совсем не такое уж печальное. С помощью
подстановки

z = − a2

3a3
+ ẑq1/3, q =

a0

a3
− a2a1

3a2
3

+
2a2

27a3
3

, (13)

можно перейти к уравнению

ẑ3 + rẑ + 1 = 0, r =

(
a1

a3
− a2

2

3a2
3

)
q−2/3, (14)

содержащему всего один параметр r; таблицу значений решений послед-
него уравнения в зависимости от этого параметра уже нетрудно соста-
вить с помощью ЭЦВМ, даже если ему придать не 50, а 5000 значений.
В результате решение уравнения (12) будет находиться с помощью двух
одновходовых таблиц (кубических корней и ẑ(r)) и простых арифметиче-
ских действий; это, конечно, несравненно проще, чем применение таблицы
с четырьмя входами".

Проинтерпретируем приведенный пример с точки зрения
полученного выше результата. Во-первых, следует заметить,
что из четырех коэффициентов (a0, a1, a2, a3) существенными
(в смысле работы [9, с. 16–19]) являются только три (в насто-
ящей работе принято an = 1). Тогда уравнение (12) допускает,
в соответствии с (11), операторы:

X1 = ∂z − 3∂a2 − 2a2∂a1 − a1∂a0 ,

X2 = z∂z + a2∂a2 + 2a1∂a1 + 3a0∂a0 , (15)

X3 = z2∂z +
(
2a1 − (a2)2

)
∂a2 + (3a0 − a1a2)∂a1 − a2a0∂a0 .

Можно убедиться, что замены (13) – (14) есть не что иное, как
расслоение исходной системы с помощью инвариантов опера-
торов X1, X2. Возникает естественный вопрос о возможности
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дальнейшего расслоения с использованием не задействованно-
го оператора X3. Для анализа такой возможности представим
его в новых переменных (ẑ, r). Получим

X3 = (9ẑ2 + 2ẑr2 + 6r)∂ẑ + (27 + 4r3)∂r. (16)

Теперь ясно, что для определения инварианта оператора X3

нам придется проинтегрировать дифференциальное уравнение

dẑ

dr
=

9ẑ2 + 2ẑr2 + 6r

27 + 4r3
, (17)

которое является уравнением Риккати. Попытки найти реше-
ние указанного уравнения в известной автору справочной лите-
ратуре к успеху не привели. Заметим, что коэффициент при ∂r

в формуле (16) есть не что иное, как дискриминант уравнения
(12).

Заключительные замечания
Другие возможные приложения найденных операторов сим-

метрии возникают при рассмотрении "усеченных" (без "x") ва-
риантов (будем обозначать их как X̃i). В частности, справед-
ливы следующие утверждения:

Предложение 2. Уравнение для результанта двух полино-
мов (6) R = 0 инвариантно относительно трехмерной алгебры
Z̃ = C1Z̃1 + C2Z̃2 + C3Z̃3, где Z̃i = X̃i + Ỹi, а 〈X̃i, Ỹi〉 – соответ-
ствующие "усеченные"операторы симметрии соответствующих
уравнений.

Предложение 2 может быть использовано при анализе гра-
ниц устойчивости многочленов в пространстве их коэффициен-
тов (условия Льенара–Шипара, см., например, [3]). Например,
при n = 3 граница устойчивости (критерий Вышнеградского)
имеет вид a2a1 − a0 = 0, которое есть не что иное, как условие
Предложения 2 для полиномов f = a2x

2 + a0 и g = x2 + a1.
Предложение 3. Уравнение для дискриминанта полино-

ма (1) D = 0 инвариантно относительно трехмерной алгебры
"усеченных" операторов X̃i.
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Относительно Предложения 3 сделаем следующее замеча-
ние: при n = 2 имеет место ситуация, когда условие D = 0 –
т.н. "вырожденный инвариант". Действительно, в этом случае,
D = (a1)2 − 4a0, а операторы симметрии имеют вид:

X̃1 = −2∂a1 − a1∂a0 ,

X̃2 = a1∂a1 + 2a0∂a0 , (18)

X̃3 = (2a0 − (a1)2)∂a1 − a0a1∂a0 .

В общем случае они связаны: a0X̃1 + a1X̃2 + X̃3 = 0, одна-
ко при D = 0 ранг соответствующей матрицы коэффициентов
становится равным единице, и, следовательно, D = 0 – вырож-
денный инвариант.

Автор выражает признательность проф. П. Олверу за по-
мощь с литературой и проф. А. Утешеву за обсуждение резуль-
татов работы.
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БЕЗРАЗМЕРНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ:
ТЕОРЕТИКО-ГРУППОВОЙ ПОДХОД

Предлагается трансформация (обобщение) задачи о введении безраз-
мерных переменных к задаче о минимально-параметрической форме си-
стем обыкновенных дифференциальных уравнений с параметрами и раз-
вивается алгоритм решения этой задачи на основе теории группового рас-
слоения.

Введение. Как может показаться из названия, в статье
пойдет речь о том, как вводить безразмерные переменные. Это
не совсем так. Дело в том, что введение безразмерных перемен-
ных достаточно часто воспринимается как некий промежуточ-
ный акт, позволяющий несколько упростить дальнейшие вы-
кладки. Показательно в этом смысле замечание авторов кни-
ги [12, с. 90]: “Существенным шагом в процессе преобразова-
ния модели является ее приведение к безразмерному виду. При
этом часто достигается уменьшение числа параметров”. Итак,
что же все-таки является целью – обезразмерить переменные
или уменьшить количество параметров модели? Непредвзятый
взгляд на этот вопрос подсказывает, что цель состоит имен-
но в уменьшении числа параметров, а обезразмеривание – все-
го лишь средство, которое позволяет в ряде случаев достичь
именно такого результата. Поэтому сразу же уточним поста-
новку задачи. Пусть задана система обыкновенных дифферен-
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циальных уравнений:

dxi

dt
= f i(t,x,p), i = 1, n, (1)

где t – время, xi – фазовые координаты, p = (p1, . . . , pr) –
r-мерный вектор параметров. Наша задача будет состоять в
том, чтобы указать конструктивный алгоритм введения таких
новых переменных и параметров,

t̂ = t̂(t,x,p), x̂i = x̂i(t,x,p), p̂s = p̂s(p), (2)

при котором число новых параметров (s) в преобразованной
модели

dx̂i

dt̂
= f̂ i(t̂, x̂, p̂) (3)

было бы по возможности меньше, чем в исходной: s < r. Иногда
(см., напр., [15, с. 42]) эту задачу называют “задачей приведе-
ния к минимально-параметрической форме”.

1. Редукция модели к минимально-параметрической
форме как задача группового расслоения

Наш подход к задаче редукции будет опираться на теорию
группового расслоения, основы которой были заложены еще
самим С. Ли и впоследствии развиты в работах Л.В. Овсянни-
кова [7, 8] и Ю.Н. Павловского [9, 10]. Существо метода состоит
в том, что если исходная система дифференциальных уравне-
ний допускает некоторую непрерывную группу преобразований
G, то она (система уравнений) может быть эквивалентным об-
разом представлена в виде разрешающей и автоморфной си-
стемы. Разрешающая система содержит только инварианты (в
том числе дифференциальные) группы G и описывает пове-
дение фактор-множества множества решений по действию G,
а автоморфная система описывает множество решений внут-
ри классов. Корректное применение техники группового рас-
слоения предполагает два ключевых действия: во-первых, мы
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должны описать точно класс исследуемых объектов (т.е. за-
фиксировать класс анализируемых дифференциальных урав-
нений), а во-вторых, ввести на этом классе отвечающее на-
шим целям понятие об эквивалентности (на инфинитезималь-
ном уровне это означает зафиксировать класс операторов сим-
метрии). Для удовлетворения первому требованию мы допи-
шем к нашей системе (1) дополнительную систему:

dpj

dt
= 0, j = 1, r, (4)

фиксирующую тот факт, что входящие в систему уравнений
(1) параметры – константы. Выбор класса операторов – более
сложная задача, и мы остановимся на ней подробнее. На этом
пути нам придется идти, по меткому выражению Р. Беллмана,
“узкой тропой между Западнями Переупрощения и Болотом
Переусложнения” [1, с. 11]. Сразу же заметим, что наиболее
общий класс точечных операторов симметрии может быть за-
дан в виде

X = τ(t,x,p)∂t + ξi(t,x,p)∂xi + ηj(t,x,p)∂pj , (5)

где (τ, ξi, ηj) – дифференцируемые функции указанных аргу-
ментов. Для упрощения дальнейшего анализа введем систему
следующих обозначений. Во-первых, обозначив t = x0, отнесем
время к координатам. Тогда указанный выше оператор примет
более простой вид:

X = ξi(x,p)∂xi + ηj(x,p)∂pj , (6)

только индекс i уже будет пробегать все значения от 0 до n. Те-
перь различные подалгебры этой алгебры симметрий будут от-
личаться функциональной зависимостью коэффициентов ξ(·),
η(·). Для удобства ссылок на эти подалгебры будем характери-
зовать их специальным индексом внизу оператора X, а именно:
в квадратных скобках через запятую будем перечислять пара-
метры, от которых зависят коэффициенты ξ(·), η(·). Будем от-
мечать при этом нулевые значения коэффициентов знаком ∅
(“пустое множество”).
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Т а б л и ц а 1

Подалгебры и их свойства

Обозн. Свойства
X[xp,xp] Алгебра симметрий систем (1)+(4). В общем случае – бес-

конечномерна. Из-за наличия в ней подалгебры X[xp,∅], ее
вычисление неэффективно.

X[xp,p] Классическая (в смысле Л.В. Овсянникова) алгебра экви-
валентностей уравнения (1). Ее вычисление может стать
эффективным при вычислении симметрий ОДУ высших
порядков, т.е. тогда, когда алгебра X[xp,∅] становится ко-
нечномерной.

X[xp,∅] Алгебра точечных симметрий уравнения (1). Коэффици-
енты ее операторов могут быть вычислены по первым ин-
тегралам системы (1), поэтому задача их нахождения не
проще задачи интегрирования исходной системы.

X[x,p] Проектируемая алгебра (координаты x и параметры p ме-
няются раздельно). В случае, если все параметры суще-
ственны, – конечномерна. Наиболее известна ее подалгеб-
ра однородных растяжений, для размерных переменных
ее существование гарантируется Пи-теоремой.

X[x,∅] “Фазовое” ядро алгебры X[x,p] допускается системой при
любых значениях параметров; если параметры "управля-
ющие" (не существует первого интеграла, не зависящего
от параметра), алгебра конечномерна.

X[∅,p] “Параметрическое” ядро алгебры X[x,p] допускается си-
стемой при любых значениях фазовых координат. Ее на-
личие свидетельствует о “несущественности” части пара-
метров; играет ключевую роль в т.н. проблеме “парамет-
рической идентифицируемости”.

Тогда, например, в этих обозначениях оператору (5) соответ-
ствует класс X[xp,xp], оператору X = ξi(x)∂xi +ηj(p)∂pj – класс
X[x,p], а оператору X = ξi(x,p)∂xi – класс X[xp,∅] и т.п.11

11В работе [9] были предложены буквенные обозначения для различных
подалгебр: A0, A, K, B, L, . . ., однако их ассоциативные обозначения были
понятны только весьма узкому кругу специалистов.
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Алгоритмы вычисления и свойства различных подалгебр
исследовались в связи с различными задачами – интегрируе-
мости, управляемости, идентифицируемости [2–6, 8–10]. Крат-
ко эти результаты суммированы в таблице 1.

Выявленные свойства и опыт решения прикладных задач
позволяют рекомендовать следующий алгоритм группового рас-
слоения систем обыкновенных дифференциальных уравнений
с параметрами.

1. Вычисляем алгебру X[∅,p] и “избавляемся” от несуще-
ственных параметров.

2. Вычисляем подалгебру однородных растяжений, гаран-
тированную Пи-теоремой; обезразмериваем систему, тем самым
уменьшая число параметров.

3. Для редуцированной системы находим алгебру X[x,p], по
которой производится окончательное расслоение.

При небольшом количестве параметров этапы 2 и 3 могут
быть объединены.

2. Пример
Рассмотрим математическую модель движения воздушного

шара в вертикальной плоскости [11]. Ограничимся рассмотре-
нием движения его центра масс под действием следующих сил:
силы тяжести (G), архимедовой силы (FA) и силы аэродинами-
ческого сопротивления (Fx). Силы через параметры движения
и среды выражаются следующим образом:

G = mg, FA = gWρ(h), Fx =
ρ(h)cxS

2

(
dh

dt

)2

.

В приведенных формулах приняты обозначения: h – высота
подъема шара, dh/dt – вертикальная скорость, m – масса, g
– ускорение свободного падения, W – объем шара, cx – коэф-
фициент лобового сопротивления, S – характерная площадь
сопротивления (площадь Миделя). Зависимость плотности воз-
духа от высоты будем полагать экспоненциальной: ρ(h) = ρ0e

−λh,
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где ρ0 – плотность воздуха на нулевой высоте, λ – коэффици-
ент. Сила тяжести направлена вниз, архимедова сила – вверх,
а сила аэродинамического сопротивления всегда направлена
“против движения”, т.е. ее корректный учет в уравнениях дви-
жения требует введения множителя −sign(dh/dt). Однако для
наших целей этот факт не имеет принципиального значения
и мы ограничимся рассмотрением только этапа подъема шара,
когда сила аэродинамического сопротивления направлена вниз
и, следовательно, будет учтена в уравнениях движения со зна-
ком минус. Теперь уравнение движения может быть записано
в виде

m
d2h

dt2
= −mg + gWρ0e

−λh − ρ0cxS

2

(
dh

dt

)2

e−λh. (7)

Итак, наша модель содержит семь параметров: m, g,W, ρ0, cx, S,
λ. Поставим задачу о приведении нашей модели к минимально-
параметрической форме.

Дополнительно предположим, что воздушный шар пред-
ставляет собой однородное тело радиуса R с плотностью ρb.
Тогда величина площади, определяющая его аэродинамическое
сопротивление, определится как S = πR2, объем как
W = 4

3πR3 = 4
3RS, а масса соответственно как

m = ρbW = 4
3ρbRS. Теперь видно, что каждый член уравне-

ния (7) содержит в качестве множителя величину S. С точки
зрения развитой выше теории это означает, что уравнение до-
пускает бесконечномерный оператор симметрии X1 = ϕ(S)∂S ,
а сам параметр S является несущественным. Следовательно,
каждый член уравнения движения может быть сокращен на
величину множителя S, а само уравнение примет вид

4
3
ρbR

d2h

dt2
= −4

3
ρbRg + g

4
3
Rρ0e

−λh − ρ0cx

2

(
dh

dt

)2

e−λh. (8)

Полученное уравнение, которое уже содержит 6 параметров,
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допускает два оператора из алгебры X[∅,p], а именно:

X2 = ρb∂ρb
+ ρ0∂ρ0 , X3 = R∂R + cx∂cx . (9)

Это означает, что из четырех параметров ρb, ρ0, R, cx можно
образовать два существенных, которые являются инварианта-
ми указанных операторов:

p1 =
ρ0

ρb
, p2 =

3cx

8R
.

Переписывая уравнение (8) в виде двух уравнений (системы)
первого порядка, с учетом обозначений для p1, p2 получим

dh

dt
= V,

dV

dt
= −g + gp1e

−λh − p2p1V
2e−λh. (10)

В этой системе уже все четыре параметра (g, p1, p2, λ) суще-
ственны. Это означает, что дальнейшее расслоение возможно
с привлечением операторов симметрии из более общего класса
X[x,p], т.е. выполнение пунктов 2–3 предлагаемого алгоритма.
Можно показать 12, что максимальной алгеброй инвариантно-
сти (симметрий) системы (10) в классе X[x,p] является 4-мерная
алгебра с образующими:

X4 = h∂h + V ∂V − p2∂p2 + g∂g − λ∂λ,

X5 = t∂t − V ∂V − 2g∂g,

X6 = ∂h + λp1∂p1 , (11)

X7 = ∂t.

В полученной алгебре симметрий оператор X7 принадлежит
классу X[x,∅], а оставшиеся операторы X4, X5, X6 могут быть

12Вычисление симметрий производится на основе классического алго-
ритма Ли; в возможности довести расчеты “до конца” принципиальной
является именно “проектируемость”, т.е. различная зависимость коэффи-
циентов искомых операторов от координат и параметров.
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использованы для дальнейшего расслоения. Операторы X4, X5

– это классические операторы однородных растяжений, кото-
рые могут быть получены на основе известной Пи-теоремы
(“соображений размерности”): оператор X4 характеризует ин-
вариантность уравнений к изменению масштаба “длины”, а опе-
ратор X5 – “времени”. Попутно заметим, что к операторам ал-
гебры тоже применимо понятие размерности: например, опера-
торы X4, X5 – “безразмерные” операторы, размерность опера-
тора [X7] = c−1, а [X4] = m−1. Этот факт может быть исполь-
зован при проверке вычисленных операторов: если слагаемые
оператора имеют разную размерность, то это означает, что при
вычислении была допущена ошибка.

Расслоение проведем в два этапа. На первом этапе исполь-
зуем инварианты операторов X4, X5. Их можно определить так,
как это принято делать в “анализе размерностей”. Матрица ко-
эффициентов операторов A (“матрица размерностей”) примет
вид

A =
( t h V p2 g λ

X2 ⇒ 1 0 −1 0 −2 0
X1 ⇒ 0 1 1 −1 1 −1

)
,

а матрица решений B (нуль-пространство) уравнения Ay = 0
соответственно запишется в в виде

B =




t̂ ĥ V̂ p̂2

t 1 0 0 0
h 0 1 0 0
V 0 0 1 0
p2 0 0 0 1
g 1/2 0 −1/2 0
λ 1/2 1 1/2 −1




.

Столбцы матрицы – это искомые векторы y, а элементы этих
столбцов – показатели степени соответствующих координат и
параметров. Инварианты операторов X4, X5 получаются таки-
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ми:

t̂ = t
√

λg, ĥ = λh, V̂ = V

√
λ

g
, p̂2 = p =

p2

λ
.

Система (10) в этих переменных принимает вид

dĥ

dt̂
= V̂ ,

dV̂

dt̂
= −1 + (1− pV̂ 2)p1e

−ĥ, (12)

и в ней осталось только два параметра – (p, p1). С помощью
еще незадействованного оператора X6, который в новых пере-
менных принимает вид

X̂6 = ∂ĥ + p1∂p1 , (13)

дополнительное преобразование (инвариант оператора X̂6) мож-
но представить в виде

h∗ = ĥ− ln p1 = λh− ln
ρ0

ρb
, (14)

а исходная система (7) примет окончательный вид:

dh∗

dt̂
= V̂ ,

dV̂

dt̂
= −1 + (1− pV̂ 2)e−h∗ , (15)

с единственным параметром p = 3cx
8Rλ

. Поскольку параметр
p не зависит от плотности заполняющего шар газа ρb, можно
сказать, что в приведенном расслоении нам удалось отделить
“форму” (т.е. размеры шара R и коэффициент cx) от “содержа-
ния” (точнее – наполнения шара). Другими словами, для моде-
лирования движения воздушных шаров одинакового размера,
но с разными “наполнителями”, достаточно использовать мо-
дель (15) с одним и тем же значением коэффициента p. Это, в
известном смысле, реализует идею, высказанную в работе [16].
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Заключение. По мнению авторов, алгоритм группового
расслоения создает адекватную методологическую основу для
решения задач приведения систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с параметрами к минимально-параметри-
ческому виду. Ключевая роль в этой процедуре принадлежит
классу операторов симметрии вида X[x,p], которые могут быть
эффективно вычислены с помощью алгоритма Ли. Предложен-
ный в статье алгоритм расслоения позволяет также легко ак-
цептировать классические результаты, которые могут быть по-
лучены на основе Пи-теоремы.
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УДК 519.71

Ю.Н. Павловский
Вычислительный центр им. А.А. Дородницына РАН
jpvlsk@redline.ru

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ, ИХ РЕДУКЦИИ
И СИММЕТРИИ13

Рассматриваются математические модели процессов, которые являют-
ся совокупностью соотношений между его характеристиками. Характери-
стики разделены на внутренние, значения которых намереваются узнать с
помощью модели, и внешние, от которых внутренние характеристики за-
висят, но обратной зависимости в пределах необходимой точности не имеет
места. Модели считаются замкнутыми, что означает возможность опреде-
лить из соотношений модели внутренние характеристики, если известны
внешние. Факт независимости внешних характеристик от внутренних, ко-
торый называется здесь “гипотезой об инвариантности” или “инвариант-
ностью”, лежит в основе многих моделей, а некоторые из них являются
просто записью этого факта. Обсуждается положение, состоящее в том,
что “инвариантность” связана с симметриями реального мира, причем ин-
вариантами этих симметрий являются внешние характеристики модели.

Соотношения

dyi/dt = f i(t, y1, ..., yn, u),

i = 1, 2, ..., n, (t, y) ∈ M ⊂ Rn+1, (1)

считаются моделью некоторого процесса, в которой y1, ..., yn —
ее внутренние характеристики, u — совокупность внешних ха-
рактеристик. Это означает, что характеристики y не влияют на
u. Природа внешних характеристик нас не будет интересовать.

13Работа поддержана РФФИ, грант 07-01-00217.
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В частности, это могут быть и управления. Считается, что зна-
чения u принадлежат некоторому множеству U , относительно
которого не делается никаких предположений. Считается, что
правые части (1) определены в области D ⊂ Rn+1 при любых
u ∈ U и столь гладки, что все дальнейшие рассуждения и опе-
рации корректны. Пусть формулы

yi = F i(t, C1, ..., Cn, u), i = 1, ..., n (2)

дают общее решение системы (1) при каждом фиксированном
u из U . Считается, что функции (2) определены в некоторой
области E ⊂ Rn+1, при любых u ∈ U являются достаточно
гладкими в ней, при любых (t, C) из E и при любых u ∈ U
имеет место

det|∂F i

∂Cj
| 6= 0, (3)

и соответствующие (t, C) из E в силу (2) значения

(t, y) = (t, F (t, C, u))

принадлежат D.
Далее области, в которых определены появляющиеся в рас-

смотрении функции, не будут более конкретизироваться. Будет
считаться, что такие области не пусты. Разрешая (2) относи-
тельно C, получим n независимых первых интегралов

Ci = Φi(t, y1, ..., yn, u), i = 1, ..., n (4)

системы (1).
Перейдем в (1) к новым переменным C1, ..., Cn по формулам

(4). Система (1) примет вид

dCi/dt = 0, i = 1, ..., n. (5)

Совокупность преобразований вида

C ′i = Ci + ai, i = 1, ..., n, t′ = t, (t, C) ∈ E, (6)
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где ai, i = 1, ..., n — параметры преобразований, является ло-
кальной группой L симметрий системы (5) [1]. Локальность
преобразований группы (6) состоит в том, что каждому зна-
чению параметра a = (a1, ..., an) соответствует, вообще говоря,
своя, содержащаяся в E область Ea определения преобразова-
ния (6), а также область E′

a значений этого преобразования,
так что преобразование C ′ = C +a+ b определено, когда имеет
место a ∈ Ea, b ∈ Eb, a + b ∈ Ea+b. Запишем локальную группу
(6) в исходных переменных t, y1, ..., yn:

Φi(t, y′, u) = Φi(t, y, u) + ai, i = 1, ..., n (7)

или, разрешая (7) относительно y′,

y′i = F i(t, Φ1(t, y, u) + a1, ...,Φn(t, y, u) + an), i = 1, ..., n. (8)

Очевидно, что формулы (8) дают локальную n-параметрическую
группу автоморфизмов системы (1), поскольку на любом ре-
шении системы (1) первые интегралы (Φ1(t, y, u), ...,Φn(t, y, u))
принимают постоянные значения и преобразования (8) “сдви-
гают” константы интегрирования, определяющие решение

y(t) = (y1(t), ..., yn(t)).

Далее рассматривается случай, когда существует сохраня-
ющая t невырожденная замена:

zk = Ik(t, y1, ..., yn, u), k = 1, ...,m, (9)

xl = J l(t, y1, ..., yn, u), l = 1, ..., n−m, (10)

где 0 < m < n, такая, что система (1) в переменных (9), (10)
принимает вид

dzk/dt = ϕk(t, z1, ..., zm, u), i = 1, 2, ..., n, (11)

dxl/dt = ψl(t, z1, ..., zm, x1, ..., xn−m, u), l = 1, 2, ..., n−m. (12)
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Общее решение системы (11),(12) можно записать в виде

zk = P k(t, A1, ..., Am, u), k = 1, ...,m, (13)

xl = Sl(t, A1, ..., Am, B1, ..., Bn−m, u), l = 1, ..., n−m. (14)

Разрешая (13),(14) относительно A1, ..., Am, B1, ..., Bn−m, полу-
чим первые интегралы системы (11), (12):

Ak = Gk(t, z1, ..., zm, u), k = 1, ..., m, (15)

Bl = H l(t, z1, ..., zm, x1, ..., xn−m, u), l = 1, 2, ..., n−m. (16)

В координатах (15), (16) система (11), ( 12) имеет вид

dAk/dt = 0, k = 1, ..., m, (17)

dBl/dt = 0, l = 1, 2, ..., n−m. (18)

Локальная n-параметрическая группа симметрий системы (17),
(18) имеет вид

A′k = Ak + ak, k = 1, ...,m, (19)

B′l = Bl + bl, l = 1, 2, ..., n−m. (20)

Группа (19), (20) в переменных (t, z1, ..., zm, x1, ..., xn−m) имеет
вид

Gk(t, z′1, ..., z′m, u) = Gk(t, z1, ..., zm, u) + ak, k = 1, ...,m, (21)

Sl(t, z′1, ..., z′m, x′1, ..., x′n−m, u) =

= Sl(t, z1, ..., zm, x1, ..., xn−m, u) + bl, l = 1, 2, ..., n−m. (22)

Разрешая (21), (22) относительно z′1, ..., z′m, x′1, ..., x′n−m, полу-
чим следующую запись группы (19), (20):

z′k = P k(t, G1(t, z, u) + a1, ..., Gm(t, z, u) + am), k = 1, ...,m,
(23)

x′l = Sl(t, G1(t, z, u) + a1, ..., Gm(t, z, u) + am,
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H1(t, z, x, u)+b1, ..., Hn−m(t, z, x, u)+bn−ml = 1, ..., n−m. (24)

Если подставить в (23), (24) вместо z и x их выражения че-
рез y по формулам (9), (10), то получим группу симметрий
исходной системы (1). Эту группу обозначим через Γ. Через
Γ̃ обозначим подгруппу группы Γ, которая соответствует ну-
левым значениям параметров ak, k = 1, ..., m. Из (23) следу-
ет, что полным набором независимых инвариантов подгруп-
пы Γ̃ в координатах t, z1, ..., zm, x1, ..., xn−m являются функции
zk, k = 1, ..., m., поскольку из (23) при ak = 0, k = 1, ..., m сле-
дует z′k = zk, k = 1, ..., m. Значит, в переменных t, y1, ..., yn

полным набором инвариантов группы Γ̃ будут функции (9):

zk = Ik(t, y1, ..., yn, u), k = 1, ...,m.

Итак, если система (1) заменой (9), (10) приводится к виду (11),
(12), то в группе симметрий системы (1) имеется подгруппа,
инвариантами которой являются функции (9).

Обратное утверждение имеет место в следующей форме.
Если у системы (1) имеется непрерывная группа Ли Γ сохра-
няющих t симметрий, полный набор независимых инвариантов
которой дается формулами (9), то некоторой заменой перемен-
ных вида (9), (10) система (1) приводится к виду (11), (12) [2].
Для этого к (9) нужно добавить гладкие функции (10) так, что-
бы замена (9), (10) была невырождена, что всегда возможно.
В самом деле, пусть

Xα = θi
α(t, y, u)

∂

∂yi
, α = 1, ..., A, (25)

оператор группы Γ. Поскольку операторы (25) по условию до-
пускаются системой (1), то имеет место

(X0, Xα) = 0, α = 1, ..., A, (26)

где X0 — оператор, ассоциированный с системой (1):

X0 =
∂

∂t
+ f i(t, y, u)

∂

∂yi
.
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Отсюда вытекает, что Xα(X0(Ik)) = 0. Значит переход в (1) к
переменным, полученным добавлением к инвариантам (9) про-
извольным образом функций (10), так только, чтобы замена
(9), (10) была невырождена, приведет систему (1) к виду (11),
(12).

Представим себе следующую ситуацию. Пусть необходимо
составить модель, с помощью которой можно было бы прогно-
зировать изменение со временем значений характеристики x1,
фигурирующей в системе (12). При этом модель (1) неизвест-
на, в связи с чем эта модель будет именоваться ‘природой’ или
“надмоделью”. В этих условиях для составления нужной моде-
ли необходимо обнаружить, что на характеристику x1 оказы-
вают влияние характеристики x1, ..., xn−m реального мира, а
также его характеристики z1, ..., zm. При этом характеристики
x1, ..., xn−m образуют систему взаимно влияющих друг на дру-
га характеристик. В то же время характеристики x1, ..., xn−m

на z1, ..., zm не влияют, т.е. характеристики z1, ..., zm должны
быть внешними в составляемой модели. Далее нужно опре-
делить каким-то образом функции ψl(t, z1, ..., zm, x1, ..., xn−m),
l = 1, 2, ..., n − m, дающие значения скоростей изменения ха-
рактеристик x1, ..., xn−m.

Тот факт, что модель (12) взаимно однозначно связана с
группой симметрий модели (1), инвариантами которой явля-
ются характеристики z1, ..., zm, можно сформулировать в сле-
дующей форме: в основе факта существования модели (12) ле-
жит некоторая симметрия “природы”, инвариантами которой
являются фигурирующие в ней внешние характеристики. Ав-
тор выдвигает гипотезу, состоящую в том, что высказанное
утверждение относится не только к моделям, являющимся си-
стемами дифференциальных уравнений, но и ко всем моделям
реальных процессов, относящихся к тому их классу, который
был описан в начале статьи. Напомним, что речь шла о за-
мкнутых моделях процессов, в основе которых лежит гипотеза
об инвариантности.
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При всяком фиксированном значении u существует замена
переменных (9), (10), приводящая систему (1) к виду (11), (12).
При этом правые части системы (11), (12) можно задать “прак-
тически” произвольно. При заданной системе (1) и заданных
правых частях системы (11), (12) замена (9), (10) определяется
с некоторым не очень существенным произволом. С другой сто-
роны, при заданных функциях (10) не обязательно существуют
функции (9), приводящие (1) к виду (11), (12), так что состав-
ление модели, с помощью которой можно получить прогноз ха-
рактеристик x1, ..., xn−m, вообще говоря, приводит к системе,
эквивалентной системе (1). В этом случае внешними характе-
ристиками в составленной модели будут u. Если высказанная
выше гипотеза верна, то наличие в модели (1) внешних харак-
теристик u определяется симметриями “природы”, но уже по
отношению к модели (1). Таким образом, в “природе” имеет
место некоторая иерархия симметрий, которую должны отра-
жать имеющиеся в нашем распоряжении модели.

Соотношения (11), (12) можно трактовать как декомпози-
цию модели (1) [3–5]. Система (11) в этой декомпозиции являет-
ся фактор-объектом [3], система (12) — совокупностью подобъ-
ектов, параметризованную решениями фактор-объекта. Пере-
ход от исходного объекта к его подобъекту или фактор-объекту
в [4] предложено называть “редукцией” исходного объекта. В [5]
понятие о редукции сформулировано в рамках бурбаковского
формализма: P-редукция есть подобъект объекта, F-редукция
есть его F-объект, PF-редукция есть F-объект P-объекта, FP-
редукция есть P-объект F-объекта и так далее.

Возвратимся к проблеме составления модели, с помощью
которой можно дать прогноз изменения со временем характе-
ристики x1. Для этого достаточно воспользоваться моделью
(12). Нужно только знать фигурирующие в ней внешние ха-
рактеристики, в частности, характеристики z1, ..., zm. При из-
вестных z1, ..., zm модель (12) является подобъектом модели (1)
или ее P-редукцией. Не исключено, что система (12) при задан-
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ных функциях z1(t), ..., zm(t) в свою очередь допускает деком-
позицию. Если среди характеристик фактор-объекта, участву-
ющего в этой декомпозиции присутствует характеристика x1,
то модель, с помощью которой прогнозируется ее изменение,
еще более упрощается. Эта последняя модель является PF-
декомпозицией модели (1). Если представить себе, что сама
модель (1) является F-объектом по отношению к некоторой
“надмодели”, то модель для прогноза характеристики x1 ста-
новится FPF-редукцией этой “надмодели”.

Из всех выполненных построений и рассуждений делает-
ся вывод, носящий методологический и, конечно, интуитивный
характер: имеющиеся в нашем распоряжении математические
модели являются редукциями по отношению к некоторой “над-
модели” и основаны на иерархии симметрий, имеющих место в
природе.
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ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ДЕКОМПОЗИЦИИ
И СИММЕТРИЙНОЕ СВОЙСТВО
СЕМЕЙСТВ ОТОБРАЖЕНИЙ14

На конспективном уровне излагается геометрическая теория декомпо-
зиции. Симметрийным свойством семейств отображений называется факт,
состоящий в том, что с каждой подгруппой группы их автоморфизмов ас-
социируется их факторизация, а с каждой факторизацией — их декомпо-
зиция на дизъюнктивную сумму. Отмечается связь симметрийного свой-
ства с групповым анализом дифференциальных уравнений, а также с про-
блемами управляемости, наблюдаемости, реализации, инвариантности ди-
намических систем с управлениями.

1. Поскольку симметрийное свойство семейств отображений
формулируется с помощью понятия “декомпозиция на дизъ-
юнктивную сумму”, в разделах 1–7 предпринимается попытка
дать представление о языковой среде [1–14], в которой возни-
кает это понятие. В рамках этой среды реализуется следую-
щий подход к проблеме декомпозиции математических объек-
тов и моделей: объект, модель загружается в класс в некото-
ром смысле “родственных” объектов, где определено понятие об
изоморфизме и его декомпозицией считается его сохраняюще-
еся при изоморфизмах “представление” с помощью семейства в
некотором смысле более “простых” объектов из данного клас-
са, причем по этому “представлению” исходный объект должен
восстанавливаться однозначно. Ниже будут даны точные экви-

14Работа поддержана РФФИ, грант 07-01-00217.
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валенты тому, что здесь сказано.
Эта среда, которая будет называться геометрической тео-

рией декомпозиции, возникла из практических потребностей.
В отделе Имитационные системы ВЦ РАН, который возглав-
ляет автор, ведутся работы по продвижению средств матема-
тического имитационного компьютерного моделирования в но-
вые сложные области исследований и практической деятельно-
сти. Одним из главных направлений работы является состав-
ление моделей сложных управляемых систем, главным обра-
зом организационно-технических и социально-экономических,
по заказам ведомств, организаций. И не только составление
моделей, но и их компьютерная реализация в форме имитаци-
онных систем и внедрение технологии имитационного компь-
терного моделирования в практику деятельности соответству-
ющих организаций. Приведем некоторые примеры моделей и
соответствующих имитационных систем: имитация экономиче-
ской динамики древнегреческих полисов (с целью понять при-
чины Пелопоннесской войны в 431–404 г.д.н.э. [15]), имитация
процессов проектирования, производства, эксплуатации слож-
ных технических систем (с целью согласования различных сто-
рон этих процессов) [16], имитация функционирования проти-
воракетной обороны, основанной на технологии “бриллианто-
вых камней” (с целью изучения ее возможностей) [17] и т.д.
Модели реальных процессов и соответствующие имитационные
системы получаются сложными. В связи с этим возникло же-
лание ориентироваться в вопросе о том, когда модель сложно-
го процессса можно “представить” эквивалентно (изоморфно)
с помощью семейства более простых моделей. Ниже характе-
ризуется простое “ядро” геометрической теории декомпозиции:
некоторые важные обобщения выходят за рамки статьи.

2. В качестве инструментального средства при раз-
работке геометрической теории декомпозиции использовался
бурбаковский формализм [18], поскольку в нем имеются
удобные средства для формализации понятий, которые выше
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использовались для описания подхода к проблеме декомпози-
ции.

В частности, “класс родственных объектов” формализуется
с помощью понятия род структуры. Род структуры в бур-
баковском формализме с содержательной точки зрения описы-
вает “устройство” математического объекта (модели), трактуе-
мого по Н. Бурбаки как множество, снабженное “структурой”.
С формальной точки зрения род структуры является записью
в том смысле, в котором это понятие определяется, например,
в языке программирования Паскаль.

Ниже написан взятый в ломаные скобки род структуры,
обозначенный Σ. Поля записи Σ разделены точкой с запятой,
необязательные, как это принято, взяты в квадратные скобки:

Σ =< X; [(A,ω)];σ ⊂ (X, A); [R(X, σ,A, ω)] > .

Поясним синтаксис и семантику полей рода структуры Σ.
Первое поле X называется базисным множеством. Синтакси-
чески X — буква или несколько букв, разделенных запятыми.
Для простоты далее будет считаться, что базисное множество
одно. Второе необязательное поле — вспомогательный бурба-
ковский математический объект. Что такое бурбаковский ма-
тематический объект, будет определено ниже с помощью по-
нятия “род структуры”. Здесь имеет место обычная рекурсия.
Вспомогательных объектов может быть несколько, тогда они
разделяются запятыми. Третье поле называется соотношением
типизации. Их тоже может быть несколько, тогда они разделя-
ются запятыми. Слева в соотношении типизации стоит буква,
которая и есть структура, которой снабжается X. Справа сто-
ит множество, построенное по схеме S из основного и вспомога-
тельного с помощью двух операций: взятия множества частей
и прямого произведения. Поясним, что такое схема. Схемой ба-
зисного множества X считается число 1, схемой множества A,
фигурирующего во вспомогательном объекте, считается число
2, схемой булеана β(X) является знакосочетание β(1), схемой
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прямого произведения X × A является знакосочетание 1 × 2
и т.д.. Для иллюстрации этих поясненний в приведенном ниже
списке выписаны множества, построенные из базисного и вспо-
могательного с помощью операций взятия множества частей и
прямого произведения, а над этими множествами написаны их
схемы.

1
X,

2
A,

β(1)

β(X),
1×2

X ×A,
β(1×2)

β(X ×A) .

Пусть имеется множество X ′ и отображение f : X → X ′.
Пусть имеется схема S и множество S(X, A), построенное по
этой схеме, а также множество S(X ′, A), построенное по той же
схеме. Отображение f : X → X ′ и тождественное отображение
idA : A → A множества A в себя всегда можно распространить
по схеме S до отображения S(f, idA) : S(X,A) → S(X ′, A).
Ниже приводится иллюстрация сказанного:

X A S(X, A)
f ↓ idA ↓ S(f, idA) ↓

X ′ A S(X ′, A)

Для того чтобы определить все такие распространения, доста-
точно определить распространение отображений

f1 : X1 → X ′
1 f2 : X2 → X ′

2

на прямое произведение

f1 × f2 : X ×X2 → X ′
1 ×X ′

2.

Оно дается формулой f1 × f2(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2)). Нуж-
но также определить распространение β(f) : β(X) → β(X ′)
отображения f : X → X ′ на множество частей. Оно дается
формулой β(f)(U) = f(U).

Последнее поле рода структуры является соотношением,
называемым аксиомой этого рода структуры, предъявлющим
к структуре σ некоторые требования. Аксиома A(X,A, σ) рода
структуры должна быть биективно переносима:

151



ISBN 978–5–7417–0234–5
Симметрии дифференциальных уравнений. М., 2009

(f : X → X ′ — биекция) ⇒ (A(X,A, σ)⇔ A(X ′,A, σ′)),
где σ′ = S(f, idA)(σ).

Примеры родов структур:
< X;σ ⊂ X ×X > — род структуры бинарного отношения

(ориентированного графа).
< X; σ ⊂ X × X; (∀x ∈ X)(∃!x′ ∈ X)((x, x′) ∈ σ) > — род

структуры отображения множества в себя.
< X; σ ⊂ X × X; σ рефлексивно, симметрично, транзи-

тивно> — род структуры отношения эквивалентности.
< X;σ ⊂ X ×X; σ рефлексивно, антисимметрично, тран-

зитивно> — род структуры частичного порядка.
< X, Y ; σ ⊂ X × Y ; (∀x ∈ X)(∃!y ∈ Y )((x, y ∈ σ) > — род

структуры отображения множеств.
< X; σ ⊂ X ×X ×X; σ задает на X всюду определенную

алгебраическую операцию, с нейтральным элементом, относи-
тельно которой каждый элемент обратим> — род структуры
абстрактной группы.

Отметим также род структуры действия на множестве X
абстрактной группы (G,ω), трактуемой как вспомогательное
множество,

< X; (G, ω);σ ⊂ G×X ×X; A(X,σ,G, ω) >,

род структуры линейного векторного пространства над полем
(C, λ, µ), комплексных чисел,

< X; (C, λ, µ);σ ⊂ X×X×X∧ω ⊂ C×X×X; A(X, σ,C, λ, µ) >

род струкуры линейного оператора в линейном векторном про-
странстве над полем комплексных чисел.

< X; (C, λ, µ);σ ⊂ X × X × X ∧ ω ⊂ C × X × X;∧ω ⊂
⊂ X ×X;A(X, σ, ω,C, λ, µ) > .

Известные аксиомы этих родов структуры вследствие их
громоздкости не выписываются.
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3. Математический объект — это экземпляр записи рода
структуры Σ. Именно, пусть имеется пара (E, τ) множеств и
для них выполняется соотношение τ ⊂ S(E,A) типизации ро-
да структуры Σ и ее аксиома A(E,A, τ). Тогда пара (E, τ) на-
зывается Σ-объектом, или про нее говорят, что множество E
снабжено структурой τ рода Σ, или, что τ есть структура рода
Σ на множестве E.

С каждым родом структуры, таким образом, ассоциирует-
ся класс Σ-объектов. В этом классе единым образом для всех
родов структур определяется понятие об изоморфизме: биек-
ция f : E → E′ называется изоморфизмом Σ-объекта (E, τ)
в Σ-объект (E′, τ ′), если имеет место τ ′ = S(f, idA)(τ), где
S(f, idA) : S(E,A) → S(E′,A) — распространение отображе-
ния f : E → E′ и тождественного отображения множества A
по схеме S.

С каждым Σ-объектом ассоциируется множество Aut(E, τ)
его автоморфизмов. Оно снабжается структурой GA(E, τ) ро-
да абстрактной группы, продуцируя тем самым абстрактную
группу

(Aut(E, τ), GA(E, τ),

а множество E снабжается структурой TA(E, τ)) действия этой
группе на нем. Тем самым продуцируется группа преобразова-
ний

(E, Aut(E, τ), GA(E, τ), TA(E, τ)),

которая называется группой симметрий объекта (E, τ).
4. Для того чтобы воспользоваться средствами геометри-

ческой теории декомпозиции, необходимо в классе Σ-объектов
ввести бурбаковские морфизмы, т.е. с каждой парой
((E, τ),(E′, τ ′)) сопоставить множество M(E, τ, E′, τ ′) отобра-
жений из E в E′, называемых морфизмами так, чтобы супер-
позиция морфизмов была морфизмом и биекция тогда и толь-
ко тогда была изоморфизмом, когда она и обратная к ней —
морфизмы.
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Все конструкции геометрической теории декомпозиции вво-
дятся с помощью морфизмов. Возникающая среда родственна
среде теории категорий [19], но не сводится к ней. Соотноше-
ние между теорией категорий и геометрической теорией деком-
позиции изучалось, но изложение результатов этого изучения
выходит за рамки статьи. Скажем лишь, что теория катего-
рий тривиальным образом доступна из геометрической теории
декомпозиции, поскольку класс Σ-объектов с бурбаковскими
морфизмами удовлетворяет аксиомам теории категорий. В гео-
метрической теории декомпозиции теория категорий совершен-
но не используется.

5. Характеризуемая языковая среда основана только на двух
двойственных друг другу понятиях: понятиях о P-декомпо-
зиции и F-декомпозиции.

Определение. Пусть (E, τ) — Σ-объект. Семейство

((Ei, τi), fi)i∈I ,

где (Ei, τi) — Σ-объекты, fi : Ei → E морфизмы, называет-
ся P-декомпозицией объекта (E, τ), реализуемой семейством
((Ei, τi))i∈I , посредством морфизмов (fi)i∈I , если для всякого
Σ-объекта (E′, τ ′) и всякого отображения g : E → E′ имеет
место: (∀ i)(g ◦ fi) − морфизмы ⇒ g − морфизм. Декомпози-
ция называется конечной, если множество I конечно, триви-
альной, если в семействе (fi)i∈I имеется изоморфизм. Двой-
ственным образом определяется F-декомпозиция Σ-объекта
(E, τ).

Ниже приводится схема, поясняющая определение P- и F-
декомпозиций.

(Ei,τi)i∈I
fi→ (E,τ) g→ (E′,τ ′)|(E′,τ ′) g→ (E,τ) fi→ (Ei,τi)i∈I .

Из приведенных определений сразу следует, что, если Σ-
объект (E, τ) обладает декомпозицией (если вид — P или F,
декомпозиции не указывается, то формулируемое утверждение
или вводимая конструкция относятся к обоим видам декомпо-
зиции), то всякий изоморфный объект обладает декомпозици-
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ей, реализуемой тем же семейством, а морфизмы нужно умно-
жить на изоморфизм, справа или слева — в зависимости от
того, о P- или F-декомпозиции идет речь. Кроме того, столь
же тривиальным является то, что по своей декомпозиции Σ-
объект (E, τ) восстанавливается единственным образом: суще-
ствует не более одной структуры на множестве E, для которой
заданное семейство ((Ei, τi), fi)i∈I является его декомпозицией.

Определение. Пусть (E, τ) — Σ-объект, (
∏d

i∈I Ei, τ
d) —

декартово произведение семейства множеств (Ei)i∈I ,

pri :
∏d

i∈I
Ei → Ei

— канонические проекции. Σ-объект (
∏d

i∈I Ei, τ
d) называется

декартовым произведением семейства (Ei, τi)i∈I Σ-объектов,
если семейство ((Ei, τi), pri)(i∈I) является F-декомпозицией
для (

∏d
i∈I Ei, τ

d). Двойственным образом определяется дизъ-
юнктивная сумма семейства (Ei, τi)i∈I .

Ниже приводится схема, поясняющая сформулированные
определения:

(E′, τ ′) g→ (
∏d

i∈I
Ei, τ

d)
pri→ (Ei, τi)|(Ei, τi)

ji→

ji→ (
∑c

i∈I
Ei, τ

c)
g→ (E′, τ ′).

Напомним, что дизъюнктивная сумма
∑c

i∈I Ei семейства
множеств (Ei)i∈I есть

⋃
i∈I Ei × {i}.

Определение. Пусть (E, τ) — Σ-объект, Ẽ — подмноже-
ство множества E, ω : Ẽ → E — каноническая инъекция. Σ-
объект (Ẽ, τ̃) называется P-объектом Σ-объекта (E, τ), если
семейство ((E, τ), ω)) является F-декомпозицией для (Ẽ, τ̃).
Двойственным образом определяется F-объект объекта (E, τ).
(Вместо подмножества множества E в двойственном опре-
делении фигурирует его фактор-множество по некоторому
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отношению Q, вместо канонической инъекции — канониче-
ская проекция π.)

Приводимая ниже схема поясняет сформулированное опре-
деление:

(Ẽ, τ̃) ω→ (E, τ) | (E, τ) π→ (EQ, τQ).

С каждым Σ-объектом ассоциируется класс P-декомпозиций
и класс F-декомпозиций. На этих классах можно ввести три
‘стандартных’ отношения. Здесь будут упомянуты два.

Определение. Пусть ((Ei, τi), fi)i∈I и ((E′
i, τ

′
i), f

′
i)i∈I — две

P-декомпозиции Σ-объекта (E, τ) с одним и тем же множе-
ством индексов. Если существует семейство отображений
(hi)i∈I , такое, что имеет место fi = f ′i ◦hi, то декомпозиция
((E′

i, τ
′
i), f

′
i)i∈I называется более близкой к объекту (E, τ), чем

декомпозиция ((Ei, τi), fi)i∈I . Двойственным образом опреде-
ляется отношение “более близкая на классе” F-декомпозиций
Σ-объекта (E, τ).

Ниже приводится схема, поясняющее это определение:

(Ei,τi)
hi→ (E′

i,τ
′
i)

f ′i→(E,τ)|(E, τ)
f ′i→(E′

i,τ
′
i)

hi→(Ei,τi).

Определение. Пусть ((Ei, τi), fi)i∈I и ((Ej , τj), fj)j∈J —
две P-декомпозиции Σ-объекта (E, τ), причем J ⊂ I. Тогда де-
композиция ((Ej , τj), fj)j∈J Σ-объекта (E, τ) называется более
простой, чем декомпозиция ((Ei, τi), fi)i∈I .

Определение. Σ-объект (E, τ) называется P-компакт-
ным, если для всякой его P-декомпозиции существует более
простая конечная P-декомпозиция. Σ-объект (E, τ) называет-
ся F-компактным, если для всякой его F-декомпозиции су-
ществует более простая конечная F-декомпозиция.

Компактность топологического пространства относительно
непрерывных морфизмов есть его Р-компактность.

Пусть f : (E, τ) → (E′, τ ′) — морфизм из Σ-объекта (E, τ) в
Σ-объект (E′, τ ′). Как отображение, морфизм f каноническим
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образом разлагается на суперпозицию проекции, биекции, инъ-
екции: f = ω◦b◦π. Если на фактор-множестве EQ множества E
по ассоциированному с f отношению эквивалентности Q суще-
ствует F-объект объекта (E, τ), на множестве f(E) существует
P-объект объекта (E′, τ ′), то биекция b обязательно является
морфизмом, но не обязательно — изоморфизмом. Если b явля-
ется морфизмом, то морфизм f называется PF-морфизмом, ес-
ли b — изоморфизм, то f называется HPF-морфизмом. Если все
морфизмы являются PF-морфизмами, то род структуры отно-
сительно этих морфизмов называется PF-родом структуры, ес-
ли все морфизмы являются HPF-морфизмами, то род структу-
ры относительно этих морфизмов называется HPF-родом струк-
туры. Ниже приводится поясняющая ситуацию схема:

(E, τ) π→ (EQ, τQ) b→ (f(E), τ̃ ′) ω→ (E′, τ ′).
В PF- , а значит, и в HPF-родах структур, с каждой P-

декомпозицией ассоциируется более близкая к объекту деком-
позиция, реализуемая его P-объектами, посредством канониче-
ских инъекций. Аналогично, в PF- , а значит, и в HPF-родах
структур, с каждой F-декомпозицией ассоциируется более близ-
кая к объекту декомпозиция, реализуемая его F-объектами,
посредством канонических проекций. Поэтому в этих родах
структур свойство объектов иметь декомпозиции исчерпываю-
щим образом описывается множеством его P-объектов и мно-
жеством его F-объектов.

6. Существуют “естественные” способы ввести морфизмы в
класс Σ-объектов [11], а среди них — естественный канониче-
ский.

Определение. Отображение f : (E, τ) → (E′, τ ′) Σ-объекта
(E, τ) в Σ-объект (E′, τ ′) называется естественным канониче-
ским морфизмом (ЕКМ), если имеет место S(f, idA)(τ) ⊂ τ ′.

Примеры ЕКМ
1. Для отображений f : X → Y f ′ :′ X → Y ′ ЕКМ есть

пара отображений mX : X → X ′, mY : Y → Y ′, таких, что
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mY ◦ f = f ′ ◦mX .
2. Для упорядоченных множеств ЕКМ — монотонные отоб-

ражения.
3. Для алгебраических объектов ЕКМ — гомоморфизмы.
4. Для топологических пространств ЕКМ зависит от ак-

сиом, которыми задается топология. Если топология задается
указанием открытых множеств, то ЕКМ — открытые отобра-
жения. Если топология задается указанием замкнутых мно-
жеств, то ЕКМ — замкнутые отображения. Если топология
задается указанием пар (подмножество, его точка прикосно-
вения), то ЕКМ — непрерывные отображения. И так далее.

5. Для линейных векторных пространств ЕКМ — линейные
отображения.

6. Для групп преобразований ЕКМ — эквивариантные отоб-
ражения.

7. Для дифференцируемых многообразий ЕКМ — гладкие
отображения отображения.

Все известные автору роды структур относительно ЕКМ
являются или PF- или HPF-родами структур. То, что в тео-
риях конкретных объектов именуется подобъектами суть P-
объекты относительно ЕКМ, соответственно фактор-объекты
суть F-объекты относительно ЕКМ.

Далее рассматриваются роды структур с естественными ка-
ноническими морфизмами, являющиеся PF- или HPF-родами
структур. В таких родах структур способность объекта (E, τ)
иметь декомпозиции исчерпывающим образом описывается мно-
жеством P (E, τ) подобъектов, множеством F (E, τ) фактор-объ-
ектов, множеством PD(E, τ) P-декомпозиций, реализуемых по-
добъектами, множеством FD(E, τ) F-декомпозиций, реализуе-
мых фактор-объектами. Эти множества естественным образом
снабжаются структурами, соответственно

V (E, τ),W (E, τ), SPD(E, τ), SFD(E, τ),
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частичного порядка. Эти множества, снабженные указанны-
ми структурами, называются декомпозиционными структура-
ми объекта.

Пусть (Ẽi,τ̃i)i∈I — P-декомпозиция для (E, τ) (сейчас уже
нет смысла упоминать про канонические инъекции, посред-
ством которых реализуется P-декомпозиция), такая, что семей-
ство (Ẽi)i∈I является классами эквивалентности по некоторо-
му отношению эквивалентности Q. Если рассматриваемый род
структуры является родом с дизъюнктивной суммой, то объект
(E, τ) изоморфен дизъюнктивной сумме семейства

Ẽi, τ̃ i)i∈I

своих подобъектов. В этом случае декомпозиция (Ẽi,τ̃ i)i∈I на-
зывается декомпозицией на дизъюнктивную сумму, а отноше-
ние Q — СС-декомпозирующим. Тем самым появляется мно-
жество CC(E, τ) декомпозиций на дизъюнктивную сумму, ко-
торое снабжается структурой CV (E, τ) частичного порядка по
включению СС-декомпозирующих отношений. Двойственной
конструцией для декомпозиции на дизъюнктивную сумму яв-
ляется декомпозиция на декартово произведение. Множество
таковых обозначается DP (E, τ). Оно снабжается структурой
CW (E, τ) частичного порядка. Возникшие объекты

(CC(E, τ), CV (E, τ)), (DP (E, τ), CW (E, τ))

также называются декомпозиционными структурами.
В характеризуемой среде возникают по крайней мере 6 ти-

пов “простоты” объекта (E, τ): P-простота, F-простота, PD-про-
стота, FD-простота, CC-простота, DP-простота — когда соот-
ветствующие декомпозиционные структуры состоят из един-
ственного элемента (они не пусты, поскольку объект (E, τ) яв-
ляется посредством тождественного отображения своими три-
виальными подобъектом, фактор-объектом, P-декомпозицией,
F-декомпозицией, декомпозицией на дизъюнктивную сумму и
декомпозицией на декартово произведение).
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Часть содержания теорий конкретных математических объ-
ектов трактуется как изучение их декомпозиций и, в частности,
декомпозиционных структур относительно ЕКМ. Для подтвер-
ждения этого утверждения переведем на язык геометрической
теории декомпозиции некоторые хорошо известные понятия.

Открытому покрытию топологического пространст-
ва соответствует P-декомпозиция этого пространства на под-
объекты относительно как непрерывных, так и открытых мор-
физмов, индуцируемых исходным пространством на множест-
вах покрытия. Компактность топологического пространства
— свойство его декомпозиционной PD-структуры. Биектив-
ная циклическая подстановка конечного множества ⇔
Р-простое отображение в себя.Простая группа, простая ал-
гебра ⇔ F-простые объекты. Простое поле ⇔ Р-простой
объект. Любое поле — F-простой объект. Любая абстракт-
ная группа — СС-простой объект. Связное топологиче-
ское пространство ⇔ СС-простой объект. Связный граф
⇔ СС-простой объект. Транзитивная группа преобразо-
ваний ⇔ P-простой объект. Примитивная группа преоб-
разований ⇔ F-простой объект. Нильпотентный операто-
ра A в ЛВП ⇔ СС-простой объект, если трактовать его как
отображение в себя абстрактного множества. Семейство тран-
зитивных групп преобразований, генерируемых группой пре-
образований на классах эквивалентности по ассоциированно-
му с ней отношению эквивалентности — максимальная СС-
декомпозиция этой группы преобразований на СС-простые
подобъекты. Жорданово представление линейного оператора
A в конечномерном ЛВП над C — максимальная DP-деком-
позиция A на декартово произведение DP-простых фактор-
объектов. Нетривиализуемое расслоение дифференцируемого
многообразия — такая Р-декомпозиция DP-простого объ-
екта, каждый элемент которой не является DP-простым.

7. Для произвольных отображений, их семейств, для отоб-
ражений в себя, их семейств (в частности, для групп преоб-
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разований) имеет место следующий факт, который далее будет
именоваться “симметрийным” свойством этих объектов. С каж-
дой подгруппой группы симметрий объекта, соответствующей
некоторой подгруппе группы автоморфизмов объекта, трактуе-
мой как абстрактная группа, ассоциируется факторизация это-
го объекта, а с каждой факторизацией — его декомпозиция на
дизъюнктивную сумму. Ниже приведена схема, иллюстрирую-
щая симметрийное свойство указанных объектов:
P (Aut(E, τ), GA(E, τ))PAS→ (E, Aut(E, τ), GA(E, τ), TA(E, τ)),
P (E, Aut(E, τ), GA(E, τ), TA(E, τ))PSF→ F (E, τ)FCC→ CC(E, τ).

Поскольку множество решений произвольной системы диф-
ференциальных уравнений можно трактовать как семейство
отображений, то симметрийное свойство можно сформулиро-
вать в терминах диференциальных уравнений, где оно соот-
ветствует некоторым конструкциям и утверждениям группо-
вого анализа дифференциальных уравнений [20]. В частности,
пусть система обыкновенных уравнений

dyi/dt = f i(t, y1, ..., yn), i = 1, 2, ..., n,

сохраняющим t диффеоморфизмом

z = Φ(t, y) x = Ψ(t, y)

приводится к виду

dzk/dt = φk(t, z1, ..., zm), k = 1, ..., m,

dxl/dt = ψl(t, z1, ..., zm, x1, ..., xn−m), l = 1, ..., n−m.

Тогда первая система в этом представлении есть фактор-
объект исходной системы относительно ЕКМ, которые в дан-
ном случае есть гладкие отображения фазовых пространств,
переводящие решения в решения. Если любое решение фактор-
объекта подставить во вторую систему, то получится подобъект
исходной системы, а вся совокупность полученных таким обра-
зом подобъектов является декомпозицией исходной системы на
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дизъюнктивную сумму. Указанная декомпозиция исходной си-
стемы является иллюстрацией симметрийного свойства. Этой
декомпозиции ссоответствует подгруппа группы автоморфиз-
мов исходной системы.

8. Система

dyi/dt = f i(t, y1, ..., yn, u, v), i = 1, 2, ..., n, (1)

(t, y) ∈ M ⊂ Rn+1; u ∈ U ⊂ Rr; v ∈ V ⊂ Rs,
трактуется как модель управляемого процесса.

С (1) сопоставляется семейство систем дифференциальных
уравнений, возникающих, когда u и v в (1) пробегают соответ-
ственно U и V .

Пусть диффеоморфизмом

z = Φ(t, y) x = Ψ(t, y) (2)

система (1) приводится к виду

dzk/dt = φk(t, z1, ..., zm, u), k = 1, ..., m, (3)

dxl/dt = ψl(t, z1, ..., zm, x1, ..., xn−m, u, v), l = 1, ..., n−m. (4)

С представлением (3), (4) системы (1) связана ее декомпози-
ция на дизъюнктивную сумму подобъектов, возникающих при
подстановке в (4) решений фактор-объекта (3). Это представле-
ние является иллюстрацией симметрийного свойства исходной
системы: ему соответствует подгруппа группы автоморфизмов
системы (1). С декомпозицией (3), (4) управляемой системы
(1) ассоциируются следующие классические проблемы теории
управления.

А. Управляемость. Если фактор-объект (3) системы (1) не
содержит управлений:

dzk/dt = φk(t, z1, ..., zm), k = 1, ..., m,
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то исходная система (1) неуправляема, поскольку у нее имеют-
ся первые интегралы, независящие от управлений [21].

Б. Наблюдаемость. Если при функционировании системы
(1) наблюдаются характеристики z = I(t, y), фигурирующие в
фактор-объекте, то исходная система, очевидно, ненаблюдаема
[21,28].

В. Реализация. Фактор-объект является решением задачи
реализации для (1) относительно выходов z = I(t, y) [21,28].

Г. Инвариантность. Очевидно, что наличие декомпозиции
(3), (4) системы (1) означает, что управлениями v, фигуриру-
ющими в (4), нельзя повлиять на характеристики z = I(t, y).
Такая ситуация называется в теории управления “инвариант-
ностью”. Это свойство управляемых процессов было обнару-
жено экспериментально в 30-х годах прошлого столетия при
конструировании систем управления техническими объектами.
Возникла так называемая теория инвариантности , имевшая
драматическую судьбу [22–27]. В настоящее время основные
проблем этой теории решены [21, 28–31]. Одной из основных
задач теории инвариантности является следующая: предъяв-
лена система (1). Необходимо узнать, обладает ли она свой-
ством “инвариантности” , т.е. существуют ли у системы фазо-
вые характеристики, независящие от части управлений. Эта
проблема является примером того, как некоторая проблема
“тривиализуется” в рамках определенной языковой среды (вся-
кая проблема тривиализуется в рамках соответствующей язы-
ковой среды). В самом деле, возникшие в геометрической тео-
рии декомпозиции языковые средства позволяют указать путь
решения сформулированной проблемы. Декомпозиция (3), (4)
является “проявлением” симметрийного свойства и за нее “от-
вечает” подгруппа группы симметрий объекта (1). Для коор-
динат инфинитезимальных операторов, характеризующих эту
подгруппу в силу того, что ее инварианты z = I(t, y) не зави-
сят от управлений, можно выписать систему дифференциаль-
ных уравнений в частных производных. Эта система сильно

163



ISBN 978–5–7417–0234–5
Симметрии дифференциальных уравнений. М., 2009

переопределена. Дописывая к ней условия совместности, мож-
но конструктивно установить, обладает ли система (1) такими
свойствами [28–31].

Д. Возможность иерархизовать управление процессом. Де-
композиция (3), (4) позволяет предложить для управления про-
цессом, который описывается системой (1), двухуровневую ор-
ганизацию. Ее верхний уровень ставит цель в терминах харак-
теристик z = I(t, y) и добивается ее исполнения с помощью
выбора управлений u. Получив свои управления и фазовые пе-
ременные, он “спускает” свои решения на нижний уровень, т.е.
в систему (4). Поскольку в (4) имеется ресурс управления v, то
нижний уровень может также поставить себе цель и добиться
ее исполнения. Возможны, конечно, более сложные иерархи-
ческие организации, основанные на симметрийных свойствах
системы (1). Их множество описывается соответствующей де-
композиционной структурой системы (1).

Заметим, что существование декомпозиции вида (3), (4) яв-
ляется “исключительным” свойством системы (1). “Произволь-
ная” система никаких декомпозиций вида (3), (4) не допускает.
В то же время управление достаточно сложными управляемы-
ми системами, обладающими информационными возможностя-
ми, т.е. способностью измерять в процессе своего функциони-
рования некоторые свои характеристики m = I(t, y) и неко-
торые характеристики v окружающего мира, иерархизовано.
Это в рамках описываемой языковой среды трактуется сле-
дующим образом: достаточно сложные управляемые системы,
обладающие информационными возможностями, часть своих
управлений u назначают функциями измеряемых в процессе
функционирования характеристик: u = u(I(t, y), v, w). Такое
назначение управлений называется “управлением с помощь об-
ратных связей” или “синтезом управлений”. Здесь w — “новые”
управления, которые привносятся в систему обратными свя-
зями, если имеются соответствующие конструктивные и энер-
гетические возможности. Для очень сложных систем имеется
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фундаментальная цель такого назначения. Она состоит в том,
чтобы сделать некоторую совокупность

Ck = Φk(t, y), k = 1, 2, ..., a, (5)

своих характеристик постоянной. Эту совокупность естествен-
но назвать “внутренней средой системы”, а обратные связи, ре-
ализующие их постоянство, — механизмами гомеостаза, “охра-
няющими” внутреннюю среду. В результате исходная система
(1) становится изоморфной системе

dCk/dt = 0, k = 1, 2, ..., a, (6)

dzl/dt = ϕl(t, C, z1, ..., zn−a, w1, v), l = 1, 2, ..., n− a, (7)

где
zj = Zj(t, y), l = 1, 2, ..., n− a,

вместе с (5) образуют невырожденную замену в системе (1).
Оставшийся в (7) управленческий ресурс можно вновь под-
вергнуть синтезу так, чтобы система (7) приобрела декомпо-
зицию, удобную для достижения иерархии целей, ценностей,
предпочтений, стоящих перед системой. У достаточно сложных
управляемых систем механизмы гомеостаза и синтез управле-
ний, придающие системе нужную структуру, встроены в си-
стему. Поэтому при попытках составить модель функциониро-
вания такой системы необходимо понять, какими механизмами
(обратными связями) поддерживается внутренняя среда систе-
мы и ее структура.

Сформулированное положение носит методологический ха-
рактер. Тем не менее именно это положение имеет наиболь-
шую практическую пользу при составлении моделей сложных
управляемых систем. Поэтому автор считает это положение ос-
новным результатом геометрической теории декомпозиции.
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СОВРЕМЕННЫЙ ГРУППОВОЙ АНАЛИЗ
– УНИВЕРСАЛЬНЫЙ ПОДХОД

Для обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в част-
ных производных предлагается универсальный подход к описанию сим-
метрий на основе задания правил дифференцирования нелокальных пе-
ременных.

На протяжении более чем столетней истории любое направ-
ление в науке претерпевает существенную эволюцию, затраги-
вающую все сферы деятельности отрасли – идеологию, теорию,
методы и алгоритмы. Не избежал этого и групповой анализ
дифференциальных уравнений – предложенный в конце XIX
века Софусом Ли подход к точному интегрированию, основан-
ный на инвариантности уравнений относительно непрерывных
групп преобразований. В более широком смысле ключевым яв-
ляется наличие симметрии модели, описываемой дифференци-
альным уравнением, и учет этой симметрии, по существу, яв-
ляется одним из условий адекватности математического описа-
ния изучаемого процесса. Это обстоятельство сближает чисто
теоретическую дисциплину – групповой анализ – с многочис-
ленными приложениями. К тому же предложенная С. Ли тех-
ника – переход к инфинитезимальному оператору – позволя-
ет построить регулярный замкнутый алгоритм поиска группы,
допускаемой дифференциальным уравнением.

169



ISBN 978–5–7417–0234–5
Симметрии дифференциальных уравнений. М., 2009

К концу XX века потенциал, заложенный 100 лет назад,
оказался почти исчерпанным. Подавляющее большинство но-
вых результатов достигалось не за счет внутренних ресурсов
теории, а за счет ее экспансии – группового анализа ранее не
исследованных уравнений, в первую очередь из прикладных
областей, в которых групповой анализ ранее не применялся.
Однако оставались немногочисленные, но яркие примеры про-
интегрированных уравнений, для которых методы группового
анализа оказались неэффективными. Эпизодически
(в частности, в промежуточных выкладках) возникали опера-
торы, структура которых “не укладывалась” в рамки привыч-
ных локальных представлений [1, 2] – наряду с “обычными”
переменными (x, y, y′ и т. д.) в координаты оператора входи-
ли “нелокальные” переменные, например, полные интегралы –
обращения полных производных (D−1

x ). При этом стройность
построений группового анализа несколько нарушается – нам,
как правило, не удается решить уравнения Ли и восстановить
группу по инфинитезимальному оператору (что, в свою оче-
редь, не позволяет “размножать” неинвариантные частные ре-
шения исходного уравнения, если они известны). Но основная
идея оставалась незыблемой – если можно найти базис инва-
риантов (а для экспоненциального нелокального оператора –
ЭНО – это так), то можно и понизить порядок уравнения, пе-
рейдя к инвариантам как к новым переменным. С точки зре-
ния поиска координат инфинитезимального оператора переход
к нелокальным переменным является вполне естественным –
это полная аналогия обобщения решения обыкновенного диф-
ференциального уравнения (ОДУ): от элементарных функций
к квадратурам.

Вполне логичен и следующий шаг – ни у кого не возни-
кает неудобства, если решение ОДУ выражено, например, в
функциях Бесселя: дальнейшим обобщением квадратур явля-
ется представление в терминах решений линейных ОДУ с пере-
менными коэффициентами. Точно так же координаты операто-
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ра (точнее, входящие в них “нелокальные” переменные) можно
задавать не явной формулой, а правилами дифференци-
рования, которые представляют собой систему уравнений в
полных производных (для обыкновенных дифференциальных
уравнений) и в полных частных производных (для уравнений в
частных производных) [3]. Эти переменные, в принципе, можно
представить в виде рядов (вспомним определения специальных
функций).

Легко видеть, что предлагаемый нами подход полностью со-
держит в себе как классические методы, так и метод, использу-
ющий нелокальные операторы, – координаты любого допуска-
емого оператора являются решениями линейных уравнений в
полных производных, но не любое такое решение представимо в
виде полного интеграла или суперпозиции полных интегралов.
Мы уже не говорим о том, что в ряде случаев даже наличие
решения в виде полного интеграла не гарантирует упрощение
исходного уравнения.

Вместе с тем сохраняется основное преимущество группо-
вого анализа – его алгоритмичность. Действительно, хорошо
известно, что любое уравнение может быть записано в инва-
риантах допускаемого оператора. Для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения (ОДУ) это означает, что оно факто-
ризуется на систему более простых уравнений, а следователь-
но, можно существенно упростить процессы интегрирования и
исследования свойств исходного ОДУ. Если целью поиска до-
пускаемого оператора является факторизация исходного ОДУ,
то требование явного вида допускаемого оператора яв-
ляется избыточной информацией. Покажем это.

Рассмотрим процедуру факторизации ОДУ n-го порядка

y(n) = F (x, y, y′, . . . , y(n−1)) (1)

с помощью оператора вида

X = Φ(x, y, y′, . . .)∂y, (2)
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где Φ – функция конечного или бесконечного числа перемен-
ных. Сначала мы должны найти оператор (2), допускаемый
уравнением (1), решив определяющее уравнение

Φ
∂F

∂y
+ DxΦ

∂F

∂y′
+ . . . + Dn−1

x Φ
∂F

∂y(n−1)
−Dn

xΦ
∣∣∣∣
[y(n)=F ]

= 0.

(3)
Если нам удалось найти Φ в явном аналитическом виде, мы
переходим к вычислению инвариантов допускаемого оператора
(2). Инварианты удовлетворяют уравнению

Φ
∂J

∂y
+ DxΦ

∂J

∂y′
+ . . . + Dn−1

x Φ
∂J

∂y(n−1)

∣∣∣∣
[y(n)=F ]

= 0. (4)

Выберем из найденного множества решений уравнения (4) ре-
шение

J = J(x, y, y′, . . . , y(k)), (k < n),

старшая производная в котором имеет наименьший порядок
(этот инвариант называется младшим). Тогда исходное урав-
нение (1) можно записать в виде фактор-системы [4]:

{
u = J(x, y, y′, . . . , y(k)),
u(n−k) = G(x, u, u′, . . . , u(n−k−1)).

(5)

Заметим, что уравнения (3) и (4) имеют схожую структуру,
а именно, в них линейно входит функция Φ и ее полные произ-
водные, с той лишь разницей, что в уравнении (3) функция Φ
является искомой, а в уравнении (4) считается известной. Если
поделить эти уравнения почленно на Φ, получим выражения,
в которые функция Φ входит лишь в виде отношений

DxΦ
Φ

,
D2

xΦ
Φ

, . . . ,
Dn

xΦ
Φ

.

Следовательно, для поиска фактор-системы нам достаточно
знать эти отношения, а не искать собственно функцию Φ. Бо-
лее того, достаточно знать лишь первое отношение, так как
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остальные могут быть получены из него простым дифферен-
цированием.

Если, например, отношение DxΦ/Φ = ζ(x, y, y′), то мы по-
лучаем определение ЭНО в каноническом виде:

X = exp
(∫

ζ(x, y, y′) dx

)
∂y.

В данном случае мы восстанавливаем явный вид функции Φ
(квадратурой), хотя для факторизации, как мы показали, это
не принципиально, и вид оператора не имеет значения ни для
прямой, ни для обратной задачи, а ключевую роль играет вы-
ражение DxΦ = ζ(x, y, y′)Φ, которое можно назвать правилом
дифференцирования функции Φ.

Введём в рассмотрение оператор вида

X = Φ∂y, где Φ =
k∑

i=1

ξi(x, y, y′, . . . , y(p))Ai, (6)

где Ai (i = 1, . . . , k) – нелокальные переменные, правила диф-
ференцирования которых задаются линейными выражениями

D(Ai) =
k∑

j=1

αij(x, y, y′, . . . , y(p))Aj . (7)

По сути, эти правила дифференцирования задают правило диф-
ференцирования координаты оператора Φ.

Предположим, что необходимо найти оператор (6), допус-
каемый заданным ОДУ n-го порядка (1). Для этого мы можем
составить определяющее уравнение по формуле (3), которое в
силу линейности, а также в силу линейности правил диффе-
ренцирования (7) будет имеет вид

k∑

i=1

βi(x, y, y′, . . . , y(n−1))Ai = 0.
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Так как нелокальные переменные являются независимыми, то
мы можем расщепить это уравнение до системы





β1(x, y, y′, . . . , y(n−1)) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
βk(x, y, y′, . . . , y(n−1)) = 0.

Эти уравнения уже не содержат нелокальных переменных, а
поэтому из них могут быть найдены функции ξij и αi(x, y, y′,
. . . , y(p)), задающие оператор (6). Если найденный оператор
имеет нетривиальный инвариант порядка ниже n, то можно
построить фактор-систему исходного ОДУ. Этот инвариант мо-
жет быть найден из соотношения (4), которое по аналогии с
определяющим уравнением имеет линейную структуру, а сле-
довательно, будет иметь вид

k∑

i=1

(
γi0(x, y, y′, . . . , y(n−1))

∂J

∂y
+ . . .

. . . + γi(n−1)(x, y, y′, . . . , y(n−1))
∂J

∂y(n−1)

)
Ai = 0.

Расщепив это уравнение по нелокальным переменным, мы по-
лучаем систему для поиска инвариантов





γ10(x, y, y′, . . . , y(n−1))
∂J

∂y
+ . . .

. . . + γ1(n−1)(x, y, y′, . . . , y(n−1)) ∂J
∂y(n−1) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γk0(x, y, y′, . . . , y(n−1))
∂J

∂y
+ . . .

. . . + γk(n−1)(x, y, y′, . . . , y(n−1)) ∂J
∂y(n−1) = 0.

Если эта система имеет только тривиальное решение, то най-
денный оператор оказывается пустым с точки зрения факто-
ризации, в противном случае можно построить фактор-систе-
му (5).
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Существенным упрощением указанного алгоритма являет-
ся то, что число нелокальных переменных и порядок производ-
ных p можно ограничить порядком уравнения (1), а координа-
ту оператора Φ можно считать равной одной из нелокальных
переменных. Эти условия никак не ограничивают универсаль-
ность этого метода, так как и в этом случае операторов вида (6)
оказывается достаточным для построения всех фактор-систем
заданного ОДУ. Более того, тип факторизации определяется
числом нелокальных переменных. Поэтому если заранее задать
структуру фактор-системы, то тем самым можно сузить класс
искомых допускаемых операторов.

Так, например, все фактор-системы ОДУ 3-го порядка

y′′′ = F (x, y, y′, y′′)

вида {
u = J(x, y, y′, y′′),
u′ = G(x, u)

могут быть найдены с помощью операторов вида

X = A∂y,

{
DxA = B,
DxB = α(x, y, y′, y′′)A + β(x, y, y′, y′′)B.

В качестве примера приведем решение прямой задачи для
ОДУ 2-го порядка

y′′ = (xy−3 + x−1)y′

в классе операторов
X = A∂y,

где правило дифференцирования нелокальной переменной A:

DxA = α(x, y)A.

Соответствующее определяющее уравнение имеет вид

A
[
(α′y + 3xy−4)y′ + α′x + α2 − (xy−3 + x−1)α

]
= 0.

175



ISBN 978–5–7417–0234–5
Симметрии дифференциальных уравнений. М., 2009

Расщепив по переменной y′ выражение в квадратных скобках,
получаем систему

{
α′y + 3xy−4 = 0,

α′x + α2 − (xy−3 + x−1)α = 0,

решением которой будет

α = xy−3.

Используя полученный результат, найдем дифференциальный
инвариант допускаемого оператора J = J(x, y, y′) из уравне-
ния

Jy + xy−3Jy′ = 0.

Его решение
J = y′ +

x

2y2
.

Отсюда вытекает, что исходное уравнение факторизуется сле-
дующим образом: {

u = y′ +
x

2y2
,

xu′ − u = 0.

Для уравнений в частных производных (УрЧП) классиче-
ские алгоритмы приводят не к понижению порядка, а к по-
нижению размерности [5]. При этом мы находим не общее, а
некоторый класс частных решений, зато найденные решения
инвариантны относительно допускаемых групп, что существен-
но повышает их прикладную зна́чимость.

Тем не менее ряд технологий, разработанных для ОДУ (в том
числе теоремы о факторизации), можно с успехом применять
и для УрЧП. Как было показано в [3], УрЧП 2-го порядка

uxx = F (x, y, u, ux, uy, uxy, uyy) (8)
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можно представить в виде фактор-системы
{

w = w(x, y, u, ux, uy),
wx = G(x, y, w, wy)

(9)

с помощью оператора
X = A∂u,

где нелокальная переменная A определяется правилами диф-
ференцирования

{
DxA = α(x, y, u, ux, uy, uxy, uyy)A,
DyA = β(x, y, u, ux, uy, uxy, uyy)A.

В такой формулировке эта задача достаточно сложно реша-
ется, так как зависимость функций α и β практически от всех
производных, входящих в уравнение (8), не даёт возможность
расщепить определяющее уравнение и найти искомый опера-
тор. Но практика показывает, что если всё же удалось най-
ти допускаемый оператор, то в результате мы находим целый
класс операторов, среди которых либо много “пустых”, т.е. не
дающих никакой факторизации, либо много таких, которые по-
рождают одну и ту же фактор-систему. Поэтому естественным
образом возникает задача поиска условий на структуру коэф-
фициентов α и β, при которых мы бы находили все фактор-
системы, но не получали “лишних” операторов.

Если допускаемый оператор найден, то для построения фак-
тор-системы (9) нам нужно найти его дифференциальный ин-
вариант 1-го порядка из уравнения

wu + αwux + βwuy = 0.

Примером может служить факторизация уравнения Монжа–
Ампера [6]:

(
∂2w

∂x∂y

)2

− ∂2w

∂x2

∂2w

∂y2
=

a2

(y + b)4
.
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Инвариантами допускаемого оператора являются функции

U = Ψ1

(
∂w

∂x
+

a

y + b
, x

∂w

∂x
+ (y + b)

∂w

∂y
− u +

ax

y + b

)
,

V = y, T =
∂w

∂x
,

где Ψ1(z1, z2) – произвольная функция. Исходное уравнение
может быть записано в инвариантах в виде линейного уравне-
ния в частных производных первого порядка

(V + b)2
∂U

∂V
+ a

∂U

∂T
= 0,

решение которого имеет вид

U = Φ1

(
T +

a

V + b

)
.

Таким образом, исходное уравнение Монжа–Ампера сводится
к уравнению в частных производных первого порядка:

Ψ
(

∂w

∂x
+

a

y + b
, x

∂w

∂x
+ (y + b)

∂w

∂y
− u +

ax

y + b

)
= 0,

где Ψ(z1, z2) – произвольная функция.
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ДЕСЯТЬ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ
КЛАССИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ — СЛЕДСТВИЕ
ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОГО СЕМЕЙСТВА
ДИВЕРГЕНТНЫХ СИММЕТРИЙ15

Рассматривается случай однопараметрического семейства (не обяза-
тельно группы) дивергентных симметрий лагранжевой системы. Показы-
вается, что этому случаю в отличие от теоремы Нётер и теоремы Бессель-
Хагена соответствует семейство первых интегралов, в котором может со-
держаться несколько независимых первых интегралов. Приводится при-
мер, когда однопараметрическое семейство порождает десять первых ин-
тегралов, соответствующих законам сохранения в консервативной замкну-
той системе полной механической энергии, вектора импульса, вектора мо-
мента импульса и вектора Галилея.

Для вычисления первого интеграла по теореме Эмми Нётер
[1, 2] или её обобщению теореме Бессель-Хагена [2, 3] требуется,
чтобы уравнения Лагранжа допускали однопараметрическую
группу вариационных или более общих дивергентных симмет-
рий (определения даны ниже). Изучается случай, когда урав-
нения Лагранжа допускают гладкое семейство (не обязательно
группу) дивергентных симметрий [2–4]. Возможный эффект:
по однопараметрическому семейству вычисляется несколько не-
зависимых первых интегралов. В приведённом примере — де-
сять. В основу настоящей работы легли статьи [5–9]. Далее

15Работа поддержана РФФИ, грант 07-01-00217.
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предполагается, что участвующие в построениях функции до-
статочно гладкие. Рассуждения, определения, утверждения —
локальны.

Семейство преобразований

_

t =
_

t (t, q, τ) ,
_
q i = _

q i (t, q, τ) , i = 1, n,
(1)

есть решение системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений

d
_

t

dτ
= ξ

(
_

t ,
_
q , τ

)
,

d
_
q i

dτ
= ηi

(
_

t ,
_
q , τ

)
, i = 1, n,

dR

dτ
= r

(
_

t ,
_
q , τ

)
,

(2)

при начальных условиях

_

t (0) = t,
_
q i (0) = qi, R (0) = 0. (3)

Определение 1. Отдельно взятое преобразование семей-
ства (1) называется преобразованием дивергентной симмет-
рии лагранжевой системы

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, (4)

определённой функцией Лагранжа L (t, q, q̇), если существует
такая функция R (t, q), что преобразование связано с функцией
Лагранжа соотношением

L

(
_

t ,
_
q ,

d
_
q

d
_

t

)
d

_

t

dt
+

dR

dt
= L

(
t, q,

dq

dt

)
. (5)
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Если в (5) R ≡ 0, преобразование называется вариационной
симметрией.

Замечание 1. Для проверки условия (5) требуется, во-
первых, убедиться, что после перехода к переменным t, qi при
некоторых функциях f(t, q), gi(t, q) справедливо соотношение

L

(
t, q,

dq

dt

)
− L

(
_

t ,
_
q ,

d
_
q

d
_

t

)
d

_

t

dt
= f(t, q) +

n∑

i=1

gi(t, q)q̇i,

во-вторых, для функций f(t, q), gi(t, q) тождественно выпол-
няются равенства

∂f(t, q)
∂qi

=
∂gi(t, q)

∂t
,

∂gj(t, q)
∂qi

=
∂gi(t, q)

∂qj
, i, j = 1, n.

Функция R (t, q) — решение вполне интегрируемой системы

∂R

∂t
= f(t, q),

∂R

∂qi
= gi(t, q), i = 1, n.

Теорема 1. Пусть преобразования (1) и лагранжева систе-
ма с функцией Лагранжа L (t, q, q̇) удовлетворяют условию (5)
дивергентной симметрии. Тогда у системы есть семейство пер-
вых интегралов

w (t, q, q̇, τ) =
n∑

i=1

piηi (t, q, τ)− ξ (t, q, τ) H + r (t, q, τ) , (6)

где ξ (t, q, τ), ηi (t, q, τ), r (t, q, τ) — функции из (2), pi и H — со-
ответствующие системе обобщенные импульсы и функция Га-
мильтона [4]:

pi =
∂L

∂q̇i
,

H (t, q, p) =
n∑

i=1

piq̇i − L (t, q, q̇) =
n∑

i=1

∂L

∂q̇i
q̇i − L (t, q, q̇).

(7)
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¤ Потребуются формулы (учтены перестановочность диф-
ференцирования по независимым переменным τ и t и уравне-
ния (2))

d

dτ

d
_

t

dt
=

d

dt

d
_

t

dτ
=

dξ
(

_

t ,
_
q , τ

)

dt
=

dξ
(

_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t

d
_

t

dt
, (8)

d

dτ

dR

dt
=

d

dt

dR

dτ
=

dr
(

_

t ,
_
q , τ

)

dt
=

dr
(

_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t

d
_

t

dt
, (9)

d

dτ

d
_
q i

d
_

t
=

d

dτ

d
_
q i

dt

d
_

t

dt

=

(
d

dτ

d
_
q i

dt

)
d

_

t

dt
− d

_
q i

dt

(
d

dτ

d
_

t

dt

)

(
d

_

t

dt

)2 =

=

(
d

dt

d
_
q i

dτ

)
d

_

t

dt
− d

_
q i

dt

(
d

dt

d
_

t

dτ

)

(
d

_

t

dt

)2 =

=

dηi

(
_

t ,
_
q , τ

)

dt

d
_

t

dt
− d

_
q i

dt

dξ
(

_

t ,
_
q , τ

)

dt(
d

_

t

dt

)2 =

=
dηi

(
_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t
− d

_
q i

d
_

t

dξ
(

_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t
.

(10)

Потребуется также формула [4]

∂L

∂t
= −∂H

∂t
= −dH

dt
. (11)
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Продифференцируем условие (5) по τ (учтены уравнения
(2), (4) и формулы (8) — (11)):

{
∂L

∂
_

t
ξ
(

_

t ,
_
q , τ

)
+

n∑

i=1

∂L

∂
_
q i

ηi

(
_

t ,
_
q , τ

)
+

+
n∑

i=1

∂L

∂
_̇
q i


dηi

(
_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t
− _̇

q i

dξ
(

_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t








d
_

t

dt
+

+L
dξ

(
_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t

d
_

t

dt
+

dr(t̂, q̂, τ)
dt̂

dt̂

dt
=

=

{
∂L

∂
_

t
ξ
(

_

t ,
_
q , τ

)
+

n∑

i=1

d

dt̂

∂L

∂
_̇
q i

ηi

(
_

t ,
_
q , τ

)
+

+
n∑

i=1

∂L

∂
_̇
q i


dηi

(
_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t
− _̇

q i

dξ
(

_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t








d
_

t

dt
+

+L
dξ

(
_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t

d
_

t

dt
+

dr(t̂, q̂, τ)
dt̂

dt̂

dt

(8)
=

=

{
−dH

d
_

t
ξ
(

_

t ,
_
q , τ

)
+

d

d
_

t

n∑

i=1

∂L

∂
_̇
q i

ηi

(
_

t ,
_
q , τ

)
−

−
n∑

i=1

(
∂L

∂
_̇
q i

_̇
q i − L

)
dξ

(
_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t
+

dr(t̂, q̂, τ)
dt̂





d
_

t

dt

(9)
=

=

{
−dH

d
_

t
ξ
(

_

t ,
_
q , τ

)
+

d

d
_

t

n∑

i=1

_
p iηi

(
_

t ,
_
q , τ

)
−

−H
dξ

(
_

t ,
_
q , τ

)

d
_

t
+

dr(t̂, q̂, τ)
dt̂





d
_

t

dt
=

=
d

d
_

t

{
n∑

i=1

_
p iηi

(
_

t ,
_
q , τ

)
− ξ

(
_

t ,
_
q , τ

)
H + r(t̂, q̂, τ)

}
d

_

t

dt
= 0.
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Как следует из (3), при малых значениях τ выполняется
d

_

t /dt 6= 0, поэтому на решениях лагранжевой системы, соот-
ветствующей функции Лагранжа L

(
_

t ,
_
q ,

_̇
q
)
, сохраняется фор-

мула, находящаяся в фигурных скобках последнего выраже-
ния, что доказывает наличие первого интеграла (6) для лагран-
жевой системы с функцией Лагранжа L (t, q, q̇). ¥

Замечание 2. Совокупность симметрий, которая не явля-
ется группой, рассматривалась ранее (например, в [10, с. 81;
11, с. 106]), но для построения первого интеграла привлека-
лась только инфинитезималь — правые части системы (2) при
τ = 0, — не приводящая к семейству (6) первых интегралов.

Пример 1.Положение материальных точек замкнутой кон-
сервативной системы задаётся в ортогональной декартовой си-
стеме координат

ri = xii + yij + zik.

Потенциальная энергия Π (rik) зависит только от расстояний
rik между точками:

r2
ik = (xi − xk)

2 + (yi − yk)
2 + (zi − zk)

2 .

Функция Лагранжа:

L = T −Π =
1
2

N∑

i=1

mi

(
ẋ2

i + ẏ2
i + ż2

i

)−Π (rik). (12)

Обобщённые импульсы:

px
i = miẋi, py

i = miẏi, pz
i = miżi. (13)

Функция Гамильтона:

H = T + Π =
1
2

N∑

i=1

mi

(
ẋ2

i + ẏ2
i + ż2

i

)
+ Π (rik). (14)
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Для введённой в примере материальной системы известна деся-
типараметрическая группа симметрий [12] — группа Галилея:

_

t = t + τ1,
_
xi = xi + τ2,

_
y i = yi + τ3,

_
z i = zi + τ4;

_

t = t,
_
xi = xi,

_
y i = yi cos τ5 − zi sin τ5,

_
z i = yi sin τ5 + zi cos τ5;

_

t = t,
_
xi = xi cos τ6 − zi sin τ6,

_
y i = yi,

_
z i = xi sin τ6 + zi cos τ6;

_

t = t,
_
xi = xi cos τ7 − yi sin τ7,
_
y i = xi sin τ7 + yi cos τ7,

_
z i = zi;

_

t = t,
_
xi = xi + tτ8,

_
y i = yi + tτ9,

_
z i = zi + tτ10.

Специализация параметров τ1 = τ3, τ2 = 0, τ3 = 0, τ4 = 0,
τ5 = τ , τ6 =

π

2
τ , τ7 = 0, τ8 = 0, τ9 = 0, τ10 = τ4 и суперпозиция

в следующей последовательности: τ5, τ6, τ10, τ1 — приводит к
однопараметрическому семейству (1) преобразований

_

t = t− τ3,
_
xi = xi cos

π

2
τ − (yi sin τ + zi cos τ) sin

π

2
τ,

_
y i = yi cos τ − zi sin τ,
_
z i = xi sin

π

2
τ + (yi sin τ + zi cos τ) cos

π

2
τ + tτ4.

(15)

Условие (5) дивергентной симметрии удовлетворяется при (см.
замечание 1)

R = −
N∑

i=1
mi

{
xi sin

π

2
τ + (yi sin τ + zi cos τ) cos

π

2
τ
}

τ4−

−1
2 tτ8

N∑
i=1

mi.

Функции
_

t , _
xi,

_
y i,

_
z i, R есть решение системы дифференци-
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альных уравнений (2), (3):

dt̂

dτ
= ξ = −3τ2,

dx̂i

dτ
= ηx

i =
{(

_

t + τ3
)

τ4 − _
z i

} π

2
− _

y i sin
π

2
τ,

dŷi

dτ
= ηy

i = _
xi sin

π

2
τ − _

z i cos
π

2
τ+

+(
_

t + τ3 ) τ4 cos
π

2
τ,

dẑi

dτ
= ηz

i = _
xi

π

2
τ + _

y i cos
π

2
τ + 4

(
_

t + τ3
)

τ3,

dR

dτ
= r = −π

2
τ4

N∑

i=1

mi
_
xi − τ4

N∑

i=1

mi
_
y i cos

π

2
τ−

−4τ3
N∑

i=1
mi

_
z i

(16)

при начальных условиях (3). Отметим, что функции в правой
части системы (16) не выражаются в виде ϕi(τ, x) = fi(x)h(τ)
(h(τ) — скалярная функция), поэтому семейство (15) не есть
группа.

Первый интеграл (6) с учётом (13), (14), (16) равен

w (τ) = Kx cos
π

2
τ − π

2
Ky + Kz sin

π

2
τ+

+ Pxτ7 + Pyτ
7 cos

π

2
τ + 4Pzτ

6+

+ Gxτ4 + Gyτ
4 cos

π

2
τ + 4Gzτ

3 + 3Hτ2.

(17)

Введены обозначения для проекций кинетического моментаKO,
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импульса P, вектора Галилея G:

Kx =
N∑

i=1
mi (yiżi − ziẏi),

Ky =
N∑

i=1
mi (ziẋi − xiżi), Kz =

N∑
i=1

mi (xiẏi − yiẋi),

Px =
N∑

i=1
miẋi, Py =

N∑
i=1

miẏi, Pz =
N∑

i=1
miżi,

Gx = Pxt−mxc, Gy = Pyt−myc, Gz = Pzt−mzc.

(18)

Подстановка в (17) τ = ±1, ±2, ±3, ±4, ±5 приводит к ал-
гебраической системе из 10 уравнений и к выводу, что механи-
ческая система с функцией Лагранжа (12) обладает десятью
первыми интегралами: функцией Гамильтона (14) и функци-
ями (18). Отметим, что если путь в пространстве параметров
выбрать “не мудрствуя лукаво”: τ1 = τ , τ2 = 0, τ3 = 0, τ4 = 0,
τ5 = τ , τ6 = τ , τ7 = 0, τ8 = 0, τ9 = 0, τ10 = τ , то семейство
первых интегралов, аналогичное (16), содержало бы только че-
тыре функционально независимых первых интеграла: H, Kx,
Ky, Gz.
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