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Введение

В диссертации рассмотрен метод (методика1) изучения эволюционных

систем с распределенными параметрами с помощью точных решений, ко-

торые строятся новыми способами.

Общее понятие абстрактной системы сформировальсь в конце двадца-

того века. Оно обладает большой общностью и дать его строгое определе-

ние достаточно сложно. Существует цикл работ В.Н. Афанасьева,

В.Б. Колмановского, Ф.Л.Черноусько, В.Р. Носова, А.А.Меликяна, А.С.Братуся

и других (см. ниже и [5], [24], [28], [160], [161]) по изучению различных эво-

люционных систем в различных областях науки и техники.

Цитирую [5]: "на описательном уровне под саморазвивающейся эво-

люционной системой можно понимать техническую, физическую, биологи-

ческую, экологическую и любую иную систему, для которой характерны

изменения, протекающие в ней с течением времени. Математически эво-

люционные системы могут описываться различными способами. Укажем

наиболее часто встречающиеся классы эволюционных систем и способы их

описания:

-непрерывные системы, описываемые системами обыкновенных

дифференциальных уравнений (ОДУ);

-дискретные системы, описываемые конечно-разностными

уравнениями;

-системы с распределенными параметрами, описываемые

эволюционными квазилинейными дифференциальными уравне-

ниями с частными производными, параболического, гиперболи-

ческого типа;

-системы с последействием, для описания которых
1термин "методика"применяется в значении "совокупность методов практического выполнения..."
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используются функционально-дифференциальные уравнения.

Такие системы возникают тогда, когда протекание процесса определя-

ется не только состоянием системы в данный момент, но также и преди-

сторией процесса, [5], [28];

-стохастические системы. Стохастической системой может быть

любая из вышеназванных систем, для описания которой используются ве-

роятностные понятия и методы."

В этом описании выделены жирным шрифтом системы, которые в той

или иной мере исследованы в данной работе. Ниже приведены некоторые

примеры таких систем.

В книге [151] А.Е.Семечкина приводит исчерпывающую библиографию и

прослеживает "...эволюцию системных исследований, начиная от мировоз-

зренческих и методологических подходов ученых-представителей различ-

ных школ, до информационного обеспечения процедур системного анали-

за". В этой книге указнана роль и место нелинейных математических мо-

делей в этой науке.

"Развитие общей теории систем и, в частности, систем управления объ-

ектами с распределенными параметрами привело к созданию структур-

ной теории...В основе этой теории лежит понятие распределенного блока

который соответствует определенному физическому процессу в сплошой

среде ..."(См. об этом подробнее в [34]) Системный анализ дает возмож-

ность"...анализировать и синтезировать взаимосвязанные распределенные

системы, в отдельных частях которых могут протекать процессы различ-

ной физической природы: тепловые, электрические, механические, магнит-

ные и многие другие". Отметим, что в [34] основное внимание уделено ли-

нейному случаю. Подобную идею в теории оптимального управления дви-
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жением развивал в своем докладе "Задачи динамики и управления для ги-

бридных систем"А.Б. Куржанский 5 июня 2007 года в Санкт-Петербурге

на международном когрессе "Нелинейный динамический анализ-2007".

В диссертации рассмотрены некоторые случаи нелинейныx систем. Все рас-

смотренные нелинейные системы объединяются наличием ряда общих черт

и общим взглядом на построение решений как традиционными точными и

асимптотическими методами, так и оригинальными методами, предложен-

ными автором. Эти новые методы базируются, на некотором интересном

свойстве дифференциальных уравнений с частными производными.

На его основе можно строить новые точные решения не традиционным

способом, как в двухмерном, так и многомерном случае. Эти результаты

опубликованы в [62],[64], обсуждались на конференциях и докладывались

на семинарах. (см. ниже.) Академик В.П.Маслов представил статью по

данной теме в редакцию журнала Доклады РАН. Однако, ее нет в списке

литературы согласно правилам ВАК.

В настоящее время общепризнанным является тот факт, что без

применения математических методов исследования и последующего

вычислительного эксперимента, практически невозможно провести исчер-

пывающее исследование и расчет сложного процесса. При этом сложные

модели расщепляются на более простые, как на физическом, так и на ма-

тематическом уровне.

Похожей точки зрения придерживаются и в [146]: "... модели многих задач

механики и физики, как правило, очень сложны и не поддаются детально-

му теоретическому исследованию. Однако ряд их важных свойств можно

понять, если разбить исходную задачу на более простые блоки или модули".

Модульный анализ задачи и предварительное изучение свойств отдельных
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модулей требует развития качественных и аналитических методов иссле-

дования задач системного анализа.

Такой подход дает ряд преимуществ: уменьшение затрат, металлоемко-

сти, времени анализа, что особенно важно при анализе крупногабаритных

объектов; возможность анализа критических режимов, которые в реально-

сти привели бы к разрушению объекта, к большим материальным потерям

и жертвам, экологической катастрофе и т.д.

Такой подход позволяет выполнять анализ объектов "на микро-, макро-

и метауровнях, различающихся степенью детализации рассмотрения про-

цессов протекающих в объекте. "

Все рассмотренные в диссертации модели эволюционных систем

являются нелинейными. И следовательно, в них проявляются характерные

свойства, присущие нелинейным моделям определенного типа. Эти свой-

ства выявлены в большом количестве исследований и суммированы, на-

пример, в [148], [118], [184]. Ниже цитируем эти работы.

Обсудим свойства, вытекающие из нелинейности модели эволюционной си-

стемы, и укажем их связь с диссертацией.

Первое следствие нелинейности [148] -

отсутствие принципа суперпозиции, свойственное линейным, од-

нородным задачам. "Это объясняет, большое множество возможных на-

правлений развития (эволюции) диссипативного процесса, а также опреде-

ляет возникновение в сплошной среде дискретных пространственно- вре-

менных масштабов. Они характеризуют свойство нелинейной среды неза-

висящее от внешнего воздействия. Процесс эволюции диссипативного про-

цесса приводит к самоорганизации". Первый шаг самоорганизации это по-

явление пространственных диссипативных структур.
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Здесь следует напомнить работы Г.Хакена, Р.Эшби, Х. фон Форстера, И.

Пригожина, и многих других работы которые описаны и проанализирова-

ны в [151]. Кроме того, следует упомянуть, в этой связи, работы Д.М.Гвишиани,

О.И.Ларичева,С.В.Емельянова, С.П.Капицы описанные в обзоре приведен-

ном в [151]. Работы С.П. Курдюмова, Г.Г.Малинецкого [107], [110] имеют

конкретные точки соприкосновения с диссертацией в Главе 5,6. Исследо-

вания проведенные в этих главах дополняют эти работы. См.также по во-

просу о самоорганизации структур [116], [118].

Изучение эволюционных систем связанных с полулинейными параболиче-

скими

уравнениями является актуальной проблемой. Задача о химических часах

рассмотренная И.Пригожиным описывается такой системой [151]. Важной

задачей является моделирование эволюции решений, выход на автомодель-

ное решение и выход на стационарное решение. (В том случае, когда ста-

ционарное решение существует.) Широко известна задача о распростране-

нии решения, которое описывает волны в среде с медленно меняющимися

свойствами. В многомерной ситуации математические модели, связанные

с уравнениями Фитц-Хью-Нагумо-Семенова и их обобщениями описывают

эволюцию автоволн и спиральных волн [ 81], [ 82], [109], [202].

Следующий этап изучения таких систем связан с поиском возможно-

сти управления ими [ 29].

Свойства решений некоторых задач для полулинейных уравнений и систем

обсуждалось в перечисленных работах следующих авторов: В.С.Бермана

[18], [19], Ю.П.Гупало , А.Д.Полянина [ 80], Я.Б.Зельдовича, Г.И.Баренблатта,

В.В.Либрович, Г.М.Махвиладзе [93]–[95], А.Н.Колмогорова, И.Г.Петровского,

Н.С.Пискунова [105], C.Лефшец [113], А.В.Лыкова, Б.М.Берковского [115],
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Дж.Марри [116] , В.П.Маслова, В.Г.Данилова, К.А.Волосова [118], [184],

[53], Э.Скотта [149],

Э.И.Андрианкина [1]-[2], C.Н.Аристова [4], В.Г.Данилова , П.Ю.Субычева

[86], [88], В.Г.Данилова, В.А.Лукашева [81], [82].

В сборнике [150] проведен обзор работ не только по интегрируемым

уравнениям связанным с обратной задаче рассеяния, но и по работам свя-

занным с полулинейными уравнениями. В перечисленных работах приве-

дено большое количество других работ, прямо или косвенно касающихся

обсуждаемых вопросов. Нет никакой возможности привести все ссылки.

Следует отметить важные работы R. Hirota в [150] , A.C. Newell [199], J.

Murray [198], T. Kawahara, M. Tanaka [194], B.F.Knerr [196], а также ра-

боты M.Ablowits, A. Zeppetella, J.Weiss, M. Tabor, F. Gareillo, R.Y.Field,

подробные ссылки на которые приведены в [59], [200], [176] .

Большое количество точных решений полулинейных уравнений

приведены в справочниках. См. В.Ф.Зайцева, А.Д. Полянина, А.В. Вязь-

мина, А.И. Журова, Д.А. Казенина [98], [99], [135], [136], [201]. В эти спра-

вочники включены и результаты автора.

В диссертации в параграфе 1.7 главы 1 предложен новый метод по-

строения точных решений полулинейных уравнений в параметрической

форме в трехмерном случае. Произвольный, не фиксированные, дважды

непрерывно дифференцируемые замены переменных исследователи- клас-

сики делали и ранее,смотри, например, широко известные учебники по

уравнениям математической физики В.С.Владимирова, А.Н.Тихонов, А.А.Самарский,

а также см. С.К. Годунов [79], Н.М.Беляев [13]. Целью исследования в этих

работах, обычно, была классификация линейных уравнений с частными

производными и приведение их к стандартному виду. В диссертации разви-

вается и обобщается классический подход, использующий замену перемен-
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ных, с целью построения точных решений квазилинейных и нелинейных

уравнений с частными производными. Мы откажемся от исходного скаляр-

ного уравнения второго порядка с частными производными и переходим к

системе уравнений первого порядка с частными производными на некото-

рую вектор −− функцию, которая содержит в качестве своих компонент

как искомое решение, его производные, так и координатные функции за-

мены переменных. Анализ условий разрешимости этой системы приводит

к обнаружению неизвестных ранее тождеств. Если появляется необходи-

мость получить более конкретный вид решения, надо конкретизировать

функциональный произвол содержащийся в условии разрешимости. Это

дает новые возможности изучения эволюционных систем и возможность

построения новых точных решений в параметрической форме.

В книге [137] А.Д. Полянина,В.Ф.Зайцева, А.И.Журова на с.10 дано описа-

ние понятия "точное решение нелинейных уравнений математической фи-

зики". Решения построенные в главе 1-4 диссертации попадают в третий

пункт этой классификации, а именно описываются, системами ОДУ, а в

общей ситуации, системой уравнений первого порядка с частными произ-

водными. Решения построенные в главе 5 попадают в пункт 8 классифика-

ции методов приведенных в книге [137] А.Д. Полянина,В.Ф.Зайцева, А.И.

Журова на с.10, а именно для их построения использовался тест Пенлеве.

Теперь рассмотрим модели, связанные с диссипативными структура-

ми. Диссипативные структуры, введенные И. Пригожиным, являются ос-

новными объектами молодой, бурно развивающейся области науки-синергетики,

тесно связанной с системным анализом и "самоорганизацией".

Подробная библиография по этому разделу приведена в Дж. Марри,

В.Г. Данилов, В.П.Маслов [116]-[118], [184], А.А.Самарский, В.А.Галактионов,

С.П.Курдюмов, А.И.Михайлов [148], Э.Скотт [149], сборник переводов
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Б.А.Дубровина, И.М.Кричевера, под редакцией С.П.Новикова [150], Д.Теркот,

Дж.Шуберт [154], V.Krinsky [202].

Речь идет о некоторых определенным образом строго локализованных

или почти локализованных ( эффективная локализация) в пространстве

решениях модельных нелинейных задач, эволюционирующих во времени и

пространстве. Исследования показывают, что нелинейности изменяют не

только количественные характеристики процессов, но и качественную кар-

тину их протекания. Нелинейности значительно усложняют теорию, так

как анализ соответствующих математических моделей требует принципи-

ально новых методов исследования, тесно связанных с теорией нелинейных

уравнений в частных производных.

Наиболее общим свойством локализованных структур, которые присут-

ствуют всюду в макромире, является наличие границы. При этом среди

многообразия структур можно выделить как структуры с резко обозна-

ченной границей, так и структуры границы которых размыты. (напри-

мер, см. Рис. 1)

Примером пространственных дисспативных распределений и структур в

биологии развития являются автоволны. См. вышеприведенные ссылки.

Один пример локализованной структуры в макромире с ограниченным но-

сителем, который является односвязным множеством, с резкой границей

является рассмотрен во введении в [118].

Уравнение, изученное в [118] имеет вид

∂u

∂t
− ε2div (u grad u)− u(a(t)− b(t)u) = 0, (0.1)

является вырождающимся квазилинейным параболическим

уравнением в многомерном случае.
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Коэффициент диффузии здесь пропорционален безразмерной концен-

трации u(x, t, ε), которая является непрерывной функцией. Здесь имеет

место естественный малый параметр ε < 1.

a(t), b(t)-заданные функции времени, описывающие распределение ре-

сурсов,

поддерживающих жизнедеятельность популяции и закономерность рож-

дения и гибели.

Подобными уравнениями моделируется эволюция и других биологиче-

ских объектов.

С математической точки зрения, это уравнение имеет локализованные

решения, тождественно равные нулю вне некоторой односвязной области

при любом значении малого параметра ε.

Другим примером может служить процесс горения. В случае двух ре-

агирующих газов процесс описан в [94], [95].

На Рис.1 показано распределение температуры T и концентраций

реагирующих веществ (кривая 1- концентрация вещества A,

кривая 2- концентрация вещества - B ведущего центра). Так как хими-

ческие реакции горения протекают с выделением тепла, зона продуктов

реакции имеет максимальную температуру. Зона, в которой находятся ре-

агенты, имеет более низкую температуру, при которой вероятность проте-

кания химической реакции мала.

Процесс горения описывается известным уравнением Я.Б. Зельдовича.

Одно из наиболее известных модельных уравнений в безразмерных

переменных имеет вид

∂u

∂t
− ε2div (grad u)− γ2u2(1− u) = 0, (0.2)

Здесь u(x, t, ε)− безразмерная температура, γ- заданная непрерывная

функция, характеризующая неоднородность среды. ε - малый параметр,
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Рис. 1: Распределение температуры T и концентраций реагирующих ве-

ществ при горении. Кривая 1 показывает концентрацию вещества А. Кри-

вая 2 - концентрацию вещества В- ведущего центра.
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возникающий при переходе к безразмерным переменным, связан с крите-

риями подобия. Здесь коэффициент переноса постоянный.

С математической точки зрения в описываемой математической мо-

дели существует решение - функция, которая имеет область определения

x ∈ R1, t ∈ [0, T ] , а область изменения функции u ∈ [0, 1]. При этом, вне

зоны горения решение экспоненциально мало при ε 7→ 0, т.е. локализова-

но приближенно. Строгая локализация имеет место в пределе при ε 7→ 0.

Ширина фронта волны порядка ε . Такие уравнения, как указано выше,

являются полулинейными.

В трехмерном случае имеется небольшое количество, в основном обладаю-

щих разным видом симметрий, решений. При произвольных непрерывных

начальных данных задачи Коши принято проводить численные исследо-

вания. При этом строится неявная разностная схема в довольно большой,

прямоугольной области на регулярной сетке. (Мы описываем простейший

вариант.) Затем используется, например, метод переменных направлений.

(Cм. [142], [146].) Трудоемкость такого исследования и затраты различных

ресурсов весьма значительны.

В трехмерном случае в параграфах 1.7 Главы 1, в Главах 2-4 диссерта-

ции предлагается восстанавливать решение численным методом, при этом

появляются ощутимые преимущества, более подробно описанные в тексте

работы.

Такое свойство решения, как локализация хорошо изучено для квазили-

нейных параболических уравнений и появилось в работах Г.И.Баренблатта

[14]-[17], Я.Б. Зельдовича, А.С.Компанееца [92]-[94], Л.Д. Ландау, Е.М.Лифшица

[111]. Это свойство изучалось далее в поздних работах С.Н.Антонцева [3],

А.А.Самарского, В.А.Галактионова, С.П.Курдюмова, С.А.Посашкова,
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Н.В.Змитриенко [12, 34, 35, 72-74, 96, 143-148]. См. также работы следу-

ющих авторов: И.С. Граника, Л.К. Мартинсона, К.Б.Павлова [77], [124]-

[127], [133], А.С. Романова [134], А.С. Калашникова [102], В.П. Коробей-

никова [107], О.А.Олейник [131], М.И. Вишика [21], [37], А.И.Вольперта,

С.И. Худякова [39], [40], П.П. Волосевича, Е.И. Леванова [41]- [43], B.H.

Gilding , R.O.Kershner [190,195], В.В. Пухначева [139], С.И.Похожаева [138],

Г.А.Рудных, Э.И.Семенова [140]. И работы А.С.Братусь [31]–[35],[180], В.П.Маслова

, В.Г. Данилова, К.А.Волосова [83]–[87], [117]–[121], [182]–[185], [44]–[58].

См. также работы: В.С. Белоносова, Т.И. Зеленяка [32], Б.М. Берковско-

го [175], Е.В.Толубинского [155], В.В.Бублика [178], B.F.Knerr [196], D.A.

Larson [197], Л.К.Эдванса [163],Г.Эккера [164], M.J. Ablowitz, A. Zeppetella

[166].

Свойство локализации используется в анализе эволюционных систем, ко-

торых касаются перечисленные работы. В этих системах протекают тепло-

вые, диффузионные, гидродинамические, электромагнитные и другие про-

цессы. При изучении этих явлений и процессов остаются вопросы, на ко-

торые впервые получены ответы в диссертации в Главе 6.

Для того, чтобы обсудить понятия строгой локализации и эффек-

тивной локализации решения и сравнить их, рассмотрим известную

первую краевую задачу для квазилинейного параболического уравнения

∂u

∂t
− ∂

∂x

(∣∣∣∣
∂uk

∂x

∣∣∣∣
n−1

∂uk

∂x

)
− γuq = 0,

kn > 1, q > 0, t ∈ [0, T ], γ(t) ∈ C2([0, T ]). (0.3)

Это уравнение описывает нелинейные процессы переноса в случае степен-

ной зависимости коэффициентов переноса [14] (Г.И. Баренблатт) от пере-

носимой величины u и ее градиента ∂u
∂x .

В частности, при n = 1, уравнение (0.3) можно рассматривать как
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уравнение нелинейной теплопроводности [72-74, 96, 143-148], а при k = 1

уравнение (0.3) можно рассматривать как уравнение переноса импульса в

неньютоновской, дилатантной жидкости [134] в изотермическом случае. В

общем случае [14] это уравнение турбулентной фильтрации. Обычно рас-

сматривают монотонные ∂uk

∂x ≥ 0 , неотрицательные локализованные

u ≥ 0 решения уравнения (0.3) с граничными условиями

u(0, t) = u1(t), t ∈ [0, T ], u1 ∈ C1([0, T ]), u(∞, t) = 0, (0.4)

и начальными условиями

u(x, 0) =





u0(x), x ∈ (x0, 0],

0, x ∈ (−∞, x0].
(0.5)

Здесь sup u0 < ∞. Кроме того, требуется выполнение условия непре-

рывности и ограниченности потока
(∣∣∣∣

∂uk

∂x

∣∣∣∣
n−1

∂uk

∂x

)
|x=xf (t) = 0, xf(0) = x0 = const < 0, ,

t ∈ [0, T ], sup

(∣∣∣∣
∂uk

∂x

∣∣∣∣
n−1

∂uk

∂x

)
< ∞. (0.6)

Предполагается, что выполнено условие согласования u1(0) = u0(0).

Определения строгой локализации и эффективной локализа-

ции приведены в [148] и в первом параграфе Главы 6. Задача (0.3)-(0.6)

изучалось также в [51].

Следующим фундаментальным следствием нелинейности является

необходимость определения обобщенного решения.

При произвольных начальных и граничных условиях необходимо учи-

тывать, что решения обобщенные.
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Рассмотрим квазилинейное параболическое уравнение

∂u

∂t
− ∂

∂x

(
∂uk

∂x

)
+ F (u) = 0,

k > 1, u(x, t) ≥ 0, x ∈ R1, t ∈ [0, T ]. (0.7)

Следуя работам [102], [130], [131] О.А.Олейник, А.С.Калашникова, приве-

дем определение обобщенного решения уравнения (0.7), как неотрицатель-

ную непрерывную функцию u(x, t), удовлетворяющую условию Гёльдера

по переменным x, t, для которой в области

Ω = [x0, x1]
⊗

[t0, t1] ⊂ R2
+ выполняется тождество

∫ t1

t0

∫ x1

x0

(uϕt + ukϕxx − F (u)ϕ)dxdt−
∫ x1

x0

uϕdx|t1t0 −

−
∫ t1

t0

ukϕxdt|x1
x0

= 0, (0.8)

каковы бы ни были числа t0 < t1, x0 < x1 и пробная (основная, финитная)

функция ϕ(x, t), имеющая непрерывные производные функции ϕt, ϕx, ϕxx

и равная нулю при x = x0 и x = x1. См. также О.А.Ладыженская, В.А.Солонников,

Н.Н.Уральцева [112], С.Н.Антонцев [3],и [52]. В этих работах показано , что

разрывы производных решения u(x, t) уравнений (0.7) могут наблюдаться

только при выходе на нулевой невозмущенный фон, т.е. в точках, где u = 0

и уравнение вырождается. (Это линия слабого разрыва). В данной рабо-

те, при построении решений, в главе 6 приходится учитывать тот факт,

что решения имеют слабую особенность на линии слабого разрыва, а вне

ее обобщенное решение удовлетворяет дифференциальному уравнению в

обычном классическом смысле.

Параболические уравнения выводятся в предположении о мгновенной ре-

лаксации потока переносимой величины. Если это не так, то изучают мо-

дели связанные с
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гиперболическими квазилинейными уравнениями [128 ]

∂u

∂t
+ µ

∂2u

∂t2
− ∂

∂x

(
P (u)

∂u

∂x

)
− F (u) = 0. (0.9)

Математические модели переноса связанные с квазилинейными гипербо-

лическими уравнениями объединяют в себе все полезные свойства :

а) Понятие локализации решения изменяется в определенном смысле (см.

Главу 6.).

б) Возмущения распространяются с конечной скоростью по ненулевому фо-

ну.

с) Решение имеет слабый разрыв, отделяющий область, в которой функ-

ция изменяется от невозмущенной области, в которой функция решения

постоянна.

d)Число возможных вариантов различных степенных особенностей на фрон-

те слабого разрыва, как показано в данной работе, равно четырем. Причем,

в двух случаях фронт слабого разрыва движется и в двух случаях непо-

движен.

В диссертации продолжено изучение локализованных решений квазили-

нейных гиперболических уравнений и приведены новые результаты в па-

раграфе 6.2-6.4 Главы 6.

Все выше описанные уравнения могут содержать естественный малый

параметр и переменные, медленно меняющиеся коэффициенты. Таким об-

разом, подводя итог сказанному, с математической точки зрения, рассмат-

риваемый класс задач характеризуется явлением локализации и конечной

скоростью распространения возмущения, т.е. носитель решения есть за-

мкнутое подмножество области, в которой решается задача, и меняется со
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временем таким образом, что его граница движется в пространстве с неко-

торой конечной скоростью. На границе носителя решение имеет слабый

разрыв, поэтому одновременно с задачей построения асимптотического ре-

шения в [53,54, 118] по малому параметру и по гладкости, возникает задача

о распространении особенности (слабого разрыва).

В работе [123] проведена классификация особенностей допускаемых

нелинейным гиперболическими уравнениями без вторых производных по

переменной x(без диффузии). Часть этих результатов приведена в [184].

В отличии от моделей связанных с линейными гиперболическими уравне-

ниями в которых может распространяться любая наперед заданная особен-

ность, и в моделях связанных с линейными параболическими уравнениями,

в которых любая особенность мгновенно сглаживается, в квазилинейных

параболических уравнениях существует, и притом конечное, число ти-

пов особенностей, которые могут распространяться по нулевому фону.

Эти особенности в общем положении имеют вид |nα
0 |, где n0− расстояние

вдоль нормали к фронту слабого разрыва (граница носителя), а показатель

α > 0 степени определяется конкуренцией различных процессов и отвеча-

ющих им нелинейных слагаемых в уравнении.

При классификации типов особенностей решения на фронте слабого разры-

ва используются знания о ветвлении решений. Теория ветвлений решений

нелинейных уравнений рассмотрена М.М.Вайнбергом, В.А.Треногиным в

[36], см. также [156].

Классификация особенностей

квазилинейных параболических уравнений проведена в работах D.G. Aranson

[167]–[169], Л.Д.Покровского, С.Н.Тараненко [153]. Однако в этих работах
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не рассматриваются так называемые "резонансы". В диссертации (см.[54] с

участием автора) доказано, что асимптотические ряды по гладкости содер-

жат не только степенные функции, но и логарифмические функции и рас-

смотрены "резонансы"в решениях квазилинейных параболических уравне-

ниях. В [87], [184] приведена полная классификация особенностей квазили-

нейных параболических уравнений и вычислены асимптотические решения

в окрестности фронта слабого разрыва.

В диссертации описанные выше идеи применяются к квазилинейным

гиперболическим уравнениям.

В диссертации автором впервые проведена полная классификация осо-

бенностей квазилинейных гиперболических уравнений с вторыми произ-

водными по пространству и вычислены асимптотические решения в окрест-

ности фронта слабого разрыва (см.[118]).

Используя подход [54] можно показать, что в моделях с квазилиней-

ными гиперболическими уравнениями не существует "резонансов".

Среди работ оптимального управления можно выделить задачи, в которых

решение стохастического уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана, с точки

зрения нелинейных уравнений в частных производных, локализовано.

См. работы: Ф.Л. Черноусько, В.Б.Комановского [159]–[161], А.С. Братусь,

Ф.Л.Черноусько [24], М.Б.Бородовского, А.С. Братусь, Ф.Л.Черноусько [25]-

[30], [177], J.Bather, H. Chernjff [171], A.Bensoussan [172-174], а также Д.Е.

Охоцимского, В.А.Ресина, Н.Н. Ченцова [132], В.Н. Афанасьева, В.Б. Кол-

мановского, В.Р.Носова [5], и Д.М.Азимов [9].

Построенное в них уравнение Гамильтона-Якоби- Беллмана для функ-

ции математического ожидания функционала S(τ, x1, x2, q) является квази-

линейным уравнением и его следует рассматривать с некоторыми краевы-
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Рис. 2: Область локализации функции S(τ, x1, x2, q) ≥ 0 обозначена че-

рез − Dn
1 с границей γn и область, которая обозначена через Dn

2, в ней

функция S(τ, x1, x2, q) = 0

ми и начальными условиями. В детерминированном случае возникает боль-

шой круг проблем связанный с негладкими (обобщенными ) решениями

уравнения Гамильтона -Якоби, который обсуждался в работах Н.Н. Кра-

совского и его сотрудников в свердловской школе по теории оптимального

управления [103], А.И.Субботина [152] (где приведена подробная библио-

графия по этому вопросу), A.Bensousan, J.L.Lions [172-174], Ф.Л.Черноусько,

А.А.Меликяна [161].

Значительные разработки в этой области проведены В.П.Масловым,

М.В.Федорюком, [121], [106], В.М.Хаметовым [158].
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Функция S(τ, x1, x2, q) является непрерывной и отличной от нуля в области

Dn
1 в , и равна тождественно нулю в области Dn

2. Эти области разделяет

граница γn. Рис.2.

На этой линии, по нормали к ней и по касательной, функция непре-

рывна, при этом существуют и ограничены первые и вторые производные.

Это относится, например, к уравнению Гамильтона-Якоби-Беллмана,

которое возникает в задаче оптимального управления колебаниями

∂S

∂τ
− x2

∂S

∂x1
+ ω2x1

∂S

∂x2
− (n− 1)

( |S ′
x2
|

−nS ′
q

)n/(n−1)

S
′
q −

1

2
σ1

2(τ)
∂2S

∂x2
2 = 0, (0.10)

где S
′
q, S

′
x2

также обозначения производных.

Это стохастическое, квазилинейное параболическое уравнение с перемен-

ными коэффициентами.

Функция S = S(τ, x1, x2, q) четырех переменных.

В данной работе в Главе 2 рассматривается вариант задачи для этого урав-

нения, и построено его точное решение в явной и параметрической форме

методикой предложенной в главе 1.

Групповые свойства уравнений, обсуждаемых в работе, исследовались

Н.Х.Ибрагимовым с сотрудниками в [10], [11], [193], В.А.Дороднициным в

[89]–[91], Е.М.Воробьевым [65]–[71], [203], [204].

В диссертации групповые свойства исследованы в главе 2 для уравнения

Гамильтона-Якоби-Беллмана в задаче управления колебаниями математи-

ческого маятника и движением тела переменной массы.
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В работе С.М. Авдошина, В.В.Белова , В.П.Маслова, А.М.Чеботарева [170],

которую автор редактировал совместно с В.П.Масловым, рассматривалось

уравнение Беллмана. Введение специальных операций в алгебре на коль-

цах дают возможность перейти здесь к линейному уравнению. Эта работа

являлась для автора отправной точкой и привела к результатам Главы 2.

Полученное в данной работе решение стохастической задачи опти-

мального управления колебаниями маятника, находящегося под действием

гауссовских возмущений. Эта задача является очень важной для приложе-

ний по следующим причинам:

Во первых, надо иметь в виду широкое распространение и применение

маятников в различных областях науки и техники;

Во вторых, в диссертации построено точное новое решение в стохасти-

ческом случае связано с решениями задачи Коши для линейного парабо-

лического уравнения с произвольными начальными данными;

В третьих, каждый случай, когда удается построить точное решение,

связанное с решениями линейного параболического уравнения важен для

теории. В теории уравнения Бюргерса известно, например, преобразование

Коула-Хопфа;

В четвертых, в задаче построен синтез оптимального управления не

только в детерминированном, но и в стохастическом случае.

К данной задаче применена методика главы 1. Таким образом пока-

зано, что методика, разработанная в диссертации может быть полезна при

анализе и решении многомерных задач.

Таким образом Главы 1-4 объединены единым подходом к ряду задач.

Асимптотические методы и различные подходы к построению решения об-

суждаются в работах Н.Н.Боголюбова, Ю.А.Митропольского [20], М.В. Ка-

расева , В.П.Маслова [100], Н.Н.Моисеева [129], В.М.Хаметова [158], В.Г.Данилова
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[81]–[82], В.Г.Данилова, В.П. Маслова [83]–[87], В.И.Арнольда, В.В. Козло-

ва А.И. Нейштадта [6]–[8].

В диссертации асимптотические решения используются в Главе 6.

В конце 20 века появилась программа символьных преобразований "Мате-

матика".

Интегрированные системы символьной математики ( компьютерной

алгебры) - новое направление в развитии программного обеспечения, су-

щественно расширяющее области применения компьютера. Число публи-

каций по этой тематике значительно возрастает. Обширная библиография

и история вопроса приведена в [70], [91]. Сегодня без этих систем не могут

обходиться ни математики- аналитики, ни ученые- теоретики, которые за-

нимаются высоко интеллектуальной деятельностью связанной с решением

особо сложных математических и научно-технических задач. Их роль в об-

разовании описана, например, в указанных выше работах. Дело в том, что

система "Математика ", является еще и языком программирования высо-

кого уровня. В целом, все положительные свойства этой системы позво-

ляют исследователю делать предположения, в символьном виде, об анзаце

(заготовке) решений уравнений с частными производными, анализировать

уравнения объемом информации 5-100 Мегабайт, проводить различные (не

только классические ) преобразования и т. д. Именно такой подход позво-

лил найти новые скрытые свойства уравнений с частными производными в

данной работе. Этот подход имеет огромные перспективы для аналитиче-

ского исследования различных задач. При решении задач, представленных

в диссертации мы сталкиваемся с одной из серьезных проблем символьной

математики, а именно разбуханием результатов аналитических преобразо-

ваний.
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Это никаким образом не является недостатком компьютерной матема-

тики. Просто так нарастает сложность решения данной математической за-

дачи в соответствии с канонами абстрактной математики. В [91] (см. стр.29

) более подробно обсуждаются причины, которые могут приводить к таким

эффектам. Научные сотрудники и математики- рецензенты настолько при-

выкли к упрощенным результатам, что громоздкие решения, получаемые

с помощью символьной математики, способные их раздражать. Однако,

полученные новые результаты в данной диссертации, возможно помогут

преодолеть психологические проблемы, и будут содействовать применению

символьной математики на практике. Основная роль при этом все равно

остается за человеком-математиком, с его фантазией, интуицией и слож-

ными ассоциациями.

В данной работе использовалась версия "Математика 4.0.1"лицензия

номер L2967-7796.

Цель работы.

Целью диссертации является формирование комплексного, систематиче-

ского подхода к изучению нелинейных эволюционных систем с распреде-

ленными параметрами, возникающих в различных областях науки и тех-

ники. Предложено обоснование нового эффективного метода построения

точных решений в параметрической форме нелинейных и квазилинейных

уравнений с частными производными второго порядка. С помощью это-

го метода можно изучать эволюционные системы путем построения новых

точных решений в параметрической форме в многомерном случае. Одна

из целей диссертации – распространение нового метода на эволюционные

системы связанные с самоорганизацией, распространением пространствен-
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ных волн, а также описанием диссипативных структур. В комбинации с из-

вестными асимптотическими и численными методами построенные точные

решения уравнений с частными производными оказываются полезными в

многомерном случае.

Конкретно ставились следующие цели:

1)Построить точные решения для нелинейных эволюционных систем,

описываемых квазилинейными параболическими уравнениями с помощью

конструктивной замены независимых переменных в двухмерном и много-

мерном случаях. Распространить предложенный метод на квазилинейные

параболические уравнение с коэффициентами, зависящими от независи-

мых переменных. Указать область применимости данного метода.

2)Построить точное решение задачи синтеза оптимального управления

движением тела постоянной массы с ограничениями. В частности, решить

задачу синтеза оптимального управления колебаниями маятника, находя-

щегося под воздействием гауссовских и пуассоновских возмущений, с тре-

нием и без него. Ставилась цель с помощью разработанного метода иссле-

довать и решить задачу построения точных решений квазилинейных па-

раболических уравнений с переменными коэффициентами–уравнения Га-

мильтона -Якоби -Беллмана и установить их связи с решениями линейных

параболических уравнений.

3) Построить точное решение задачи синтеза оптимального управле-

ния движением тела переменной массы с ограничением на ресурс управле-

ния в детерминированом случае.

4) Ставилась цель построить точное решение и исследовать свойства

для стационарного режима систем, описываемых эллиптическими уравне-

ниями, и показать возможность исследования широкого класса таких задач

с помощью предложенного метода.
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5) Ставилась цель распространить метод главы 1 на случай исследо-

вания нелинейных волн в нелинейных средах, которые описываются ква-

зилинейными невырождающимися гиперболическими уравнениями.

6) Изучить системы двух полулинейных уравнений и построить точные

решения в распространенных в приложениях случаях таких систем.

7) Изучить асимптотические решения по гладкости и указать все типы

особенностей на фронте слабого разрыва квазилинейных вырождающих-

ся гиперболических уравнений. Найти необходимое условие существова-

ния решения квазилинейного гиперболического уравнения, описывающего

распространение нелинейных волн в среде с медленно меняющимися свой-

ствами. Построить точные и асимптотические решения.

Методы исследований. В диссертации использованы элементы функ-

ционального анализа, теории дифференциальных уравнений с частными

производными, теория ОДУ уравнений, численные методы, асимптотиче-

ские методы, групповые методы построения точных решений, теория оп-

тимального управления и теория случайных процессов.

Научная новизна полученных результатов.

В диссертации получены следующие новые результаты:

1. Разработан новый метод построения точных решений дифференци-

альных уравнений с частными производными в параметрической форме,

основанная на предложенной автором конструктивной замене независимых

переменных. Задача построения решения исходного уравнения с частны-

ми производными второго порядка сводится к системе четырех уравнений

первого порядка с частными производными и установлены условия ее раз-

решимости.

2. В тех случаях, когда решение в параметрической форме не может

быть выражено через элементарные функции, предложен комбинирован-
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ный метод, объединяющий алгоритм п.1 с численными методами. Постро-

ены примеры решений уравнений Фитц–Хью–Нагумо–Семенова, Зельдови-

ча, уравнения близкого к уравнению Колмогорова–Петровского–Пискунова–

Фишера.

3. Построено семейство точных решений класса задач синтеза опти-

мального управления колебаниями маятника, находящегося под воздей-

ствием случайных возмущений.

4. С помощью предложенного метода установлена связь решений для

квазилинейного параболического уравнения с переменными коэффициен-

тами -Гамильтона-Якоби-Беллмана с решениями линейного параболиче-

ского уравнения.

5. Найдены точные решения для задачи синтеза оптимального управ-

ления движением тела переменной массы с ограничением на ресурс управ-

ления в детерминированом случае.

6. Построены новые классы точных решений систем двух полулиней-

ных параболических уравнений.

7. Проведена полная классификация особенностей, возможных в ква-

зилинейных вырождающихся гиперболических уравнениях. Найдены необ-

ходимые условия существования решения и построены асимптотические ре-

шения, в среде с медленно меняющимися свойствами для квазилинейных

вырождающихся гиперболических уравнений.

Обоснованность выводов диссертации.

Достоверность полученных результатов обеспечивается строгими до-

казательствами, приведенными в диссертации, а также публикациями в

ведущих рецензируемых журналах в России и за границей: в США, Вели-

кобритании, Германии.

Научная и практическая ценность работы.
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Предложен новый метод исследования эволюционных систем с распреде-

ленными параметрами. Полученные в работах автора и приведенные в дис-

сертации результаты использованы в справочниках [136] стр.233, стр.236,

263, в [137] , использованы в работах авторов [125], [127], [140] (и других, не

только приведенных в списке литературы). Более того, полученные в дис-

сертации результаты использованы в работах моих соавторов и в работах

их учеников, например, в работе аспирантки [162]. Точные решения, по-

строенные с помощью конструктивной замены переменных в рамках дан-

ного метода, могут быть использованы для получения новых свойств и

помогут исследовать важные аспекты качественной теории дифференци-

альных уравнений с частными производными.

Апробация работы.

Результаты диссертации неоднократно докладывались на научных семи-

нарах.

1)Семинар кафедры Прикладная математика 1, Московского государствен-

ного университета путей сообщений,

(руководитель д.ф-м.н, проф. А.С. Братусь). (Было сделано три до-

клада.)

2) Семинар кафедры Прикладная математика, Московского государствен-

ного института электроники и математики (технический университет.)

(руководитель лауреат госуд. премии России, д.ф-м.н, проф. М.В. Ка-

расев.) (Было сделано два доклада.)

3) Семинар Института Проблем механики РАН.

(руководитель академик Ф.Л. Черноусько). (Было сделано два докла-
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да.)

4) Семинар по математической физике Института Прикладной математики

им.Келдыша.

(руководители д.ф-м.н, проф.В.В. Веденяпин, д.ф-м.н, проф.В.А. До-

родницин, д.ф-м.н, проф. Г.Г. Малинецкий, секр. д.ф-м.н, проф.Ю.Н.Орлов.

) (Было сделано два доклада.)

5) Семинар кафедры "Кибернетики"Московского государственного инсти-

тута электроники и математики (технический университет).

(руководитель акад., д.ф-м.н., проф. В.Н. Афанасьев.)(Было сделано

два доклада.)

6) Семинар кафедры "Дифференциальные уравнения и математическая

физика"Московского университета "Дружбы народов"

(руководитель д.ф-м.н., проф. А.Л. Скубачевский. )

7) Семинар кафедры кафедры "Дифференциальные уравнения "в

МГУ им. Ломоносова

(руководитель д.ф-м.н., проф. В.В. Жиков. )

8) Семинар кафедры "Математическая физика"Самарского государствен-

ного университета

9) Семинар кафедры "Высшая математика "Московского технического

университета связи и информатики

(руководитель д.ф-м.н., проф. В.Г. Данилов. )

10) Семинар кафедры "Математического анализа "Российского государ-

ственного педагогического университета им. А.И.Герцена.
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Материалы диссертации докладывались на

международных конференциях:

1) Третья международная конференция . Средства математического

моделирования . Санкт-Петербург., июнь 2001.

2) XX Joint Session of Petrovskii Seminar and Moscow Mathematical Society,

Международная конференция посвященная 100-летию со дня рождения

И.Г.Петровского, 22 мая 2001.

3) Международная конференция посвященная 70-летию академика А.М.Ильина.

Асимптотики в дифференциальных уравнениях. Урал. Отделение РАН Баш-

кирский научный центр. Институт математики. Уфа. 2002.

4) Четвертая международная конференция. Средства математического мо-

делирования. Санкт-Петербург., июнь 2003.

5) Sovremennaya Matematika I Ee Prilozheniya, Contemporary Mathematics

and Its Applications, Suzdal, Conference -3,2003.

6) VIII Международный семинар "Устойчивость и колебания нелинейных

систем управления"Москва. ИПУ им. В. А. Трапезникова РАН, июнь 2004.,с.28.

7) 1V международная конференция "Идентификация систем и задачи управ-

ления"Москва, ИПУ им. В. А. Трапезникова, 25 янв.2005.

8) Научная конференция "Герценовские чтения -2006 "14-19 апреля, РГПУ

Санкт-Петербург. 2006,труды конференции.,РГПУ, с.35-40. Сделано два до-

клада по методике разработанной в главе 1 и по задаче оптимального

управления телом переменной массы- п.2.5 глава 2.
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9) IX Международный семинар "Устойчивость и колебания нелинейных

систем управления"Москва. ИПУ им В. А. Трапезникова РАН, 31-2 июня

2006.

10) Международная конференция посвященная 100 летию со дня рожде-

ния А.Н.Тихонова, "Тихонов и современная математика"МГУ, 19-24

июня 2006,изд.МГУ, с.133-134. Сделано два доклада по методике разрабо-

танной в главе 1 и по задаче оптимального управления телом переменной

массы- п.2.5 глава 2.

11) International conference of differential equations and dynamical systems.

10-15.07.2006, Суздаль, Институт математики Стеклова, Владимирский гос.

Университет,

МГУ им. Ломоносова, Владимирский государственный университе.Труды

конференции., изд ВГУ, С. 56-60.

12) IUTAM Symposium. 25-30. 08.2006 Институт математики Стеклова, Тру-

ды симпозиума., c.147-149.

13) Конференция "Дифференциальные уравнения и их приложения"г. Са-

мара,

Самарский государственный университет 29 января- 2 февраля 2007 г.

14) Научная конференция "Герценовские чтения -2007 "16-21 апреля, РГ-

ПУ, Санкт-Петербург. 2007, с.39-41.

15) XXII Joint Session of Petrovskii Seminar and MoscowMathematical Society,

Международная конференция И.Г.Петровского, 21-26 мая 2007. Организа-

торы предоставили возможность сделать доклад сверх программы 26 мая

2007 в ауд.1624, в 11 часов.
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16) Международный конгресс 2007. "Нелинейный динамический анализ

2007". Посвященный 150-летию со дня рождения академика А.М.Ляпунова,

4-8 июня 2007.

Публикации.

По теме диссертации опубликованы 17 научных работ, включая 13 научных

работ в центральных, рецензируемых научных журналах по списку ВАК,

а также результаты диссертации частично опубликованы в сборниках и в

двух монографиях на русском и английском языках. Всего. с учетом пуб-

ликаций тезисов докладов на конференциях 35 научных работ.

Структура и объем диссертации. Диссертация содержит введение, четы-

ре главы, приложение, заключение и список используемой литературы и

приложение. Работа состоит из 263 страницы, включая 20 рисунков, и спи-

сок литературы состоящий из 204 наименований, таблица 1. Приложение

составляет 13 страниц и содержит программы и тексты файлов "Матема-

тика 4.0".

В Главе 1 проведена разработка и обоснование нового метода исследова-

ния и построения решений квазилинейных уравнений с частными производ-

ными с коэффициентом переноса, зависящим от функции и переменными

коэффициентами в параметрическом виде. Приведены примеры.

В §1.1 рассматривается вырожденный одномерный случай, и описываются

предпосылки, которые привели к результату описанному в главе.

В §1.2 от скалярного уравнения переходим к системе дифференциальных

уравнений первого порядка с частными производными. Анализ этой систе-

мы открывает новые, не исследованные ранее, возможности для построе-
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ния решений в параметрическом виде или в явной форме. Необходимые и

достаточные условия разрешимости системы ОДУ- два равенства смешан-

ных производных- приводят к обнаружению нового тождества для уравне-

ний с частными производными. Оказываются, что вместо двух соотноше-

ний разрешимости имеет место одно соотношение на три функции. Доказа-

но, что условие разрешимости всегда недоопределено. Это ранее скрытое,

новое свойство уравнений с частными производными. Это свойство поз-

воляет строить решения уравнений с частными производными в парамет-

рической форме и предложить новый метод исследования эволюционных

систем с распределенными параметрами.

Вычислено, условие разрешимости– уравнение, которое является аналогом

условия "нулевой кривизны". Конкретный пример условия разрешимости

для квазилинейного параболического уравнения приведен в Приложении.

В §1.3 приведен пример решения Зельдовича, Компанейца, Баренблатта

для квазилинейного параболического уравнения. Показано, что формулы

работают и предположения сделанные в данной работе верны.

В §1.4 Построены новые семейства решений классических полулинейных

уравнений: Фитц-Хью-Нагумо-Семенова, Зельдовича.

В §1.5 построено точное решение в параметрической форме и проведе-

ны численные расчеты обратного преобразования для уравнения которое,

отличается от уравнения Колмогорова -Петровского Писунова-Фишера од-

ним слагаемым. Таким образом продемонстрирован гибридный метод ис-

следования таких задач.

В §1.6 приведен вывод и доказательство нового свойства для уравнений
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с частными производными, с переменными коэффициентами, зависящими

от неизвестной функции и независимых переменных, на примере квазили-

нейных параболических уравнений. Построены примеры.

В §1.7 построено новое семейство решений классических полулинейных

уравнений: Колмогорова-Петровского-Пискунова-Фишера, Фитц-Хью-Нагумо,

Зельдовича в трехмерном случае. Предложено гибридно, эффективно при-

менять численные методы, в комбинации с точными решениями в пара-

метрической форме в трехмерном случае. Приведено приложение к теории

автоволн.

В Главе 2 изучается самый сложный случай, из рассмотренных в диссертации,–

стохастические уравнения в частных производных с переменными коэффи-

циентами, связанный с уравнением Гамильтона-Якоби-Беллмана в задачах

оптимального управления. В модели четыре независимых переменные.

В п.2.1 приведена постановка задачи оптимальной коррекции движения

материальной точки, находящейся под воздействием гауссовского белого

шума. Пусть управляемое движение материальной точки описывается урав-

нениями

ẋ1 = x2, ẋ2 = −ω2x1 − 2αx2 + u(t, x1, x2) + σ(t)ξ(t),

x1(0) = x◦1, x2(0) = x◦2. (0.11)

Здесь введены обозначения t –время, 0 ≤ t ≤ T, x1, x2 , - фазо-

вые координаты, u –управляющая сила, ξ(t) – гауссовский белый шум

единичной интенсивности, σ(t)–ограниченная функция, представляющая

интенсивность возмущения, ω – собственная частота, α–коэффициент тре-

ния.

На величину управления u наложено следующее ограничение. Допу-
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стимым управлением u будем называть такое управление, что функция u

со значениями в R1 интегрируемая на отрезке [0, T ] для любых x1, x2 и

введена переменная

q =

∫ T

t

|u(t, x1, x2)|ndt < ∞ при x1, x2, t. (0.12)

Здесь n - вещественное положительное число.

Цель управления - минимизация одного из следующих функционалов

E{ϕ(x1(T ))}, E{ϕ(x2(T ))} (0.13)

Здесь E - знак математического ожидания, ϕ(x) –дифференцируемая,

четная неотрицательная функция своих аргументов, таких что

ϕ
′
(x) > 0, x > 0, ϕ(0) = 0.

Предполагается, что ϕ
′
(xi)

ϕ(xi)
, i = 1, 2 убывает по переменной xi при ее

возрастании.

Далее осуществляется понижение порядка системы (44),(45) методом

введения вспомогательной функции(с трением и без него). 2

В §2.1 приведен перечень функций (новой переменной) с помощью

которых можно понизить порядок системы, и следовательно, в этих пе-

речисленных случаях решения, построенные в диссертации, справедливы.

Приведем здесь только два случая.

В задаче минимизации функционалов
’
зависящих лишь от конечного

состояния фазовой переменной x1:E{ϕ(x1(T ))}, при наличии трения α 6= 0

2Этот метод применялся в работах Ф.Л.Черноусько, М.Б.Бородовского, А.С.Братуся [24],[26] Фор-

мулы (44),(45) с трением впервые доложены автором на конференции sicpro’05 25.01.2005.
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следует ввести следующую переменную

y(t) = (x2(t) + αx1) exp(−α(T − t)) sin(
√

k(T − t)) +
√

kx1(t) exp(−α(T − t)) cos(
√

k(T − t)),

y(T ) =
√

k x1(T ), k = ω2 − α2, ẏ(t) = f1(t)(u + σ(t)ξ(t))

f1(t) = exp(−α(T − t)) sin(
√

k(T − t)). (0.14)

В задаче минимизации функционалов, зависящих лишь от конечного

состояния фазовой переменной x2:E{ϕ(x2(T ))}, при наличии трения α 6= 0

следует ввести следующую новую переменную

y(t) = x2(t)
√

k exp(−α(T − t)) cos(
√

k(T − t))−
(ω2x1 + αx2) exp(−α(T − t)) sin(

√
k(T − t)),

y(T ) =
√

kx2(T ), k = ω2 − α2, ẏ(t) = f2(t)(u + σ(t)ξ(t))

f2(t) = (
√

k cos(
√

k(T − t))− α sin(
√

k(T − t))) exp(−α(T − t)).(0.15)

Обобщая представленные в §2.1 случаи, далее рассматриваются следующие

уравнение движения

ẏ = fi(t)(u + σ(t)ξ(t)), q̇ = −|u|n где i = 1, 2. (0.16)

где fi(t) – непрерыво дифференцируемая функция из (47),(48), на отрезке

0 ≤ t ≤ T . Далее их обозначаем через f(t).

В §2.2 в детерминированной постановке построено решение уравнения

Гамильтона-Якоби в задаче описанной в предыдущих параграфах. В па-

раграфе введена функция Беллмана и приведено уравнение Гамильтона-

Якоби-Беллмана.

В §2.3 рассмотрено уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана. Это квазили-

нейное параболическое уравнение с коэффициентом, зависящим от одной

независимой переменной (времени) возникающее в стохастическом случае.
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К этой задаче применен предложенный в диссертации ( в Главе 1)

метод анализа и построения решения в параметрической форме, и такое

решение построено. Таким образом показано, что предлагаемый в работе

метод анализа эволюционных систем является пригодной для анализа мно-

гомерных задач.

В §2.4 рассмотрена задача об управляемом движении тела постоянной

массы находящегося под воздействием гауссовских и пуассоновских слу-

чайных возмущений.

В §2.5 изучена задача оптимальной коррекции тела переменной массы с

интегральным ограничением на ресурс управления в детерминированном

случае, показана возможность предельного перехода на случай постоянной

массы, рассмотренный в §2.1 - §2.4 .

В Главе 3 рассматриваются квазилинейные эллиптические уравнения,

которые описывают предельные стационарные распределения, которые мо-

гут возникать при эволюции задач для параболических уравнений.

В §3.1 применен разработанный метод построения решений для

квазилинейных эллиптических уравнений с коэффициентом переноса, за-

висящим от функции. Выведены формулы условия разрешимости.

В §3.2 построены примеры решений в параметрическом виде для квазили-

нейных эллиптических уравнений. Построено точное решение уравнения с

кубической нелинейностью.

В Главе 4 в §4.1 применен разработанный метод построения решений

для эволюционных систем, связанных с квазилинейными гиперболически-

ми в параметрическом виде.



— 43 —

В §4.2 построены примеры решений для квазилинейных гиперболических

уравнений. Выведены формулы условия разрешимости.

В Главе 5изучаются системы полулинейных уравнений, такие как: система

Белоусова -Жаботинского, Куросава-Танаки.

В частности, исследуются полулинейные параболические уравнение и

системы, которые имеют, как непрерывно дважды дифференцируемые ре-

шения, так и решения имеющие особенность.(В отличии от решений по-

строенных в главе 1.)

В рассмотренных моделях две независимых переменных.

В §5.1 описывается структура решений полулинейных параболических

уравнений и тест Пенлеве.

В §5.2 изучается система двух полулинейных уравнений, известная как

система Белоусова-Жаботинского, найдено дисперсионное соотношение,

построены точные решения.

В §5.3 изучается система двух полулинейных уравнений, известная как

система Куросава-Танака. Поиск решений осуществляется с помощью те-

ста

Пенлеве. Построены точные решения систем полулинейных параболиче-

ских уравнений, изучена эволюция решений и выход их на стационарное

решение. Обнаружены эффекты взаимодействия непрерывно дифференци-

руемого решения с особенностью, анигиляции решений.

В §5.4 изучена возможность размножения решений для некоторых полу-

линейных параболических уравнениях, например, таких, как Фитц-Хью-

Нагумо-Семенова, при выполнении некоторого условия согласования.
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В §5.5 изучается система двух полулинейных уравнений Куросава-Танака.

Доказано, что возможно размножение решений в некоторых системах полу-

линейных параболических уравнений, при выполнении некоторого условия

согласования. Приведены примеры.

В Главе 6 изучаются решения квазилинейных вырождающимися гипер-

болических уравнений. Последние могут вырождаться при определенных

условиях. В рассмотренных математических моделях две независимых пе-

ременных.

В §6.1 проведена классификация особенностей квазилинейных гиперболи-

ческих уравнений и построение асимптотического решения по гладкости в

окрестности слабого разрыва. Для доказательства используется метод пря-

мых Ньютона.

В §6.2 построены асимптотические решения квазилинейного гиперболиче-

ского уравнения с переменными, медленно меняющимися коэффициента-

ми, зависящими от независимых переменных.

Рассмотрена модель распространения волн в среде с медленно меняю-

щимися свойствами по ненулевому фону.

В заключении сформулированы основные результаты диссертации.

В Приложение вынесены громоздкие формулы конкретного условия раз-

решимости и формулы к главе 5.
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1 Глава 1. Эволюционные системы

описываемые квазилинейными

параболическими уравнениями.

Параметрическая форма решения.

1.1 Введение. Анализ одномерного случая

Рассмотрим задачу построения точных решений со условиями свя-

занными с корнями алгебраического уравнения F (Z) = 0 для квазилиней-

ного параболического уравнения

Z
′
t − (K(Z)Z

′
x)

′
x + F (Z) = 0. (1.1)

В работах [117, 118, 53-55, 184] изучались асимптотические решения ква-

зилинейных параболических уравнений с малым параметром и медленно

меняющимися переменными коэффициентами. Известно, что изучение та-

ких асимптотических решений опирается на точные решения эталонных

уравнений. Эталонное уравнение является обыкновенным дифференциаль-

ным уравнением (ОДУ). Последние описывают поведение главного члена

асимптотического представления решения.

Предположим, что K(Z) ≥ 0 неотрицательная функция.

Отметим, что частные случаи уравнения (1.1) широко известны (см.

библиографию приведенную в Введении.) Справедлива теорема (приводим

ее по [184] с.19) о связи решений квазилинейных и полулинейных парабо-

лических уравнений. Рассмотрим решение уравнения (1.1) в виде простой

волны Z(x, t) = χ(τ)|τ=αx+bt. При такой замене задача становится одномер-

ной. Функция χ(τ) удовлетворяет ОДУ с постоянными коэффициентами

b
dχ

dτ
− α2 d

dτ
(K(χ)

dχ

dτ
) + F (χ) = 0, (1.2)
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Рассмотрим полулинейное параболическое уравнение для дважды непре-

рывно дифференцируемой функции u(δ, ξ)

u
′
δ − u

′′
ξξ + K(u)F (u) = 0. (1.3)

Рассмотрим решение этого уравнения в виде простой волны

u(δ, ξ) = Θ(ζ)|ζ=αξ+bδ .

Функция является решением ОДУ

b
dΘ

dζ
− α2d

2Θ

dζ2 + K(Θ)F (Θ) = 0. (1.4)

По решениям более простого уравнения (1.4) строятся решения урав-

нения (1.2) с помощью предложенного преобразования.

Предположим, что вещественные функции Θ(ζ), χ(ζ) определены на

R .

Теорема 1.1.1

Пусть существует - Θ(ζ) ∈ C2(R) решение уравнения (1.4). Пусть су-

ществует, хотя бы локально, обратная функция Θ−1 к функции Θ(ζ). Ре-

шение χ(τ) уравнения (1.2) связаны с решением уравнения (1.4)

преобразованием

K(Z)
dχ

dτ
=

dΘ

dζ
(Θ−1(χ)), (1.5)

Доказательство приведено в цитируемых работах.

Напомним, что решениями типа простых волн являются функции

аргумента

x+ct, c = const, в ряде работ их называют однофазными решениями.

После вычисления правой части (1.5) на конкретном реше-

нии оно превращается в ОДУ первого порядка. Ниже это про-

демонстрировано на конкретном примере см.(1.10). Исследовать
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уравнение первого порядка проще, чем (1.2). В приведенном ни-

же примере, оно интегрируется в квадратурах.

Указанное преобразование использовалось в [117, 118, 53-55] в про-

цессе доказательства различных утверждений, связанных с установлением

асимптотических формул для решения уравнений и установления струк-

туры слабого разрыва. В том случае, когда обратная функция существует,

но не выражается явно через элементарные функции выписывается асимп-

тотика.

Пример 1.1.1

В этом примере по решению (1.9) Θ(ζ) уравнения (1.4), строится реше-

ние (1.7)χ(τ) уравнения (1.2). По решению (1.10) уравнения (1.4), строится

решение (1.8) уравнения (1.2). При сравнении этих решений видно, что

в одном из случаев область определения функции χ(τ) уменьшается. В

данном примере обратная функция существует и вычисляется. Положим в

уравнении (1.1)

K(Z) = kZk−1, F (Z) = −(1− Z2)/2, k > 1. (1.6)

Здесь ограничимся случаем k = 2, другие значения k рассмотрены в

цитируемых выше работах.

Соответствующее уравнению (1.1) ОДУ (1.2) имеет

( в частности) два решения

χ(τ) =





H(−τ)
√

1− exp(τ/2), τ < 0,

H(τ)
√

1− exp(−τ/2), τ > 0.
(1.7)

где τ = αx, α = ±1, b = 0, τ 6= 0, а H(τ) - функция Хевисайда.
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χ(τ) = 1− exp(τ/2), τ = α x + b t, α = 1/
√

2, b = −3/2. (1.8)

Отметим, что в диссертации везде изучаются вещественные решения.

В точке τ = 0 функция доопределяется χ(0) = 0.

Согласно приведенной теореме эти два решения оказываются связан-

ными с двумя решениями ОДУ

Θ(ζ) =
1− exp(

√
2 ζ)

1 + exp(
√

2 ζ)
, ζ = α ξ, b = 0, α = ±1. (1.9)

Θ(ζ) =
1

1 + exp(ζ)
, ζ = α ξ + b δ, α = 1/

√
2, b = −3/2. (1.10)

Покажем более подробно как применяется преобразование (1.5) на примере

решения (1.10). Производная и обратная функция имеют вид

dΘ

dζ
=

− exp(ζ)

1 + exp(ζ)
, ζ = ln(

1−Θ

Θ
). (1.11)

Тогда (1.5) имеет вид 2dχ
dτ = χ− 1.

Проинтегрировать последнее ОДУ значительно проще, чем (1.2).

Проведем анализ этого преобразования. Введем обозначения

K(Z)
dχ

dτ
= Y (τ). (1.12)

Тогда уравнение (1.2) примет вид

bY (τ)− α2K(χ)
d

dτ
(Y (τ)) + K(χ)F (χ) = 0, (1.13)

Попытки связать решения квазилинейных параболических уравнений с ре-

шениями линейных и полулинейных уравнений предпринимались неодно-

кратно, например, H.P. Englar [189], В.В.Пухначеа [139], Н.М.Беляев [13] и
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для уравнения Бюргерса. В [117, 118, 53-55] было предложено преобразова-

ние (1.5), которое связывает решения типа простых волн квазилинейных и

полулинейных параболических уравнений. Это преобразование обобщается

в [62] на многомерный случай и приведено в следующем параграфе.

В работе автора [60] проведена первая попытка проанализировать фор-

мулы, которые возникают при замене переменных и дополнение уравнения

двумя соотношениями на производные (потоки, дифференциальные связи),

аналогично (1.12).

1.2 Построения решений в параметрической форме

квазилинейных параболических уравнений с ко-

эффициентом переноса, зависящим от неизвест-

ной функции.

В этом параграфе описывается новое, свойство уравнений с частными

производными, которое опубликовано в [62], [64], см. также [60].

Здесь развивается общая идея (см. например [122], [149], [150]) постро-

ения решений одного нелинейного уравнения, основываясь на решениях

другого уравнения. Связь уравнений с частными производными с груп-

повым подходом и дифференциальной геометрией можно найти в [6], [7],

[203], [204].

Приведенный ниже алгоритм работает в предположении, что все

используемые функции имеют необходимую гладкость.

В общей ситуации решения получаются в неявной форме, аналогичной

в некотором смысле квадратурной формуле для ОДУ первого порядка.

С другой стороны, существует аналогия с методом характеристик в

теории линейных дифференциальных уравнений.
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В различных частных случаях, когда система ОДУ интегрируется, (см.

примеры) возможно получить известные старые решения и классы новых

решений.

Мы излагаем предлагаемый метод на примере квазилинейного пара-

болического уравнения

Z
′
t − (K(Z)Z

′
x)

′

x + F (Z) = 0. (1.14)

Это уравнение входит в общий класс квазилинейных параболических урав-

нений описанный в [112].

Делаем произвольную замену переменных

Z(x, t)|x=x(ξ, δ),t=t(ξ, δ) = U(ξ, δ). (1.15)

Предположим, что якобиан замены переменных

detJ = x
′
ξt
′
δ − t

′
ξx

′
δ 6= 0 не равен нулю, где

J =




x
′
ξ t

′
ξ

x
′
δ t

′
δ


 .

Тогда существует обратное преобразование, хотя бы локально,

ξ = ξ(x, t), δ = δ(x, t). При этом

∂x

∂ξ
= detJ

∂δ

∂t
,

∂t

∂ξ
= −detJ

∂δ

∂x
,

∂x

∂δ
= −detJ

∂ξ

∂t
,

∂t

∂δ
= detJ

∂ξ

∂x
.

(1.16)



— 51 —

Введем обозначения 3

K(Z)
∂Z

∂x
|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = Y (ξ, δ),

K(Z)
∂Z

∂t
|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = T (ξ, δ). (1.17)

Введем также функции

Ψ1(ξ, δ)
def
= (K[−FKU

′
ξ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ) − (−TU

′
δY

′
ξ
2 − TT

′
δU

′
ξ
2

+

TU
′
δT

′
ξU

′
ξ−Y Y

′
δT

′
ξU

′
ξ+TY

′
δY

′
ξU

′
ξ+Y T

′
δU

′
ξY

′
ξ)])/P1(ξ, δ), (1.17a)

Ψ2(ξ, δ)
def
= K[−FKU

′
δ[U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ] − TT

′
ξU

′
δ
2

+ Y Y
′
δT

′
ξU

′
δ +

TT
′
δU

′
ξU

′
δ−Y T

′
δY

′
ξU

′
δ+TY

′
δY

′
ξU

′
δ−TY

′
δ
2
U
′
ξ]/P1(ξ, δ) (1.17b),

Ψ3(ξ, δ)
def
= K[−Y Y

′
ξ+FKU

′
ξ+TU

′
ξ][U

′
δY

′
ξ−Y

′
δU

′
ξ]]]/P1(ξ, δ), (1.17c)

Ψ4(ξ, δ)
def
= K[−Y Y

′
δ+FKU

′
δ+TU

′
δ][U

′
δY

′
ξ−Y

′
δU

′
ξ]/P1(ξ, δ). (1.17d)

Здесь обозначено

P1(ξ, δ)) = FK[(TY
′
ξ − T

′
ξY )U

′
δ + (Y T

′
δ − TY

′
δ)U

′
ξ] + TY [−U

′
δT

′
ξ +

U
′
ξT

′
δ]+Y 2[Y

′
δT

′
ξ−T

′
δY

′
ξ]+T 2[U

′
δY

′
ξ−Y

′
δU

′
ξ]. (1.17m)

Замечание 1.2.1 Здесь и ниже во всей диссертации мы не пишем ар-

гументы функций ξ, δ в формулах, только по соображениям их уменьшения

и возможности лучшего их прочтения.

Теорема 1.2.1

1)Пусть функция Z(x, t)решение уравнения (1.14). Пусть замена (x, t) →
(ξ, δ) невырождена, хотя бы локально. Пусть функции U(ξ, δ), Y (ξ, δ), T (ξ, δ)

заданы формулами (1.15),(1.17).
3Это в [137] называется дифференциальной связью. В конце главы 2 диссертации, в параграфе 1.7,

рассмотрен пример 8 из этой книги с.151 с использованием данного метода. Этот пример является

интересным частным случаем, в нем x = ξ, t = δ.
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Тогда определитель замены связан с этой тройкой функций соотноше-

нием

detJ = Ψ1Ψ4 −Ψ2Ψ3 и выполнено равенство
∂
∂δΨ3 − ∂

∂ξΨ4 = 0, (1.17e)

где функции Ψi, i = 3, 4 определены равенствами (1.17c), (1.17d).

2)Верно и обратное. Предположим, что комбинация функций

(Ψ1Ψ4 −Ψ2Ψ3) не обращается в нуль и бесконечность.

Пусть тройка функций U(ξ, δ), Y (ξ, δ), T (ξ, δ) удовлетворяет соотно-

шению (1.17e).

Тогда замена переменных ξ = ξ(x, t), δ = δ(x, t) определяется системой

∂( x, t)
∂( ξ, δ) =




Ψ1, Ψ2

Ψ3, Ψ4


 и задает решение уравнения (1.14) по формуле

Z(x, t) = U(ξ, δ)|ξ=ξ(x,t),δ=δ(x,t). (1.18a)

2

Доказательство.

Доказательство этой теоремы проводится в несколько этапов. Сначала

доказывается прямое утверждение, пункт 1).

Используя (1.16) из (1.17), получим выражения

K(U(ξ, δ))

(
∂U

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂U

∂δ

∂t

∂ξ

)
= Y (ξ, δ)[x

′
ξt
′
δ − t

′
ξx

′
δ],

K(U(ξ, δ))

(
−∂U

∂ξ

∂x

∂δ
+

∂U

∂δ

∂x

∂ξ

)
=

T (ξ, δ)[x
′
ξt
′
δ − t

′
ξx

′
δ]. (1.18)

Уравнение (1.14) принимает вид

T (ξ, δ)−K(U)

(
∂Y

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂Y

∂δ

∂t

∂ξ

)
/[x

′
ξt
′
δ − t

′
ξx

′
δ] +

K(U)F (U) = 0. (1.19)
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Соотношения (1.17) можно переписать в виде
∂Z(x,t)

∂x = Y (ξ, δ)/K(U)|ξ=ξ(x,t), δ=δ(x,t),
∂Z(x,t)

∂t = T (ξ, δ)/K(U)|ξ=ξ(x,t), δ=δ(x,t).

С необходимостью должно быть выполнено соотношение,
∂
∂tZ

′
x = ∂

∂xZ
′
t,

которое примет вид
∂
∂t

[
Y (ξ(x,t), δ(x,t))

K(U(ξ(x,t), δ(x,t))

]
= ∂

∂x

[
T (ξ(x,t), δ(x,t))

K(U(ξ(x,t), δ(x,t))

]
.

Это соотношение, с учетом (1.16),(1.17) можно записать в виде

−∂x

∂δ

∂

∂ξ

[
Y

K(U)

]
+

∂x

∂ξ

∂

∂δ

[
Y

K(U)

]
− ∂t

∂δ

∂

∂ξ

[
T

K(U)

]
+

∂t

∂ξ

∂

∂δ

[
T

K(U)

]
= 0.

(1.20)

Исследование условий разрешимости системы (1.18)-(1.20) проводится

в два этапа.

На первом этапе система (1.18)-(1.20) рассматривается, как нелиней-

ная алгебраическая система относительно производных x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ.

Теорема 1.2.2

Нелинейная алгебраическая система (1.18)-(1.20) относительно производ-

ных x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ разрешима и ее решение имеет вид

∂x

∂ξ
= Ψ1(ξ, δ),

(1.21)

∂x

∂δ
= Ψ2(ξ, δ), (1.22)

∂t

∂ξ
= Ψ3(ξ, δ), (1.23)

∂t

∂δ
= Ψ4(ξ, δ), (1.24)
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и кроме того

detJ =
K(U)2(Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ)

2

P1(ξ, δ)
, (1.25)

где P1 описывается формулой (1.17 m).

Доказательство теоремы 1.2.2. Нелинейная алгебраическая систе-

ма (1.18)-(1.20)относительно производных x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ содержит одно ли-

нейное уравнение (1.20). Элементарными преобразованиями приводятся к

линейным ещё два уравнения. Любую, одну из этого набора производную

можно выразить через три остальных и подставить в оставшееся уравнение.

Уравнение для неё оказывается линейным из которого она вычисляется.

2

Замечание 1.2.2 Система трех уравнений (1.18), (1.19) впервые исследо-

вана автором в [60]. Целью этого исследования была попытка обобщения

преобразования приведенного в параграфе 1.1.1. Система четырех уравне-

ний (1.18), (1.19),(1.20) впервые исследована автором в [62] и докладыва-

лась на семинарах и конференциях(См. список апробации работы во Вве-

дении [8]-[16]).

Замечание 1.2.3

В работе [62] и в трудах конференций (нумерация по списку конферен-

ций в Введении [8,10-12])использованы несколько иные обозначения. Для

сведения, приведем основные формулы функций Ψi, i = 1, 4 в этих обо-

значениях.
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Ψ1
def
=

∂x

∂ξ
= K[−Q1Q2TU

′
ξ + Q1FKTU

′
ξ
2
+ Q1T

2U
′
ξ
2
+ Q2

2TU
′
δ −

Q2FKTU
′
δU

′
ξ −Q2T

2U
′
δU

′
ξ −Q1T

′
ξU

′
ξY

2 +

Q2T
′
δU

′
ξY

2]/(Y P (ξ, δ)), (1.26)

Ψ2
def
=

∂x

∂δ
= K[−Q2

1TU
′
ξ + Q1Q2TU

′
δ + Q1FKTU

′
δU

′
ξ + Q1T

2U
′
δU

′
ξ −

Q2FKTU
′
δ
2 −Q2T

2U
′
δ
2 −Q1T

′
ξY

2U
′
δ +

Q2T
′
δY

2U
′
δ]/(Y P (ξ, δ)), (1.27)

Ψ3
def
=

∂t

∂ξ
= Q2K(U)[Q1U

′
ξ −Q2U

′
δ]/P (ξ, δ), (1.28)

Ψ4
def
=

∂t

∂δ
= Q1K(U)[Q1U

′
ξ −Q2U

′
δ]/P (ξ, δ). (1.29)

Здесь обозначено:

P (ξ, δ) = Q1FKTU
′
ξ + Q1T

2U
′
ξ −Q2FKTU

′
δ −

Q2T
2U

′
δ −Q1T

′
ξY

2 + Q2T
′
δY

2,

(1.30)

Q1 = FKU
′
δ + TU

′
δ − Y Y

′
δ, Q2 = FKU

′
ξ + TU

′
ξ − Y Y

′
ξ. (1.31)

2

Продолжим построение замены переменных. Будем строить функции

x(ξ, δ), t(ξ, δ) с помощью системы (1.21)-(1.24). Хорошо известно, [35,157]

что условие разрешимости системы такого типа получается вычислением

вторых смешанных производных функций x(ξ, δ) и t(ξ, δ) по аргумен-

там ξ и δ, а затем приравниваем эти выражения друг другу согласно
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равенствам

x
′′
ξδ = x

′′
δξ, t

′′
ξδ = t

′′
δξ. (1.32)

Явные выражения для смешанных производных вычисленные для про-

извольных функций U, Y, T полностью приведены в приложении к Главе

1 диссертации. Соотношения (1.32) являются двумя условиями разреши-

мости системы (1.21)–(1.24).

Имеет место следующее интересное и важное свойство:

Теорема 1.2.3

1) Имеет место тождество

( ∂Ψ1

∂δ − ∂Ψ2

∂ξ )/T ≡ (∂Ψ3

∂δ − ∂Ψ4

∂ξ )/Y,

где функции Ψi, i = 1, 4 определены равенствами (1.17a)-(1.17d).

2) Два условия разрешимости (1.32)системы (1.21)-(1.24) сводятся к одному

соотношению

∂

∂δ
Ψ3 − ∂

∂ξ
Ψ4 = 0, (1.33)

где Ψ3, Ψ4 правые части в (1.23),(1.24)заданы формулами (1.17c), (1.17d).

2

Замечание 1.2.4

В обозначениях (1.31) соотношение (1.33) имеет вид

∂

∂δ

(
Q2K(Q1U

′
ξ −Q2U

′
δ)

P

)
− ∂

∂ξ

(
Q1K(Q1U

′
ξ −Q2U

′
δ)

P

)
= 0. (1.34)

Следствие 1.2.3

Если какая-то тройка функций U, Y, T удовлетворяет соотношению

(1.33), то соответствующая линейная система (1.21)-(1.24) разрешима. 2
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Доказательство теоремы 1.2.3 производится прямыми вычислениями про-

изводных выражений системы (1.21)-(1.24). Если продифференцировать

правые части выражений (1.21)-(1.24), то следует тождество, приведенное

в теореме 1.2.3. Выкладки подробно приведены в Приложении к параграфу

1.2 Главы 1.

Замечание 1.2.5

Теоремы 1.2.2, 1.2.3 демонстрируют некоторое, ранее неизвестное, свой-

ство квазилинейных дифференциальных уравнений с частными производ-

ными, которое позволяет конструировать решения уравнения (1.14) в пара-

метрической форме. Параметром служит произвол в выборе тройки функ-

ций U, Y, T , удовлетворяющих соотношению (1.33). 2

Проведём доказательство обратного утверждения, а именно пункта

2) в теореме 1.2.1. Условие (1.17e),(или(1.33)) гарантирует разрешимость

системы (1.21)-(1.24). Таким образом, существуют функции x(ξ, δ), t(ξ, δ).

По предположению определитель

detJ = Ψ1Ψ4 −Ψ2Ψ3

не равен нулю и бесконечности.

Следовательно существует обратное отображение (замена), ξ(x, t), δ(x, t),

хотя бы локально. Определим функцию Z(x, t) по формуле (1.18a).

Сначала подставим (1.18a) в левую часть первого соотношения (1.17)

и получим

K(U(ξ, δ))∂U(ξ(x,t),δ(x,t))
∂x = K(U)

[
∂U
∂δ δ

′
x + ∂U

∂ξ ξ
′
x

]
=

K(U(ξ, δ))
(

∂U
∂ξ

∂t
∂δ − ∂U

∂δ
∂t
∂ξ

)
/detJ.

Здесь использованы соотношения между производными (1.16). Под-

ставляем в это выражение значения производных (1.21)-(1.24)и определи-

тель (1.25) получим, что это выражение равно Y (ξ, δ). Таким образом мы

доказали первую формулу (1.17).
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Аналогично подставим (1.18a) в левую часть второго соотношения

(1.17) и получим

K(U(ξ, δ))∂U(ξ(x,t),δ(x,t))
∂t = K(U)

[
∂U
∂δ δ

′
t + ∂U

∂ξ ξ
′
t

]
=

K(U(ξ, δ))
(
−∂U

∂ξ
∂x
∂δ + ∂U

∂δ
∂x
∂ξ

)
/detJ.

Здесь использованы соотношения между производными (1.16). Под-

ставляем в это выражение значения производных (1.21)-(1.24)и определи-

тель (1.25) получим, что это выражение равно T (ξ, δ). Таким образом мы

доказали вторую формулу (1.17).

Вычислим выражение

K(Z)[Z
′
t − (K(Z)Z

′
x)

′

x + F (Z)] (1.34a)

Это левая часть исходного уравнения (1.14) умноженная на функ-

цию K(Z). Подставим в выражение (1.34a) уже доказанные соотношения

(1.17)и функцию Z(x, t) по формуле (1.18a).

Выражение (1.34a) примет вид

T (ξ, δ) + K(U)F (U)−K(U(ξ, δ)[Y
′
δδ

′
x + Y

′
ξξ

′
x] (1.34b)

Используя соотношение между производными (1.16)и выражения для

производных из теоремы 1.2.2 из (1.34b) получим соотношение

T (ξ, δ)+K(U)F (U)−K(U)2(T+K(U)F (U))[Y
′
δU

′
ξ−Y

′
ξU

′
δ]

2/(detJP1).

Подставим в последнее соотношение выражение для detJ (1.25) и по-

лучим тождественный нуль, т.е. доказано, что выражение (1.34a) равно

нулю. Таким образом теорема 1.2.1 полностью доказана.
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1.3 Пример построения решения квазилинейного

параболического уравнения.

Решение Зельдовича-Компанейца-Баренблатта

Применим метод предыдущего параграфа для построения решения

квазилинейного параболического уравнения :

Zt − (kZk−1Z
′
x)

′
x = 0, F = 0, (1.35)

при t = t0 > 0.

В работе [92] было найдено его решение

Z = (Cx2/t)1/(k−1), C =
1− k

2k(k + 1)
. (1.36)

Получим это решение предложенным выше способом.

Рассмотрим соотношение (1.33). Используя имеющийся в нашем

распоряжении произвол в выборе связи функций U, Y, T , положим

Y (ξ, δ) = ∂U
∂ξ , T (ξ, δ) = ∂U

∂δ .

То есть предполагается, что функции Y, T являются

компонентами вектора градиента grad U.

Тогда соотношение (1.33) превращается в уравнение на одну функцию

U :

∂

∂δ
(
(Uk−1)U

′
ξ[U

′′
ξξ − U

′
δ][U

′
ξU

′′
ξδ − U

′
δU

′′
ξξ]

P
)−

∂

∂ξ
(
(Uk−1)[U

′
δ
2 − U

′
ξU

′′
ξδ][U

′
δU

′′
ξξ − U

′
ξU

′′
ξδ]

P
) = 0, (1.37)

где

P (ξ, δ) = (U
′
δ)

3U
′′
ξξ + U

′
ξU

′′
ξδ[U

′′
ξδU

′
ξ − 2(U

′
δ)

2]+

U
′′
δδ[U

′
δ(U

′
ξ)

2 − (U
′
ξ)

2U
′′
ξξ].
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Одно из решений уравнения (1.37) имеет вид

U(ξ, δ) = exp(− (ξ)2

2(k + 1)δ
). (1.38)

Отсюда следует, что система (1.21)-(1.24)примет вид:

x
′
ξ =

2kE1[(k + 1)δ + (k − 1)ξ2]

(k − 1)ξ2 ,

x
′
δ = −kE1[2(k + 1)δ + (k − 1)ξ2]

(k − 1)δξ
,

t
′
ξ =

2kδE1[2(k + 1)δ + (k − 1)ξ2]

(k − 1)ξ3 ,

t
′
δ =

−kE1[4(k + 1)δ + (k − 1)ξ2]

(k − 1)ξ2 .

(1.39)

где обозначено E1 = exp[− (k−1)ξ2

2(k+1)δ ].

После интегрирования (1.39) имеем

x = x(ξ, δ) = xo − 2kE1(k + 1)δ

(k − 1)ξ
,

t = t(ξ, δ) = to − 2kE1(k + 1)δ2

(k − 1)ξ2 , (1.40)

где xo, to произвольные константы, которые без ограничения общности

можно выбрать равными нулю.

Выразив ξ и δ через x и t из (1.40) и подставив в (1.38), придем к

формуле (1.36). Наиболее просто это сделать, если вычислить x2/t.

x2/t = −2k(k+1)E1

(k−1) = −2k(k+1) exp(−(k−1)ξ2/[2(k+1)δ])
(k−1) .

После возведения в степень получим

[− (k−1)x2

2k(k+1)t ]
1/(k−1) = U(ξ, δ)|ξ=ξ(x,t),δ=δ(x,t) = exp(− ξ2

2(k+1)δ)|ξ=ξ(x,t),δ=δ(x,t).

Откуда следует (1.36). Якобиан преобразования имеет вид

J =
2k2E1

2(k + 1)δ

(k − 1)ξ2 . (1.41)

Замечание 1.3.1.
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В [62]и в трудах конференций, по списку приведенному во Введении

[8], это решение приведено с некоторыми константами, которые здесь, для

простоты, положены равными нулю.

Замечание 1.3.2.

Выбирая другие решения (1.37), можно построить значительно более

сложные решения(1.35).

1.4 Примеры построения семейств решений

полулинейных уравнений Фитц-Хью-Нагумо-Семенова,

Зельдовича

Условие разрешимости (1.33) означает, что существует связь между

функциями U, Y, T . В данном параграфе мы рассмотрим некоторые при-

меры такой связи.

Пусть функции Y (ξ, δ), T (ξ, δ) в (1.33) имеют вид

Y (ξ, δ) = r(U) + h(U)G(ξ, δ, U), T (ξ, δ) = w(U) + v(U)G(ξ, δ, U),

где U = U(ξ, δ), G(ξ, δ, U) -дважды непрерывно дифференцируемая

функция неизвестная трех переменных, r(U), w(U), h(U), v(U) дважды

непрерывно дифференцируемые неизвестные функции одной переменной.

После подстановки этих функций в (1.33) получим громоздкое соот-

ношение.

После преобразований оно допускает представление в виде произведе-

ния двух сомножителей.

В один сомножитель входит функция G(ξ, δ, U) и ее производные. Этот

сомножитель не равен нулю, так как якобиан не равен нулю.

Второй большой сомножитель содержит только степени функции G(ξ, δ, U),

и в силу (1.33) приравниваем его к нулю. Поскольку он неудобен для ана-
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лиза из-за большого размера, разделим его на два более простых случая A

и B.Смотри с.10 Приложения.

Способ А.

Рассмотрим следующий частный случай

Y (ξ, δ) = G(ξ, U), T (ξ, δ) = w(U) + v(U)G(ξ, U), (1.42)

где U = U(ξ, δ).

Утверждение 1.4.1.

Пусть G(ξ, U) - дважды непрерывно дифференцируемая функция двух пе-

ременных, w(U) и v(U)дважды непрерывно дифференцируемые функ-

ции одной переменной.

Тогда соотношение (1.33) принимает вид

[K(U)v
′′
(U)−K

′
(U)v

′
(U)]G3 + [2K(U)vv

′
(U)−K

′
(U)w

′
(U) +

K(U)w
′′
(U)]G2 + [3F (U)v

′
(U)K2 + 2wv

′
K + vwK

′
(U)]G−

K2wF
′
(U) + w2K

′
(U) + FK2w

′
(U) = 0. (1.43)

2

Этому равенству можно попытаться удовлетворить, приравняв нулю

коэффициенты при степенях G . Получим систему из четырех уравнений

на две функции w, v.

[K(U)v
′′
(U)−K

′
(U)v

′
(U)] = 0,

[2K(U)vv
′
(U)−K

′
(U)w

′
(U) + K(U)w

′′
(U)] = 0,

[3F (U)v
′
(U)K2 + 2wv

′
K + vwK

′
(U)] = 0,

K2wF
′
(U) + w2K

′
(U) + FK2w

′
(U) = 0

Оказывается, в ряде интересных случаев, всем четырем уравнениям

можно удовлетворить. При этом функция G(ξ, U), а также функция U (!),
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остаются произвольными. Этот произвол является свободным "парамет-

ром".

2

Разберем примеры, в которых (1.43) разрешимо. Положим в (1.14) K(Z) =

1.

Рассмотрим полулинейное параболическое уравнение вида

Z
′
t − Z

′′
xx + F (Z) = 0. (1.44)

Замечание 1.4.1 В [53], [59], [69]-[71], [150], [199], [118], [184] изучались

его решения имеющие вид отношения полиномов из экспонент. (см. также

Главу 5).

Пример 1.4.2.

Пусть в (1.44)функция F (Z) имеет вид

F (Z) =
2λ2Z3

9
± (a1 − Z)(ao − Z). (1.45)

Тогда уравнение (1.44) будет отличается от уравнения Колмогорова-Петровского

-Пискунова-Фишера лишь на слагаемое 2λ2Z3

9 .

Если выбрать v(U) = ±3
2λ +λU , w(U) = −3F (U)/2 , где λ−константа,

то (1.43) удовлетворяется.

Пример 1.4.3.

Пусть в (1.44)

F (Z) = Z(a1 − Z)(ao − Z). (1.46)

Уравнение (1.44) в этом случае превращается в уравнение Фитц-Хью-Нагумо-

Семенова (ФХНС). Если ao = 0, то (1.44)превращается в уравнение Зель-

довича.
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Если выбрать v(U) = 3U√
2
− ao+a1√

2
, w(U) = −3F (U)/2, то (1.42)

удовлетворяется.

В обоих примерах 1.4.2,1.4.3 система (1.2.21)-(1.2.24) имеет вид:

∂x

∂ξ
= ((w(U) + v(U)G)G

′
ξ − (F (U)v + vw + v2G + G2v

′
+ Gw

′ −
(w + vG)G

′
ξ)U

′
ξ)/P1, (1.47)

∂x

∂δ
= ((Gv + w)G

′
δ − [Fv + v2G + vw + G2v

′
+ Gw

′ −
(w + vG)G

′
U ]U

′
δ)/P1,

(1.48)

∂t

∂ξ
= (−GG

′
ξ + (F + Gv + w −GG

′
U)U

′
ξ)/P1,

(1.49)

∂t

∂δ
=

(F + w + Gv −GG
′
U)U

′
δ)

P1
.

(1.50)

где P1 = Fw + w2 + vwG−G2(Gv
′
+ w

′
).

Якобиан J =
G
′
ξU

′
δ

P1
не обращается в нуль, Q1 6= 0, Q2 6= 0 одновре-

менно (1.31),и не существует константы c такой, что U
′
δ + cU

′
ξ = 0.

Выбирая функции v, w как указано в примерах 1.4.2, 1.4.3, при этом

функции G и U остаются пока произвольными, мы получим разрешимую

в квадратурах систему (1.47)-(1.50). Решая ее и делая обратную замену

переменных, (в большенстве интересных случаев численными методами),

получим по формуле (1.15) семейство решений квазилинейного уравнения

(1.44) для случаев (1.45), (1.46).

Детализируем случай примера 1.4.3 и выпишем явные формулы.
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Пусть в (1.45) a1 = 1, ao = −1. Тогда исследуемое уравнение ФХНС

выглядит так:

Z
′
t − Z

′′
xx − Z(1− Z2) = 0. (1.51)

Из (1.42), следует, что функции Y, T связываются с функциями G и

T по формулам

Y (ξ, δ) = G(ξ, U), T (ξ, δ) = 3U(1−U2)
2 + 3UG(ξ, U)/

√
2.

Пусть функция G имеет вид

G(ξ, U)) = U(1−U+exp(
√

2ξ)(1+U))√
2(exp(

√
2ξ)−1)

Тогда два первых уравнения (1.47),(1.48) системы принимают вид

x
′
ξ = 1, x

′
δ = 0.

Остается проанализировать вторую пару уравнений (1.49), (1.50) для

функции t(ξ, δ).

Пусть функция U , например, имеет вид

U(ξ, δ) = p +
1− exp(

√
2ξ)

1 + exp(
√

2ξ) + exp(ξ/
√

2− 3δ/2)
, (1.52)

где p = const. Если взять p = 0, то интегрируя (1.49), (1.50) получим

t(ξ, δ) = δ. Учитывая, что

δ = t, ξ = x и подставляя в формулу (1.15), (1.52), получим известное

решение уравнения ФХНС

Z(x, t) =
1− C1 exp(

√
2x)

1 + C1 exp(
√

2x) + C2 exp(x/
√

2− 3t/2)
. (1.53)

Здесь константы Ci = 1, i = 1, 2.

Замечание 1.4.2.

Если сравнить выражения (1.52),(1.53) при p = 0, δ = t, ξ = x то они

совпадают.
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Покажем как строятся другие решения уравнения (1.51).

Пусть теперь p = 1. Тогда система (1.49),(1.50) имеет вид:

t
′
ξ = 2

√
2[
√

r + exp(3δ/2)(1 + r)][exp(3δ/2)(1− 3r)− r3/2]/(3P3),

t
′
δ = exp(ξ/

√
2 + 3δ/2)[1− exp(

√
2ξ)]2/P3, (1.54)

где r = exp(ξ
√

2),

P3 = 2r2 + exp(3δ/2)[
√

r + 6r3/2 + r5/2] + exp(3δ)[2 + 4r + 2r2].

Решение (1.54) задается формулой

t(ξ, δ) = 4
3ArcTanh[(1+6r + r2 +4 exp(3δ/2− ξ/

√
2)(1+ r)2/[r− 1]2] +

√
2ξ/3− 4

3 ln[1 + r],

где через ArcTanh обозначена обратная функция к функции гипербо-

лический тангенс.

Переходя к старым переменным имеем

ξ = x,

δ = 2
3 ln[(− exp(x/

√
2)[1 + 6y + y2] + L1)/(4[1 + y]2)],

где обозначено

L1 = exp(x/
√

2)[y − 1]2Tanh[3t/4− x/2 + ln[1 + y]],

y = exp(
√

2x), и через Tanh обозначена функция−− гиперболический

тангенс.

Сделаем эту замену в (1.52), мы получим

Предложение 1.4.1

Решение задачи Коши для уравнения ФХНС (1.51) со специальными на-

чальными данными

Z(x, 0) = 1−exp(
√

2x)
1+exp(

√
2x)+(1/2) exp(x/

√
2)

имеет вид

Z(x, t) = 1 + 1−exp(
√

2x)
1+exp(

√
2x)−l(x,t)

,
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где

l(x, t) = 4[y+1]2

1+6y+y2−[y−1]2Tanh[3t/4−√2x/4+ln[1+y]]
.

y = exp(x
√

2),

где через Tanh обозначена функция – гиперболический тангенс.

2

Замечание 1.4.3

После преобразований выражений приведенных в предложении 1.4.1

имеем

Z(x, t) = 1−exp(
√

2x)
1+exp(

√
2x)+(1/2) exp(x/

√
2−3t/2)

.

Если сравнить решение (1.53)при значениях констант C1 = 1, C2 = 1 с

полученным решением, то видно, что они отличаются значением константы

в третьем слагаемом в знаменателе.

Замечание 1.4.4

Существует предел при больших временах. Функкция Z(x, t) эволю-

циирует к функции Z̃(x)− решению стационарного уравнения

Z̃
′′
xx + Z̃(1− Z̃2) = 0. (1.55)

На Рис.3– Рис.5 показан график классического решения (1.52) со зна-

чениями констант C1 = 1, C2 = 1 и проведено его сравнение с решением,

приведенным в Предложении 1.4.1. Таким образом, построено решение с

другими начальными данными.

Пусть теперь в (1.52) p = 2.

Тогда система (1.49)-(1.50) имеют вид

t
′
ξ = 2

√
2[
√

r + exp(3δ/2)(1 + r)][
√

r − 3 r3/2 + exp(3 δ/2)(3− 6 r −
r2)]/(3P4),

t
′
δ = − exp(−ξ/

√
2 + 3δ/2)[−1 +

√
r]2[1 +

√
r]2/P4, (1.56)
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Рис. 3: Кривая 1 –стационарное решение, кривая 2–эволюционирующее ре-

шение уравнения ФХНС.
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Рис. 4: Сравнение начальных данных построенного решения уравнения

Фитц-Хью-Нагумо-Семенова приведенного в Предложении 1.4.1.-кривая1

и решения (1.53) при Ci = 1, i = 1, 2- кривая 2 .
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Рис. 5: Сравнение начальных данных построенного решения уравнения

Фитц-Хью-Нагумо-Семенова приведенного в Предложении 1.4.1. и реше-

ния (1.53) в большом масштабе.
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Здесь обозначено

P4 = [2
√

r + exp(3δ/2)[3 + r]][
√

r + 3r3/2 + exp(3δ/2)[2 + 4r + 2r2],

r = exp(
√

2ξ)

Решение системы задается формулой

t = 4
3ArcTanh[(7 + 18r + 7r2 + 4 exp(3δ/2− ξ/

√
2)(1 + r)2(3 + r))/(r−

1)2] +
√

2ξ/3 + 2ArcTanh[2 + r]− 1
3 ln[3 + 4r + r2],

где через ArcTanh обозначена обратная функция к функции гипербо-

лический тангенс.

Обратное преобразование переменных x, t имеет вид

ξ = x,

δ =
2

3
ln[(−√y[7 + 18y + 7y2] +

√
y[y − 1]2Tanh[3t/4− x

√
2/4−

3ArcTanh[2 + y]/2 + ln[3 + 4y + y2]/4])/(4[1 + y]2(3 + y))], (1.57)

где y = exp(
√

2x). Подставим его в (1.512), получаем

Предложение 1.4.2

Решение задачи Коши уравнение ФХНС (1.51) со специальными началь-

ными условиями

Z(x, 0) = 1−exp(
√

2x)
1+exp(

√
2x)+2i exp(x/

√
2)

имеет вид

Z(x, t) = 2 + 1−exp(
√

2x)
1+exp(

√
2x)−k(x,t)

,

где

k(x, t) = 4[exp(
√

2x)+1]2(3+exp(
√

2x))
−7−18 exp(x

√
2)−7 exp(2

√
2x)+n(x,t)

,

n(x, t) = [y−1]2Tanh[3t/4−√2x/4−3ArcTanh[2+y]/2+ 1
4 ln[3+4y +

y2]].

2
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Замечание 1.4.5

После преобразований решения, получим

Z(x, t) = 1−exp(
√

2x)
1+exp(

√
2x)+2i exp(x/

√
2−3t/2)

.

Это решение, семейства (1.52). Замена в данном случае комплексо-

значная, поэтому и функция комплексозначная. Решения подобные им в

перечисленной выше литературе называются монстрами.

Решения, не являющиеся простыми волнами, имеют место и в других

полулинейных уравнениях.

Рассмотрим уравнение Зельдовича

Пусть в (1.14),(1.43) K(Z) = 1, a1 = 1, ao = 0.

Замечание 1.4.6

Отметим,что анализ решений типа простых волн для уравнения Зель-

довича, которое получается в этом случае, рассматривался в [118],[184].

Из утверждения 1.4.1 и примера 1.4.3 следует, что вторые два уравне-

ния системы (1.49),(1.50) удовлетворяются

t
′
ξ = 6

√
2, t

′
δ = 0.

Тогда, получим систему двух уравнений на функцию G(ξ, U))

G
′
U = [(1−U)U 2 +

√
2(3U − 1)G]/(2G), G

′
ξ = −[9

√
2(U + ρ)ρ2]/(2G).

Интегрируя данную систему получим соотношение
√

2(1− U)− 18ξρ√
2 ρ

− ln(|
√

2ρ|) + ln(|
√

2(U + ρ)|) = 0, (1.58)

где ρ = U(U − 1)−√2G(ξ, U).

Остается проанализировать первую пару уравнений (1.47),(1.48) для

функции x(ξ, δ), которая имеет вид

x
′
ξ =

6(U − U2 + ρ− 3Uρ)

U − U 2 + ρ
+

U
′
ξ

G(ξ, U)
, x

′
δ =

U
′
δ

G(ξ, U)
. (1.59)

Справедливо
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Предложение 1.4.3

Пусть произвольная, дважды дифференцируемая функция U(ξ, δ) отобра-

жает область определения R2 в интервал (0, 1), а функция G(ξ, U)

определена трансцендентным уравнением(1.58).

Пусть U
′
δ 6= 04. Задача Коши для уравнения (1.14) при K(Z) =

1, F (Z) = −Z2(1 − Z) со специальными начальными данными имеет

решение типа кинка

Z(x, t) ∈ [0, 1] в параметрической форме

Z(x, t)|x=x(ξ, δ),t=t(ξ, δ) = U(ξ, δ), (1.60)

где функция t(ξ, δ) = 6
√

2ξ, а функция x(ξ, δ) определяется систе-

мой(1.59).

2

Это новое вещественное монотонное решение уравнений (1.14),(1.44).

Способ B.

Иногда удается разрешить соотношение (1.33) другим способом. Будем

искать функции Y (ξ, δ), T (ξ, δ) в виде

Y (ξ, δ) = M(δ, U), T (ξ, δ) = v(U)M(δ, U) + w(U),

где M некоторая дважды непрерывно дифференцируемая неизвестная

функция двух переменных, а v, w дважды непрерывно дифференцируемые

неизвестные функции одной переменной.

Тогда (1.33) сводится к уравнению совпадающему по виду с (1.43),

если заменить в нем G(ξ, U) на M(δ, U).

Пример 1.4.4.
4Это обеспечивает отличие от нуля якобиана.
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Пусть функция F (Z) имеет вид как в примере 1.4.2. Тогда в качестве v, w

можно взять

v(U) = ±3
2λ + λU, w(U) = −3F (U)/2.

Пример 1.4.5.

Пусть функция F (Z) имеет вид как в примере 1.4.3. Тогда в качестве v, w

можно взять

v(U) = 3U√
2
− ao+a1√

2
, w(U) = −3F (U)/2.

Система (1.21)-(1.24) в примерах 1.4.4, и 1.4.5 имеет вид

∂x

∂ξ
= ((F (U)v(U) + Mv2 + vw + M 2v

′
+ Mw

′ −
(Mv + w)M

′
U)U

′
ξ)/P2, (1.61)

∂x

∂δ
= ((Mv + w)M

′
δ − (Fv + Mv2 + vw + M 2v

′
+ Mw

′ −
(Mv + w)M

′
U)U

′
δ)/P2,

(1.62)

∂t

∂ξ
= ((F + Mv + w −MM

′
U)U

′
ξ)/P2,

(1.63)

∂t

∂δ
= (−MM

′
δ + (F + Mv + w −MM

′
U)U

′
δ)/P2.

(1.64)

Здесь P2 = Fw+Mvw+w2−M 3v
′−M 2w

′
. Якобиан имеет вид J =

M
′
δU

′
ξ

P2
.

Эта система разрешима в квадратурах. В семействе решений имеется

функциональный произвол. Он дает другое богатое семейство решений

уравнения (1.51).
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1.5 Пример построения семейств решений уравнения,

близкого к уравнению Колмогорова-Петровского-

Пискунова-Фишера.

Пример 1.5.1.

Рассмотрим задачу Коши для классического полулинейного уравнения

Колмогорова-Петровского -Пискунова-Фишера (КППФ )

∂Z

∂t
− ∂2Z

∂x2 + F (Z) = 0.

(1.65)

Сначала рассмотрим функцию F (Z) = −Z(1− Z).

Начальные условия имеют вид

Z(x, 0) = ψ(x). (1.66)

Здесь ψ(x) непрерывная функция.

Известно, что решение задачи Коши (1.64),(1.65) и начальные данные

обладают свойствами Z(−∞, t) = 1, Z(∞, t) = 0

Замечание 1.5.1

Известно, что решение задачи Коши (1.65),(1.66)-в виде кинков суще-

ствует и единственное [105], [112], [163]. В приложениях важна функция Z,

которая имеет область изменения Z(x, t) ∈ [0, 1] для любого t > 0. ОДУ,

которое следует из (1.65), исследовано в [118]. Некоторые точные решения

этой задачи, со специальными начальными условиями, в виде простых волн

построены автором в [118], они включены в справочники [135]- [137].

В примере 1.4.2 построено точное решение в параметрическом виде.

При этом, остается произвол в выборе функции U .
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Рассмотрим частный случай, когда выберем в формуле (1.45) знак

плюс и значения констант a1 = 0.

Тогда уравнение (1.44) примет вид

∂Z

∂t
− ∂2Z

∂x2 − Z(ao − Z) +
2λ2Z3

9
= 0.

(1.67)

Заметим, что корни уравнения

−Z(ao − Z) + 2λ2Z3

9 = 0 имеет вид

Z1 = 0, Z2 = 0, 9999997 = ao например, при значении параметра

λ = 10−3 . Третий корень принимает большие отрицательные значения.

Поскольку область изменения функции Z ∈ [0, a0], то третий корень не

принадлежит этому отрезку и не представляет интереса.

Точное решение в параметрической форме определяется системой че-

тырех уравнений на две функции x(ξ, δ), t(ξ, δ) и произвольной функции

U, где F (U) = −Z(ao−Z)+ 2λ2Z3

9 Функции v, w приведены в примере 1.4.2

в параграфе 1.4.

∂x

∂ξ
= ((w(U) + v(U)G)G

′
ξ − (F (U)v + vw + v2G + G2v

′
+ Gw

′ −
(w + vG)G

′
ξ)U

′
ξ)/P1, (1.68)

∂x

∂δ
= ((Gv + w)G

′
δ − [Fv + v2G + vw + G2v

′
+ Gw

′ −
(w + vG)G

′
U ]U

′
δ)/P1,

(1.69)

∂t

∂ξ
= (−GG

′
ξ + (F + Gv + w −GG

′
U)U

′
ξ)/P1,

(1.70)

∂t

∂δ
=

(F + w + Gv −GG
′
U)U

′
δ)

P1
.

(1.71)
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где обозначено P1 = Fw + w2 + vwG−G2(Gv
′
+ w

′
).

Точное решение в параметрической форме построено. Далее надо во-

станавливать решение Z(x, t), то есть перейти к переменным x = x(ξ, δ), t =

t(ξ, δ). Для того, чтобы решить приведенную выше систему (1.68)-(1.71)

надо конкретизировать функцию U, G, то есть неявно задать начальные

условия (1.66). Функцию G выбираем в простом виде G(ξ, U) = ξ + U .

Выберем функцию U

U(ξ, δ) = (1+exp( (ξ−1)2

ε )+exp( (δ−1)2

ε ))−1+(1+exp( (ξ−3)2

ε )+exp( (δ−3)2

ε ))−1

и вычислим производные.

Замечание 1.5.2

В данном случае выбраны начальные данные моделируют задачу о

возникновение волны и выход на автомодельное решение, то есть решение

типа кинка. Начальные данные имеют вид суммы двух малых возмущений.

Рис.6 .

Обратное преобразование находим с помощью численных методов.

Решаем (1.46)-(1.49) систему численно. Для расчета этой задачи мож-

но применить любой одношаговый метод.

Решение задачи (1.61),(1.62) восстанавливается по формуле

Z(x, t) = U(ξ, δ)|ξ=ξ(x,t), δ=δ(x,t).

На Рис.7- приведены графики восстановленной функции. Два возму-

щения довольно быстро объединяются и выходят на автомодельное реше-

ние (классическая автомодельная волна описанная у классиков [105]).
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Рис. 6: Начальные данные для задачи (1.66), (1.67) для уравнения, от-

личающегося от уравнения Колмогорова -Петровского-Писунова-Фишера

одним слагаемым.
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Рис. 7: Результаты численного расчета обратного преобразования по

точному решению в параметрической форме для уравнения (1.67). Про-

исходит выход на автомодельное решение типа кинка.
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1.6 Метод построения решений в параметрической

форме для квазилинейных параболических

уравнений с коэффициентом переноса, зависящим

от

независимой переменной и от функции.

В данном параграфе выяснено, что свойство, описанное в предыду-

щем параграфе, обобщается на более широкий класс уравнений, с коэффи-

циентами, зависящими от независимой переменной и функции. Алгоритм

построения решения формулируется, как и ранее, в условной форме в пред-

положении, что все используемые функции существуют и имеют ту

гладкость, которая требуется для того, чтобы алгоритм мог быть приме-

нен.

Рассмотрим

квазилинейное параболическое уравнение с коэффициентами, зависящими

от независимой переменной

Z
′
t − (P (t, Z)Z

′
x)

′

x + f(t, Z) = 0. (1.72)

Сделаем произвольную замену переменных

Z(x, t)|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = U(ξ, δ), (1.73)

где функция Z(x, t) решение уравнения (1.72).

Предположим, что якобиан замены переменных detJ не равен нулю

(см. параграф 2 Главы 1)

detJ = x
′
ξt
′
δ − t

′
ξx

′
δ 6= 0.

Предположим, что существует обратное преобразование, хотя бы

локально, ξ = ξ(x, t), δ = δ(x, t).
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Введем обозначения

P (t, Z)
∂Z

∂x
|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = Y (ξ, δ),

P (t, Z)
∂Z

∂t
|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = T (ξ, δ). (1.74)

Здесь справедлива теорема, полностью аналогичная Теореме 1.2.1, и

поэтому мы ее не приводим.

Вычислим левые части выражений (1.72) используя (1.73),(1.16). По-

лучим выражения

P (t(ξ, δ), U(ξ, δ))(
∂U

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂U

∂δ

∂t

∂ξ
) = Y (ξ, δ)detJ,

P (t(ξ, δ), U(ξ, δ))(−∂U

∂ξ

∂x

∂δ
+

∂U

∂δ

∂x

∂ξ
) = T (ξ, δ)detJ. (1.75)

Уравнение (1.72) после подстановок (1.74),(1.16) имеет вид

T (ξ, δ)− P (t(ξ, δ), U)(
∂Y

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂Y

∂δ

∂t

∂ξ
)/detJ +

P (t(ξ, δ), U)f(t(ξ, δ), U) = 0. (1.76)

Далее проводим рассуждения, аналогичные приведенным в параграфе 1.2

перед Теоремой 1.2.1, дополним выписанные соотношения равенством,

подобным (1.20) в переменных ξ, δ. Это соотношение, с учетом (1.74),(1.16)

можно переписать в виде

−∂x

∂δ

∂

∂ξ
[

Y

P (t(ξ, δ), U)
] +

∂x

∂ξ

∂

∂δ
[

Y

P (t(ξ, δ), U)
]−

− ∂t

∂δ

∂

∂ξ
[

T

P (t(ξ, δ), U)
] +

∂t

∂ξ

∂

∂δ
[

T

P (t(ξ, δ), U)
] = 0. (1.77)

Исследование условий разрешимости системы (1.75)-(1.77) проводится в

два этапа.

Система (1.75)-(1.77)является нелинейной алгебраической системой от-

носительно производных
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x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ.

Теорема 1.6.1.

Нелинейная алгебраическая система (1.75)-(1.77) относительно производ-

ных

x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ разрешима и имеет решение

x
′
ξ = P [(fPU

′
δ + TU

′
δ − Y Y

′
δ)T

′
ξU

′
ξ −

(fPT
′
δ + TT

′
δ + Y Y

′
δP

′
t)(U

′
ξ)

2 +

(Y T
′
δ + TY

′
δ + Y U

′
δP

′
t)U

′
ξY

′
ξ − TU

′
δ(Y

′
ξ)

2]/P1(ξ, δ)
def
=

g1(ξ, δ, t(ξ, δ)), (1.78)

x
′
δ = P [fPU

′
δ + TU

′
δ − Y Y

′
δ)T

′
ξ −

(fPT
′
δU

′
δ + TT

′
δU

′
δ − T (Y

′
δ)

2 + Y U
′
δY

′
δP

′
t)U

′
ξ +

U
′
δ(Y T

′
δ − TY

′
δ + Y U

′
δP

′
t)Y

′
ξ]/P1(ξ, δ)

def
= g2(ξ, δ, t(ξ, δ)), (1.79)

t
′
ξ = P [fPU

′
ξ + TU

′
ξ − Y Y

′
ξ](Y

′
δU

′
ξ − Y

′
ξU

′
δ)/P1(ξ, δ)

def
=

g3(ξ, δ, t(ξ, δ)), (1.80)

t
′
δ = P [fPU

′
δ + TU

′
δ − Y Y

′
δ](Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ)/P1(ξ, δ)

def
=

g4(ξ, δ, t(ξ, δ)), (1.81)

где

P1(ξ, δ)) = Y [fPU
′
δ + TU

′
δ − Y Y

′
δ]T

′
ξ −

[fPY T
′
δ + TY T

′
δ − fPTY

′
δ − T 2Y

′
δ + Y 2Y

′
δP

′
t]U

′
ξ +

[Y 2T
′
δ − fPTU

′
δ − T 2U

′
δ + U

′
δY

2P
′
t]Y

′
ξ. (1.82)

2
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На втором этапе, как и ранее будем строить функции x = x(ξ, δ), t =

t(ξ, δ). Рассмотрим условия разрешимости системы (1.78)-(1.82) относи-

тельно функций x = x(ξ, δ), t = t(ξ, δ).

Необходимое условие разрешимости системы (1.78)-(1.81) имеет вид

двух равенств смешанных производных

x
′′
ξδ = x

′′
δξ,

t
′′
ξδ = t

′′
δξ. (1.83)

(Это следствие гладкости функций x(ξ, δ), t(ξ, δ).)

Свойство, обнаруженное в уравнениях с частными производными с

переменными коэффициентами, сформулировано в утверждении :

Теорема 1.6.2

1) Имеет место тождество

(g1
′
δ − g2

′
ξ)/T |t′ξ=g3(ξ, δ, t(ξ, δ)), t′δ=g4(ξ, δ, t(ξ, δ)) ≡ ,

(g3
′
δ − g4

′
ξ)/Y |t′=g3(ξ, δ, t(ξ, δ)), t′δ=g4(ξ, δ, t(ξ, δ)),

для любых дважды дифференцируемых функций

Y (ξ, δ), T (ξ, δ), P (t, Z), F (t, Z).

2) Два условия разрешимости (1.83) имеет вид одного соотношения на три

неизвестные функции U(ξ, δ), Y (ξ, δ), T (ξ, δ), а именно

[[g3(ξ, δ, t(ξ, δ))]
′
δ −

[g4(ξ, δ, t(ξ, δ))]
′
ξ]|t′ξ=g3(ξ, δ, t(ξ, δ)), t′δ=g4(ξ, δ, t(ξ, δ)) = 0. (1.84)

2

Замечание 1.6.1

Таким образом, возникающие при дифференцировании производные
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t
′
ξ, t

′
δ исключаются с помощью подстановки правых частей g3, g4. Тогда

получим тождество, описанное в первом пункте теоремы 1.6.2.

Описанное в теоремах 1.6.1, 1.6.2 свойство, как и в случае описанном

в параграфе 1.2, позволяют конструировать новые решения.

Пример 1.6.1

Этот пример построен, еще одним способом, "способом С "разрешения си-

стемы (1.75)-(1.77), по терминологии принятой в данной работе.

Можно выразить из уравнений (1.75) производные x
′
ξ, x

′
δ

x
′
ξ = (−Tt

′
ξ + PU

′
ξ)/Y, x

′
δ = (−Tt

′
δ + PU

′
δ)/Y. (1.85)

Пусть функции Y, T имеет вид

Y (ξ, δ) = r(t, U), T (ξ, δ) = w(t, U).

Тогда функции

w(t, U) = Co(t)r(t, U)+r(t, U)
∫ U(ξ,δ)

Uo [P (t, s)/r(t, s)]
′
tds, (1.85a)

x(ξ, δ) = − ∫ t

0 Co(φ)dφ +
∫ U

Uo(P (t, s)/r(t, s))ds,

удовлетворяют системе (1.75)-(1.77),(1.84),

при этом функция r(t, U) определяется из уравнения

(это нелинейное обобщение уравнения Абеля второго рода, переменная

t входит как параметр)

f(t, U)P (t, U) + w(t, U)− rr
′
U = 0,

где w− задано функцией (1.85a).

Функция t(ξ, δ) остается произвольной.

Вычислим якобиан преобразования DetJ

DetJ = −P 2(t, U)[Y
′
δ(ξ, δ)U

′
ξ − Y

′
ξ(ξ, δ)U

′
δ]

2/P1(ξ, δ)).

В заключении вычислим выражение в квадратных скобках в якобиане
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[Y
′
δ(ξ, δ)U

′
ξ − Y

′
ξ(ξ, δ)U

′
δ] =

−r
′
t[U

′
δ(ξ, δ)t

′
ξ − U

′
ξ(ξ, δ)t

′
δ]. Очевидно, что якобиан равен нулю при

обращении в нуль r
′
t.

Заметим, что выражение для якобиана остается тем же (инвариантно),

если при его вычислении воспользоваться формулами примера 1.6.1 (1.85),

а затем (1.80),(1.81).

Замечание 1.6.2

Существует предельный переход в этих формулах на случай постоян-

ных коэффициентов. В них надо положить равными нулю производные по

переменной t.

При заданных функциях f(U) и P (U), не зависящих от переменной t,

получим ОДУ первого порядка ( уравнения Абеля второго рода)

f(U)P (U) + Cr(U)− rr
′
U = 0, (1.86)

где C −− константа. Большой список решений таких ОДУ приведен в [98]

стр. 70.

Материалы данного параграфа обобщаются на более сложное уравне-

ние. Рассмотрим квазилинейное параболическое уравнение с переменными

коэффициентами

Z
′
t − (P (x, t, Z)Z

′
x)

′

x + f(x, t, Z) = 0. (1.87)

Получим систему аналогичную (1.75)-(1.77).

Теорема 1.6.3

Система нелинейных алгебраических уравнений

P (x(ξ, δ), t(ξ, δ), U(ξ, δ))(
∂U

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂U

∂δ

∂t

∂ξ
) = Y (ξ, δ)detJ,

P (x(ξ, δ), t(ξ, δ), U(ξ, δ))(−∂U

∂ξ

∂x

∂δ
+

∂U

∂δ

∂x

∂ξ
) = T (ξ, δ)detJ. (1.88)
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T (ξ, δ)− P (x(ξ, δ), t(ξ, δ), U(ξ, δ))(
∂Y

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂Y

∂δ

∂t

∂ξ
)/detJ +

P (x(ξ, δ), t(ξ, δ), U(ξ, δ))f(x(ξ, δ), t(ξ, δ), U(ξ, δ)) = 0, (1.89)

[
∂T

∂δ

∂t

∂ξ
− ∂T

∂ξ

∂t

∂δ
][

1

DetJP (x(ξ, δ), t(ξ, δ), U(ξ, δ))
] +

[
∂Y

∂δ

∂x

∂ξ
− ∂Y

∂ξ

∂x

∂δ
][

1

DetJP (x(ξ, δ), t(ξ, δ), U(ξ, δ))
]−

Y (ξ, δ)[[
∂U

∂δ

∂x

∂ξ
− ∂U

∂ξ

∂x

∂δ
][
∂P

∂U

1

DetJ
+

∂P

∂t
]

1

P 2(ξ, δ), t(ξ, δ), U(ξ, δ))
+ T (ξ, δ)[[

∂U

∂ξ

∂t

∂δ
−

∂u

∂δ

∂t

∂ξ
][
∂P

∂U

1

DetJ
+

∂P

∂x
]

1

P 2(t(ξ, δ), U)
] = 0. (1.90)

имеет решение .

2

Выражения, довольно большие и поэтому их не приводим. Они вычисля-

ются точно также как и в параграфе 1.2. Обозначим, их через

∂x

∂ξ
= g1(ξ, δ, x(ξ, δ), t(ξ, δ)),

∂x

∂δ
= g2(ξ, δ, x(ξ, δ), t(ξ, δ)),

(1.91)

∂t

∂ξ
= g3(ξ, δ, x(ξ, δ), t(ξ, δ)),

∂t

∂δ
= g4(ξ, δ, x(ξ, δ), t(ξ, δ)).

(1.92)

Необходимое условие разрешимости системы (1.91)-(1.92) имеет вид

двух равенств смешанных производных после подстановки (исключения

производных) первых производных

x
′
ξ, x

′
δ , t

′
ξ, t

′
δ с помощью выражений (1.91)-(1.92). Два необходимых

условия разрешимости имеют вид двух равенств

x
′′
ξδ − x

′′
δξ|x′ξ=g1, x′δ=g2, t′ξ=g3, t′δ=g4

= 0,

t
′′
ξδ − t

′′
δξ|x′ξ=g1, x′δ=g2, t′=g3, t′δ=g4

= 0. (1.93)
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Свойство аналогичное, описанное в теореме 1.6.2 в данном случае име-

ет вид:

Теорема 1.6.4

Пусть (1.91)-(1.92)является решением системы (1.88)-(1.90).

1)Тогда, имеет место тождество

[[g1(ξ, δ, t(ξ, δ), x(ξ, δ))]
′
δ −

[g2(ξ, δ, t(ξ, δ), x)]
′
ξ]|x′ξ=g1(ξ, δ, t, x), x′δ=g2(ξ, δ, t, x), t′ξ=g3(ξ, δ, t, x), t′δ=g4(ξ, δ, t, x) ≡

≡ [[g3(ξ, δ, t(ξ, δ), x(ξ, δ))]
′
δ −

[g4(ξ, δ, t(ξ, δ), x)]
′
ξ]|x′ξ=g1(ξ, δ, t, x), x′δ=g2(ξ, δ, t, x), t′ξ=g3(ξ, δ, t, x), t′δ=g4(ξ, δ, t, x).

(1.94)

2) Из двух условий разрешимости (1.93)следует одно условие разрешимости

[[g3(ξ, δ, t(ξ, δ), x(ξ, δ))]
′
δ −

[g4(ξ, δ, t(ξ, δ), x)]
′
ξ]|x′ξ=g1(ξ, δ, t, x), x′δ=g2(ξ, δ, t, x), t′ξ=g3(ξ, δ, t, x), t′δ=g4(ξ, δ, t, x) =

= 0. (1.95)

2

Имеют место примеры, обобщающие примеры приведенные в предыдущих

параграфах.

Пример 1.6.2.

Приведем пример решения уравнения (1.72), построенный "способом A".

Пусть функции Y (ξ, δ), T (ξ, δ) и имеют вид

Y (ξ, δ) = G(ξ, U(ξ, δ)),
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T (ξ, δ) = −w(U) + v(U)G(ξ, U) = − (U−1)3

3 + (U − 1)G(ξ, U).

Ниже приведены максимально простые формулы.

Пусть в уравнении (1.72)

P (t, Z) = t−1, f(t, Z) = (Z−1)(3+2(Z−1)2t2)
9t ,

тогда система (1.88)-(1.90)и точное решение в параметрической форме

имеет вид

∂x

∂ξ
= 3[−3t2(U − 1)G

′
ξ(ξ, U) + [−3 + t2 − 2t2U + t2U 2 +

3t2G(ξ, U)− 3t2(U − 1)G
′
U ]U

′
ξ]/(tP2)|t=t(ξ, δ), U=U(ξ, δ),

(1.96)

∂x

∂δ
= 3[−3 + t2 − 2t2U + t2U 2 + 3t2G(ξ, U)−

3t2(U − 1)G
′
U ]U

′
δ/(tP2)|t=t(ξ, δ), U=U(ξ, δ), (1.97)

∂t

∂ξ
= −3[9t2GG

′
ξ(ξ, U) +

(3− t2 − 3U + 3t2U − 3t2U 2 + t2U 3 + 9t2G− 9t2UG +

9t2GG
′
U)U

′
ξ]/(t(1− 2U + U 2 − 3G)P2)|t=t(ξ, δ), U=U(ξ, δ), (1.98)

∂t

∂δ
= −3[3− t2 − 3U + 3t2U − 3t2U 2 + t2U 3 + 9t2G(ξ, U)− 9t2UG +

9t2GG
′
U ]U

′
δ/(t(1− 2U + U 2 − 3G)P2)|t=t(ξ, δ), U=U(ξ, δ), (1.99)

P2 = −3 + t2 + 6U − 4t2U − 3U 2 + 6t2U 2 − 4t2U3 + t2U4 − 9G(ξ, U)−
6t2G + 12t2UG− 6t2U 2G + 9t2G2, (1.100)

Интегрируем эту систему и если построить функции x = x(ξ, δ), t =

t(ξ, δ), то по формуле (1.73) можно построить семейство точных решений

уравнения (1.72).
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2

Анализ этой системы уравнений дает возможность построения большого

количества точных решений, так как имеет место функциональный произ-

вол.

Функции U(ξ, δ), G(ξ, U)−произвольные, но такие, что якобиан не ра-

вен нулю.

Якобиан имеет вид J =
27U

′
δG

′
ξ

(1−2U+U2−3G)P2
.

1.7 Построение решений в параметрической форме

для полулинейных параболических уравнений с част-

ными производными в трехмерном случае, когда

функция f (Z)не зависит от времени и когда такая

зависимость есть.

Приложение к теории автоволн.

В этом параграфе изложен метод построения решения опирающийся

на методику развитую в параграфе 1.2 в двухмерном случае. Это способ

построения решений широкого класса уравнений в частных производных в

трехмерном случае. В [81,82] рассмотрено уравнение (Ходжкина-Хаксли)

нелинейного ревербератора и изучаются его асимптотические решения. Его

частным случаем является уравнение Фитц-Хью-Нагумо-Семенова, кото-

рое описывает эволюцию автоволн в активных средах. Именно спиральные

волны исследовал И.Пригожин [151]. Другим примером самоорганизации

являются автоволны [109].

Построенные в данном параграфе точные решения могут быть

использованы для моделирования этих задач.
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Изложим предлагаемый метод на примере полулинейного параболиче-

ского уравнения

Z
′
t − Z

′′
xx − Z

′′
yy + f(Z) = 0. (1.101)

Сделаем замену переменных

Z(x, y, t)|x=x(ξ,δ,τ),y=y(ξ,δ,τ),t=t(ξ,δ,τ) = U(ξ, δ, τ), (1.102)

Обратная замена восстанавливает решение Z(x, y, t) уравнения (1.101) по

функции U(ξ, δ, τ)

Z(x, y, t) = U(ξ, δ, τ)|ξ=ξ(x,y,t),δ=δ(x,y,t),τ=τ(x,y,t).

Возможно построение решений, свойства которых связаны с корнями

уравнения f(Z) = 0. Область изменения построенного решения ограничена

корнями уравнения f(Z) = 0.

Предположим, что якобиан замены переменных detJ не равен нулю,

где

J =




xξ yξ tξ

xδ yδ tδ

xτ yτ tτ




Предположим, что существует обратное преобразование, хотя бы локально,
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ξ = ξ(x, y, t), δ = δ(x, y, t), τ = τ(x, y, t), то есть

∂τ

∂t
= (y

′
δx

′
ξ − x

′
δy

′
ξ)/detJ,

∂τ

∂y
= (x

′
δt
′
ξ − t

′
δx

′
ξ)/detJ,

∂τ

∂x
= (y

′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ)/detJ,

∂ξ

∂x
= (y

′
δt
′
τ − t

′
δy

′
τ)/detJ,

∂ξ

∂y
= (x

′
δt
′
τ − x

′
τ t
′
δ)/detJ,

∂ξ

∂t
= (y

′
τx

′
δ − y

′
δx

′
τ)/detJ,

∂δ

∂x
= (y

′
τ t
′
ξ − t

′
τy

′
ξ)/detJ,

∂δ

∂y
= (t

′
τx

′
ξ − x

′
τ t
′
ξ)/detJ,

∂δ

∂t
= (x

′
τy

′
ξ − y

′
τx

′
ξ)/detJ,

detJ = y
′
τx

′
δt
′
ξ − x

′
τy

′
δt
′
ξ −

y
′
τ t
′
δx

′
ξ + t

′
τy

′
δx

′
ξ + x

′
τ t
′
δy

′
ξ − t

′
τx

′
δy

′
ξ 6= 0. (1.103)

Введем обозначения

∂Z

∂x
|x=x(ξ,δ,τ),y=y(ξ,δ,τ),t=t(ξ,δ,τ) = Y (ξ, δ, τ),

∂Z

∂y
|x=x(ξ,δ,τ),y=y(ξ,δ,τ),t=t(ξ,δ,τ) = M(ξ, δ, τ),

∂Z

∂t
|x=x(ξ,δ,τ),y=y(ξ,δ,τ),t=t(ξ,δ,τ) = T (ξ, δ, τ). (1.104)

Используя (1.102),(1.103), получим выражения

y
′
τ(−

∂U

∂δ
t
′
ξ +

∂U

∂ξ
t
′
δ) +

∂U

∂τ
[y
′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ] +

t
′
τ [−y

′
δ

∂U

∂ξ
+ y

′
ξ

∂U

∂δ
] = −Y (ξ, δ, τ)detJ,

x
′
τ [−∂U

∂δ
t
′
ξ + t

′
δ
∂U

∂ξ
] +

∂U

∂τ
[x

′
δt
′
ξ − t

′
δx

′
ξ] +

t
′
τ [−x

′
δ
∂U

∂ξ
+ x

′
ξ
∂U

∂δ
] = M(ξ, δ, τ)detJ,

y
′
τ [

∂U

∂ξ
x
′
δ − x

′
ξ
∂U

∂δ
] +

∂U

∂τ
[y

′
δx

′
ξ − x

′
δy

′
ξ] +

x
′
τ [−y

′
δ

∂U

∂ξ
+ y

′
ξ

∂U

∂δ
] = T (ξ, δ, τ)detJ. (1.105)
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Уравнение (1.101) тогда принимает вид

[T (ξ, δ, τ) + f(U(ξ, δ, τ))]detJ + [
∂M

∂τ
[−x

′
δt
′
ξ + t

′
δx

′
ξ] +

∂Y

∂τ
[y
′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ]−

∂Y

∂δ
y
′
τ t
′
ξ +

∂Y

∂ξ
y
′
τ t
′
δ + t

′
τ [

∂M

∂ξ
x
′
δ − ∂M

∂δ
x
′
ξ +

∂Y

∂δ
y
′
ξ −

∂Y

∂ξ
y
′
δ]] = 0. (1.106)

Далее проводим рассуждения аналогичные приведенным в параграфе 1.2

перед Теоремой 1.2.1. Из (1.104) следуют необходимые условия разрешимо-

сти. Повторяя рассуждения приведенные в параграфе 1.2 дополним выпи-

санные соотношения равенствами смешанных производных в переменных

ξ, δ. Эти соотношения, с учетом (1.104) можно переписать в виде

∂M(ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂x
− ∂Y (ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂y
= 0,

∂T (ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂x
− ∂Y (ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂t
= 0,

∂M(ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂t
−

∂T (ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂y
= 0, (1.107)

или дополнительно получим три уравнения, дополняющие систему соот-

ветственно

t
′
τ [−∂M(ξ, δ, τ)

∂ξ
y
′
δ +

∂M(ξ, δ, τ)

∂δ
y
′
ξ] +

∂M(ξ, δ, τ)

∂τ
[y
′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ] +

y
′
τ [

∂M(ξ, δ, τ)

∂ξ
t
′
δ − ∂M(ξ, δ, τ)

∂δ
t
′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂δ
[t
′
τx

′
ξ − x

′
τ t
′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂τ
[x

′
δt
′
ξ − t

′
δx

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂ξ
[x

′
τ t
′
δ − t

′
τx

′
δ] = 0 (1.108)

y
′
τ [−

∂T (ξ, δ, τ)

∂δ
t
′
ξ +

∂T (ξ, δ, τ)

∂ξ
t
′
δ] +

∂T (ξ, δ, τ)

∂τ
[y
′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ] +

t
′
τ [−∂T (ξ, δ, τ)

∂ξ
y
′
δ +

∂T (ξ, δ, τ)

∂δ
y
′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂δ
[x

′
τy

′
ξ − y

′
τx

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂τ
[y
′
δx

′
ξ − x

′
δy

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂ξ
[y
′
τx

′
δ − x

′
τy

′
δ] = 0, (1.109)
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x
′
τ [

∂T (ξ, δ, τ)

∂δ
t
′
ξ − ∂T (ξ, δ, τ)

∂ξ
t
′
δ] +

∂T (ξ, δ, τ)

∂τ
[−x

′
δt
′
ξ + t

′
δx

′
ξ] +

t
′
τ [

∂T (ξ, δ, τ)

∂ξ
x
′
δ − ∂T (ξ, δ, τ)

∂δ
x
′
ξ] +

∂M(ξ, δ, τ)

∂δ
[x

′
τy

′
ξ − y

′
τx

′
ξ] +

∂M(ξ, δ, τ)

∂τ
[y
′
δx

′
ξ − x

′
δy

′
ξ] +

∂M(ξ, δ, τ)

∂ξ
[y
′
τx

′
δ − x

′
τy

′
δ] = 0, (1.110)

Предположим, что функции K(U), F (U), U(ξ, δ), Y (ξ, δ), M(ξ, δ), T (ξ, δ)

дважды непрерывно дифференцируемые .

В трехмерном случае нелинейная алгебраическая система семи урав-

нений

(1.105),(1.106),(1.108)-(1.110) относительно девяти переменных– произ-

водных

x
′
ξ, x

′
δ, x

′
τ , y

′
ξ, y

′
δ, y

′
τ , t

′
ξ, t

′
δ, t

′
τ является недопределенной. По-

этому имеется большой функциональный произвол в новых переменных.

Приведем пример решения этой системы. Предположим, что функции

Y (ξ, δ, τ), M(ξ, δ, τ), T (ξ, δ, τ), x(ξ, δ, τ),

имеют вид

T (ξ, δ, τ) = c1w(U), Y (ξ, δ, τ) = c2w(U), M(ξ, δ, τ) = w(U), где

U = U(ξ, δ, τ) и c1 6= 0, c2 6= 0.

Теорема 1.7.1.

Пусть функция G(ξ, δ, τ, U) дважды непрерывно дифференцируемая функ-

ция четырех переменных, а w(U), r(U) дважды непрерывно дифферен-

цируемые функции одной переменной.

Тогда функция

x(ξ, δ, τ) = r(U) + G(ξ, δ, τ, U(ξ, δ, τ)). (1.111)

Функция w(U) определяется из ОДУ

f(U) = w(U)[(c2
2 + 1)w

′
(U)− c1]. (1.112)
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Функция y(ξ, δ, τ)имеет вид

y(ξ, δ, τ) = −c1t(ξ, δ, τ)− c2r(U)− c2G(ξ, δ, τ, U)h(U) +

+

∫ U

0

dp

w(p)
+ c3, c3 = const. (1.113)

Якобиан имеет вид

DetJ = − 1

w(U)
[(t

′
τU

′
ξ − U

′
τ t
′
ξ)G

′
δ +

(t
′
ξG

′
τ − t

′
τG

′
ξ)U

′
δ + (U

′
τG

′
ξ − U

′
ξG

′
τ)t

′
δ] 6= 0. (1.114)

Точное решение уравнения (1.101) определяется формулой (1.102).

2

Дважды дифференцируемые функции G(ξ, δ, τ, U), r(U), t(ξ, δ, τ), а так-

же функция U (!), остаются произвольными. Этот произвол и является

свободным "параметром".

Заметим, что из трех уравнений (1.105) можно выразить производные

y
′
ξ, y

′
δ, y

′
τ ,

y
′
ξ =

−[T (ξ, δ, τ)t
′
ξ − U

′
ξ + Y (ξ, δ, τ)x

′
ξ]

M
,

y
′
δ =

−[T (ξ, δ, τ)t
′
δ − U

′
δ + Y (ξ, δ, τ)x

′
δ]

M
,

y
′
τ =

−[T (ξ, δ, τ)t
′
τ − U

′
τ + Y (ξ, δ, τ)x

′
τ ]

M
. (1.115)

Далее, в силу большого возможного числа вариантов решения, обсуждает-

ся лишь один пример. Будем искать функции

x(ξ, δ, τ), Y (ξ, δ, τ), T (ξ, δ, τ),M(ξ, δ, τ)

x(ξ, δ, τ) = r(U) + G(ξ, δ, τ, U), Y (ξ, δ, τ) = q(U) + qo(U)G(ξ, δ, τ, U),

T (ξ, δ, τ) = wo(U) + v(U)G(ξ, δ, τ, U),

M(ξ, δ, τ) = w(U) + vo(U)G(ξ, δ, τ, U), (1.116)
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где U = u(ξ, δ, τ). Анализ уравнений (1.106), (1.108)-(1.110) позволяет най-

ти такие соотношения между функциями в (1.109), и окончательно полу-

чим соотношения приведенное в теореме 1.7.1. Таким образом, окончатель-

но положили qo(U) = 0, v(U) = 0, vo(U) = 0, wo(U) = c1w(U), qo(U) =

c2w(U).

Далее, как и в двухмерной ситуации, необходимо выполнение равенств

смешанных производных функций x(ξ, δ, τ), y(ξ, δ, τ), например:

y
′′
ξδ = y

′′
δξ, y

′′
ξτ = y

′′
τξ, y

′′
δτ = y

′′
τδ. (1.117)

Это необходимые условия разрешимости системы (1.115).

Из системы (1.115), после преобразований, следует система ОДУ для

функции y(ξ, δ, τ)

y
′
ξ(ξ, δ, τ) = −c1t

′
ξ − c2r

′
(U)U

′
ξ +

U
′
ξ

w(U)
− c2[U

′
ξG

′
(U) + G

′
ξ],

y
′
δ(ξ, δ, τ) = −c1t

′
δ − c2r

′
(U)U

′
δ +

U
′
δ

w(U)
− c2[U

′
δG

′
(U) + G

′
δ],

y
′
τ(ξ, δ, τ) = −c1t

′
τ − c2r

′
(U)U

′
τ +

U
′
τ

w(U)
−

c2[U
′
τG

′
(U) + G

′
τ ]. (1.118)

где U = U(ξ, δ, τ), c1 6= 0, c2 6= 0. Эта система точно интегрируется

(1.113). Можно проверить, что условия (1.117) выполнены.

Дважды дифференцируемые функции

G(ξ, δ, τ, U), r(U), h(U), t(ξ, δ, τ),и а также функция U (!),остаются

произвольными. Этот произвол и является свободным "параметром". Та-

ким образом, если удается каким-то способом подобрать (из физическо-

го смысла задачи [109],[202]) гладкие перечисленные функции так, чтобы

DetJ 6= 0, то функции x(ξ, δ, τ), y(ξ, δ, τ), t(ξ, δ, τ) определены. Можно

сравнить алгоритм построения численного решения смешанной задачи для
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уравнения (1.101) и алгоритм численного восстановления решения уравне-

ния (1.101) по точному решению в параметрической форме построенному

в теореме 1.7.1. Имеется значительное уменьшение числа операций при ор-

ганизации вычислений опираясь на построенное точное решение. Извест-

но [142], что при численном решении такой задачи необходимо построить

неявную разностную схему и реализовать, например, метод переменных на-

правлений в довольно большой двухмерной области на сетке. В данном же

случае, имеем одно ОДУ первого порядка (1.110) и процедуру вычисления

обратной функции при пересчете решения (1.102) на неравномерной сетке.

Для конкретности рассмотрим простой пример. Положим в (1.112)

f(U) = −U(1 − U2), c1 = 1, c2 = 1. Уравнение (1.110) численно инте-

грируется с начальным условием w(0) = 0. Полученное решение обраща-

ется в нуль

w(1, 83063) = 0.

Аппроксимацию полученного численного решения можно провести раз-

личными способами. Поскольку есть желание продолжить аналитическое

исследование положим

w(U) ' U(1, 830635−U 5)/23. Предположим также, что произвольные

функции имеют вид

r(U) = 0, t(ξ, δ, τ) = ξ + δ + τ, G(ξ, δ, τ) = ξ + δ + τ + U.

Тогда вычислим интеграл входящий в функцию y.

∫ U

0

dU

w(U)
' 23[0.04864 ln U − 0, 009728 ln(U 2 − 1, 13139U + 3, 3512) +

+ 0, 009728 ln(U 2 + 2, 9620U + 3, 3512)−
− 0, 009728 ln(1, 83063− U)]. (1.119)

Функцию U можно выбрать любой, моделирующей одну или несколько
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Рис. 8: Численное решение уравнения Абеля и его аппроксимация.

ведущих центров автоволны. Их число остается постоянным.

Например, можно взять любое число слагаемых из суммы

U(ξ, δ, τ) =
∑n

i=0(1 − Ci exp(−(ξ − li)
2 − (δ − ki)

2 + (τ − mi)
2))(1 +

exp(−(ξ − li)
2 − (δ − ki)

2 + (τ −mi)
2))−1,

где li, ki,mi− произвольные константы. Таким образом все функции

t(ξ, δ, τ), x(ξ, δ, τ), y(ξ, δ, τ) определены .

Следовательно, находим численно функции ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t),

осуществляя восстановление обратной функции на неравномерной сетке.

В данных расчетах выбрано Ci = 0 , i = 1, 2. Дальнейшая эволюция такой

структуры такова: дальние от перетяжки области восьмерки уходят на бес-

конечность, при этом перетяжка остается довольно большое время. Если

выбрать Ci = 1, то характер эволюции структуры существенно меняется.
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Рис. 9: Линии уровня начальных данных в задаче расчета автоволн.

Рис. 10: Результаты расчета обратного преобразования точного решения

эволюции автоволн при малых временах. Линии уровня.
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Подробное исследование таких задач выходит за рамки данной работы.

Рассмотрим уравнение (1.101), в том случае когда корни уравнения

f(t, Z) = 0 зависят от времени. Изложим предлагаемый метод на примере

полулинейного параболического уравнения

Z
′
t − Z

′′
xx − Z

′′
yy + f(t, Z) = 0. (1.120)

Выведенные выше уравнения (1.105), (1.108)-(1.110) те же самые и отли-

чаются только уравнением (1.106), где следует заменить функцию f на

f(t, U).

Предположим, что функции T (ξ, δ, τ), Y (ξ, δ, τ), M(ξ, δ, τ) имеют

вид

T (ξ, δ, τ) = c1w(t, U) + w(t, U)
∫ U

Uo

w
′
tdp

w2(t,p) ,

Y (ξ, δ, τ) = c2w(t, U),

M(ξ, δ, τ) = w(t, U).

Имеет место следующее утверждение :

Теорема 1.7.2

Пусть функция G(ξ, δ, τ, U) дважды дифференцируемая функция четы-

рех переменных, а h(t, U), w(t, U), r(t, U) дважды дифференцируемые

функции двух переменных, где U = U(ξ, δ, τ), c1 6= 0, c2 6= 0.

Тогда точное решение уравнения (1.120) и системы уравнений в част-

ных производных первого порядка (1.105),(1.106),(1.108)-(1.110) имеет вид:

x(ξ, δ, τ) = r(t, U) + h(t, U)G(ξ, δ, τ, U), (1.121)
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а функция y(ξ, δ, τ) имеет вид

y(ξ, δ, τ) = −c1t(ξ, δ, τ)− c2r(t, U)− c2G(ξ, δ, τ, U)h(t, U) +

+

∫ U

Uo

dp

w(t, p)
+ c3, Uo, c3 = const. (1.122)

Якобиан имеет вид (1.114). Функция w(t, U)определяется из уравнения с

частными производными

w
′
t − 2(w(t, U))2w

′′
UU + w(t, U)f

′
U(t, U)− w

′
Uf(t, U) = 0. (1.123)

2

Доказательство проводится аналогично теореме 1.5.1. Из уравнения (1.106),

в котором следует заменить функцию f = f(t, U)следует уравнение

f(t, U)

w(t, U)
+ c1 +

∫ U

Uo

w
′
tdp

w2(t, p)
− 2w

′
U(t, U) = 0. (1.124)

После дифференцирования (1.124)получим уравнение (1.123).

Дважды дифференцируемые функции

G(ξ, δ, τ, U), r(t, U), h(t, U), t(ξ, δ, τ), а также функция U (!),остаются

произвольными.

Пример 1.7.2

В данном случае можно привести пример решения уравнения (1.123).

Зададим функцию

f(t, U) = U(1 − a(t)U), a(t) = −3 exp(t). Точное решение уравнения

(1.123), например, имеют вид

w(t, U) = U 3/2 exp(t/2).

Пример 1.7.3

Построим обобщение примера 8 на стр.151 в [137] "способом А".
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Построим решение уравнения (1.72)предложенным в главе методом.

Сделаем замену переменных (1.73).5

Выбор дифференциальных связей является важным в данном методе.

Предположим

∂Z

∂x
|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = Y (ξ, δ),

∂Z

∂t
|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = T (ξ, δ). (1.125)

Такое изменение дифференциальных связей меняет дальнейшие формулы,

но не меняет существа дела. Аналогичные теоремы остаются справедливы-

ми.

В новых переменных вместо выражений (1.75) имеем

−∂U

∂ξ

∂t

∂δ
+

∂U

∂δ

∂t

∂ξ
+ Y (ξ, δ)detJ,

∂U

∂ξ

∂x

∂δ
− ∂U

∂δ

∂x

∂ξ
+ T (ξ, δ)detJ. (1.126)

Уравнение (1.72) после подстановок (1.73),(1.16),(1.125) имеет вид

(T (ξ, δ) + f(t(ξ, δ), U(ξ, δ)))detJ − P (t(ξ, δ), U)(
∂Y

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂Y

∂δ

∂t

∂ξ
) +

Y (ξ, δ)P ′
U(t(ξ, δ), U)(

∂t

∂ξ

∂U

∂δ
− ∂t

∂δ

∂U

∂ξ
) = 0. (1.127)

Аргументы в функциях ниже не пишем из соображении компактности фор-

мул. Это формула аналогична (89)с.151 в [137].

Далее проводим рассуждения, смысл которых, условие совместимо-

сти дифференциальных связей. Это подробно объясняется в параграфе 1.2

перед Теоремой 1.2.1.

∂Y (ξ, δ)

∂t
=

∂T (ξ, δ)

∂x
. (1.128)

5Уравнение (1.72) совпадает с (86)с.151 если Z = w, P = f, f = g. Отличие только в знаке функции

f .
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Это соотношение, с учетом (1.73),(1.16),(1.125) можно переписать в виде

∂x

∂δ

∂Y

∂ξ
− ∂x

∂ξ

∂Y

∂δ
+

∂t

∂δ

∂T

∂ξ
− ∂t

∂ξ

∂T

∂δ
= 0. (1.129)

Система (1.125),(1.126),(1.128)6 является нелинейной алгебраической

системой относительно производных

x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ.

Имеет место теоремы аналогичные теоремам 1.6.1.-1.6.3.

Теорема 1.7.3

Нелинейная алгебраическая система (1.125),(1.126),(1.129) относительно про-

изводных x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ разрешима и ее решение имеет вид

∂x

∂ξ
= −([F + T − Y 2P

′
U ](U

′
ξ[T

′
δU

′
ξ − T

′
ξU

′
δ] + P (Y [Y

′
δT

′
ξ − T

′
δY

′
ξ]U

′
ξ +

TY
′
ξ[U

′
δY

′
ξ − U

′
ξY

′
δ]))/P1(ξ, δ)

def
= g1(ξ, δ),

(1.130)

∂x

∂δ
= −([Y 2P

′
U − F − T ]U

′
δ[U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ] + P (Y U

′
δ[T

′
ξY

′
δ − T

′
δY

′
ξ] +

TY
′
ξ[Y

′
ξU

′
δ − Y

′
δU

′
ξ]))/P1(ξ, δ)

def
= g2(ξ, δ), (1.131)

∂t

∂ξ
= ([PY Y

′
ξ − FU

′
ξ − TU

′
ξ + Y 2P

′
UU

′
ξ][U

′
δY

′
ξ − Y

′
δU

′
ξ])/P1(ξ, δ)

def
=

g3(ξ, δ), (1.132)

∂t

∂δ
= [−PY Y

′
δ + (F + T − Y 2P

′
U)U

′
δ][Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ]/P1(ξ, δ)

def
=

g4(ξ, δ), (1.133)
6В [137] это аналог формулы (88)с.151. все четыре уравнения при переходе к уравнению (1.14)при

x = ξ, t = δ совпадают !
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где

P1(ξ, δ)) = (PY 2[T
′
δY

′
ξ − T

′
ξY

′
δ]− (F + T − Y 2P

′
U)(T [U

′
δY

′
ξ − Y

′
δU

′
ξ] +

Y [T
′
δU

′
ξ − T

′
ξU

′
δ])). (1.134)

Условие разрешимости имеет вид (1.84).

Предположим, что t = δ. Тогда из (1.32) найдем выражение

T (ξ, δ) = [P (t, U)Y Y
′
ξ − f(t, U)U

′
ξ + Y 2P

′
U(t, U)U

′
ξ]/U

′
ξ.(1.135)

Подставим это выражение с производными в систему (1.130)-(1.133) и (1.84),

из (1.130) следует

Y (ξ, δ) = U
′
ξ/x

′
ξ. (1.136)

Подставим это выражение с производными в следствия системы (1.130)-

(1.133) и (1.84). Далее, обобщаем интересную находку в [137] предположим,

что решение записано в неявной форме
∫ Z(x,t)

uo

ds

h(s, t)
= α(t)x + β(t). (1.137)

После замены переменных имеем
∫ U(ξ,δ)

uo

ds

h(s, δ)
= α(δ)x(ξ, δ) + β(δ). (1.138)

Отсюда находим производные U
′
ξ, U

′
δ и более высокие до четвертого по-

рядка включительно.(Указание: При вычислении производным x(ξ, δ) луч-

ше представить эту функцию в виде x(ξ, δ) = m(ξ)ϕ(δ)+ω(δ).) Все произ-

водные подставим в следствие условия разрешимости (1.84). Группируя в

полученном после очевидных упрощений выражении слагаемые содержа-

щие все производные функций P (t, U), f(t, U) получим

∂

∂ξ
[α

′
(δ)− A(δ)α(δ)3 −B(δ)α(δ)] = 0. (1.139)



— 104 —

Здесь производим разделение переменных

h(U, δ)
∂2

∂U 2 [P (δ, U)h(U, δ)] = A(δ),

h
′
δ/h(U, δ) + h(U, δ)

∂

∂U
[f(δ, U)/h(U, δ)] = −B(δ). (1.140)

Различие в знаках в формулах данного примера и примера 8 в [137] объ-

ясняется небольшим различием исходных уравнений.7 Окончательно из

(1.139)следует обобщение уравнения Бернулли

α
′
(δ)− A(δ)α(δ)3 −B(δ)α(δ) = 0. (1.141)

Из (1.140) имеем следующие выражения для коэффициентов

f(δ, U) = C1(δ)h(U, δ) + h(U, δ)

∫ U(ξ,δ)

uo

[−B(δ)h(s, δ) + h
′
δ(s, δ)]ds

h(s, δ)2 ,

P (δ, U) =
UC2(δ) + C3(δ)

h(U, δ)
+ A(δ)[U

∫ U(ξ,δ)

uo

ds

h(s, δ)
−

−
∫ U(ξ,δ)

uo

sds

h(s, δ)
]/h(U, δ). (1.142)

В выражение для f(δ, U) появляется дополнительное слагаемое относи-

тельно структуры формул [137] h
′
δ.

Выражение для P (δ, U) по своей структуре такое же как в [137].8 Если

зависимость от t в коэффициентах уравнения (1.72) отсутствует, то фор-

мулы (1.142) в точности переходят в формулы [137].

Далее подставляем найденные соотношения в полученные выше след-

ствия уравнений (1.30)-(1.33). Имеем, что уравнения (1.30),(1.32),(1.33)удо-

влетворяются точно. Следствие (1.31) после обратной подстановки

x(ξ, δ) = (−β(δ) +
∫ U(ξ,δ)

uo
ds

h(s,δ))/α(δ)

дает уравнение для функции β(δ):
7Уравнение (1.72)отличаются от уравнения в [137] одним знаком.
8Здесь произведено интегрирование по частям.
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β
′
(δ) = β(δ)[B(δ) + A(δ)α2(δ)] + C2(δ)α

2(δ)− C1(δ).

Обратная замена в полученных формулах (1.142) очевидна и мы не бу-

дем на ней останавливаться. Функциональный произвол в функции x(ξ, δ)

в новых переменных ξ, δ исчезает. Произвол связанный с функцией h(Z, t)

имеет другое объяснение. Построено семейство решений множества урав-

нений (1.72), коэффициенты которого вычислены по функции h(Z, t).

В заключение главы обсудим область применения метода. Она не до

конца изучена. Пока можно лишь только утверждать, что метод хорошо

работает для классов примеров рассмотренных в главах 1-4.
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2 ГЛАВА 2. Точные решения некоторых

задач теории оптимального управления.

2.1 Введение. Постановка задачи о управлении

колебаниями маятника

Рассматривается задача управления колебаниями математического

маятника. На суммарный ресурс управления наложено интегральное огра-

ничение : абсолютная величина управляемой функции в произвольной неот-

рицательной степени (большей или равной единице) является суммируемой

функций на заданном временном интервале. Цель управления -минимизация

заданной функции фазовых переменных к фиксированному моменту вре-

мени (задача Майера). Наряду с детерминированным случаем изучается

стохастический случай, когда на систему воздействуют случайные возму-

щения в виде гауссовского белого шума. В этом случае требуется мини-

мизировать математическое ожидание заданных функционалов. Известно,

[159],[173], что задача построения синтеза оптимального управления мо-

жет быть сведена к решению задачи Коши в неограниченной области для

соответствующего уравнения Гамильтона-Якоби- Беллмана.9

На момент начала исследований автором в этой задаче были извест-

ны примеры численных расчетов уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана

из перечисленных работ и [26]. Было известно выражение для точного

решения уравнения Гамильтона-Якоби- Беллмана при значении парамет-

ра n = 2 в детерминированном случае задачи без трения S(y, q, τ) =

y −
√

qτ 3/3, y = x1 + x2τ . В указанных работах доказан ряд теорем

о свойствах решения и теорема существования решения.
9Постановка задач оптимального управления рассмотренных в главе 2 сделана А.С.Братусем.
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В параграфе 2.3 доказано, что решение данной задачи в стохастиче-

ском случае выражается через решения задачи для линейного параболиче-

ского уравнения . Найдены точные решения этой задачи для рассматрива-

емого класса задач оптимального управления. Отдельно в [33] рассмотрен

случай импульсной коррекции n = 1.

Пусть управляемое движение материальной точки описывается урав-

нениями

ẋ1 = x2, ẋ2 = −ω2x1 − 2αx2 + u(t, x1, x2) + σ(t)ξ(t),

x1(0) = x◦1, x2(0) = x◦2. (2.1)

Здесь введены обозначения t –время, 0 ≤ t ≤ T, x1, x2 , - фазовые

координаты, ξ(t) – гауссовский белый шум единичной интенсивности,

σ(t)–ограниченная функция, представляющая интенсивность возмущения,

ω – собственная частота, α–коэффициент

трения. Здесь u = u(t, x1, x2) –управляющая сила (функция управления).

Если σ(t) = 0 , то будем называть задачу (2.1) детерминированной

задачей оптимального управления.

Допустимым управлением будем

называть такое управление u, что функция со значениями в R1 является

интегрируемой на отрезке [0, T ] для любых x1, x2

∫ T

0
|u(t, x1, x2)|ndt. (2.2)

Ниже будем рассматривать только допустимые управления u.

Здесь n - вещественное положительное число,

n > 1, n = 2k
2s−1 , k ≥ s, где k, s = 1, 2 . . . .

Число n является параметром задачи: разным значениям n

соответствуют разные способы задания ограничения (2.2) сум-
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марного ресурса управления. Отметим, что случай n = 2 на-

зывают

управлением при помощи малой тяги, а случай n = 1 - импульс-

ным управлением. Введем переменную q =
∫ T

t |u(t, x1, x2)|ndt.

Переменная q имеет смысл неизрасходованного ресурса

управления, причем q(T ) = 0.

Тогда к уравнениям (1.1) можно добавить уравнение

q̇ = −|u|n. (2.3)

Цель управления - минимизация одного из следующих

функционалов

E{ϕ(x1(T ))}, E{ϕ(x2(T ))} (2.4)

Здесь E – знак математического ожидания, ϕ(x) –непрерывно

дифференцируемая, четная, неотрицательная функция своих

аргументов, причем

ϕ
′
(x) > 0, x > 0, ϕ(0) = 0.

В случае детерминированной задачи
’
знак математического ожи-

дания в функционалах (2.4) необходимо отбросить.

Типичный пример функционалов (2.4)-потенциальная и кине-

тическая энергия в момент времени t = T , т.е.

ϕ(x1) = 1
2ω

2x2
1, ϕ(x2) = 1

2x
2
2.

Отметим, что отношение ϕ
′
(xi)

ϕ(xi)
, i = 1, 2 убывает по переменной

xi.

Понижение порядка системы методом введения вспо-

могательной функции (с трением и без него).
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В [24],[26], [159],[172]–[174] произведено понижение порядка си-

стемы с помощью введения вспомогательной функции.

Приведем перечень функций (новой переменной) с

помощью которых можно понизить порядок системы и следо-

вательно в этих перечисленных случаях решения построенные

в данной работе справедливы.

Заметим, что при наличии трения эта функция вычислена впер-

вые в данной работе, часть которой доложена 25 января 2005 и

опубликована в электронном виде на 1V международной конфе-

ренции "Идентификация систем и задачи управления"Sicpro′05(см.

п.7 по списку апробации работ во Введении с.36.) В общий спи-

сок литературы эта работа не включена согласно требованиям

ВАК. Позднее эти результаты были с успехом использованы в

работе аспирантки про проведении численных расчетов [162].

В задаче минимизации функционалов
’
зависящих лишь

от конечного состояния фазовой переменной x1:E{ϕ(x1(T ))}

при α = 0, ω = 0 приведем новую переменную и уравнение,

которое является первым в системе (2.1) [24],[26], [159],[172]–

[174]

y(t) = (T − t)x2(t) + x1(t),

y(T ) = x1(T ),

ẏ(t) = (T − t)(u + σ(t)ξ(t)). (2.5)

При α = 0, ω 6= 0 приведем новую переменную и уравнение,
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которое является первым в системе (2.1)

y(t) = x2(t) sin(ω(T − t)) + ωx1(t) cos(ω(T − t)),

y(T ) = x1(T ),

ẏ(t) = sin(ω(T − t))(u + σ(t)ξ(t)). (2.6)

В данной работе вычислено, что при наличии трения α 6= 0

следует ввести следующую переменную и уравнение, которое

является первым в системе (2.1)

y(t) = (x2(t) + αx1) exp(−α(T − t)) sin(
√

k(T − t)) +
√

kx1(t) exp(−α(T − t)) cos(
√

k(T − t)),

y(T ) =
√

k x1(T ), k = ω2 − α2,

ẏ(t) = exp(−α(T − t)) sin(
√

k(T − t))(u + σ(t)ξ(t)). (2.7)

В задаче минимизации функционалов, зависящих лишь

от конечного состояния фазовой переменной x2:E{ϕ(x2(T ))}

при α = 0, ω 6= 0 приведем новую переменную и уравнение, ко-

торое является первым в системе(2.1) .

y(t) = x2(t) cos(ω(T − t))− ωx1(t) sin(ω(T − t)),

y(T ) = x2(T ),

ẏ(t) = cos(ω(T − t))(u + σ(t)ξ(t)). (2.8)

В данной работе вычислено, что при наличии трения α 6= 0

следует ввести следующую новую переменную и уравнение, ко-
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торое является первым в системе (2.1)

y(t) = x2(t)
√

k exp(−α(T − t)) cos(
√

k(T − t))−
(ω2x1) + αx2) exp(−α(T − t)) sin(

√
k(T − t)),

y(T ) =
√

kx2(T ), k = ω2 − α2,

ẏ(t) = (
√

k cos(
√

k(T − t))− α sin(
√

k(T − t))) ∗
exp(−α(T − t))(u + σ(t)ξ(t)). (2.9)

Обобщая представленные случаи, будем рассматривать далее

следующие уравнение движения

ẏ = f(t)(u + σ(t)ξ(t)),

q̇ = −|u|n. (2.10)

где f(t) -гладкая непрерывная функция , 0 ≤ t ≤ T .

Отметим, что правая часть (2.10) не зависит от y.

Предполагается, что наблюдению доступна пара y, q.[108]

Здесь u = u(t, x1, x2, q) –функция управления, далее просто u.

Полная постановка этой задачи сделана в работе [33]. (См. Вве-

дение.)

2.2 Уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана

(n > 1)

Проведем вывод уравнения сразу в стохастическом варианте ис-

ходной задачи.

Пусть функция Беллмана S(y, q, t)–минимальное значение ма-

тематического ожидания одного из функционалов (2.4), которое

может быть достигнуто при начальных условиях
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t = t0, q = q0, y = y0 в задаче оптимального управления,

описываемой уравнениями состояния (2.10) .

Предполагая существование и достаточную гладкость функции

S(y, q, t), можно написать уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана

(ГЯБ)

St + min
u
{f(t)uSy − |u|nSq}+

1

2
σ2(t)Syy = 0, (2.11)

Здесь минимум берется по значениям u, которые принадлежат

R1.

Функция S удовлетворяет условию S(y, q, T ) = ϕ(y).

Минимальное значение выражения, стоящего в фигурных скоб-

ках в уравнении(2.1) достигается на следующей управляющей

функции:

u =

(|Syf(t)|
−nSq

)µ

sign (Syf(t)), µ = (n− 1)−1. (2.12)

После замены переменой

τ =

∫ T

t

f 2(s)ds. (2.13)

уравнение (2.1) трансформируется в уравнение

Sτ =
1

2
σ2

1(τ)Syy + (n− 1)gn(τ)

( |S ′
y|

−nS ′
q

)µ+1

Sq, (2.14)

с начальным условием

S(y, q, 0) = ϕ(y). (2.15)

Здесь

gn(τ)|τ=τ(t) = |f(t)|µ−1, σ1(τ)|τ=τ(t) = σ(t) (2.16)
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причем переменные t и τ связаны соотношением (2.13).

Так как по предположению ϕ(y) – четная, непрерывно диффе-

ренцируемая функция, задача (2.14),(2.15) инвариантна относи-

тельно замены переменной y на −y. Следовательно, эту задачу

можно рассматривать только при y > 0 с дополнительным кра-

евым условием

Sy(0, q, τ) = 0. (2.17)

Функция S(y, q, τ)|γn
= 0 обращается в нуль на кривой γn. Урав-

нение этой кривой неизвестно и должно быть определено в про-

цессе построения решения задачи. См.Рис 2.

2.3 Точные решения уравнения Гамильтона-

Якоби-Беллмана

с невырожденной диффузией (2.14).

Задача об управляемом движении материальной точки иссле-

довалась в работах, перечисленных во Введении и работах ав-

тора [31], [33], [179], [180]. Возникает вопрос: почему эта задача

рассматривается отдельно и выделена из всех прочих? Дело в

том, что все случаи, когда решение нелинейной задачи выра-

жается через решения линейного параболического уравнения,

хорошо известны и приведены в учебной литературе и справоч-

никах. Например, в теории уравнения Бюргерса известна нели-

нейная замена Коула-Хопфа искомой функции, которая приво-

дит к линейному параболическому уравнению [149],[150]. При-

мер построенный в данном параграфе дополняет их и был так-



— 114 —

же включен в справочники [136],[137],[201].10

Рассмотрим уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана (2.14) с на-

чальным условием

S(y, q, 0) = ϕ(y), µ = 1/(n− 1). (2.18)

Здесь функции

σ1(τ)|τ=τ(t) = σ(t), (2.19)

а gn(τ) определены в (2.13).

Функция S(y, q, τ) обращается в нуль на неизвестной кривой γn.

S(y, q, τ)|γn
= 0. (2.20)

С точки зрения теории квазилинейных параболических уравне-

ний (2.14), уравнение, имеет локализованное решение. См.Введение

и главу 6.

Метод разработанный в главе 1 применен в данном параграфе

для построения точных решений широкого класса уравнений с

частными производными в параметрическом, а иногда и явном

виде.

Метод распространяется на многомерный случай и уравнения с

переменными коэффициентами. С этой точки зрения

уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана являются квазилиней-

ными параболическими уравнениями с переменными коэффи-

циентами, то есть это сложный, многомерный частный случай

классов уравнений близких к рассмотренным в главе 1.
10см.также А.Д.Полянин,В.Ф.Зайцев Справочник по нелинейным уравнениям математической фи-

зики. М.:Физматлит,2002,432с.,и A.D.Polyanin, V.F.Zaitsev, A.Moussiaux Handbook of First order Partial

Differential Equations, 2002,London,Taylor and Francis.
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В двухмерном случае теория и алгоритм сформулирован в

Главе 1. Там, в параграфе 1.6 предложен "способ С" решения

таких задач.

Положим значение параметра n = 2 для упрощения приведен-

ных в тексте выкладок, а затем сформулируем результат при

других разрешенных значениях парамера n. См.(2.2).

В уравнении (2.14) функция S = S(y, q, τ) имеет три перемен-

ных. В области непрерывности функции S сделаем не фиксиро-

ванную замену переменных

S(y, q, τ)|y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η),τ=τ(ξ,δ,η) = U(ξ, δ, η), (2.21)

матрица Якоби имеет вид

J =




yξ qξ τξ

yδ qδ τδ

yη qη τη.




Связь производных функций
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ξ = ξ(y, q, τ), δ = δ(y, q, τ), η = η(y, q, τ), имеет вид

∂η

∂τ
= (q

′
δy

′
ξ − y

′
δq

′
ξ)/detJ,

∂η

∂q
= (y

′
δτ

′
ξ − τ

′
δy

′
ξ)/detJ,

∂η

∂y
= (q

′
δτ

′
ξ − τ

′
δq

′
ξ)/detJ,

∂ξ

∂y
= (q

′
δτ

′
η − τ

′
δq

′
η)/detJ,

∂ξ

∂q
= (y

′
δτ

′
η − y

′
ητ

′
δ)/detJ,

∂ξ

∂τ
= (q

′
ηy

′
δ − q

′
δy

′
η)/detJ,

∂δ

∂y
= (q

′
ητ

′
ξ − τ

′
ηq

′
ξ)/detJ,

∂δ

∂q
= (τ

′
ηy

′
ξ − y

′
ητ

′
ξ)/detJ,

∂δ

∂τ
= (x

′
τy

′
ξ − y

′
τx

′
ξ)/detJ,

detJ = y
′
τx

′
δt
′
ξ − x

′
τy

′
δt
′
ξ −

q
′
ητ

′
δy

′
ξ + τ

′
ηq

′
δy

′
ξ + y

′
ητ

′
δq

′
ξ − τ

′
ηy

′
δq

′
ξ. (2.22)

Введем обозначения

∂S

∂y
|y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η),τ=τ(ξ,δ,η) = Y (ξ, δ, η),

∂S

∂q
|y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η),τ=τ(ξ,δ,η) = M(ξ, δ, η),

∂S

∂τ
|y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η),τ=τ(ξ,δ,η) = T (ξ, δ, η). (2.23)

Будем считать, что функции Y, M, T пока неизвестны и опре-

деляются ниже. Используя (2.21),(2.22), получим выражение

q
′
η(

∂U

∂δ
τ
′
ξ − ∂U

∂ξ
τ
′
δ) +

∂U

∂η
[q
′
δτ

′
ξ − τ

′
δq

′
ξ] +

τ
′
η[q

′
δ

∂U

∂ξ
− q

′
ξ

∂U

∂δ
] = Y (ξ, δ, η)detJ,

y
′
η[−

∂U

∂δ
τ
′
ξ + τ

′
δ
∂U

∂ξ
] +

∂U

∂η
[y
′
δτ

′
ξ − τ

′
δy

′
ξ] +

τ
′
η[−y

′
δ

∂U

∂ξ
+ y

′
ξ

∂U

∂δ
] = M(ξ, δ, η)detJ,

q
′
η[

∂U

∂ξ
y
′
δ − y

′
ξ

∂U

∂δ
] +

∂U

∂η
[q
′
δy

′
ξ − y

′
δq

′
ξ] +

y
′
η[−q

′
δ

∂U

∂ξ
+ q

′
ξ

∂U

∂δ
] = T (ξ, δ, η)detJ. (2.24)
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Тогда уравнение (2.14) принимает вид

T (ξ, δ, η)− g(τ(ξ, δ, η))
Y 2

4M
− 1

2
[σ1(τ(ξ, δ, η)]2

∂Y

∂y
= 0,

(2.25)

или после подстановки (2.21)-(2.22)

[T (ξ, δ, η)− g(τ(ξ, δ, η))
Y 2

4M
]detJ −

1

2
[σ1(τ(ξ, δ, η))]2[q

′
η(

∂Y

∂δ
τ
′
ξ − ∂Y

∂ξ
τ
′
δ) +

∂Y

∂η
[q
′
δτ

′
ξ − τ

′
δq

′
ξ] + τ

′
η[q

′
δ

∂Y

∂ξ
− q

′
ξ

∂Y

∂δ
]] = 0. (2.26)

Дополним выписанные соотношения равенствами, которые сле-

дуют, с необходимостью, из (2.23) (см. Главе 1, параграф 1.2.)

Sy ,q = Sq ,y , Sy ,τ = Sτ,y , Sq ,τ = Sτ,q

в переменных ξ, δ, η. (Это поля направлений связанные с ре-

шаемым уравнением). Эти соотношения, с учетом (2.21)-(2.22),

можно переписать в виде

∂M(ξ(y, q, τ), δ(y, q, τ), η(y, q, τ))

∂y
−

∂Y (ξ(y, q, τ), δ(y, q, τ), η(y, q, τ))

∂q
= 0,

∂T (ξ(y, q, τ), δ(y, q, τ), η(y, q, τ))

∂y
−

∂Y (ξ(y, q, τ), δ(y, q, τ), η(y, q, τ))

∂τ
= 0,

∂M(ξ(y, q, τ), δ(y, q, τ), η(y, q, τ))

∂τ
−

∂T (ξ(y, q, τ), δ(y, q, τ), η(y, q, τ))

∂q
= 0, (2.27)

и дополнительно получим три уравнения, дополняющие систе-
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му соответственно

τ
′
η[−∂M(ξ, δ, η)

∂ξ
q
′
δ +

∂M(ξ, δ, η)

∂δ
q
′
ξ] +

∂M(ξ, δ, η)

∂η
[q
′
δτ

′
ξ − τ

′
δq

′
ξ] +

q
′
η[

∂M(ξ, δ, η)

∂ξ
τ
′
δ − ∂M(ξ, δ, η)

∂δ
τ
′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, η)

∂δ
[τ

′
ηy

′
ξ − y

′
ητ

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, η)

∂η
[y
′
δτ

′
ξ − τ

′
δy

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, η)

∂ξ
[y
′
ητ

′
δ − τ

′
ηy

′
δ] = 0, (2.28)

q
′
η[−

∂T (ξ, δ, η)

∂δ
τ
′
ξ +

∂T (ξ, δ, η)

∂ξ
τ
′
δ] +

∂T (ξ, δ, η)

∂η
[q
′
δτ

′
ξ − τ

′
δq

′
ξ] +

τ
′
η[−∂T (ξ, δ, η)

∂ξ
q
′
δ +

∂T (ξ, δ, η)

∂δ
q
′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, η)

∂δ
[y

′
ηq

′
ξ − q

′
ηy

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, η)

∂η
[q
′
δy

′
ξ − y

′
δq

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, η)

∂ξ
[q
′
ηy

′
δ − y

′
ηq

′
δ] = 0, (2.29)

y
′
η[

∂T (ξ, δ, η)

∂δ
τ
′
ξ − ∂T (ξ, δ, η)

∂ξ
τ
′
δ] +

∂T (ξ, δ, η)

∂η
[−y

′
δτ

′
ξ + τ

′
δy

′
ξ] +

τ
′
η[

∂T (ξ, δ, η)

∂ξ
y
′
δ −

∂T (ξ, δ, η)

∂δ
y
′
ξ] +

∂M(ξ, δ, η)

∂δ
[y
′
ηq

′
ξ − q

′
ηy

′
ξ] +

∂M(ξ, δ, η)

∂η
[q
′
δx

′
ξ − y

′
δq

′
ξ] +

∂M(ξ, δ, η)

∂ξ
[q
′
ηy

′
δ − y

′
ηq

′
δ] = 0, (2.30)

Везде предполагается, что функции

U(ξ, δ, η), Y (ξ, δ, η), M(ξ, δ, η), T (ξ, δ, η) дважды непрерывно

дифференцируемые в некоторой области.

В двухмерной ситуации, описанной в параграфе 1.2, число пере-

менных, производных x′ξ, x′δ, t′ξ, t′δ совпадает с числом уравне-

ний. В трехмерной ситуации нелинейная алгебраическая систе-

ма семи уравнений (2.24),(2.26),(2.28)-(2.30) относительно девя-

ти переменных-производных

y
′
ξ, y

′
δ, y

′
η, q

′
ξ, q

′
δ, q

′
η, τ

′
ξ, τ

′
δ, τ

′
η является недопределенной.

Поэтому имеется большой функциональный произвол.
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Основное утверждение работ автора [31], [33], [179], [180],и дан-

ного параграфа, главы 2 и один из центральных моментов этой

работы имеет вид

Теорема 2.3.1.

1) Решение задачи Коши (2.14), с начальными данными (2.15)

из C1[R] и условием (2.20) допускает представление

S(y, q, τ)|y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η),τ=τ(ξ,δ,η) = U(ξ, δ, η),

где функция

U(ξ, δ, η) = Φ(τ, y −Q(q) φ(τ))|τ=τ(ξ,δ,η),y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η)

дважды непрерывно дифференцируемая функция трех пере-

менных.

В этом пункте n = 2 и

Q(q) =
√

q, φ(τ) =
√

ψ(τ), ψ(τ) =
∫ τ

0 g(s)ds,

w(ξ, δ, η) = (y −Q(q)φ(τ))|τ=τ(ξ,δ,η),y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η).

2) Дважды непрерывно дифференцируемые функции

Y (ξ, δ, η), M(ξ, δ, η), T (ξ, δ, η) определяют значения производ-

ных точного решения задачи (2.14),(2.15),(2.20) по формулам

(2.23)и имеют вид
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Y (ξ, δ, τ) =

Φ
′
w(τ, w)|w=y−Q(q)φ(τ),τ=τ(ξ,δ,η),y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η),

M(ξ, δ, τ) =

−Φ
′
w(τ, w)Q

′
(q)φ(τ)|w=y−Q(q)φ(τ), τ=τ(ξ,δ,η),y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η),

T (ξ, δ, τ) =

[Φ
′
τ − Φ

′
wQ(q)φ

′
(τ)]|w=y−Q(q)φ(τ), τ=τ(ξ,δ,η),y=y(ξ,δ,η),q=q(ξ,δ,η).

(2.31)

Уравнения системы (2.24),(2.28)-(2.30)перечисленными функци-

ями удовлетворяются тождественно.

3) Функция Φ(w, τ) удовлетворяет задаче Коши для линейного

параболического уравнения

Φτ =
1

2
σ1

2(τ)Φww, Φ(w, 0) = φ(w),

Φ(0, τ) = 0. (2.32)

которое следует из (2.26). Решение уравнения (2.14) восстанав-

ливается по формуле (2.21)и в данном случае имеет явный вид,

при разрешенных значениях параметра n > 1, n = 2k
2s−1 , k ≥ s,

где k, s = 1, 2 . . . , попускает представление

S = Φ(w, τ)|w=y−Rn(q,τ), (2.33)

где

Rn(q, τ) = q1/n(Ψn(τ))(n−1)/n,

Ψn(τ) =

∫ τ

0
gn(s)ds. (2.34)

4)Синтез оптимального управления в стохастической задаче
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(2.14),(2.15),(2.20) имеет вид

u =




−|f(t)|1/(n−1)( q

ψn(τ))
1/nsignf(t), y ≥ Rn(q, τ)

0, 0 ≤ y < Rn(q, τ).

(2.35)

2

Доказательство.

Сделаем краткие замечания к доказательству. Можно выразить

производные q′ξ, q′δ, q′η из трех первых уравнений (2.24).("способ

С"в главе 1. §1.6)

q
′
j(ξ, δ, η) =

U
′
j(ξ, δ, η)− Y y

′
j(ξ, δ, η)− Tτ

′
j(ξ, δ, η)

M
, (2.36)

где j принимает последовательно значения из множества j =

{ξ, δ, η}.

Подставим эти производные в уравнения (2.26), (2.28)-(2.30).

Предполагая, что функция U принимает значение нуль на неко-

торой кривой, введем переменную w = y − r(q, τ) в функции

Φ(τ, w). Анализируя полученные уравнения получим результа-

ты теоремы 2.3.1. В данном случае имеется возможность полу-

чить решение в явном виде.

Таким образом, и в других многомерных задачах с перемен-

ными коэффициентами данная методика исследования задач и

построения решения может быть полезна.

Замечание 2.3.1
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Решение задачи (2.32) при σ1 = const приведено в [34] с.50.

Анализируя полученные выше формулы и упрощая их можно

построить:

Точные решения уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана

в детерминированном случае (n > 1).

В детерминированном случае вид формулы (2.3) сохраняется,

причем σ1(τ) = 0. Уравнение (2.14) примет вид

Sτ = (n− 1)pn(τ)

( |S ′
y|

−nS ′
q

)µ+1

Sq, (2.37)

Здесь gn(τ) заменяется на pn(τ), так как, вообще говоря, это

другая функция.

Теорема 2.3.2.

Пусть ϕ(y) – четная, дважды непрерывно дифференцируемая

функция, S(y, q, τ) –единственное решение задачи Коши (2.37),(2.15),(2.20).

1) Тогда, точное решение уравнения (2.37) допускает представ-

ление

S(y, q, τ) = ϕ(z)|z=y−Pn(q,τ),

где Pn(q, τ) = q1/n(Θn(τ))1−1/n, Θn(τ) =
∫ τ

0 pn(s)ds.

Функция pn(s) определена равенством (2.16).11

2) Оптимальное управление в задаче (2.37),(2.15),(2.20) имеет

вид

u =




−|f(t)|µ( q

Θn(τ))
1/nsignf(t), y ≥ Pn(q, τ)

0 , 0 ≤ y < Pn(q, τ).

11Здесь заменена буква g на букву p
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(2.38)

Доказательство.

Первая часть утверждения непосредственно проверяется

подстановкой функции ϕ(z) в уравнение (2.37).

Рассмотрим области

Dn
1 = {y, q, τ : y > Pn(q, τ)},

Dn
2 = {y, q, τ : 0 ≤ y < Pn(q, τ)}. (2.39)

Граница γn этих областей, задается поверхностью y = Pn(q, τ),

содержащей координатную ось q = 0, а ее сечения при

q = const > 0, представляют собой в плоскости y, τ монотонно

возрастающую (функцию) кривую, выходящую из начала коор-

динат. Поверхность разделяет области Dn
1 и Dn

2 таким обра-

зом, что поверхность τ = 0 является границей области Dn
2, а

поверхность y = 0 является границей области Dn
1. Уравнение

(2.37) дополняются краевым условием

Sq(y, q, τ) < 0, u 6= 0.

Следовательно, первая часть формулы (2.38) справедлива лишь

в области Dn
1, u = −|f(t)|µ( q

Θn(τ))
1/nsignf(t). На границе γn

областей Dn
1 и Dn

2 функция S = ϕ(z) обращается в ноль вме-

сте со своими производными по y и q. Продолжим функцию

S = ϕ(z) нулем в область Dn
2. Выбор управления u = 0 в обла-

сти Dn
2 обеспечивает попадание фазовой траектории системы

на множество y = 0 при τ = 0. Действительно, при u = 0,

из уравнений (2.10) следует, что y = const > 0, q = const > 0.

Поэтому с уменьшением обратного времени, τ = T − t фазовая
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траектория системы обязательно попадет на границу γn (см.

Рис.2.)

Траектории детерминированной системы (2.10) в области Dn
1

лежат на поверхности

G(y, q, τ) = y − Pn(q, τ) = const.

Для доказательства этого факта необходимо рассмотреть нор-

маль к этой поверхности, и проверить ее ортогональность векто-

ру, составленному из правых частей уравнений (2.10). С учетом

формулы (2.38), запишем детерминированную систему (2.10) в

виде

ẏ = −F, q̇ = −F n, τ̇ = −1, F = (f(τ))µ(q/Θn(τ))1/n.

С помощью явного вида выражения для функции Θn(τ) прове-

ряется, что скалярное произведение векторов∇G и (−F,−F n,−1)

равно нулю.

Формула (2.38) сохраняет смысл и на самой поверхности γn,

несмотря на то, что Sq = Sy = 0 на γn, так как возни-

кающая при этом неопределенность в выражении (2.38) может

быть раскрыта. Таким образом, на множестве γn реализуется

ранее упомянутая в начале этого параграфа возможность, при

которой Sy = Sq = 0, а управление u 6= 0.

В итоге, в области Dn
1 вместе с границей γn происходит дви-

жение по поверхностям y − Pn(q, τ) = const, а в области Dn
2

фазовая траектория имеет вид y = q = const, что обеспечивает

ее попадание на множество y = 0 к моменту τ = 0 (см. Рис.2).

В заключение параграфа приведем
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Примеры 2.1.a-d.

a. Рассмотрим стохастическую задачу с f(t) = T − t. Из вы-

ражения (2.13) следует, что τ = (T − t)3/3.Решение уравнения

(2.14) в соответствии с утверждением 2.3.1 есть функция пере-

менных

w = y −Rn(q, τ),

Rn(q, τ) = ((n− 1)/(2n− 1))1−1/n(3τ)2/3−1/(3n)q1/n.(2.40)

Синтез оптимального управления в данном случае определяется

по формуле

u =




−(q(3τ)−1/3)(2n− 1)/(n− 1))1/n, y ≥ Rn(q, τ)

0 , 0 ≤ y < Rn(q, τ).

(2.41)

b. Рассмотрим другой распространенный случай. Положим

n = 2 и f = sin(ω(T − t)), из равенства (2.13) следует, что

переменные t и τ связаны соотношением

τ = 1
2(T − t− (sin(2ω(T − t)))/(2ω)).

В этом случае оптимальное управление определяется по закону

u =




− sin(ω(T − t))(q/τ)1/2, y ≥ √

qτ

0 , 0 ≤ y <
√

qτ .

c. Приведем пример детерминированной ситуации. Для

функции f = T − t = τ из соотношений параграфа 2.2 в соот-

ветствии с Теоремой 2.3.1 получим
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pn(τ) = τµ+1, Θn(τ) = (2 + µ)−1τ 2+µ.

Формула (2.38) (синтез оптимального управления )принимает

конкретный вид

u =




−τ−1/n(2 + µ), y ≥ q1/n(Θn(τ))1−1/n

0 , 0 ≤ y < q1/n(Θn(τ))1−1/n.

d. Положим n = 2, то для функции f = sin ω(T − t) = sin(ωτ)

соответствующий закон управления имеет вид (2.38), где

Θn(τ) = (τ + sin(2ωτ)/(2ω))/2,

pn(τ) = ((τ +sin(2ωτ)/(2ω))/(2q))1/2. На Рис.2.3. представлены

графики изменения оптимального управления u и оптималь-

ная фазовая траектория детерминированной системы и график

функции q(t)

n = 2, T = 10, f = T − t для системы (2.10)в параграфе 2.1 с

начальными данными x0
1 = 4, x0

2 = 2, q0 = 1.

На Рис.12. представлен график изменения оптимального управ-

ления u и оптимальная фазовая траектория детерминированной

системы

n = 2, T = 10, f = cos(π(T − t)/3) для системы (2.10)в пара-

графе 2.1 с начальными данными x0
1 = 2, x0

2 = 8, q0 = 1.

На Рис.13 те же закономерности представлены в случае

n = 40/39, T = 8, f = sin(π(T − t)/3), т.е. в ситуации когда

величина n близка к единице для системы (2.10) в парагра-

фе 2.1 с начальными данными x0
1 = 8, x0

2 = 4, q0 = 0.8. Оп-

тимальное управление представляет собой последовательность
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Рис. 11: Изменение оптимального управления u и фазовая траектория де-

терминированной системы и ресурс q(t). Здесь n = 2, T = 10, f = T − t

для системы (2.10) в параграфе 2.1 с начальными данными x0
1 = 4, x0

2 =

2, q0 = 1
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Рис. 12: Изменение оптимального управления u и фазовая траектория де-

терминированной системы.
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Рис. 13: Изменение оптимального управления u и фазовая траектория в

случае когда параметр n близок к единице.

импульсов. Cм. подробнее [33], где случай импульсного управ-

ления рассматривается отдельно. Этот пример показывает, что

предельный переход при n → 1 существует и является провер-

кой проведенных рассуждений в некотором смысле.

Расчеты показывают, что оптимальные фазовые траектории си-

стемы с ненулевым значением ω имеют вид раскручивающихся

спиралей. Таким образом, в задаче о минимизации потенциаль-

ной энергии системы к заданному моменту времени происхо-
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дит увеличение кинетической энергии, а в аналогичной задаче

о минимизации кинетической энергии к финальному моменту

времени увеличивается потенциальная энергия.

Укажем вклад автора в работах [31], [33], [179], [180]. Автором

были исследованы и решены поставленные А.С.Братусем зада-

чи, приведенные в §2.2, 2.3. Приведены численные расчеты ряда

примеров два из которых представлены здесь.

2.4 Управляемое движение материальной

точки постоянной массы находящейся под

воздействием пуассоновских и гауссовских

возмущений. γ < 1, n > 1

Пусть управляемое движение материальной точки переменной

массы, находящейся под воздействием пуассоновских и гауссов-

ских возмущений описывается уравнениями

d(moẋ1) = (−ω2x1 − 2αx2 + u + ξ(t)σ(t) + h(t)ς(t))dt,

x1(0) = x◦1, x2(0) = x◦2. (2.42)

Здесь t -время, 0 ≤ t ≤ T, x1, x2, - фазовые координаты, u

-управляющая сила,ξ(t), ς(t)-гауссовский белый шум единичной

интенсивности и пуассоновский процесс с парамером λ(t), σ(t), h(t)-

ограниченные функции описывающая интенсивность соответ-

ствующих возмущений. ω- собственная частота, α− коэффи-

циент трения, ω > α. В данной задаче рассматриваются только

допустимые управления u, такие что существует интеграл (2.2)
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и введена переменная (2.3)и верны предположения сделанные в

параграфах §2.1, §2.2.

В данном параграфе минимизируется функционалы (2.4).

ϕ(x1) ∈ C∞(R)-гладкая, четная, неотрицательная функция

ϕ
′
(x1) > 0, x1 > 0, ϕ(0) = 0. Начальное условие для уравне-

ния Гамильтоно-Якоби-Беллмана имеют вид

S(0, x1, x2, q) = ϕ(x1), и удовлетворяет следующему условию

lim
ϕ
′
(x1)

ϕ(x1)
= 0, x1 →∞. (2.43)

Если масса постоянная mo = 1, имеем следующее уравнение

движения

ẏ = f(t)(u + σ(t)ξ(t) + h(t)ς(t)),

q̇ = −|u|n. (2.44)

где f(t) –гладкая непрерывная функция, определенная в пара-

графе 2.1, 0 ≤ t ≤ T .

Пусть функция Беллмана S(y, q, t) = infE(ϕ(xi(T ))), i = 1, 2-

минимальное значение математического ожидания функциона-

ла (2.4), которое может быть достигнуто при начальных усло-

виях t = t0, q = q0, y = y0 в задаче оптимального управления.

Предполагая существование и достаточную гладкость функции

S(y, q, t) в области непрерывности, можно написать уравнение

Гамильтона-Якоби-Беллмана

St + min
u
{f(t) u Sy − |u|nSq}+

1

2
σ2(t)Syy +

λ(t)(S(y + h(t), q, t)− S(y, q, t)) = 0,

(2.45)
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Как и ранее здесь минимум берется по значениям допустимого

управления u в R1.

Из постановки задачи следует, что величина функции S(y, q, T )

может лишь уменьшиться при увеличении значения q, посколь-

ку, чем больше ресурс управления, тем меньшего значения функ-

ционала можно достичь при прочих равных условиях , т.е.

S(y, q2, t) ≤ S(y, q1, t), q1 < q2.

Учитывая гладкость функции S(y, q, T ), получим, что должно

выполняться условие

Sq(y, q, T ) < 0. (2.46)

Таким образом, при mo = 1 минимальное значение выражения,

стоящего в фигурных скобках в уравнении (2.45), достигается

на следующей управляющей функции:

u =

( |S ′
yf(t)|

−nS ′
q

)µ

sign(S
′
yf(t)), µ = (n− 1)−1. (2.47)

После замены переменой

τ =

∫ T

t

f 2(s)ds. (2.48)

уравнение (2.45) трансформируется в уравнение

S
′
τ = (n− 1)gn(τ)

( |S ′
y|

−nS ′
q

)µ+1

S
′
q +

1

2
σ2

1(τ)S
′′
yy + λ1(τ)(S(y + h1(τ), q, τ)− S(y, q, τ)) = 0,

(2.49)

с начальным условием

S(y, q, 0) = ϕ(y). (2.50)
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Здесь

gn(τ) = |f(t)|(2−n)/(n−1)|t=t(τ), σ1(τ) = σ(t)|t=t(τ),

λ1(τ) = λ(t)|t=t(τ), h1(τ) = h(t)|t=t(τ),

(2.51)

причем переменные t и τ связаны соотношением (2.48).

Как и ранее, эту задачу можно рассматривать только при y > 0

с дополнительным краевым условием

Sy(0, q, τ) = 0. (2.52)

Функция S(y, q, τ) обращается в нуль на неизвестной кривой γn.

S(y, q, τ)|γn
= 0. (2.53)

Уравнение этой кривой должно быть определено в процессе по-

строения решения задачи.

Фактически решение S(y, q, τ, γ) уравнения (2.49)зависит от трех

переменных y, q, τ .

Ниже построено решение задачи в области непрерывности D1 =

{y − ( q
mo

)1/n(
∫ τ

0 g(s)ds)(1−1/n)} функции S.

Пусть функция Φ(w, τ) является решением линейного парабо-

лического уравнения Колмогорова

∂Φ

∂τ
=

σ1(τ)2

2

∂2Φ

∂w2 + λ1(τ)(Φ(w + h1, τ)− Φ(w, τ)),(2.54)

с начальным условием Φ(w, 0) = ϕ(w) и условием Φ(0, τ) = 0.

См.также [76].

Теорема 2.4.1.
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Пусть существует единственное решение задачи Коши (2.49) со

специальными начальными данными (2.50)и условиями (2.52),(2.53).

Тогда

1)решение уравнения (2.49)допускает представление решения

S(y, q, τ) = Φ(w, τ) + γΩ(w, q, τ) + O(γ2),

w = y − (
q

mo
)1/n(

∫ τ

0
g(s)ds)(1−1/n), (2.55)

где функция Φ(w, τ) решение уравнения Колмогорова (2.54).

2)Синтез оптимального управления в стохастической задаче (2.49),(2.50),(2.53)

имеет вид

u =




−|f(t)|1/(n−1)( q

ψn(τ))
1/nsignf(t), y ≥ Rn(q, τ)

0, 0 ≤ y < Rn(q, τ).

(2.56)

2 Доказательство.

Первая часть утверждения проверяется непосредственной под-

становкой. Решение задачи Коши (2.49) со специальными на-

чальными данными (2.50) и условиями, (2.53) при λ1 = 0 ( от-

сутствие пуассоновских возмущений) имеет вид приведенный в

параграфе 2.3 в Теореме 2.3.1.

Если λ1 > 0, то уравнение Колмогорова решено и подробно ис-

следовано в цикле работ А.С.Братусь, Б.Н.Колмановский [28].

См. также численные расчеты в [162], где использованы резуль-

таты диссертации. Если начальные данные задачи не растут по

переменной w быстрее экспоненциальной функции, то решение
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определяется сверткой с фундаментальным решение, найден-

ным в указанной работе [28].

Замечание 2.4.1

С задачей, решение которой построено в параграфе 2.3, связаны

несколько задач, содержащих естественный малый параметр.

Например, это задача оптимальной коррекции движением тела,

когда на управление дополнительно действуют малые случай-

ные возмущения и оно осуществляется не точно. См. [25],[27],[30].

Можно построить, при условиях (2.43) на начальные данные,

асимптотическое решение, главный член которого дается ре-

шением рассмотренной задачи. Поправка удовлетворяет задаче

Коши для линейного параболического уравнения с переменны-

ми коэффициентами, решение которой при условиях (2.43) на

начальные данные существует и ограничено при малых значе-

ниях τ [108].

2.5 Синтез оптимального управления в

задаче коррекции движения тела переменной

массы с ограничением на суммарный ресурс

управления

В этом параграфе решена задача синтеза оптимального управ-

ления движением тела переменной массы. Целью управления

является минимизация квадратичной функции фазовой пере-

менной к фиксированному моменту времени.

В детерминированном случае, для построения решения исполь-



— 136 —

зуются групповые свойства системы уравнений. В задаче суще-

ствует предельный переход решения к решению задачи с посто-

янной массой при значении параметра γ = 0, рассмотренной в

этой главе. В стохастическом случае, при воздействии случай-

ных возмущений распределенных по гауссовскому и пуассонов-

скому законам, имеется возможность построить асимптотиче-

ское решение по параметру γ < 1 при его малых значениях.

Пусть управляемое движение материальной точки переменной

массы описывается уравнениями

∂

∂t
(m(t)ẋ1) = u, x1(0) = x◦1, x2(0) = x◦2.

(2.57)

Здесь t -время, 0 ≤ t ≤ T, x1, x2, - фазовые координаты,

u -управляющая сила. Здесь также, как и в параграфе 2.1

рассматриваются допустимые управления со значениями u ∈
R1, u интегрируемая на отрезке [0, T ] функция для любых x1, x2

и введена переменная:

q(t) =

∫ T

t

|u|ndt. (2.58)

Здесь n− положительное число, как и ранее. Самое распро-

страненное значение n = 2, однако построенные ниже решения

справедливы и для других, в частности, для рациональных зна-

чений этого парамера. Переменная q имеет смысл неизрасхо-

дованного ресурса управления, причем q(T ) = 0.

Тогда к уравнениям (2.57) можно добавить уравнение

q̇ = −|u|n. (2.59)



— 137 —

Предположим, что полная масса тела состоит из собственной

постоянной массы mo > 0 и величины пропорциональной

неизрасходованному ресурсу управления

m(t) = mo + γ

∫ T

t

|u|ndt. (2.60)

Цель управления в детерминированном случае - минимизация

функционала

(x1(T ))2. (2.61)

В [9] проведен обзор большого количества работ с переменной

массой, однако задачи синтеза оптимального управления в та-

кой постановке там нет. См.также [5], где обсуждается другая

постановка задачи с переменной массой.

Задача синтеза оптимального управления позволяет определить

управление, то есть это задача –нахождение закона оптималь-

ного управления для любых возможных значений фазовых пе-

ременных x1, x2, q и времени t.

Тогда система (2.57),(2.59) может быть записана в виде

ẋ1 = x2,

ẋ2 = (mo + γq(t))−1u,

q̇ = −|u|n,
x1(0) = x◦1, x2(0) = x◦2. (2.62)

Учитывая специфику функционала (2.61), порядок системы в

предыдущих параграфах в случае постоянной массы можно

было понизить. Процедура введения вспомогательной функции

была подробно описана выше в §2.1.
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В задаче с переменной массой этот способ не годится, такой

вспомогательной функции не существует.

Уравнения динамического програмирования в детер-

минированном случае. n > 1.

Пусть S(y, q, t)–минимальное значение функционала (2.61),

которое может быть достигнуто при начальных условиях

t = t0, q = 0, y = y0 в задаче оптимального управления

описываемые уравнениями состояния (2.62).

Постановка задачи принадлежит А.С.Братусю. Для функции

S(y, q, t), можно написать уравнение динамического програми-

рования первого порядка

St + x2Sx1
+ min

u
{m−1uSx2

− |u|n(x2m
−1Sx2

+ Sq)} = 0

(2.63)

Здесь миниум берется по значениям u которые принадлежат R1

и введено обозначение m = mo + γq.

Функция S удовлетворяет условию S(T, x1, x2, q) = x1
2.

Оптимальное управление имеет вид

u =

( |S ′
x2
|

−n(mS ′
q + x2γS ′

x2
)

)1/(n−1)

sign(Sx2
). (2.64)

После замены переменой (обратное время) τ = t−T , уравнение

(2.63) трансформируется в уравнение

Sτ = x2Sx1 + (n− 1)

( |S ′
x2
|

−nmW

)n/(n−1)

W,

где, W = S
′
q + γx2m

−1S
′
x2, (2.65)
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с начальным условием

S(0, x1, x2, q) = x1
2. (2.66)

Построение точных решений уравнения Гамильтона-Якоби-

Беллмана в детерминированном случае, (n > 1).

Замечание 2.5.1.

Автором был проведен групповой анализ уравнения (2.14) с по-

стоянной γ = 0 и

переменной γ 6= 0 массой. Этот анализ приведен в докладах на

конференциях [8],[9]по списку конференций в Введении. Анализ

показывает, что группа преобразований допускаемая задачей с

постоянной массой, распространяется на задачу с переменной

массой. Классическая техника группового анализа и большой

список основополагающих работ приведен в [65]- [69]. Анализ

большого числа задач (см. предыдущие параграфы) позволяет

сделать предположение о том, что и в этом случае имеет место

локализация решения. То есть существует непрерывная линия

γn которая разделяет всю область на две области Ω1 и Ω2 при-

веденные на Рис.2. (Здесь мы поменяли обозначения: Di
n на

Ωi, i = 1, 2.)

В области Ω1 функция S, убывает навстречу вектора внешней

нормали к линии переключения. Линия γn которая разделяет

облать непрерывности и функции S и область, в которой эта

функция тождественно равна нулю. При построении точного

решения необходимо построить такую непрерывную функцию

S которая гладко склеивается на линии γn вместе с первыми
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и вторыми производными. Обозначим через α, β переменные из

множества {τ, x1, x2, q}. Тогда, в области непрерывности долж-

ны выполняться равенства смешанных производных функции

S(τ, x1, x2, q), а именно Sαβ = Sβα.

В связи со сложностью замены переменных будем проводить ее

в два этапа.

Задачу Коши (2.65) со специальными начальными данными мож-

но представить в виде

S
′
τ = x2S

′
x1 + (n− 1)

S
′
x2

u

nm
,

где, u =

( |S ′
x2
|

−n(mS ′
q + x2γS ′

x2
)

)1/(n−1)

sign(Sx2
),

m = mo + γq. (2.67)

Основной результат данного параграфа заключен в теореме

Теорема.2.5.1

Пусть функция S(τ, x1, x2, q) решение задачи Коши со специ-

альными начальными данными (2.65),(2.66) в области

D1 = {x1 + x2τ ≥ x2
2n−1
n−1 Λ( τ

x2

n
n−1

, q)}.

Тогда функция S(τ, x1, x2, q) и u(τ, x1, x2, q) в области D1

имеют вид

S(τ, x1, x2, q) =

(
x1 + x2τ − x2

2n−1
n−1 Λ

(
τ

x2
n

n−1

, q

))2

,

u(τ, x1, x2, q) = U

(
τ

x2
n

n−1

, q

)
x2

1
1−n , ς =

τ

x2
n

n−1

(2.68)

где функции Λ(ς, q), U(ς, q) удовлетворяют системе уравнений
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в частных производных первого порядка

∂Λ

∂ς
=

U((n− 1)ς + (1− 2n)Λ)

n(m + ςU)
, (2.69)

∂Λ

∂q
=

(nγ + U1−n)((n− 1)ς + (1− 2n)Λ)

n(n− 1)(m + ςU)
, (2.70)

∂Λ

∂ς
+

(n− 1)Un

(1 + nγUn−1)

∂Λ

∂q
= 0, (2.71)

причем выполнено условие Λ(0, 0) = 012. Функции Λ(ς, q) вы-

ражается через функцию U(ς, q) и ее производные

Λ(ς, q) =

−γςU 3 + mςU
′
ς − U(m + 2ς2U

′
ς) + U 2(mςU

′
q − 2γ(m + ς2U

′
ς))

3(−3γU 3 + mU ′
ς − 2ςUU ′

ς + U2(−1 + mU ′
q − 2γςU ′

ς))
.

(2.72)

Теорема 2.5.2.

Существует замена переменных в системе (2.69)–(2.71), такая

что

U(ς, q) = U1(
ς

mo+γq).

Тогда функция U1(θ), θ = ς
mo+γq удовлетворяет ОДУ первого

порядка

U1{1− 2n + {2(1− 2n)γ + 3(n− 1)θ}U1 + (7n− 8)γθU1
2 +

(2− 3n)nγU1
n−1 + γ{n2(2θ − 6γ)− θ + n(4γ − θ)}U1

n +

γθ{(4n2 − 2− 3n)γ + 3(n− 1)2θ}U1
n+1 + 8(n− 1)2γ2U1

n+2}+

∂U1

∂θ
(−1 + 2θU1 + 3γθU1

2)(n− 2− nγU1
n−1 + 2(n− 1)2γθU1

n) = 0,

(2.73)
12Здесь предполагается, что SignSx2 = −1.
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с начальным условием U1(0) = 0.

Функция P (θ) имеет вид

P (θ) = (n−1)(γ(n−1)U1
nθ+nγU1

n−1+1)
(n−1)2γU1

nθ+n(3n−2)γU1
n−1+2n−1

,

где функция Λ(ς, q) = ςP ( ς
mo+γq).

2

Доказательство.

Доказательство проводится непосредственной подстановкой. Да-

дим короткие коментарии к доказательству. Система уравнений

(2.69)–(2.71) после замены приведенной в Теореме 2.5.2 имеет

вид

mn
∂Λ

∂ς
+ U((1− 2n)Λ) + ς(n− 1 + n

∂Λ

∂ς
) = 0, (2.74)

nUn−1{γ(1− 2n)Λ + m(1− n)
∂Λ

∂q
+ γς(−1 + n + n

∂Λ

∂ς
)}+

(1− 2n)Λ + ς(n− 1 + nγ
∂Λ

∂ς
) = 0, (2.75)

m = mo + γq.

Эта система рассматривается в области непрерывности D1, как

алгебраическая нелинейная система относительно производных
∂Λ
∂ς , ∂Λ

∂q .

Ее решения дают два первых соотношения (2.69), (2.70). Оказы-

вается, что эти равенства совпадают с равенством смешанных

производных

Sx2τ = Sτ,x2
, Sx1q = Sqx1

, соответственно. Это проверяется

непосредственными вычислениями. В итоге имеем одно ОДУ
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первого

порядка (2.73) с начальным условием.

Таким образом, все функции полностью определены (2.69) и вы-

числяется синтез оптимального управления (2.64). Уравнение

(2.73) численно интегрируется при различных значения γ.

Замечание 2.5.2

Существует предельный переход при γ = 0 в данных формулах

к задаче с постоянной массой рассмотренной в параграфе 2.3.

Наиболее просто это показать при n = 2.

Если положить в (2.68) γ = 0, то в самом простом случае α =

0, ω = 0(2.5) из Теоремы 2.3.1 следуют выражения, которое уже

упоминалось во введении к данной главе, параграф 2.1.

S(τ, x1, x2, q) =





[x1 + x2τ − 1
mo

√
qτ3

3 ]2, если x1 + x2τ ≥ 1
mo

√
qτ3

3 ,

0, если x1 + x2τ < 1
mo

√
qτ3

3 .

(2.76)

Функция управления имеет вид

u(τ, x1, x2, q) =




−

√
3q
τ , если x1 + x2τ ≥ 1

mo

√
qτ3

3 ,

0, если x1 + x2τ < 1
mo

√
qτ3

3 .
(2.77)

Таким образом, функции (2.76),(2.77)можно рассматривать от-

дельно в области D1, где они непрерывны, (первая строка в дан-

ных выражениях) то есть функции локализованы в простран-

стве.
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Кроме того, при γ = 0 существует предельный переход в урав-

нении (2.74),(2.75)

mon
∂Λ

∂ς
+ U((1− 2n)Λ) + ς(n− 1 + n

∂Λ

∂ς
) = 0, (2.78)

nUn−1mo(1− n)
∂Λ

∂q
+ (1− 2n)Λ + ς(n− 1 + nγ

∂Λ

∂ς
) = 0,(2.79)

решение которых имеет вид

L(ς, q) = 1
mo

√
ς3q
3 , U(ς, q) =

√
3q
ς , ς = τ

x2
2 . Легко проверить,

что в области непрерывности D1 это выражение совпадает со

значением функции (2.68) при n = 2, γ = 0.
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3 ГЛАВА 3. Построение точных

решений квазилинейных

эллиптических уравнений в

параметрической форме.

3.1 Метод построения решений в

параметрической форме квазилинейных

эллиптических уравнений с коэффициентом

переноса, зависящим от нелинейной функции.

Метод построения решений разработанный в главе 1 приме-

нен для важных в приложениях квазилинейных эллиптических

уравнений

(G(Z)Z
′
x)x + (K(Z)Z

′
y)y − f(Z) = 0, (3.1)

и верны теоремы аналогичные теоремам главы 1.

Таким образом, имеется положительный ответ на вопрос В.В.Жикова

заданный на конференции в Суздале ([11]по списку конферен-

ций, приведенному во Введении).

Здесь K(Z), G(Z), f(Z)-дважды непрерывно дифференцируе-

мые функции.

Сделаем произвольную замену переменных

Z(x, y)|x=x(ξ,δ), y=y(ξ,δ) = U(ξ, δ), (3.2)
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Введем обозначения (дифференциальные связи [137])

G(Z)Z
′
x = Y (ξ, δ),

K(Z)Z
′
y = T (ξ, δ), (3.3)

Предположим, что якобиан замены переменных

detJ = x
′
ξy

′
δ − y

′
ξx

′
δ 6= 0 не равен нулю, где

J =




x
′
ξ y

′
ξ

x
′
δ y

′
δ




Тогда существует обратное преобразование, хотя бы локально,

ξ = ξ(x, y), δ = δ(x, y). При этом

∂x

∂ξ
= detJ

∂δ

∂y
,

∂y

∂ξ
= −detJ

∂δ

∂x
,

∂x

∂δ
= −detJ

∂ξ

∂y
,

∂y

∂δ
= detJ

∂ξ

∂x
.

(3.4)

Введем обозначения

G(Z)
∂Z

∂x
|x=x(ξ, δ), y=y(ξ, δ) = Y (ξ, δ),

K(Z)
∂Z

∂y
|x=x(ξ, δ), y=y(ξ, δ) = T (ξ, δ). (3.5)

Введем также функции
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Ψ1(ξ, δ)
def
= (K[G3 T T

′
ξ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ)−

−G2 T Y K
′
UU

′
ξ(Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ)] +

+K2[−fG3U
′
ξ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ) + G T Y G

′
UU

′
ξ(Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ) +

+G2[Y U
′
ξ(Y

′
δT

′
ξ − T

′
δY

′
ξ) + +T Y

′
ξ(−Y

′
δU

′
ξ + U

′
δY

′
ξ)]]/Po(ξ, δ),

Ψ2(ξ, δ)
def
= (K(−G3 T T

′
δ(−U

′
δT

′
ξ + T

′
δU

′
ξ) +

+G2 T Y K
′
UU

′
δ(−Y

′
δU

′
ξ + U

′
δY

′
ξ) +

+K2[−fG3U
′
δ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ)−G T Y G

′
UU

′
δ(−Y

′
δU

′
ξ + U

′
δY

′
ξ) +

+G2[Y U
′
δ(Y

′
δT

′
ξ − T

′
δY

′
ξ) + +T Y

′
δ(−Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ)]])/Po(ξ, δ),

Ψ3(ξ, δ)
def
= (−KG2 T Y K

′
UU

′
ξ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ) +

+ K2[G T Y G
′
UU

′
ξ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ) +

+ G2[Y T
′
ξ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ) + TU

′
ξ(−Y

′
δT

′
ξ + T

′
δY

′
ξ)]] +

+ K3[f(U)G2U
′
ξ(Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ)−G Y Y

′
ξ(Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ)])/Po(ξ, δ),

Ψ4(ξ, δ)
def
= (KG2 T Y K

′
UU

′
δ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ) +

+ K2[−G T Y G
′
UU

′
δ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ) +

+ G2[Y T
′
δ(−U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ) + T U

′
δ(Y

′
δT

′
ξ − T

′
δY

′
ξ)]] +

+ K3[f(U)G2U
′
δ(−Y

′
δU

′
ξ + U

′
δY

′
ξ) +

G Y Y
′
δ(Y

′
δU

′
ξ − U

′
δY

′
ξ)])/Po(ξ, δ),

(3.6)

Здесь обозначено

Po(ξ, δ)) = G2 T 2 Y K
′
U(U

′
δT

′
ξ−T

′
δU

′
ξ)+K2[T Y 2G

′
U(Y

′
δU

′
ξ−

U
′
δY

′
ξ) + G Y 2(Y

′
δT

′
ξ − T

′
δY

′
ξ) + fG2[Y (−U

′
δT

′
ξ + T

′
δU

′
ξ) +

T (−Y
′
δU

′
ξ+U

′
δY

′
ξ)]]+K[G2 T 2(Y

′
δT

′
ξ−T

′
δY

′
ξ)+G[TY (T G

′
U(−U

′
δT

′
ξ+

T
′
δU

′
ξ) + Y K

′
U(−Y

′
δU

′
ξ + U

′
δY

′
ξ))]]. (3.6a)
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Замечание 3.1.1 Для краткости записи формул пишем вместо

U(ξ, δ) пишем U , аналогично и для других функций.

Теорема 3.1.1

1) Пусть функция Z(ξ, δ) решение уравнения (3.1). Пусть заме-

на (x, y) → (ξ, δ) невырождена, хотя бы локально. Пусть функ-

ции U(ξ, δ), Y (ξ, δ), T (ξ, δ) заданы формулами (3.2),(3.3). Тогда

определитель замены связан с этой тройкой функций соотноше-

нием

detJ = Ψ1Ψ4 −Ψ2Ψ3 и выполнено равенство

∂
∂δΨ3 − ∂

∂ξΨ4 = 0, (3.7a)

где функции Ψi, i = 3, 4 определены равенствами (3.6).

2) Верно и обратное. Предположим, что комбинация функций

Ψ1Ψ4 −Ψ2Ψ3 не обращается в нуль и бесконечность.

Пусть тройка функций U(ξ, δ), Y (ξ, δ), T (ξ, δ) удовлетворяет

соотношению (3.7a).

Тогда замена переменных ξ = ξ(x, y), δ = δ(x, y) определяется

системой

∂( x, y)
∂( ξ, δ) =




Ψ1, Ψ2

Ψ3, Ψ4


 и задает решение уравнения (3.1) по фор-

муле

Z(x, y) = U(ξ, δ)|ξ=ξ(x,y),δ=δ(x,y). (3.7)

2
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Доказательство.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео-

ремы 1.2.1 и проводится в несколько этапов. Теорема приводит-

ся с целью предъявления конкретных формул для функций Ψi.

Сначала доказывается прямое утверждение, пункт 1).

Используя (3.2) из (3.4), получим выражения

G(U(ξ, δ))(
∂U

∂ξ

∂y

∂δ
− ∂U

∂δ

∂y

∂ξ
) = Y (ξ, δ)detJ,

K(U(ξ, δ))(−∂U

∂ξ

∂x

∂δ
+

∂U

∂δ

∂x

∂ξ
) = T (ξ, δ)detJ. (3.8)

Уравнение (3.1) принимает вид

(
∂T

∂δ

∂δ

∂y
+

∂T

∂ξ

∂ξ

∂y
) + (

∂Y

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂Y

∂δ

∂δ

∂x
)− F (U) = 0. (3.9)

После подстановки (3.4),(3.5) получим

−∂T

∂δ

∂x

∂δ
+

∂T

∂ξ

∂x

∂δ
− ∂Y

∂ξ

∂y

∂δ
+

∂Y

∂δ

∂y

∂ξ
+ detJF (U) = 0. (3.10)

Соотношения (3.5) можно переписать в виде

∂Z
∂x = Y (ξ, δ)/G(U)|ξ=ξ(x, y), δ=δ(x, y),

∂Z
∂y = T (ξ, δ)/K(U)|ξ=ξ(x, y), δ=δ(x, y).

С необходимостью должно быть выполнено соотношение

∂
∂yZ

′
x = ∂

∂xZ
′
y,

которое примет вид

∂
∂y [

Y (ξ(x,y), δ(x,y))
G(U(ξ(x,y), δ(x,y)) ] = ∂

∂x [ T (ξ(x,y), δ(x,y))
K(U(ξ(x,y), δ(x,y)) ].

Это соотношение, с учетом (3.2),(3.4) можно записать в виде

−∂x

∂δ

∂

∂ξ
[

Y

G(U)
]+

∂x

∂ξ

∂

∂δ
[

Y

G(U)
]−∂y

∂δ

∂

∂ξ
[

T

K(U)
]+

∂y

∂ξ

∂

∂δ
[

T

K(U)
] = 0.

(3.11)
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Исследование условий разрешимости системы (3.8), (3.10),(3.11)

проводится в два этапа.

На первом этапе система (3.8),(3.10),(3.11) рассматривается, как

нелинейная алгебраическая система относительно производных

x
′
ξ, x

′
δ, y

′
ξ, y

′
δ.

Теорема 3.1.2

Нелинейная алгебраическая система (3.8),(3.10),(3.11) относи-

тельно производных x
′
ξ, x

′
δ, y

′
ξ, y

′
δ разрешима и решение имеет

вид

∂x

∂ξ
=

def
= Ψ1(ξ, δ),

(3.12)

∂x

∂δ
=

def
= Ψ2(ξ, δ), (3.13)

∂y

∂ξ
=

def
= Ψ3(ξ, δ), (3.14)

∂y

∂δ
=

def
= Ψ4(ξ, δ), (3.15)

и кроме того

detJ = −G2(U)K2(U)[G(U)(U
′
δT

′
ξ − U

′
ξT

′
δ)

2 +

K(U)(Y
′
δU

′
ξ − Y

′
ξU

′
δ)

2]/Po,

(3.16)

где Po описывается формулой (3.6a).

2
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Укажем место этого результата среди других.

Система четырех уравнений (3.8), (3.10),(3.11), которая возни-

кает в случае эллиптических уравнений впервые исследована

автором в диссертации.

Нелинейная алгебраическая система (3.8),(3.10),(3.11)относитель-

но производных x
′
ξ, x

′
δ, y

′
ξ, y

′
δ исследуется по схеме аналогич-

ной приведенной в параграфе 1.2 глава 1.

2

На втором этапе будем строить функции x(ξ, δ), t(ξ, δ).

Рассмотрим систему (3.12)-(3.15) относительно функций x =

x(ξ, δ), y = y(ξ, δ). Также как в параграфе 1.2 глава 1 усло-

вие разрешимости системы такого типа получается вычислени-

ем вторых смешанных производных функций x и y по аргу-

ментам ξ и δ и приравниванием этих выражений друг другу

согласно равенствам

x
′′
ξδ = x

′′
δξ, y

′′
ξδ = y

′′
δξ. (3.17)

Ниже приведено свойство аналогичное обнаруженному в пара-

графе 1.2 глава 1 теорема 1.2.3.:

Теорема 3.2.3

1) Имеет место тождество

( ∂Ψ1

∂δ − ∂Ψ2

∂ξ )/T ≡ (∂Ψ3

∂δ − ∂Ψ4

∂ξ )/Y,

где функции Ψi, i = 1, 4 определены (3.12)-(3.15).

2) Два условия разрешимости (3.17) системы (3.12)-(3.15) сво-
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дится к одному соотношению

∂

∂δ
Ψ3 − ∂

∂ξ
Ψ4 = 0. (3.18)

где Ψi, i = 3, 4 заданы формулами (3.6). 2

Следствие 3.1.1.

Если какая-то тройка функций U, Y, T , удовлетворяет соотно-

шению (3.18), то соответствующая линейная система разреши-

ма.

Доказательство пункта 2) теоремы 3.1.1 доказывается полно-

стью аналогично теореме 1.2.1.

3.2 Примеры построения решений в

параметрической форме квазилинейных

эллиптических уравнений.

Основные формулы получены в предыдущем параграфе. Ис-

пользуем для построения некоторого решения уравнения (3.1)

способ А предложенный а параграфе 1.4 главы 1.

Пример 3.3.1.

Существует семейство решений уравнения (3.1) при следующих

функциях:

Y (ξ, δ) = r(U) + h(U)G1(ξ, U),

T (ξ, δ) = w(U) + v(U)G1(ξ, U). (3.19)

Здесь G1(ξ, U), r(U), h(U), w(U), v(U) дважды непрерывно диф-

ференцируемые функции.



— 153 —

При таких функциях уравнение аналогичное (3.1) факторизу-

ется. Один большой сомножитель содержит функции G1 и не

содержит производных, которые содержатся в другом сомножи-

теле. Группируем слагаемые при степенях функции G1. Прирав-

ниваем к нулю коэффициенты при степенях функции G1, полу-

чим систему четырех уравнений. В ряде случаев можно эту си-

стему удовлетворить и найти функции r(U), h(U), w(U), v(U).

Эти уравнения удовлетворяется при любых дважды непрерыв-

но дифференцируемых функциях G1(ξ, U), f(U), U . Они оста-

ются произвольными. Систему здесь не приводим, так как она

громоздкая. Рассмотрим частные случаи.

Примеры такого типа могут быть полезными при расчетах теп-

ловых полей в композитных материалах и подходах, связанных

с теорией осреднения.

Пример 3.3.2.

Этот пример является упрощением предыдущего. Например,

пусть в (3.1)

G(Z) = K(Z) = 1/(ε + Z2), F (Z) = c2 + c1√
ε
arctan( Z√

ε
).

Соотношение (3.18) можно удовлетворить выбрав функции r(U) =

0, h(U) = 1, w(U) = f(U), v(U) = 0:

Y (ξ, δ) = G1(ξ, U(ξ, δ)), T (ξ, δ) = f(U). (3.20)

Тем самым будет обеспечена разрешимость системы:

∂x

∂ξ
= [−G1F

′
U
′
ξ + F (G1

′
ξ + G1

′
UU

′
ξ)]/P,

∂x

∂δ
= [−G1F

′
+ FG1

′
U ]U

′
δ/P, (3.21)
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∂y

∂ξ
= [−AG1G1

′
ξ + (F (U)− A(FF

′
+ G1G1

′
U))U

′
ξ]/(AP ),

(3.22)

∂y

∂δ
= (F (U)− A(FF

′
+ G1G1

′
U))U

′
δ/(AP ). (3.23)

Здесь обозначено P = [F 2 − A(F 2 + G1
2)F

′
], A = U2 + ε.

Якобиан имеет вид J =
−G1

′
ξU

′
δ

AP . Дважды непрерывно диф-

ференцируемые функции U, G1(ξ, U) могут быть выбраны

произвольными.

Уравнение (3.1) с кубической нелинейностью. Рассмот-

рим этот важный в приложении случай.

В этом пункте применим способ С для решения нелинейной си-

стемы (3.8),(3.10),(3.11).

Предположим, что в (3.1) G(U) = 1, K(U) = 1, f(U) = αU 3−
βU, и Y (ξ, δ) = C1w(U), T (ξ, δ) = w(U), где C1− константа.

Получим

Предложение 3.3.1

Пусть функция G1(ξ, δ, U)произвольная дважды непрерывно

дифференцируемая функция трех переменных, v(U), ψ(U)−
произвольные дважды непрерывно дифференцируемые функции

одной переменной, а функция w(U) определяется из ОДУ пер-

вого порядка

f(U)− (1 + C2
1)w(U)w

′
(U) = 0. (3.24)

Тогда, точное решение уравнения (3.1) имеет вид (3.2) и опре-
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деляется функциями

w(U) = ±
√

2(p/(4(1 + C2
1)))

1/2, p = 4(1 + C2
1) + αU 4 − 2βU 2,

y(ξ, δ) = v(U) + G(ξ, δ, U)ψ(U),

x(ξ, δ) = −v(U)/C1 +

∫ U

0

ds

C1w(s)
−G(ξ, δ, U)ψ(U)/C1,

∫ U

0

ds

w(s)
= −i

√
−β +

√
νEllipticF [φ, n]/(C1

√
2C2α),

φ = iArcsinh[

√
αU√

−β +
√

ν
], n =

β −√ν

β +
√

ν
,

ν = −4(1 + C2
1)C2α + β2. (3.25)

2

В формулах (3.25) через Arcsinh –обозначена обратная функ-

ция к функции гиперболического синуса, а через EllipticF–

обозначен эллиптический интеграл первого рода.

При подборе констант C1, C2, α, β, например, n = 1 эллипти-

ческий интеграл первого рода вычисляется.

Вместо сложного уравнения с частными производными имеем

одно ОДУ первого порядка. В данном случае оно интегрируется.

Далее, численно производится востановление исходной функ-

ции (3.2).
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4 ГЛАВА 4. Построение точных

решений квазилинейных

гиперболических уравнений в

параметрической форме.

4.1 Метод построения решений в

параметрической форме для квазилинейных

гиперболических уравнений с коэффициентом

переноса зависящим от неизвестной функции.

В данном параграфе строятся формулы для решений квазили-

нейных гиперболических уравнений используя метод изложен-

ный в главе 1. Это нелинейное телеграфное уравнение. Рассмот-

рим уравнение

Z
′
t + µZ

′′
tt − (K(Z)Z

′
x)

′

x + f(Z) = 0. (4.1)

При параметре µ > 0, µ ∼ O(1) уравнение является гипербо-

лическим.

Сделаем произвольную замену переменных

Z(x, t)|x=x(ξ,δ), t=t(ξ,δ) = U(ξ, δ), (4.2)

где функция Z(x, t) решение уравнения (4.1).

Обоснование алгоритма приводится аналогично параграфу 1.2.

Предположим, что существует обратное преобразование, хотя

бы локально,
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ξ = ξ(x, t), δ = δ(x, t).

Связь производных имеет вид (1.16).

Введем обозначения

K(Z)
∂Z

∂x
|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = Y (ξ, δ),

K(Z)
∂Z

∂t
|x=x(ξ, δ), t=t(ξ, δ) = T (ξ, δ). (4.3)

Введем также функции

g1(ξ, δ)
def
= (K(−FK3U

′
ξ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ)−K2(−TU

′
δY

′
ξ
2 −

TT
′
δU

′
ξ
2
+ TU

′
δT

′
ξU

′
ξ − Y Y

′
δT

′
ξU

′
ξ + TY

′
δY

′
ξU

′
ξ − TU

′
δY

′
ξ
2
) +

µ(T 2K
′
U
′
ξ(U

′
δT

′
ξ − U

′
ξT

′
δ)−KTT

′
ξ(T

′
ξU

′
δ − U

′
ξT

′
δ))))/P1(ξ, δ),

g2(ξ, δ)
def
=

∂x

∂δ
= −[K[FU

′
δ[U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ]K

3 + K2[TT
′
ξU

′
δ
2 −

Y Y
′
δT

′
ξU

′
δ − TT

′
δU

′
ξU

′
δ + Y T

′
δY

′
ξU

′
δ − TY

′
δY

′
ξU

′
δ + TY

′
δ
2
U
′
ξ] +

µ[−K
′
U
′
δ[U

′
δT

′
ξ − U

′
ξT

′
δ]T

2 −KT
′
δ[T

′
δU

′
ξ − U

′
δT

′
ξ]T ]]]/P1(ξ, δ),

(4.4)

g3(ξ, δ)
def
= [K[FU

′
ξ[U

′
δY

′
ξ − Y

′
δU

′
ξ]K

3 −K2[Y Y
′
ξ − TU

′
ξ][U

′
δY

′
ξ −

Y
′
δU

′
ξ] + µ[K[Y U

′
δT

′
ξ
2 − Y U

′
ξT

′
δT

′
ξ − TU

′
ξT

′
ξY

′
δ + TU

′
ξT

′
δY

′
ξ]−

T 2K
′
U
′
ξ[U

′
δY

′
ξ − U

′
ξY

′
δ]]]]/P1(ξ, δ),

g4(ξ, δ)
def
= [K[FU

′
δ[U

′
δY

′
ξ − Y

′
δU

′
ξ]K

3 + K2[Y Y
′
δ − TU

′
δ][Y

′
δU

′
ξ −

U
′
δY

′
ξ]K

2 + µ[K[Y T
′
δ[U

′
δT

′
ξ − U

′
ξT

′
δ] + TU

′
δ[Y

′
ξT

′
δ − T

′
ξY

′
δ]]−

T 2K
′
U
′
δ[Y

′
ξU

′
δ − U

′
ξY

′
δ]]]]/P1(ξ, δ). (4.5)
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Здесь обозначено

P1(ξ, δ)) = [F [−Y U
′
δT

′
ξ + Y T

′
δU

′
ξ − TY

′
δU

′
ξ + TU

′
δY

′
ξ]K

3 −
[Y

′
δU

′
ξT

2 − U
′
δY

′
ξT

2 + Y TU
′
δT

′
ξ − Y TT

′
δU

′
ξ − Y 2Y

′
δT

′
ξ +

Y 2T
′
δY

′
ξ]K

2 + µ[T 2[Y K
′
[U

′
δT

′
ξ − U

′
ξT

′
δ] + K[T

′
δY

′
ξ − Y

′
δT

′
ξ]]−

T 3K
′
[U

′
δY

′
ξ − Y

′
δU

′
ξ]]]. (4.6)

Здесь справедливо замечание1.2.1.

Теорема 4.1.1

1) Пусть функция Z(x, t) решение уравнения (4.1). Пусть заме-

на (x, t) → (ξ, δ), хотя бы локально.

Пусть функции

U(ξ, δ), Y (ξ, δ), T (ξ, δ),заданы формулами(4.2),(4.3). Тогда опре-

делитель замены связан с этой тройкой функций соотношением

detJ = g1g4 − g2g3 и выполнено равенство

∂

∂δ
g3 − ∂

∂ξ
g4 = 0, (4.7)

где функции gi, i = 1, 4 определены равенствами (4.4),(4.5).

2) Верно и обратное. Предположим, что комбинация функций

(g1g4 − g2g3) не обращается в нуль и бесконечность.

Пусть тройка функций U(ξ, δ), Y (ξ, δ), T (ξ, δ) удовлетворяет

соотношению (4.7).

Тогда замена переменных ξ = ξ(x, t), δ = δ(x, t) определяется

системой
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∂( x, t)
∂( ξ, δ) =




g1, g2

g3, g4


 и задает решение уравнения (4.1) по фор-

муле

Z(x, t) = U(ξ, δ)|ξ=ξ(x,t),δ=δ(x,t). (4.7a)

2

Доказательство.Доказательство этой теоремы аналогично тео-

реме 1.2.1. Коротко приведем основные уравнения.

Используя (1.16)и (4.3) получим выражения

K(U(ξ, δ))(
∂U

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂U

∂δ

∂t

∂ξ
) = Y (ξ, δ)detJ,

K(U(ξ, δ))(−∂U

∂ξ

∂x

∂δ
+

∂U

∂δ

∂x

∂ξ
) = T (ξ, δ)detJ. (4.8)

Уравнение (4.1), после всех подстановок (1.16)и (4.3) имеет вид

µK(U)(
∂x

∂ξ

∂

∂δ
[
T (ξ, δ)

K(U)
]− ∂x

∂δ

∂

∂ξ
[
T (ξ, δ)

K(U)
])/detJ + T (ξ, δ)−

−K(U)(
∂Y

∂ξ

∂t

∂δ
− ∂Y

∂δ

∂t

∂ξ
)/detJ + K(U)F (U) = 0, (4.9)

где Y = Y (ξ, δ), T = T (ξ, δ), K = K(U(ξ, δ)).

Далее проводим рассуждения аналогичные приведенным в па-

раграфе 1.2 перед Теоремой 1.2.1, дополним систему равенством

подобным (1.1.20) в переменных в переменных ξ, δ.

Это соотношение, с учетом (4.3),(1.1.16) можно переписать в

виде

−∂x

∂δ

∂

∂ξ
[

Y

K(U)
]+

∂x

∂ξ

∂

∂δ
[

Y

K(U)
]− ∂t

∂δ

∂

∂ξ
[

T

K(U)
]+

∂t

∂ξ

∂

∂δ
[

T

K(U)
] = 0.

(4.10)
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Анализ системы (4.8)-(4.10) проводится в два этапа.

На первом этапе, как и ранее, рассматриваем эту систему как

нелинейную алгебраическую относительно производных

x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ.

Теорема 4.1.2

Нелинейная алгебраическая система (4.8)-(4.10)разрешима от-

носительно производных

x
′
ξ, x

′
δ, t

′
ξ, t

′
δ и имеет решение

∂x

∂ξ
= g1(ξ, δ) (4.11)

∂x

∂δ
= g2(ξ, δ) (4.12)

∂t

∂ξ
= g3(ξ, δ), (4.13)

∂t

∂δ
= g4(ξ, δ). (4.14)

Кроме того

detJ = K(U)3[K(U)(U
′
δY

′
ξ − Y

′
δU

′
ξ)

2 −
−µ(U

′
δT

′
ξ − T

′
δU

′
ξ)

2]/P1, (4.15)

где P1 описываются формулой (4.6).

На втором этапе строим функции x = x(ξ, δ), t = t(ξ, δ).

Рассмотрим систему (4.11)-(4.14) относительно функций

x = x(ξ, δ), t = t(ξ, δ).
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Также как в параграфе 1.2 условие разрешимости системы та-

кого типа получается вычислением с помощью правых частей

(4.11)-(4.14) вторых смешанных производных функций x(ξ, δ), t(ξ, δ)

по аргументам ξ, δ и приравниванием этих выражений друг

другу согласно равенствам

x
′′
ξδ = x

′′
δξ, t

′′
ξδ = t

′′
δξ. (4.16)

Таким образом возникают два условия разрешимости системы

(4.11)-(4.14). Здесь также имеет место важное свойство:

Теорема 4.1.3

1) Имеет место тождество

(
∂g1

∂δ
− ∂g2

∂ξ
)/T ≡ (

∂g3

∂δ
− ∂g4

∂ξ
)/Y, (4.17)

где функции gi, i = 1, 4 определены равенствами (4.4),(4.5).

2)Два условия разрешимости (4.16)системы (4.11)-(4.14) сводит-

ся к одному соотношению

∂

∂δ
g3 − ∂

∂ξ
g4 = 0, (4.18)

где g3, g4 правые части (4.13),(4.14).

2

Следствие 4.1.1

Если какая-то тройка функций

U(ξ, δ), Y (ξ, δ), T (ξ, δ) удовлетворяет соотношению (4.18), то

линейная система (4.11)-(4.14) разрешима в квадратурах.
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Доказательство теорем аналогично приведенным в приложении

к Главе 1.

Пример 4.1.1.

Рассмотрим одну возможность удовлетворить соотношение (4.18).

Положим

P (Z) = µ(c1 + c2Z)2 − µ(c1
3 − 2c2c3)

c1
, f(Z) = 2v(Z)(9c2µ),

v(U) = c1 + c2U, w(U) =
v(U)(3c3 + c1U(c1 + v(U)))

3c1
. (4.19)

Возможно выписать более полные формулы, но они громоздкие.

Здесь положим

c1 = 1, c2 = 1, c3 = 1/2.

Вычислим правые части системы (4.11)-(4.14).

∂x

∂ξ
= µ[−(U + 1)(3 + 4U + 2U 2)G

′
ξ + ((7 + 12U + 6U 2)G−

(1 + U)(3 + 4U + 2U 2)G2
U)U

′
ξ]/(2G), (4.20)

∂x

∂δ
= µ[(7 + 12U + 6U 2)G− (1 + U)(3 + 4U + 2U 2)G

′
U ]U

′
δ/(2G),

(4.21)

∂t

∂ξ
= −3µ[(3 + 4U + 2U2)G

′
ξ − (4(1 + U)G−

(3 + 4U + 2U2)G
′
U)U

′
ξ]/(G(3 + 4U + 2U2 − 6G)),

(4.22)

∂t

∂δ
= −3µ[−4(1 + U)G +

(3 + 4U + 2U 2)G
′
U ]U

′
δ/(G(3 + 4U + 2U2 − 6G)). (4.23)
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Якобиан имеет вид detJ =
3(3+4U+2U2)2µ2G

′
ξU

′
δ

2G2(3+4U+2U2−6G) . Дважды непре-

рывно дифференцируемые функции

U(ξ, δ), G(ξ, U(ξ, δ)) остаются произвольными, при этом яко-

биан не равен нулю.

Возможно построить и другие семейства решений.

4.2 Точные решения в параметрической

форме квазилинейных гиперболических

уравнений в трехмерном случае.

Рассмотрим полулинейное гиперболическое уравнение в трех-

мерном случае

Z
′′
tt − Z

′′
xx − Z

′′
yy + f(Z) = 0. (4.24)

Сделаем замену переменных

Z(x, y, t)|x=x(ξ,δ,τ),y=y(ξ,δ,τ),t=t(ξ,δ,τ) = U(ξ, δ, τ), (4.25)

Обратная замена восстанавливает решение Z(x, y, t) уравнения

(4.24) по функции U(ξ, δ, τ), а именно

Z(x, y, t) = U(ξ, δ, τ)|ξ=ξ(x,y,t),δ=δ(x,y,t),τ=τ(x,y,t).

При этом возможно построить решение и некоторых краевых

задач с постоянными на бесконечности краевыми условиями

связанными с корнями уравнения f(Z) = 0.

Предположим, что якобиан замены переменных detJ не равен
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нулю, где

J =




xξ yξ tξ

xδ yδ tδ

xτ yτ tτ




Предположим, что существует обратное преобразование, хотя

бы локально,

ξ = ξ(x, y, t), δ = δ(x, y, t), τ = τ(x, y, t), то есть

∂τ

∂t
= (y

′
δx

′
ξ − x

′
δy

′
ξ)/detJ,

∂τ

∂y
= (x

′
δt
′
ξ − t

′
δx

′
ξ)/detJ,

∂τ

∂x
= (y

′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ)/detJ,

∂ξ

∂x
= (y

′
δt
′
τ − t

′
δy

′
τ)/detJ,

∂ξ

∂y
= (x

′
δt
′
τ − x

′
τ t
′
δ)/detJ,

∂ξ

∂t
= (y

′
τx

′
δ − y

′
δx

′
τ)/detJ,

∂δ

∂x
= (y

′
τ t
′
ξ − t

′
τy

′
ξ)/detJ,

∂δ

∂y
= (t

′
τx

′
ξ − x

′
τ t
′
ξ)/detJ,

∂δ

∂t
= (x

′
τy

′
ξ − y

′
τx

′
ξ)/detJ,

detJ = y
′
τx

′
δt
′
ξ − x

′
τy

′
δt
′
ξ −

y
′
τ t
′
δx

′
ξ + t

′
τy

′
δx

′
ξ + x

′
τ t
′
δy

′
ξ − t

′
τx

′
δy

′
ξ 6= 0. (4.26)

Введем обозначения

∂Z

∂x
|x=x(ξ,δ,τ),y=y(ξ,δ,τ),t=t(ξ,δ,τ) = Y (ξ, δ, τ),

∂Z

∂y
|x=x(ξ,δ,τ),y=y(ξ,δ,τ),t=t(ξ,δ,τ) = M(ξ, δ, τ),

∂Z

∂t
|x=x(ξ,δ,τ),y=y(ξ,δ,τ),t=t(ξ,δ,τ) = T (ξ, δ, τ). (4.27)

Будем считать, что функции Y, M, T пока неизвестны и опре-
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деляются ниже. Используя (4.25),(4.26), получим выражение

y
′
τ(−

∂U

∂δ
t
′
ξ +

∂U

∂ξ
t
′
δ) +

∂U

∂τ
[y
′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ] +

t
′
τ [−y

′
δ

∂U

∂ξ
+ y

′
ξ

∂U

∂δ
] = −Y (ξ, δ, τ)detJ,

x
′
τ [−∂U

∂δ
t
′
ξ + t

′
δ
∂U

∂ξ
] +

∂U

∂τ
[x

′
δt
′
ξ − t

′
δx

′
ξ] +

t
′
τ [−x

′
δ
∂U

∂ξ
+ x

′
ξ
∂U

∂δ
] = M(ξ, δ, τ)detJ,

y
′
τ [

∂U

∂ξ
x
′
δ − x

′
ξ
∂U

∂δ
] +

∂U

∂τ
[y

′
δx

′
ξ − x

′
δy

′
ξ] +

x
′
τ [−y

′
δ

∂U

∂ξ
+ y

′
ξ

∂U

∂δ
] = T (ξ, δ, τ)detJ. (4.28)

Исходное гиперболическое уравнение (4.24) принимает вид

f(U(ξ, δ, τ))detJ + [
∂M

∂τ
[−x

′
δt
′
ξ + t

′
δx

′
ξ] +

+
∂Y

∂τ
[y
′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ]−

∂Y

∂δ
[y
′
τ t
′
ξ − y

′
ξt
′
τ ] +

∂Y

∂ξ
[y
′
τ t
′
δ − t

′
τy

′
δ] +

+
∂M

∂ξ
[x

′
δt
′
τ − x

′
τ t
′
δ] +

∂T

∂ξ
[y
′
τx

′
δ − x

′
τy

′
δ] +

+
∂M

∂δ
[x

′
τ t
′
ξ − t

′
τx

′
ξ] +

∂T

∂δ
[−y

′
τx

′
ξ + x

′
τy

′
ξ] +

+
∂T

∂τ
[y
′
τ t
′
δ − t

′
τy

′
δ] = 0. (4.29)

Далее проводим рассуждения аналогичные приведенным в па-

раграфе 1.2 перед Теоремой 1.2.1. Из (4.31), следуя алгоритму

изложенному в параграфе 1.2, дополним выписанные соотно-

шения равенствами смешанных производных, которые должны

быть выполнены в переменных ξ, δ, τ . Эти соотношения, с уче-



— 166 —

том (4.27) можно переписать в виде

∂M(ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂x
−

∂Y (ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂y
= 0,

∂T (ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂x
−

∂Y (ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂t
= 0,

∂M(ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂t
−

∂T (ξ(x, y, t), δ(x, y, t), τ(x, y, t))

∂y
= 0, (4.30)

или дополнительно получим три уравнения дополняющие си-

стему соответственно

t
′
τ [−∂M(ξ, δ, τ)

∂ξ
y
′
δ +

∂M(ξ, δ, τ)

∂δ
y
′
ξ] +

∂M(ξ, δ, τ)

∂τ
[y
′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ] +

y
′
τ [

∂M(ξ, δ, τ)

∂ξ
t
′
δ − ∂M(ξ, δ, τ)

∂δ
t
′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂δ
[t
′
τx

′
ξ − x

′
τ t
′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂τ
[x

′
δt
′
ξ − t

′
δx

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂ξ
[x

′
τ t
′
δ − t

′
τx

′
δ] = 0 (4.31)

y
′
τ [−

∂T (ξ, δ, τ)

∂δ
t
′
ξ +

∂T (ξ, δ, τ)

∂ξ
t
′
δ] +

∂T (ξ, δ, τ)

∂τ
[y
′
δt
′
ξ − t

′
δy

′
ξ] +

t
′
τ [−∂T (ξ, δ, τ)

∂ξ
y
′
δ +

∂T (ξ, δ, τ)

∂δ
y
′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂δ
[x

′
τy

′
ξ − y

′
τx

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂τ
[y
′
δx

′
ξ − x

′
δy

′
ξ] +

∂Y (ξ, δ, τ)

∂ξ
[y

′
τx

′
δ − x

′
τy

′
δ] = 0, (4.32)

x
′
τ [

∂T (ξ, δ, τ)

∂δ
t
′
ξ − ∂T (ξ, δ, τ)

∂ξ
t
′
δ] +

∂T (ξ, δ, τ)

∂τ
[−x

′
δt
′
ξ + t

′
δx

′
ξ] +

t
′
τ [

∂T (ξ, δ, τ)

∂ξ
x
′
δ − ∂T (ξ, δ, τ)

∂δ
x
′
ξ] +

∂M(ξ, δ, τ)

∂δ
[x

′
τy

′
ξ − y

′
τx

′
ξ] +

∂M(ξ, δ, τ)

∂τ
[y

′
δx

′
ξ − x

′
δy

′
ξ] +

∂M(ξ, δ, τ)

∂ξ
[y

′
τx

′
δ − x

′
τy

′
δ] = 0,

(4.33)
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Предположим, что функции

K(U), F (U), U(ξ, δ), Y (ξ, δ), M(ξ, δ), T (ξ, δ) дважды

дифференцируемые .

В трехмерном случае имеем нелинейную алгебраическую систе-

му семи уравнений

(4.28),(4.29),(4.31)-(4.33) относительно девяти переменных- про-

изводных

x
′
ξ, x

′
δ, x

′
τ , y

′
ξ, y

′
δ, y

′
τ , t

′
ξ, t

′
δ, t

′
τ является недоопределенной.

Поэтому имеется большой функциональный произвол.

В данном утверждении приведен один пример. Предположим,

что функции

Y (ξ, δ, τ), M(ξ, δ, τ), T (ξ, δ, τ), x(ξ, δ, τ), и имеют вид

T (ξ, δ, τ) = c1w(U), Y (ξ, δ, τ) = c2w(U), M(ξ, δ, τ) = w(U),

где U = U(ξ, δ, τ) и c1 6= 0, c2 6= 0.

Теорема 4.2.1

Пусть функция G(ξ, δ, τ, U) дважды непрерывно дифференци-

руемая неизвестная функция четырех переменных, а w(U), r(U)

непрерывно дифференцируемые функции одной переменной.

Тогда, функция x имеет вид

x(ξ, δ, τ) = r(U) + G(ξ, δ, τ, U). (4.34)
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Функция y(ξ, δ, τ)имеет вид

y(ξ, δ, τ) = −c1t(ξ, δ, τ)− c2r(U)− c2G(ξ, δ, τ, U) +

+

∫ U

0

dp

w(p)
+ c3, c3 = const. (4.35)

Функция w(U) имеет вид

w(U) = ±
√

2[c4 +
1

(c2
2 + 1− c2

1)

∫ U

Uo

f(s)ds] (4.36)

2

Кратко наметим путь доказательства этой теоремы.

Дважды дифференцируемые функции G(ξ, δ, τ, U), r(U), t(ξ, δ, τ),и

а также функция U (!),остаются произвольными. Этот произвол

и является свободным "параметром".

Заметим, что из трех уравнений (4.28) можно выразить произ-

водные y
′
ξ, y

′
δ, y

′
τ ,

y
′
ξ =

−[T (ξ, δ, τ)t
′
ξ − u

′
ξ + Y (ξ, δ, τ)x

′
ξ]

M
,

y
′
δ =

−[T (ξ, δ, τ)t
′
δ − u

′
δ + Y (ξ, δ, τ)x

′
δ]

M
,

y
′
τ =

−[T (ξ, δ, τ)t
′
τ − u

′
τ + Y (ξ, δ, τ)x

′
τ ]

M
. (4.37)

Подставим эти выражения в оставшиеся уравнения (4.29),(4.31)-

(4.33). Далее необходимо сделать какое- нибудь предположение

о виде функций Y, T, M. Далее в силу большого возможно-

го числа вариантов решения обсуждается лишь один пример.

Будем искать функции
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x(ξ, δ, τ), Y (ξ, δ, τ), T (ξ, δ, τ),M(ξ, δ, τ)

x(ξ, δ, τ) = r(U) + G(ξ, δ, τ, U),

Y (ξ, δ, τ) = q(U) + qo(U)G(ξ, δ, τ, U),

T (ξ, δ, τ) = w(U) + v(U)G(ξ, δ, τ, U),

M(ξ, δ, τ) = wo(U) + vo(U)G(ξ, δ, τ, U), (4.38)

где U = u(ξ, δ, τ). Анализ уравнений (4.29),(4.31)-(4.33) поз-

воляет найти такие соотношения между функциями в (4.38),

что окончательно получим соотношения, приведенное в теоре-

ме 4.2.1. (Возможны и другие варианты соотношений.)

Отметим, что в данном случае функция w(U)определяется из

ОДУ

f(U) = w(U)(c2
2 + 1− c2

1)w
′
(U), (4.39)

которое интегрируется (4.36).

Заметим далее, что как и в двухмерной ситуации необходимо

выполнение равенств смешанных производных функций

x(ξ, δ, τ), y(ξ, δ, τ), t(ξ, δ, τ)в переменных ξ, δ, τ .

А именно :

y
′′
ξδ = y

′′
δξ, y

′′
ξτ = y

′′
τξ, y

′′
δτ = y

′′
τδ. (4.40)

После подстановки функций Y, T, M в виде приведенном в

теореме, оказывается, что функция y(ξ, δ, τ) определяется си-
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стемой ОДУ

y
′
ξ(ξ, δ, τ) = −c1t

′
ξ − c2r

′
(U)U

′
ξ +

U
′
ξ

w(U)
− c2[U

′
ξG

′
(U) + G

′
ξ],

y
′
δ(ξ, δ, τ) = −c1t

′
δ − c2r

′
(U)U

′
δ +

U
′
δ

w(U)
− c2[U

′
δG

′
(U) + G

′
δ],

y
′
τ(ξ, δ, τ) = −c1t

′
τ − c2r

′
(U)U

′
τ +

U
′
τ

w(U)
−

c2[U
′
τG

′
(U) + G

′
τ ]. (4.41)

где U = U(ξ, δ, τ), c1 6= 0, c2 6= 0.

В заключение, отметим, что можно построить некоторые точ-

ные решения в параметрическом виде и в случае когда в ис-

ходном уравнении функция f(t, Z) зависит от переменной t.

См.параграф 1.7.
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5 ГЛАВА 5. Изучение эволюционных

систем связанных с самоогранизацией.

Инвариантные свойства анзаца в

методе Сатсума-Хироты.

5.1 Введение. Структура решений построен-

ных методом Сатсума-Хироты. Тест Пенлеве.

В [88,199] были развиты методы построения явных формул, опи-

сывающих нелинейные волны (кинки), являющиеся решениями

полулинейных параболических уравнений

Ut − Uxx − F (U) = 0, (5.1)

где F (U) квадратичные и кубические полиномы. В упомянутых

работах рассматривались решения уравнения (5.1), удовлетво-

ряющее граничным условиям, которые определялись корнями

нелинейного алгебраического уравнения F (U) = 0, т.е. стро-

ились решения имеющие область изменения –отрезок. Поми-

мо ограниченных решений, рассматривались решения, имею-

щие разрыв второго рода (так называемые "монстры"). Кроме

того, были получены формулы для решений, описывающих вза-

имодействие кинков, а также кинков и разрывных решений. Во

время выхода статьи [59],были известны только два типа реше-

ний уравнения (5.1) представляемых явными формулами: так

называемые автомодельные (однофазные, одноволновые )реше-

ния и решения, описывающие взаимодействия автомодельных
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волн (двухфазные решения) [199,86]. Автомодельные решения

имеют вид (обозначения см. ниже)

χ(τ) = U(
ϕ exp (λτ)

ψ exp (λτ)
),

χ(τ) = U(
ϕ(λτ)

ψ(λτ)
), (5.2)

Для неавтомодельных решений, описывающих взаимодействие

однофазных волн, справедливо представление

χ(τ1, τ2) = U(
ϕ(exp (λ1τ1), exp (λ2τ2), τ1, τ2)

ψ(exp (λ1τ1), exp (λ2τ2), τ1, τ2)
),

(5.3)

Здесь, U(z) -целая в некоторой области Ω ∈ C1; функции ϕ и ψ

- полиномы; τ = x + pt + c − −автомодельная переменная; λ и

p фазовые связанные константы; и c− произвольная константа.

Аналогично, τi = x+pi+ci, i = l, 2, где λi и pi -фазовые констан-

ты, ci произвольные константы, причем фазы, τi независимы,

т.е., их линейная комбинация с целочисленными коэффициен-

тами не обращается в нуль тождественно. Заметим, что авто-

модельные решения ураувнения (5.1) определяются решением

ОДУ

λpχ
′ − λ2χ

′′ − F (χ) = 0. (5.4)

В [86] показано, что для уравнений вида (5.1) запас решений

вида (5.2), а значит, и набор констант λ и p весьма ограничен.

Аналогичные результаты получены и с помощью теста Пенлеве

[166,198], идея которого заключается в представлении решения

уравнения вида (5.1) рядом Лорана в окрестности подвижного

полюса, т.е., в разложении искомой функции по степеням τ ,
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автомодельной переменной. Тест Пенлеве, примененный к раз-

личным уравнениям вида (5.1), показал, что набор возможных

скоростей для автомодельных решений, представимых рядом

Лорана, как правило, невелик и может быть однозначно опре-

делен. Кроме того, для каждого конкретного значения скорости

p, полученного с помощью теста Пенлеве, ряд Лорана может од-

назначно, с точностью до константы сдвига, определить функ-

цию вида (5.2) . Поэтому, в случае положительного результа-

та теста Пенлеве в зависимости от его результатов естественно

предполагать наличие у уравнения вида (5.1) решений из класса

функций, определенных формулами (5.2)-(5.3). В этом случае в

исходное уравнение подставляется общий вид предполагаемого

решения (анзац), где ϕ и ψ полиномы с неопределенными ко-

эффициентами. Приравнивая коэффициенты при одинаковых

степенях экспонент или (и) одинаковых степенях автомодель-

ных переменных, получаем переопределенную, вообще говоря,

систему нелинейных алгебраических уравнений относительно

неизвестных коэффициентов полиномов ϕ и ψ и фазовых кон-

стант. Решение этой системы, ( если оно существует) необходимо

и достаточно для построения явной формулы решения исход-

ного уравнения. Отметим, что именно предположение о виде

решения уравнений вида (5.1)позволило в данной главе успеш-

но использовать конструктивные способы нахождения решения,

например, модификация метода Хироты, предложенная в ([118],

p. 184,[184],p.68). Эта модификация связана с введением малого

параметра в числитель и знаменатель рациональной функции,

для подсчета однородных слагаемых.
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В момент исследования [59] в литературе была описанна мо-

дификация теста Пенлеве для систем полулинейных параболи-

ческих уравнений. Оказалось, что набор возможных скоростей

автомодельных решений систем , как в случае отдельных урав-

нений, ограничен и может быть однозначно определен. Анало-

гия со скалярным случаем позволила предполагать наличие у

систем решений определенного вида, для нахождения которых

использовался описанный выше метод неопределенных коэффи-

циентов. Характерно, что в случае рассматриваемых в работе

[59], систем, как и в одномерном случае, как правило, удается

найти все автомодельные решения, скорость которых определя-

ется из теста Пенлеве, ограничиваясь функциями вида (5.2).

С помощью того же метода удалось построить двухфазные ре-

шения вида (5.3) некоторых из рассмотренных систем.

Заметим, однако, что механизм взаимодействия волн, являю-

щихся решениями систем полулинейных параболических урав-

нений, оказался весьма специфичным. Так, в [184] (стр. 70) про-

ведено асимптотическое описание процесса рождения волн из

финитного возмущения для уравнения Колмогорова-Петровсого

-Пискунова-Фишера. Из этого исследования следует возмож-

ность построения формулы, описывающей взаимодейсивие волн

в виде, диктуемом методом Хироты. Совершенно другая ситуа-

ция, как оказалось, имеет место для систем полулинейных пара-

болических уравнений типа Куросава и Танака. В данной главе

[59] приводим явные формулы для решения описывающего по-

явление особенностей и анигиляцию кинков.
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Предметом исследования является система вида

Ut − Uxx = U l(1− Um − θn),

θt − θxx = −BUkθq, (5.5)

где U, θ искомые функции, B отличная от нуля константа, и

m,n, k, q, l натуральные числа.

5.2 Автомодельные решения в модели реак-

ции Белоусова-Жаботинского.

Применение теста Пенлеве.

Модель реакции Белоусова-Жаботинского имеет биофизический

смысл [116,198] и связана с образованием самоорганизующихся

структур. Тест Пенлеве к этой системе ранее не применялся.

Пусть в (5.5)

m = n = k − q = l = l, B 6= 0, B 6= 1/2, т.e., система имеет вид

Ut − Uxx = U(1− U − θ),

θt − θxx = −BUθ, (5.6)

Верна следующая теорема.

Теорема 5.2.1

Все автомодельные решения системы (5.6) представимы рядом

Лорана в проколотой окрестности подвижного полюса

x = −pt+c, где p скорость, c− произвольная константа, имеют
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вид

U =
1

(1 + exp τ)2 , θ =
(1−B)(2 exp τ + exp 2τ

(1 + exp τ)2 ,

τ = ax + bt, a2 = B/6, b = −5B/6; (5.7)

U =
1− 2 exp τ)

(1 + exp τ)2 , θ =
(1−B) exp 2τ

(1 + exp τ)2 ,

τ = ax + bt, a2 = −B/6, b = −5B/6, p = b/a; (5.8)

2

Доказательство.

Тот факт, что приведенные функции являются решением систе-

мы, проверяется подстановкой. Вопрос единственности предъ-

явленных автомодельных решений, связанных с модификацией

теста Пенлеве для систем, рассмотрим подробнее. Будем искать

решение в виде рядов Лорана по степеням τ .

U =
∞∑

k=−q1

ak+q1
(x + pt + c1)

k,

θ =
∞∑

k=−q2

Bk+q2
(x + pt + c1)

k, (5.9)

где q1 и q2 некоторые нетуральные числа, определяющие по-

рядок полюсов функций U и θ, соответственно, константы c1 и

c2 далее , без ограничения общности, будем полагать равными

нулю. Возможные значения ql и q2 в общем случае опреде-

ляются с помощью метода многоугольников Ньютона.(см. гла-

ву 6.1) Однако, в данном случае это можно сделать, пользу-

ясь элементарными соображениями и приравнивая показатели

заведомо старших степеней при вторых производных и квад-

ратичных слагаемых многочленов. Легко видеть, что в данном
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случае q1 = q2 = 2, т.е., обе функции U и θ имеют полюс второго

порядка. Подставим полученные ряды в систему и приравнивая

коэффициенты при одинаковых степенях τ , получим систему

нелинейных алгебраических уравнений для определения коэф-

фициентов рядов:

a0(a0 + b0 − 6) = 0, b0(a0B − 6) = 0,

2a1a0 + a1b0 − 2a1 + a0b1 − 2a0p = 0,

a1b0B + a0b1B − 2b1 − 2b0p = 0,

2a2a0 + a2b0 + a1
2 + a1b1 − a1p + a0b2 − a0 = 0,

a2b0B + a1b1B + a0b2B − b1p = 0,

2a3a0 + a3b0 + 2a2a1 + a2b1 + a1b2 − a1 + a0b3 = 0,

B(a3b0 + a2b1 + a1b2 + a0b3) = 0,

2a4a0 + a4b0 − 2a4 + 2a3a1 + a3b1 + a3p + a2
2

+a2b2 − a2 + a1b3 + a0b4 = 0,

a4b0B + a3b1B + a2b2B + a1b3B + a0b4B − 2b4 + b3p = 0,

2a2a0 + a5b0 − 6a5 + 2a4a1 + a4b1 + 2a4p + 2a3b2

+a3b2 − a3 + a2b3 + a1b4 + a0b5 = 0,

a5b0B + a4b1B + a3b2B + a2b3B + a1b4B + a0b5B − 6b5 + 2b4p = 0,

2a6a0 + a6b0 − 12a6 + 2a5a1 + a5b1 + 3a5p + 2a4a2

+a4b2 − a4 + a3
2 + a3b3 + a2b4 + a1b5 + a0b6 = 0,

a6b0B + a5b1B + a4b2B + a3b3B + a2b4B + a1b5B

+a0b6B − 12b6 + 3b5p = 0. (5.10)

Решая последовательно приведенную систему относительно неиз-
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вестных коэффициентов ak и bk, получим

a0 =
6

B
, b0 =

6(B − 1)

B
, a1 =

6p

5B
, b1 =

6(B − 1)p

5B
,

a2 =
25B − p2

50B
, b2 = −(1−B)(p2 + 25B)

50B
,

a3 =
p3

250B
, b3 =

(B − 1)p3

250B
,

a4 =
125B2 − 7p4

5000B
, b4 =

(B − 1)(125B2 − 7p4)

5000B
,

a5 = −1375B2 − 79p4

75000B
, b5 =

p(1−B)(1375B2 − 79p4)

75000B
,

a6 =
37500b6 − 625B2p2 + 36p4

37500(B − 1)
. (5.11)

Анализ показывает, что в последнем уравнении приведенной

выше системы коэффициент при неизвестном b6 равен нулю и

полученное уравнение представляет собой выражение, из кото-

рого определяются возможные значения скорости. Это выраже-

ние обычно называют дисперсионным соотношением. Оно имеет

вид

(2B − l)(36p4 − 625B2) = 0. (5.12)

В силу условий теоремы, решение уравнения (5.12) относитель-

но p дает два (с точностью до знака) возможных значения ско-

рости

p1,2 =
±5
√

B√
6

, p3,4 =
±5i

√
B√

6
. (5.13)

При каждом конкретном значении скорости p , коэффициенты

ak и bk рядов для U и θ определены однозначно. Следователь-

но, существуют только два различных автомодельных решения

системы, представимые рядом Лорана с полюсом второго по-
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рядка. Очевидно, что каждому из приведенных решений соот-

ветствует одно из двух возможных значений скорости, и при

конкретном знакоопределенном параметре B эти значения раз-

личны. В силу инвариантности замены x → −x в системе (5.5),

замена знака фазовой константы a на противоположный озна-

чает отображение бегущей волны относительно оси ординат с

изменением направления ее движения, т.е., знака скорости. Та-

ким образом, приведенными решениями полностью исчерпыва-

ется запас скоростей, полученный с помощью теста Пенлеве.

2

Замечание 5.2.1

При любом B 6= 0 вещественным является только одно из двух

решений (5.7) и (5.8). Граничные условия, которым удовлетво-

ряют вещественные решения системы (5.1.1), имеют вид

Ux→∞ → 0, θx→∞ → 1−B,

Ux→−∞ → 1, θx→−∞ → 0. (5.14)

Замечание 5.2.2

Из уравнения (5.12) следует, что при B = l/2, возможно, суще-

ствуют и другие решения, кроме (5.7) и(5.8), задаваемые явны-

ми формулами.

Отметим, что B → 1 в каждом из решений (5.7)и (5.8)

θ → 0, и решение системы при этом непрерывно трансформиру-

ется в решение скалярного уравнения Колмогорова-Петровского-
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Пискунова-Фишера

Ut − Uxx − U(1− U) = 0. (5.15)

Тест Пенлеве уравнения (5.15) дает два, с точностью до зна-

ка, возможных значения скорости для решений, представимых

рядом Лорана, именно

p1,2 =
±5√

6
, p3,4 =

±5i√
6

. (5.16)

Найденные решения включены с справочники [136] с.233, с.236,

с.263, а также в [137,201] .

5.3 Автомодельные и двухфазные решения в

моделях

нелинейной кинетики

Системы уравнений нелинейной кинетики исследовались, на-

пример, в [80,94,95,116,150,154,163,164,181,196,197,200] другими

методами. Пусть в (5.5) m = n = k = 2, q = l = 1. Получим

систему

Ut − Uxx = U(1− U2 − θ2),

θt − θxx = −BU 2θ, (5.17)

Аналогично случаю системы (5.6),определяется порядок полю-

сов функций U и θ в системе (5.17). В данном случае, q1 = q2 =

1. Единственное, с точностью до знака, возможное выражение

для скорости, полученное с помощью теста Пенлеве, имеет вид

p1,2 =
±3
√

B√
2(2B − 1)

. (5.18)
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Удалось построить решения системы (5.17)для B = 2.

Теорема 5.3.1

Все автомодельные решения системы (5.17), B = 2, представ-

ленные рядом Лорана в проколотой окрестности подвижного

полюса x = −pt + c , где p скорость, c произвольная константа,

имеют вид

U =
±1

1 + exp τ
, θ =

± exp τ

1 + exp τ
,

τ = ax + bt, a = ±1, b = −1, p = b/a = ±1;(5.19)

U =
−a

a− τ
, θ =

± exp τ

1 + exp τ
,

τ = ax + bt, b = 2a, p = b/a = 2; (5.20)

где a произвольная константа . 2

Доказательство.

Тот факт, что функции (5.19) и (5.20) удовлетворяют системе,

проверяется подстановкой. Тест Пенлеве рассматриваемой си-

стемы дает два возможных значения скорости для решений,

представленных рядом Лорана : p1 = 2, p2 = ±1. Именно с

такими скоростями движутся волны описываемые построенны-

ми решениями. Отсюда следует утверждение теоремы. Теорема

доказана.

2

Замечание 5.3.1

Значение выражения (5.18) при B = 2, (p =
√

3) отлично от

значений скорости, приведенных в Теореме 5.2.1. Таким обра-
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зом, выражение (5.18) не является непрерывной функцией па-

раметра B системы (5.17).

Предложение 5.3.1.

Система (5.17),при B = 2, имеет двухфазное

(неавтомодельное) решение вида

U =
a1 + exp τ2

a1 + τ1 + exp τ2
, θ =

±τ1

a1 + τ1 + exp τ2
,

τ1 = a1x + b1t, τ2 = a2x + b2t,

b1 = −2a1, b2 = 1, a2 = 1; (5.21)

где a1 произвольная константа. Справедливость предложения

проверяется подстановкой. Взаимодействие автомодельных волн

описывается формулами (5.21) аналогично взаимодействию кин-

ка с разрывными решениями, которое описывается явными фор-

мулами для отдельных уравнений с кубической нелинейностью

[184] (с. 60). На Рис.14 приведен график функции Uдля

a1 = 1. Видно, что при столкновении особенности с фронтом

кинка порядок последней возрастает. При al = −1 , взаимо-

действие разрывного решения с кинком, описываемое функцией

U приводит к уничтожению особенности и образованию одного

кинка. Аналогичная ситуация имеет вид место и для функции

θ.

Перейдем к следующему примеру .

Пусть в (5.5) m = n = q = 1, l = k = 2. Полученная система
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Рис. 14: Столкновение особенности с кинком. Уничтожение особенности и

образование кинка.
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имеет вид

Ut − Uxx = U 2(1− U − θ),

θt − θxx = −BU 2θ, (5.22)

В данном случае удалось построить как автомодельное, так и

двухфазное решение содержащее в качестве свободного пара-

метра - B. Тест Пенлеве системы (5.22)дает два возможных

значения скорости для автомодельных решений, представимых

рядом Лорана, именно:

p1 =
±√B√

2
p2 = ±

√
2B. (5.23)

В этом случае в дисперсионном соотношении имеет место мно-

житель 3B − 1. Отметим, что это верно при любом B 6= 1/3,

т.к. при B = 1/3 дисперсионное соотношение обращается в нуль

тождественно. Следствием этого результата является следую-

щая теорема, доказательство которой полностью аналогично

предыдущей.

Теорема 5.3.2

Все автомодельные решения системы (5.22), B 6= 1/3, предста-

вимые рядом Лорана в проколотой окрестности подвижного по-

люса x = −pt + c, где p скорость, c− произвольная константа,
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имеет вид

U =
c1

c1 + c2 exp τ
, θ =

(1−B)c2 exp τ

c1 + c2 exp τ
,

τ = ax + bt, a2 = B/2,

b = −B/2, p = b/a = ±
√

B√
2

, (5.24)

c1, c2 произвольные константы;

U =
a
√

2

τ
√

B + a
√

2
, θ =

√
B(1−B)τ

τ
√

B + a
√

2
,

τ = ax + bt, b = −a
√

2B, p = −
√

2B, (5.25)

a− произвольная константа.

2

Замечание 5.3.2

Аналогично случаю (5.12), при B = 1/3 возможно существова-

ние других решений, кроме (5.24)и (5.25), представимых явны-

ми формулами.

Предложение 5.3.2.

Система (5.22) имеет двухфазное решение вида

U =
a1 + a2 exp τ2

a1 + a2(τ1 + exp τ2)
, θ =

a2(1−B)τ1

a1 + a2(τ1 + exp τ2)
,

τ1 = a1x + b1t, τ2 = a2x + b2t,

b1 = −2a1a2, a2
2 = B/2, b2 = B/2, (5.26)

где a1 произвольная константа. Справедливость предложения

доказывается подстановкой формул (5.26) в систему (5.22). Ана-

логично случаю (5.6), автомодельные решения системы (5.22),

а также описывающее их взаимодействие двухфазное решение
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(5.26) B → 1, непрерывно редуцируются соответственно к ав-

томодельным и двухфазному решениям одномерной задачи, из-

вестной как один из вариантов уравнения Зельдовича. ([118], с.

73, с. 198): Ut − Uxx − U2(1− U) = 0.

Заметим, что все приведенные решения системы (5.22)являют-

ся вещественными B > 0. Функции (5.26) описывают взаи-

модействие автомодельных решений системы (5.22). Характер

этого взаимодействия аналогичен случаю, рассмотренному вы-

ше (см.Рис.14 ). Теперь, приведем пример варианта системы

(5.5) , когда удалось найти, кроме автомодельных, ограниченное

двухфазное решение, являющееся результатом взаимодействия

волн, имеющих область изменения отрезок.

Пусть в (5.5) m = k = 2, q = n = l = l. Будем иметь систему

Ut − Uxx = U(1− U2 − θ),

θt − θxx = −BU 2θ, (5.27)

Теорема 5.3.3

Система (5.27) имеет нетривиальные автомодельныые решения,

представленные рядом Лорана, при единственном значении па-

рамера B, именно, B = 1.

2

Доказательство.

Кратко наметим путь доказательство. Функции U и θ, предста-

вимые рядом Лорана по степеням τ и удовлетворяющие системе

(5.27), имеют полюс первого порядка, т.е., коэффициенты a и b0
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должны быть отличны от нуля. Из системы уравнений на эти

коэффициены следует, что это возможно только при B = 1:

a0(a
2
0 − 2) = 0, b0(a

2
0B − 2) = 0. (5.28)

Теорема доказана.

2

Предложение 5.3.3.

Существуют автомодельные решения системы (5.27), B = 1,

имеещие вид

U =
±1

1 + exp τ
, θ =

exp τ

1 + exp τ
,

τ = ax + bt, b = −1/2, a2 = 1/2, (5.29)

Предложение 5.3.4.

Существует двухфазное решение системы (5.27), B = 1, имею-

щие вид

U =
1− exp τ1

1 + exp τ1 + exp τ2
, θ =

exp τ2

1 + exp τ1 + exp τ2
,

τ1 = a1x + b1t, τ2 = a2x + b2t,

b1 = 0, a1 =
√

2, a2 = 1/
√

2, b2 = −1/2, (5.30)

2

Справедливость обоих предложений доказывается подстанов-

кой приведенных решений в систему (5.27). Двухфазные функ-
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Рис. 15: Аннигиляция (взаимное уничтожение) двух кинков, область изме-

нения которых два различных отрезка пересекающихся в одной точке.

ции U и θ являются результатом взаимодействия автомодель-

ных волн, описанных в Предложении 5.3.3. Графики двухфаз-

ного решения приведены на Рис.15.

Хорошо видно, что взаимодействие , описанное функцией θ (Рис.15

а) представляет собой аннигиляцию кинков, область изменения

которых два различных отрезка [−1, 0], [0, 1]. (при t > t0, реше-

ние близко к нулю).

Анализ функции U (см.Рис.15б, Рис.16) показывае, что проис-

ходит взаимодействие типа слияния волн. Это решения имею-

щие область изменения два различных отрезка, пересекающих-

ся в одной точке. В данном случае имеет место выход на ста-
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Рис. 16: Выход на стационарное решение системы Куросава-Танаки. Анни-

гиляция кинков.

ционарное решение (при t > t0), образуется одна волна близ-

кая к стационарному решению уравнения Фитц-Хью-Нагумо-

Семенова ([118], С. 193,[184],С.60).

5.4 Одевание решений для некоторых задач,

связанных с

полулинейными уравнениями .

Размножение решений уравнения Фитц-Хью-Нагумо-

Семенова

Казалось, что свойства квазилинейных параболических урав-

нений хорошо изучены. Однако, оказалось что, существует еще

одно новое инвариантное свойство анзаца метода Р. Хирота. Это

позволяет строить новые решения для некоторого выделенно-
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го класса диссипативных уравнений и систем уравнений. Этот

алгоритм похож на метод "одевания"решений для интегрируе-

мых уравнений. В теории интегрируемых уравнений описанной

в [150] существует ряд подходов, которые позволяют размно-

жать решения. То есть по двум решениям строится следующее

и так далее. Один из таких подходов (связанный с LA парами

Лакса) называется в литературе [150] методом одевания. Для

неинтегрируемых уравнений способ размножения решений ско-

рее является исключением. Целью данного параграфа является

изложение некоторого аналога метода одевания для неинтегри-

руемых уравнений. В качестве примера рассматривается нели-

нейное уравнение

ut − (h1 + h2u)ux − k0uxx +
3∑

i=1

ϕiu
i = 0. (5.31)

Система, позволяющая одевать решения описанным в данном

параграфе, имеет вид

ut − uxx − u + uvn + u3 = 0,

vt − vxx + Bvu2 = 0 (5.32)

где n = 1, 2, B = 1, 2. См.[59,118,184] и обширную библиогра-

фию в этой статье. Предложенный метод построения решений

уравнения (5.31) и системы (5.32) в идейном смысле восходит

к методу Хироты [150]. Существенным отличием этого мате-

риала данной работы от материала предыдущего параграфа

явлется обнаружение нового свойства инвариантности решений

для приведенных уравнений. Однако, в случае уравнения Фитц-

Хью-Нагумо-Семенова получаем решения из того же семейства,
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которое рассмотрено в п.1.4.

Теорема 5.4.1

Пусть функции Mи Q являются решением уравнения (5.31) и

эти же функции M и Q дополнительно связаны между собой

соотношением согласования

((

∫
(Mt −Qt)dx)4(h2 −m)− 2(M 2 −Q2)(h2

2 + 12k0ϕ3 − h2m)−
4(M −Q)(h1h2 + 4k0ϕ2 − h1m) + 16k0C0

′(t) +

4k0(h2 + 3m)(Mx −Qx) = 0, (5.33)

где m = (±
√

(h2
2 + 8k0ϕ3)), а функция H(x, t) имеет вид

H(x, t) = Cot−
∫

(M(x, t)−Q(x, t))
(− h2 ±

√
h2

2 + 8k0ϕ3
)

4k0
dx,

(5.34)

где C0 константа.

Тогда функция u(x, t) вида

u(x, t) =
Q(x, t) + M(x, t) exp(H(x, t))

1 + exp(H(x, t))
, (5.35)

является решением уравнения (5.31) .

2

Доказательство.

Приведем краткое доказательство теоремы. Подставим (5.35) в

(5.31), приведем к общему знаменателю и рассмотрим числи-

тель полученного большого уравнения.

Приравняем к нулю сумму слагаемых при экспоненте в нулевой

степени (не содержащие своим множителем экспоненту
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exp(H(x, t)) ). Оказывается, что полученное уравнение снова

является в точности уравнением (5.31) для функции Q(x, t).

Уравнение, которое возникает после приравнивая к нулю коэф-

фициента при экспоненте exp(3H(x, t)) снова является в точно-

сти уравнением (5.31) для функции M(x, t).

Однако полученная система является переопределенной, так как

есть еще два уравнения. Это уравнения, которые возникают по-

сле приравнивая к нулю коэффициентов при экспоненте

exp(H(x, t)),и exp(2H(x, t)).

В силу их громоздкости они приводится в приложении к главе

3.

Так как функции M и Q удовлетворяют уравнению (3.31), ис-

ключим из последних упомянутых выше двух уравнений вторые

производные функций Mxx(x, t) и Qxx(x, t).

Из одного из полученных уравнений можно выразить Hxx(x, t)

и подставить в другое уравнение. Получим уравнение, которое

легко интегрируется. Hx(x, t)± (M(x,t)−Q(x,t))
(
−h2±

√
h2

2+8k0ϕ3

)
4k0

. От-

сюда следует равенство (5.34). Оставшееся соотношение есть

условие согласования(5.33).см. Приложение к Главе 3.

2

Из доказанной теоремы фактически следует процедура построе-

ния новых решений уравнений (аналог суперпозиции решений),

которая связана со свойствами уравнения (5.31) и рассматрива-

емого анзаца (5.35).

В следующей теореме описана ситуация, в которой условие со-

гласования (5.38) выполнено всегда: если есть две пары реше-
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ний, которые удовлетворяют условиям согласования, то по ним

строится последовательность пар решений, которые попарно удо-

влетворяют тем же условиям согласования что и пары решений

с которых начинался процесс.

Теорема 5.4.2 Пусть две пары функций M0, Q0 и M1, Q1 яв-

ляются решениями уравнения (5.31)

Mjt − (h1 + h2Mj)Mjx − k0Mjxx +
3∑

i=1

φiM
i
j = 0,

(5.36)

Qjt − (h1 + h2Qj)Qjx − k0Qjxx +
3∑

i=1

φiQ
i
j = 0, (5.37)

где j = 0, 1 и для каждой пары Mj, Qj выполнены условия

согласования
(∫

(Mjt −Qjt) dx

)
4(h2 −m)− 2(M 2

j −Q2
j)(h

2
2 + 12k0φ3 − h2m)

−4(Mj −Qj)(h1h2 + 4k0φ2 − h1m) +

4k0(h2 + 3m)(Mjx −Qjx) = 0, (5.38)

Hj(x, t) = C0t− −h2±
√

h2
2+8k0φ3

4k0

∫ (
Mj(x, t)−Qj(x, t)

)
dx, где m =

(±)
√

h2
2 + 8k0φ3. Тогда две функции

Q(x, t) =
Q1(x, t) + M1(x, t) exp(H1(x, t))

1 + exp(H1(x, t))
,

M(x, t) =
Q0(x, t) + M0(x, t) exp(H0(x, t))

1 + exp(H0(x, t))
(5.39)

являются решениями уравнения (3.31) и для этих же функций

M и Q выполнены условия согласования
(∫

(Mt −Qt) dx

)
4(h2 −m)− 2(M 2 −Q2)(h2

2 + 12k0φ3 − h2m)

−4(M −Q)(h1h2 + 4k0φ2 − h1m) +

4k0(h2 + 3m)(Mx −Qx) = 0, (5.40)
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где m = (±)
√

h2
2 + 8k0φ3 а функция H(x, t) имеет вид H(x, t) =

C0t−−h2±
√

h2
2+8k0φ3

4k0

∫ (
M(x, t)−Q(x, t)

)
dx. Тогда функция u(x, t)

вида

u(x, t) =
Q(x, t) + M(x, t) exp(H(x, t))

1 + exp(H(x, t))
(5.41)

является решением уравнения (5.31) и для пар функций (u,M0),

(u,Q1), (M, Q0), (Q,Q1), и т.д. условие согласования выполня-

ется.

2

Доказательство.

Доказательство теоремы проводится прямой подстановкой и ос-

новные формулы приведены в Приложении.

2

ЗАМЕЧАНИЕ 5.4.1.На примере уравнения Фитц-Хью-Нагумо-

Семенова можно показать, что решения которые обладают ин-

вариантными свойствами относятся к тому же классу (5.3)как и

решения изученные в главе 1 с помощью новой методики п.1.4.

В различных частных случаях точные и приближенные реше-

ния уравнения (5.31) приведены в [74,117,118,184], однако опи-

санные здесь факты в этих работах отсутствуют.

ПРИМЕР 5.4.1.

Применим метод к известному в теории нелинейных волн урав-

нению Фитц –Хью–Нагумо –Семенова (FHNS)

ut − k0uxx − ϕu(1− u2) = 0, (5.42)
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где k0 = ϕ/(2a2),ϕ > 0, a −− константы . Ранее это уравнение

рассматривалось в [118] стр.190.

Выбирам его решения [184]стр.51, для которых выполнены усло-

вия Теоремы 5.4.2. Рассматриваются функции u(x, t) = M(x, t)

или u(x, t) = Q(x, t) –решения уравнеия (5.42).

M(x, t) = −(1 + exp(m0 + ax + bt))−1,

Q(x, t) = (−1 + exp(2ax + q0))/(1 + exp(2ax + q0)),

b = −3ϕ/2, (5.43)

Вычисляя функцию H(x, t) (5.34), получим:

H(x, t) = ln((1+exp(m0+ax−3tϕ/2)/(1+exp(q0+2ax))), C0 = 0,

(5.44)

получим по формуле (5.35) следующее решение уравнения (5.42)

u1 =
1− exp(−q0 − 2ax + ln(2))

1 + exp(−q0 − 2ax + ln(2)) + exp(m0 − q0 − ax− 3tϕ/2)
.

(5.45)

Исходные константы сдвига q0, m0 перешли в новое решение и

к ним добавилась константа ln(2).

Существует следующий вариант функций, для которых также

выполнены условия Теоремы 5.4.2

M(x, t) = (1 + exp(m1 − ax + bt))−1,

Q(x, t) = (1− exp(q1 − 2ax))/(1 + exp(q1 − 2ax)), b = −3ϕ/2,

функция H(x, t) имеет вид

H(x, t) = ln((1 + exp(m1 − ax− 3tϕ/2)/(1 + exp(q1 − 2ax))),

(5.46)
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и соответствующее решение уравнения (5.42) следующее

u2 =
1− exp(−q1 + 2ax + ln(2))

1 + exp(−q1 + 2ax + ln(2)) + exp(m1 − q1 + ax− 3tϕ/2)
.

(5.47)

Выберем в качестве новых функций Q(x, t) = u1, M(x, t) = u2

— решения уравнения (5.42), вычислим новую функцию H(x, t)

H(x, t) = ln((2 exp(−q1) + exp(−2ax) + exp(m1 − q1 − ax− 3tϕ/2)/

(1 + 2 exp(q0 − 2ax)) + exp(m0 − q0 − ax− 3tϕ/2)), (5.48)

и решение

u3(τ1, τ2) = (−p1 exp(τ1) + p2 exp(τ2)/

(1 + p1 exp(τ1) + p2 exp(τ2)), (5.49)

p1 = exp(q1)(2 + exp(q0))/(exp(q0 + m1) + exp(q1 + m0)),

p2 = exp(q0)(2 + exp(q1))/(exp(q0 + m1) + exp(q1 + m0)).

Здесь введены переменные τ1 = −ax + 3tϕ/2, τ2 = ax + 3tϕ/2 .

Из этой формулы можно понять, как сконструирована новая

константа сдвига.

ЗАМЕЧАНИЕ 5.4.2.

Если константа ϕ < 0, то возможны комплексозначные решения

уравнения (5.42).

5.5 Теорема о представлении решений систе-

мы Курасава-Танаки.

В работе [59]изложенной в начале этой главы в п.5.1-5.3 по-

строены точные решения системы (5.32) методом Р.Хироты.
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Рассмотрим в качестве примера случай n = 1, B = 1 в (5.32) и

две задачи Коши со специальными начальными данными (M0(x), Q0(x)),

(M1(x), Q1(x))

u0(x) = M0(x) =
1

1 + exp(±x/
√

2)
,

u1(x) = M1(x) =
1 + exp C1 − exp(C1 ±

√
2x)

1 + exp C1 + exp(±x/
√

2) + exp(C1 ±
√

2x)
,

v0(x) = Q0(x) =
exp(±x/

√
2)

1 + exp(±x/
√

2)
,

v1(x) = Q1(x) =
1

1 + (1 + exp C1) exp(∓x/
√

2) + exp(C1) exp(±x/
√

2)
,

(5.50)

ut − uxx − u + uv + u3 = 0,

vt − vxx + vu2 = 0. (5.51)

Рассмотрим дважды непрерывно дифференцируемые функции,

которые являются двумя решениями задачи Коши (5.50), (5.51)

(M0(x, t), Q0(x, t)), (M1(x, t), Q1(x, t))

и вычислим вектор u(x, t), v(x, t) по формуле

 u

v


 =

1

1 + eH


 M0 M1

Q0 Q1





 1

eH


 ,

(5.52)

где функция H(x, t) имет вид

H(x, t) = C1 ± 1√
2

∫
(M0(x, t)−M1(x, t)) dx (5.53)

где C1 константа.
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Эти два решения системы (5.51)с начальными данными (5.50)

(M0, Q0), (M1, Q1) и функция H(x, t) имеют вид

M0 =
1

1 + exp(−t/2± x/
√

2)
,

M1 =
1 + exp C1 − exp(C1 ±

√
2x)

1 + exp C1 + exp(−t/2± x/
√

2) + exp(C1 ±
√

2x)
,

Q0 =
exp(−t/2± x/

√
2)

1 + exp(−t/2± x/
√

2)
,

Q1 =
1

1 + (1 + exp C1) exp(−t/2∓ x/
√

2) + exp(C1) exp(t/2± x/
√

2)
,

H[x, t] = C2 − ln

(
1 + exp

(
− t

2
± x√

2

))

+ ln

(
1 + exp(C1) + exp

(
− t

2
± x√

2

)
+ exp(C1 ±

√
2x)

)
, (5.54)

Предложение 5.5.1.

Пусть существует решение задачи Коши (5.51)с дважды непре-

рывно дифференцируемыми начальными данными (5.50), а имен-

но (5.54).

Тогда решение задачи Коши системы (5.51), построенное по па-

ре функций (M0, Q0), (M1, Q1), (5.54) по формуле (5.52) со спе-
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циальными начальными данными

u =

[1 + exp C2 + exp(C1 + C2)(1− exp(±
√

2x))]/

[1 + exp C2 + (1 + exp C2)(exp(±x/
√

2)) +

+ exp(C1 + C2)(1 + exp(±x
√

2))],

v =

[(1 + exp C2) exp(±x/
√

2)]/

[1 + exp C2 + (1 + exp C2) exp(±x/
√

2) +

+ exp(C1 + C2)(1 + exp(±
√

2x))]. (5.55)

имеет вид

u =

[1 + exp C2 + exp(C1 + C2)(1− exp(±
√

2x))]/

[1 + exp C2 + (1 + exp C2)(exp(−t/2± x/
√

2)) +

+ exp(C1 + C2)(1 + exp(±x
√

2))],

v =

[(1 + exp C2) exp(−t/2± x/
√

2)]/

[1 + exp C2 + (1 + exp C2) exp(−t/2± x/
√

2) +

+ exp(C1 + C2)(1 + exp(±
√

2x))]. (5.56)

2

ЗАМЕЧАНИЕ 5.5.1.

Заметим, что случае n = 2, B = 2 в системе (5.32)

ut − uxx − u + uv2 + u3 = 0,

vt − vxx + 2vu2 = 0. (5.57)
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также можно строить решения по формуле (5.52), где (M0, Q0), (M1, Q1)

решения системы (5.57). Функция H(x, t) должна быть выбрана

в виде

H(x, t) = C1 ± 1√
2

∫ √
(M0 −M1)2 + (Q0 −Q1)2 dx

2

Доказательство проводится аналогично Теореме 5.4.1.,см.[61],[63].

На первом шаге решения считаются. К сожелению, расчет по-

следующих решений затруднителен.



— 201 —

6 ГЛАВА 6. Диссипативные

структуры. Некоторые свойства

асимптотических решений

квазилинейных вырождающихся

гиперболических уравнений .

6.1 Структура особенностей квазилинейного

вырождающегося гиперболического уравнения.

В начале этого параграфа обсудим некоторые свойства реше-

ний вырождающихся квазилинейных параболических уравне-

ний, с целью сравнения их со свойствами других уравнений.

Эти уравнения описывают эволюционные системы в которых

возникают самоорганизующиеся структуры. см.Введение с.34.

Далее рассматриваются квазилинейные вырождающиеся гипер-

болические уравнения и показано, что существует класс реше-

ний свойства которых похожи на свойства решений вырождаю-

щихся квазилинейных параболических уравнений.

Замечание 6.1.1

Отметим, что этот результат связан с известными результатами

Д.Аронсона,Л.Д.Покровского,С.Н.Тараненко, В.Г.Данилова,

В.П.Маслова, К.А.Волосова [167]- [169], [153], [54], [118], [184] о

структуре решения в окрестности вырождения. Как и в работах

[153], [54], [118], [184]автора с В.Г.Даниловым, В.П.Масловым,

в отличии от работ Д.Аронсона, предполагаем непрерывность



— 202 —

потока и гладкость поверхности вырождения, получаем асимп-

тотику решения по гладкости. Кроме того, несмотря на отсут-

ствие априорной оценки, теорема дает информацию о влиянии

возмущений на гладкость решения, а именно, любые возмуще-

ния правой части уравнения, удовлетворяющие условиям п. 2)

Определения 2 [87] не меняют показателя степени главного чле-

на асимптотики решения по гладкости.

Рассмотрим квазилинейное параболическое уравнение с малым

параметром с переменными медленно меняющимися коэффици-

ентами, но менее общее, чем в работах В.П.Маслова, В.Г.Данилова

[83]–[87]

Lu = ε
∂u

∂t
−

ε2 ∂

∂x
(ρ(x, t, u)

∂uk

∂x
) +

∂

∂x
(ϕ(x, t, u)) + F (x, t, u) = 0 (6.1)

где x ∈ R, k > 1, а функции ρ(x, t, u) ≥ 0, ϕ(x, t, u) ≥ 0,

дважды непрерывно дифференцируемые функции при u > 0 и

при u → 0 могут быть разложены в асимптотические ряды по

степеням u с дважды непрерывно дифференцируемыми коэф-

фициентами, 0 < ε < 1 малый параметр.

При малых значениях u предполагается, что вещественные функ-

ции K(u), F (u) представимы в виде асимптотических рядов по

степеням u при u → 0, и главный член которых имеет вид

F (x, t, u) = uqG(x, t, u),

ϕ(x, t, u) = umΦ(x, t, u),

ρ(x, t, u) = kuk−1Γ(x, t, u), (6.2)

где k > 1, q > 0, m > 0.
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Функции G(x, t, u), Φ(x, t, u), Γ(x, t, u) являются дважды непре-

рывно дифференцируемые.

В работах В.П.Маслова, В.Г.Данилова дана классификация ре-

шений относительно малого параметра ε. А именно, указывает-

ся, что решения можно разделить на два больших класса: огра-

ниченные и неограниченные при ε −→ 0 . Эти свойства позво-

лили развить эффективный асимптотический метод построения

решений для уравнения с переменными коэффициентами, зави-

сящими от x, t, окончательно сформулированный в [118, 83- 87,

182-185] (совместно с В.Г. Даниловым, В.П. Масловым).13

Алгоритм построения асимптотического решения различен для

ограниченных и неограниченных при ε −→ 0 решений. С точ-

ки зрения приложений, такие решения описывают образование

дисспативных структур и распространение волн в средах с мед-

ленно меняющимися свойствами.

Пример 6.1.3.

Ограниченные при ε −→ 0 (стремящиеся к нулю) точ-

ные решения вырождающегося квазилинейного пара-

болического уравнения.

B [118] стр.23 и [184] стр.75 рассмотрено квазилинейное парабо-
13Неораниченные при ε −→ 0 решения численными методами изучлись автором в [51]. См. также

ссылки на работы во Введении с.
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лическое уравнение

ε
∂u

∂t
− ε2 ∂

∂x
(K(u)

∂u

∂x
)−

−m
uq

(1− q)2 (1− u2(1−q))[
(1− q)b− 2 + q

m
+ u2(1−q)] = 0,

K(u) = kuk−1 (6.3)

где k = 2− q, 0 < q < 1, m = (3− 2q)(2− q).

Это частный случай уравнения (6.1). Функция

u(x, t) =





[th(x+bt−x0

ε )]1/(1−q), x− x0 + bt ≥ 0,

0, x− x0 + bt < 0.
(6.4)

является его точным решением. Эта функция имеет слабую осо-

бенность. Здесь можно сказать, что коэффициент при сгруппи-

рованных оосбенностях возникающий после подстановки (6.4)

в (6.3) равен нулю. График решения (6.4) при различных зна-

чениях малого параметра ε приведен на Рис.17 (кривые 1 и 2

соответственно).Здесь следует положить a0 = 0, a1 = 1. Об-

ластью изменения функции является отрезок [0,1]. Из рисунка

видно, что решение (6.4) локализовано, то есть обращается в

нуль при x = x0 − bt. Введение малого параметра ε в точное

решение позволяет выявить следующие свойства. Существует

переходная область шириной порядка ε, где решение изменяет-

ся от нуля до значений, экспоненциально близких к единице.

Кроме того, в точке слабого разрыва (на фронте волны ) вы-

полнено условие непрерывности потока

∂u(2−q)

∂x |x=−bt+x0
= 0 для любого значения ε ∈ [0, 1].

В окрестности точки слабого разрыва x + bt − x0 = 0 верно
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Рис. 17: Ограниченное при ε → 0 решение квазилинейного параболического

уравнения. Кривые 1,2 соответствуют различным значениям параметра ε.

представление решения (6.4)

u(x, t, ε) = (
x + bt− x0

2ε
)1/(1−q) + ro(x, t, ε),

x0 > 0. (6.5)

Выполнено неравенство ro(x, t, ε)/[(x+bt−x0

2ε )1/(1−q)+1] ≤ C0 для

всех x, t.

Таким образом, в окрестности границы носителя решение имеет

особенность типа ветвления с показателем степени α = 1
1−q .(см.

Введение, где перечислены работы начинная от D.G.Aranson,

Г.И.Баренблатта и т.д.)

Очевидно, что значения функции u = 0, u = 1 являются ре-

шениями уравнения (6.3), так как F (0) = 0, F (1) = 0. Нали-

чие корня у алгебраического уравнения тесно связано с фактом

существования ограниченных при ε −→ 0 решений уравнения

(6.4).
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Строгие определения квазилинейных вырождающихся парабо-

лических уравнений даны в работах В.Г.Данилова, В.П.Маслова

[83]–[87].

Далее в данном параграфе рассмотрена структура особенностей

квазилинейного вырождающегося гиперболического уравнения.

∂u

∂t
+ µ

∂2u

∂t2
− ∂

∂x

(∣∣∣∣
∂uk

∂x

∣∣∣∣
n−1

∂uk

∂x

)
+ ϕ

∂um

∂x
+ F (u) = 0, (6.6)

где показатели степеней kn > 1, m > 0, q > 0. Рассматрива-

ются решения определенного, специального вида, имеющие об-

ласть изменения u ≥ 0. Предположим, что функция F (0) = 0.

Будем предполагать, что в некоторой окрестности границы но-

сителя решения выполнено неравенство ∂u
∂x > 0 для любых зна-

чений переменных x, t.

При µ > 0 и при малых значениях u предполагается, что веще-

ственная функция F (u) представима в виде ряда по степеням

u при u → 0, и главный член которых имеет вид

F (u) = γuq + ..., q > 0.

Эти ряды аналогичны приведенным в (6.2).

Известно, что в линейном гиперболическом уравнении распро-

страняется любая заданная особенность. То есть, если в началь-

ный момент времени в решении имеется особенность, то она со-

храняется при любом значении переменной t > 0 и распростра-

няется по характеристикам. В случае квазилинейного гипербо-

лического уравнения с вторыми производными, как вычислено

в [118] стр.50 автором, возможно существование решения только

с некоторыми особенностями, в отличии от линейного случая,
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на уровне нулевого фона (то есть при малых значениях u → 0.)

Сформулируем основное утверждение параграфа :

Теорема 6.2.1.

Пусть локальное самоподобное асимптотическое решение ква-

зилинейных гиперболических уравнений (6.6) в области Ω су-

ществует, и выполнено условие непрерывности потока(∣∣∣∂uk

∂x

∣∣∣
n−1

∂uk

∂x

)
|S=0 = 0 и гладкость поверхности вырождения

S(x, t) = 0. Тогда в окрестности линии

(x, t) ∈ Ω, где S(x, t) = 0 функция u представима в виде

u(x, t) = W0(x, t)S(x, t)α + o(S(x, t)α), S(x, t)α ≥ 0, (6.7)

где W0(x, t) ∈ C∞(Ω), W0 > 0. Тогда в окрестности точки τ =

S(x, t) = 0 локальное самоподобное асимптотическое решение

по гладкости уравнения (6.6)может иметь только те главные

особенности, которые приведены в

Таблица 1.

α Условия существования Прямая проходит

через точки
1

1−m m < 1, q > 2m− 1, kn > 1 (M1,M3)

2
1−q q < 1, 2m > q + 1, kn > (n−1)(1−q)

2 + 1 (M1,M4)

1
m−q m > q, 2m− q 6 1, kn > m + n(m− q) (M3,M4)

1
kn−m kn > m, m(n− 1) + kn(2− n) < 1 (M2,M3)

2

Несмотря на отсутствие априорной оценки, теорема дает инфор-

мацию о влиянии возмущений на гладкость решения. Локальное
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асимптотическое по гладкости решение может быть разложено

в асимптотический ряд по системе функций из V (Ω), описанное

ниже14.

Для того, чтобы сформулировать соответствующие результаты,

требуется ввести следующие обозначения.

Как и в цитируемых работах, обозначим, через =({ωi}), i ∈ N

множество функций, полученных из набора {ωi} с помощью

следующих преобразований:

A) линейной комбинации с гладкими коэффициентами,

В) перемножения,

С) возведения в вещественную степень.

В общем случае последовательность функций {ωi} не является

конечной и может быть выбрана неоднозначно. (См. подробнее

[87], [184].)

Для полноты картины приведем Определение 2 из [87]модифи-

цированное для данного случая

Определение 6.1.1

Функция u(x, t) называется локальным, самоподобным асимп-

тотическим по гладкости решением квазилинейного вырождаю-

щегося гиперболического уравнения (6.6) в области Ω, если при
14В квазилинейных вырождающихся параболических уравнениях в [54],[184]в этих рядах обнаруже-

ны функции содержащие логарифмы, в а квазилинейных вырождающихся гиперболических уравнени-

ях, как показывают исследования приведенные автором, в этом ряде других функций не обнаружено.

"Резонансы"отсутствуют.
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(x, t) ∈ Ω выполняются следующие условия:

1) Функция u(x, t) представима в виде

u(x, t) = χ(x, t, S(x, t)) + g(x, t), (6.8)

где S(x, t)– некоторая бесконечно дифференцируемая функция,

такая, что

S(x0, t0) = 0, ∂S(x,t)
∂x )|S=0 6= 0, ∂S(x,t)

∂t )|S=0 6= 0, (x0, t0) ∈ Ω.

Функция χ(x, t, τ), τ = S(x, t) при τ → +0 разлагается в асимп-

тотический ряд по системе функций {ψi(x, t, τ)}, принадлежа-

щих множеству V (Ω), таких, что справедливо предположение

χ(x, t, τ) = Σψi(x, t, τ), причем lim ψi+1(x,t,τ)
ψi(x,t,τ) → 0, при τ → 0.

Функция g(x, t)принадлежит

C∞при (x, t) /∈ {(x, t) : S(x, t) = 0} и равномерно по (x, t) ∈ Ω

для любого N > 0 справедлива оценка

g(x,t)
χ(x,t,S(x,t)) = h1(x, t, S(x, t)), и выполнено неравенство

h1(x, t, S(x, t))/SN ≤ Ch1 для любых x, t ∈ Ω, где Ch1–константа.

2)Lu = g1(x, t, S), где g1 ∈ C∞ при (x, t) /∈ {(x, t) : S(x, t) = 0}

и g1(x,t)
χ(x,t,S(x,t)) = h2(x, t, S(x, t)), S− > +0,

и выполнено неравенство

h2(x, t, S(x, t))/SN ≤ Ch2 для любых x, t ∈ Ω, где Ch2–константа.

3) Выполнено условие непрерывности потока

lim

(∣∣∣∂uk

∂x

∣∣∣
n−1

∂uk

∂x |τ=S

)
= 0, при S → 0. Ограничения на пара-

метры k, n,m приведены в таблице. Более подробно см.в [184].

Доказательство Теоремы 6.2.1 приведено в [118] cтр. 51.
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Приведем классификацию главных особенностей в окрестности

слабого разрыва. Допускаемых уравнением (6.6), с помощью

метода многоугольников Ньютона [21],[156] . Подставим (6.7) в

уравнение (6.6) и выпишем слагаемые, которые содержат (глав-

ные особенности) самые маленькие показатели степени

α(α− 1)W0S(x, t)α−2(
∂S

∂t
)2 + ...− αknW0

knS(x, t)(αk−1)n−1(
∂S

∂x
)2 + ...

+ϕαmW0
m∂S

∂x
S(x, t)αm−1 + ... + γW0

qS(x, t)αq + ... = 0, (6.9)

соответствующие главным особенностям. Необходимым услови-

ем существования решения вида (6.7) является равенство ну-

лю коэффициентов при членах, содержащих главные

особенности. Очевидно, что по крайней мере два показателя

в (6.9) совпадают, а остальные строго больше указанных15.

Последовательно рассмотрим все возможные случаи. Следуя

алгоритму диаграмм Ньютона, [36, 153, 156] рассмотрим пока-

затели степени функции S:

α− 2, (αk − 1)n− 1, αm− 1, αq. (6.10)

Рассмотрим случай, когда равны первый и третий показатели

в (6.10):

α − 2 = αm − 1 , попутно объясним идею применения много-

угольников Ньютона.

На вспомогательной плоскости X, Y показателям степеней (6.10)

сопоставим точки Mi(Xi, Yi). Показателю степени aα+b отвеча-

ет точка M(a, b) с координатами X = a, Y = b. Таким образом,
15"Резонансные"случаи, когда совпадают степени большего числа слагаемых разобраны в [54].
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степеням (6.10) соответствуют точки

M1(1,−2), M2(kn, −n− 1), M3(m,−1), M4(q, 0). (6.11)

Точки M1 являются вершинами многоугольника Ньютона, при-

веденного на Рис. 18. Уравнение прямой, проходящей через точ-

ки M1,M3 с угловым коэффициентом −α, имеет вид

Y =
Y3 − Y1

X3 −X1
(X −X1) + Y1, (6.12)

или Y = 1
m−1(X − 1) − 2. Для того чтобы значение α реализо-

валось, необходимо, чтобы точки M2, M4 на вспомогательной

плоскости X, Y лежали выше прямой с отрицательным накло-

ном, определяемой уравнением (6.12).

Соединяя отрезками прямых вершины получим выпуклый мно-

гоугольник Ньютона. При этом непрерывным решениям будет

соответствовать значения α, т.е. стороны многоугольника Нью-

тона с отрицательным наклоном. Рассмотрим точки пересече-

ния прямой (6.12) с осями X и Y , которые равны

X∗ = X1 − Y1
X3 −X1

Y3 − Y1
, Y ∗ =

Y3 − Y1

X3 −X1
(−X1) + Y1. (6.13)

В рассматриваемом случае X∗ = 2m − 1, Y ∗ = 2m−1
1−m . Cм.

Рис. 18 левый рисунок.

Сравнивая значения X∗, Y ∗ с координатами точек M2,M4 мож-

но получить условия существования разложения (6.7), которые

приведены в таблице.

Перечислим все имеющиеся особенности решения в точке ветв-

ления S = 0.



— 212 —

Для случая приведенного во второй строке таблицы 1 имеем

прямую, проходящую через точки M1,M4 :

Y = 2(X−1)
q−1 − 2. см. Рис. 18 правый рисунок.

Для случая приведенного в третьей строке таблицы имеем пря-

мую, проходящую через точки M3,M4 :

Y = X−m
q−m − 1. Cм. Рис. 19 левый рисунок.

Для случая приведенного в нижней строке таблицы имеем пря-

мую, проходящую через точки M2,M3 :

Y = X−kn
m−kn − 1− n. Cм. Рис. 19, правый рисунок.

Заметим, что здесь 0 < kn < 1, а условие равенства нулю пото-

ка на фронте слабого разрыва выполнено.

Замечание 6.1.2

Как уже говорилось, в [54] разобраны резонансные случаи для

квазилинейного вырождающегося параболического уравнения

(6.1). Показано, что в представлении решения в окрестности

фронта слабого разрыва могут присутствовать слагаемые со-

держащие логарифмические функции. Этот факт устанавли-

вается с помощью преобразования описанного в параграфе 1.1

главы 1.

Казалось, что следует ожидать этого и в квазилинейных гипер-

болических уравнениях.

Рассмотрим ситуацию которая возникает в квазилинейном ги-

перболическом уравнении. Следует рассматривать четыре се-

рии слагаемых. См. таблицу 1. Все случаи анализируются оди-

наково.
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Рис. 18: Первые два варианта расчета для значений параметров приведен-

ных в первой и второй строке таблицы 1 методом Ньютона.
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Рис. 19: Вторые два варианта расчета для значений параметров приведен-

ных в третьей и четвертой строке таблицы 1 методом Ньютона.
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Рассмотрим ОДУ

b
∂X

∂ξ
+ bµ

∂2X

∂ξ2 −D
∂2Xk

∂ξ2 + φ
∂Xm

∂ξ
−XqG = 0, (6.14)

где b,D, G константы.

"Резонансы"возможны только в линейном уравнении. Анализ

этого уравнения показывает, что все четыре варианта в Табли-

це 1 в параграфе 6.2 не дают возможности получить линейное

уравнение с помощью преобразования (1.5) глава 1 §1.1. Меша-

ет вторая производная (гиперболическое уравнение). Остается

только случай, когда все параметры k, m, q, n стремятся к

единице, тогда слабый разрыв убегает на бесконечность и исче-

зает. Таким образом, в гиперболических уравнениях слагаемых

в асимптотических рядах, содержащих логарифмические слага-

емые, не обнаружено.

6.2 Асимптотические решения

квазилинейного вырождающегося

гиперболического уравнения медленно

меняющимися коэффициентами.

Введение. Гиперболические уравнения теплопроводно-

сти описывают температурные (диффузионные ) волны, рас-

пространяющиеся по ненулевому фону [115]. Уравнения такого

же типа рассматриваются и как уравнения, описывающие вол-

ны в среде с малой дисперсией [155] (см. также [128]).

В гиперболическом квазилинейном вырождающемся уравнении

локализованные волны распространяются с конечной скоростью
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по ненулевому фону. В данном параграфе используется разра-

ботанный в работах [118, 81- 87, 182-185] эффективный асимп-

тотический метод построения решений для описания распро-

странения волн в среде с медленно меняющимися свойствами

(совместно с В.Г. Данилов, В.П. Маслов). Модель рассмотрен-

ная ниже моделирует процесс распространения сформировав-

шиеся тепловой волны, излучающей энергию с фронта [1,2,78].

Условие введенное А.С.Компанейцем, с физической точки зре-

ния, получило в данной работе математическое объяснение, как

необходимое условие существования волны распространяющей-

ся по ненулевому фону и имеющую слабую особенность.

2

Рассмотрим квазилинейное гиперболическое уравнение

ε
∂u

∂t
+ ε2 ∂2u

∂x2 − ε2 ∂

∂x
(λ(x, t)K(u)

∂u

∂x
) + εδ(x, t)

∂u

∂x
−

− F (u) = 0, (6.15)

где ε малый параметр. Рассмотрим задачу построения асимп-

тотического решения, удовлетворяющего условиям

a0 ≤ u(x, t, ε) ≤ a1, u|x→−∞ = a0, u|x→∞ = a1 − 0. (6.16)

Здесь следует выбрать ту модификацию алгоритма, которая

разработана (В.Г. Данилов, В.П. Маслов) для построения огра-

ниченных при ε → 0 решений, область изменения которых огра-

ничена.

Как доказано в выше перечисленных работах, построение огра-

ниченного при ε → 0 асимптотического решения, тесно связан-

но с краевой задачей для ОДУ для функции W (ξ), которое в
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данном случае имеет вид

b
dW

dξ
− d

dξ
((K(W )− b2)

dW

dξ
)− F (W ) = 0,

W |ξ=0 = a0, W |ξ→∞ = a1. (6.17)

Теорема 6.2.1.

Уравнение (6.17) преобразованием, которое описано в парагра-

фе 1.1 главы 1 и в данном случае имеет вид

(K(W )− b2)
dW

dξ
=

dΘ

dζ
(Θ−1(Θ))|Θ=W . (6.18)

сводится к краевой задаче для уравнения

b
dΘ

dζ
− d2Θ

dζ2 − (K(Θ)− b2)F (Θ) = 0.

Θ|ζ→−∞ = a0, Θ|ζ→∞ = a1,

R = (K(Θ)− b2)F (Θ), (6.19)

где функция Θ(ζ).

Доказательство:

Доказательство повторяет приведенное в [118] cтр. 68, [184] cтр.

20 .

При построении асимптотического решения, существенным яв-

ляется вид зависимости коэффициента переноса K(u) и функ-

ции F (u) в окрестности точек u = a0, u = a1.

Предположим, что алгебраическое уравнение не имеет корней

K(Θ)− b2 6= 0 при значениях Θ ∈ (a0, a1).
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Свойства ОДУ - эталонныx уравнений изучались в вышепере-

численных работах [118], [184] и многими авторами ранее [6-

8,18,19,105,181], все результаты наиболее полно приведены в [195].

Обычно рассматривают две ситуации, когда уравнение (6.19)

является уравнением:

1) типа Колмогорова-Петровского-Пискунова-Фишера.

2) типа Зельдовича,

Сформулируем следующую лемму.

Лемма 6.2.1.

Пусть алгебраическое уравнение K(W ) − b2 6= 0 не имеет кор-

ней при W ∈ (a0, a1).

Тогда, необходимое условие существования решения краевой за-

дачи (6.19) имеет вид
√

K(a0) = b.

Пример 6.2.1.

Пусть в уравнении (6.17)

K(u) = 1 +
√

u− 1 F (u) = 2
√

u− 1(4
√

u− 1− 3u + 2).

В этом случаe

a0 = 1, a1 = 2, q = 1
2 , k = 3

2 .

Решение эталонного уравнения (6.17) удовлетворяющее услови-
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ям Леммы 6.2.1, существует b = 1 и имеет вид

W (ξ) =





1 + [1− exp(−ξ)]2, ξ > 0,

1, ξ ≤ 0.
(6.20)

См. Рис. 17, где ao = 1, a1 = 2. Областью изменения функ-

ции W является отрезок [1, 2]. Решение будет распространяться

справо налево по фону W = 1 и оно имеет слабый разрыв.

Обобщая свойства примера 6.2.1, предположим, что имеет место

представление

K(u) = K(a0) + µ(u− a0)
k−1 + µ1(u− a0)

k...,

u → a0, k > 1. (6.21)

Пусть имеет место представление

F (u) = ν(u− a0)
q + ν1(u− a0)

q+1..., q > 0, u → a0 + 0, ν > 0.

F (a1) = 0,
dF

du
|u=a1

< 0. (6.22)

Суммируя вышесказанное, предполагаем, что выполнено нера-

венство k + q > 2.

1) В первом рассматриваемом случае справедлива

Лемма 6.2.2. Пусть выполнено неравенство

(K(W )− b2)F (W ) > 0, W ∈ (a0, a1) и выполнено равенство

k + q = 2 и (уравнение (6.19) классифицируется как уравнение

типа Колмогорова-Петровского-Пискунова-Фишера ) существу-

ет решение краевой задачи (6.17) при значении скорости
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b ≥ 2
√

dR
dΘ |Θ=a0

, R(Θ) = (K(Θ)− b2)F (Θ).

Предположим, что выполнено неравенство

µν = dR
dΘ(0) > dR

dΘ(Θ), Θ ∈ (a0, a1).

Тогда существует решение краевой задачи (6.19) и выполнено

неравенство согласования

K(a0) ≥ 4µν. (6.23)

(см. подробное исследование эталонных уравнений в вышеупо-

мянутых работах).

Следовательно, тогда существует локализованное решение кра-

евой задачи (6.15),(6.16) и

b =
√

K(a0).

2) Во втором рассматриваемом случае предположим, что вы-

полнено неравенство

(K(W )− b2)F (W ) > 0, W ∈ (a0, a1). (6.24)

Здесь выполнено неравенство k + q > 2 и уравнение (6.19)

классифицируется как уравнение Зельдовича и существует ре-

шение краевой задачи (6.17) при единственном значении скоро-

сти b = b0 (константа Зельдовича). Это значение определено в

Лемме 6.2.1.

Более подробно рассмотрим случай 1).

Далее переходим к построению рещения задачи с переменными,

медленно меняющимися коэффициентами. Следуя, разработан-

ному асимптотическому методу [15]–[17] (В.Г. Данилов,
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В.П. Маслов при участии автора), построено ограниченное при

ε → 0 решение задачи (6.15),(6.16), которое надо искать в виде

u(x, t, ε) = W1(
S

ε
+ εg(

S

ε
, t) + r3(

S

ε
, t, ε), t), где

S(x, t, ε) = β0(t)(x + ϕ0(t))− εϕ1(t). (6.25)

Выполнено неравенство r3(
S
ε , t, ε)/ε2) ≤ C0 для любого x, t.

Здесь C0– константа независящая от ε и обозначено через ξ =

S
ε + εg(S

ε , t), τ = S
ε . Таким образом, функция W1(ξ, t) является

функцией двух переменных и по переменной ξ имеет слабую

особенность в точке ξ = 0.

Лемма 6.2.3.

Пусть выполнены условия

k > 1, k + q = 2,
√

K(a0) + max[ δ(x,t)√
λ(x,t)

] > 2
√

µν при всех

x ∈ R, t ∈ [0, T ].

Тогда b = b(t) =
√

K(a0) + δ(−ϕ0,t)√
λ(−ϕ0,t)

, t ∈ [0, T ], где функция

ϕ0(t) удовлетворяет ОДУ

dϕ0(t)

dt
=

√
K(a0)λ(−ϕ0, t). (6.26)

и функция W1(ξ, t) является решением задачи (6.17), где пере-

менная t играет роль параметра. Справедливы асимптотические

представления функции W1(ξ, t):

при ξ → 0, W1(ξ, t) = a0 − c1(t)ξ
α + o(ξα),

α =
1

k − 1
=

1

1− q
. (6.27)

При ξ →∞ имеет место оценка

a1 −W1(ξ, t) ∼ exp(−| l

K(a0)−K(a1)
|ξ), (6.28)
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где константа l дается формулой

l =
−b

2
+

√
b2

4
+

dR1

dΘ
|Θ=a1

, R1 = (K(Θ)−K(a1))F (Θ). (6.29)

2

Функция g(τ, t) определяется леммой.

Лемма 6.2.4.

Функция имеет вид

g(τ, t) = −
∫ τ

0
exp(I(ξ))[

∫ ξ

0
f0(η, t) exp(−I(η))dη]dξ,

(6.30)

I(ξ) = 2 ln |(K(W1)−K(a0))
∂W1

∂ξ
| −

∫ ξ

0

b

K(W1)−K(a0)
dξ,

f0(ξ, t) = {∂W1

∂ξ
(β0dϕ1

dt
+

ξ + ϕ1β0

β0

dβ0

dt
)− (β0)2 ∂δ

∂x
|x=−ϕ0(ϕ1 +

ξ

β0 )
∂W1

∂ξ
+

∂2W1

∂ξ2 2β0dϕ0

dt
(β0dϕ1

dt
+

ξ + ϕ1β0

β0

dβ0

dt
) +

∂W1

∂ξ
[
d

dt
(β0dϕ0

dt
) +

dϕ0

dt

dβ0

dt
]−

∂

∂ξ
(K(W1)

∂W1

∂ξ
)β0∂λ

∂x
|x=−ϕ0(ϕ1 +

ξ

β0 )−
∂λ

∂x
|x=−ϕ0β0K(W1)

∂W1

∂ξ
− F (W1)}{(K(W1)−K(a0))

∂W1

∂ξ
}−1. (6.31)

Для функции ϕ1(t) ∈ C∞([0, T ]) справедливы оценки

g = O(τ), τ → 0, g = O(τ 2), τ →∞.

Замечание 6.2.1.

Функция W1 имеет быструю и медленную переменную

W1(
S
ε + εg(S

ε , t) + r3(
S
ε , t, ε)) = W1(ξ, t).
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Поэтому в формулах вычисляются как полные, так и частные

производные. Переменная S
ε в функции g обозначается в дока-

зательстве через τ

τ = τ + εg(τ, t)− εg(τ, t) = ξ − εg(τ, t).

Замечание 6.2.2.

Равенство сформулированное в лемме 6.4.1 объяснено в данной

работе, как необходимое условие существования решения име-

ющего слабую особенность и равного константе вне некоторой

области (не нулевой фон). Оно трактуется, как равенство ско-

рости тепловой волны и эффективной скорости звука в ее внут-

ренней части. Это условие из физических соображений было

впервые введено А.С.Компанейцем [92].

Теорема 6.2.2.Пусть выполнены леммы 6.2.1-6.2.4. Тогда асимп-

тотическое локализованное решение задачи (6.15),(6.16) имеет

вид (6.25), причем функция β0(t) в (6.25) имеет вид β0(t) =

1/
√

λ(−ϕ0, t). Функции ϕ1(t), c1(t) ∈ C∞([0, T ]).

Доказательство.
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Подставим решение (6.25) в уравнение (6.15), и получим

∂W1

∂ξ
(1 + ε

∂g

∂τ
)[β0dϕ0

dt
+ εβ0ϕ

1

t
+

εξ

β0

dβ0

dt
] + ε

∂W1

∂t
+

ε2∂W1

∂ξ

∂g

∂t
+

∂2W1

∂ξ2 (1 + 2ε
∂g

∂τ
+ O(ε2))[(β0dϕ0

dt
)2 +

2εβ0dϕ0

dt
(β0dϕ1

dt
+

ξ + ϕ1β0

β0

dβ0

dt
)] +

ε
∂W1

∂ξ
[
d

dt
(β0ϕ

0

dt
) + O(ε)] + ε

∂W1

∂ξ

∂2g

∂τ 2 [(β0dϕ0

dt
)2 + O(ε)] + O(ε2)−

[(1 + 2ε
∂g

∂τ
+ O(ε2))

∂

∂ξ
(K(W1)

∂W1

∂ξ
) + εK(W1)

∂W1

∂ξ

∂2g

∂τ 2 ] ∗

(β0)2[λ(−ϕ0, t) +
∂λ

∂x
|x=−ϕ0ε(ϕ1 +

τ

β0 ) + O(ε2)]−

[ε
∂λ

∂x
|x=−ϕ0 + O(ε2)]β0K(W1)

∂W1

∂ξ
+ β0δ(−ϕ0, t)

∂W1

∂ξ
(1 + ε

∂g

∂τ
) +

∂δ

∂x
|x=−ϕ0(ϕ1 +

ξ

β0 )
∂W1

∂ξ
+ O(ε2)− F (W1) = 0. (6.32)

Здесь ∂S
∂t = β0 dϕ0

dt + (x + ϕ0)dβ0

dt − ε d
dt(β

0ϕ1),

∂2S
∂t2 = d

dt(β
0 dϕ0

dt ) + ε[τ+β0ϕ1

β0
d2β0

dt2 ] + dϕ0

dt
dβ0

dt − ε d2

dt2 (β
0ϕ1),

x + ϕ0 = ε(τ+β0ϕ1

β0 ), ∂S
∂x = β0(t) + O(ε),

λ(x, t) = λ(−ϕ0, t) + ∂λ
∂x |x=−ϕ0ε(ϕ1 + τ

β0 ) + O(ε2).

Приравняем к нулю сумму слагаемых в (6.32) не стремящихся

к нулю при ε → 0, получим уравнение для функции W1

∂W1

∂ξ
β0dϕ0

dt
+

∂2W1

∂ξ2 (β0dϕ0

dt
)2 −

− ∂

∂ξ
(K(W1)

∂W1

∂ξ
)(β0)2λ(−ϕ0, t) +

∂W1

∂ξ
β0δ(−ϕ0, t)−

− F (W1) = 0.

(6.33)

Приравняем к нулю сумму слагаемых в (6.32), порядок кото-
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рых ε

∂W1

∂ξ

∂g

∂τ
β0dϕ0

dt
+

∂2W1

∂ξ2 2
∂g

∂τ
(β0dϕ0

dt
)2 +

∂W1

∂ξ

∂2g

∂τ 2 (β
0dϕ0

dt
)2 −

−2
∂g

∂τ

∂

∂ξ
(K(W1)

∂W1

∂ξ
)(β0)2λ(−ϕ0, t)−K(W1)

∂W1

∂ξ

∂2g

∂τ 2

(β0)2λ(−ϕ0, t) + β0δ(−ϕ0, t)
∂W1

∂ξ

∂g

∂τ
= f,

f =
∂W1

∂ξ
[β0dϕ1

dt
+

ξ + ϕ1β0

β0 ] +
∂W1

∂t
+

∂2W1

∂ξ2 [2β0dϕ0

dt
(β0dϕ0

dt
+

ξ + ϕ1β0

β0

dβ0

dt
)] +

∂W1

∂ξ
[
d

dt
(β0ϕ

0

dt
) +

dϕ0

dt

dβ0

dt
]−

− ∂

∂ξ
(K(W1)

∂W1

∂ξ
)β0∂λ

∂x
|x=−ϕ0(ϕ1 +

τ

β0 )− ∂λ

∂x
|x=−ϕ0β0K(W1)

∂W1

∂ξ
+

β0 ∂δ

∂x
|x=−ϕ0(ϕ1 +

ξ

β0 )
∂W1

∂ξ
−

−λ(−ϕ0, t)[
∂

∂ξ
(K(W1)

∂W1

∂ξ
) +

∂

∂x
(K(W1)

∂W1

∂x
)]β0. (6.34)

Рассмотрим уравнение (6.33). Перепишем его в форме

β0(
dϕ0

dt
+ δ(−ϕ0, t))

∂W1

∂ξ
−

− (β0)2λ(−ϕ0, t)
∂

∂ξ
[[K(W1)− (

dϕ0

dt
/
√
−ϕ0, t)2]

∂W1

∂ξ
]−

− F (W1) = 0.

(6.35)

Положим:

(β0)2λ(−ϕ0, t) = 1, β0(dϕ0

dt + δ(−ϕ0, t)) = b(t), и получим урав-

нение (6.17) и формулу для скорости. Функция g определена

уравнением (6.34) и условием g(0, t) = 0.

После преобразований имеем

∂2g

∂ξ2 +
∂g

∂ξ
[b

∂W1

∂ξ
+ 2K(a0)

∂2W1

∂ξ2 −

2
∂

∂ξ
(K(W1)

∂W1

∂ξ
)][K(a0)

∂W1

∂ξ
−K(W1)

∂W1

∂ξ
]−1 = f,(6.36)
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где функция f после преобразований, аналогичных преобразо-

ваниям проведенным с эталонным уравнением, становится функ-

цией f0 в Лемме 6.2.4.

Кроме того, в преобразованиях использованы формулы, при-

веденные в замечании 6.2.1. Решение уравнения (6.36) дается

формулой (6.30).

При ξ → 0 имеем оценку

exp(I(ξ)) ∼ ξ
−b

µCk−1 [dW1

dξ (K(W1)−K(a0))]
2 ∼ ξ

−b

µC0
k−1 +2α

,

где C0 = lim[(W1 − a0)τ
1−k], ξ → 0.

Суммируя сказанное, получим оценку для функции g.

При ξ →∞ имеем оценку

exp(I(ξ)) ∼ exp( −(b+2l)ξ
|K(a0)−K(a1)|), f ∼ ξ

где

−(b + 2l) =
−
√

b2+4|K(a0)−K(a1)|F ′(a1)
|K(a0)−K(a1)| .

Таким образом интеграл в (6.30) сходится. Нижний предел во

внутреннем интеграле равен нулю χ = 0. Функции ϕ1(t), c1(t)

дважды непрерывно дифференцируемые функции и здесь не

выписываются. Алгоритм их вычисления приведен в [184]. Тео-

рема 6.2.2 доказана.

Очевидно, можно рассмотреть задачу (6.15),(6.16) в случаях

q < 1, k + q > 2, µF (u) ≥ 0, или µF (u) ≤ 0.

Формулы асимптотики задачи (6.15) отличаются лишь специ-

фикой, связанной с постоянным значением скорости b = b0 .
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Поэтому эти формулы здесь не приводим. Если скорость хи-

мической реакции медленно меняется в зависимости от вре-

мени и положения в пространстве, то распределение стоков-

источников в уравнении (6.15) можно моделировать функци-

ей вида γ2(x, t)F (u). Функция γ2(x, t) моделирует медленные

изменения скорости химической реакции, вызванные внешним

воздействием (перемешивание) [18], [19], [58], [95].

Уравнение (6.33) переписывается в виде

∂W1

∂ξ
β0dϕ0

dt
+

∂2W1

∂ξ2 (β0dϕ0

dt
)2 − ∂

∂ξ
(K(W1)

∂W1

∂ξ
)(β0)2λ(−ϕ0, t) +

∂W1

∂ξ
β0δ(−ϕ0, t)− γ2(−ϕ0, t)F (W1) = 0. (6.37)

Для того, чтобы привести это уравнение к виду (6.37) положим

dϕ0(t)
dt =

√
K(a0)λ(−ϕ0, t)/γ(−ϕ0, t),

β0(t) = γ(−ϕ0, t)/
√

λ(−ϕ0, t),

b = b(t) =
√

K(a0)/γ(−ϕ0, t) + δ(−ϕ0,t)γ(−ϕ0,t)√
λ(−ϕ0,t)

.

Остальные формулы и оценки в теореме 6.2.2 остаются теми же.

Пример 6.2.2.

В этом примере описана ситуация, когда нелинейное решение

имеет слабую особенность на большем корне.

Пусть в уравнении (6.17)

K(u) = 4 +
√

2− u, F (u) = 2(
√

2− u − 1)(6 − 2
√

2− u +
√

6
√

2− u− 3u).

В этом случае a0 = 1, a1 = 2, q = 1
2 , k = 3

2 .
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Рис. 20: Решения квазилинейного гиперболического уравнения, распро-

страняющиеся слево направо, в среде по ненулевому фону и имеющие осо-

бенность на фронте слабого разрыва на большем корне a1 > a0 функции

F (a1) = 0.

Решение эталонного уравнения (6.17) существует при b = 1 и

имеет вид

W =





2, ξ ≥ 0,

2− [1− exp(ξ)]2, ξ < 0.
(6.38)

См. Рис. 20. Область определения решения, которое распростра-

няются по ненулевому фону и имеют особенность, уменьшается.

Предположим, что функции

F (u), K(u) ∈ C∞(R1/{u = a1}), K(u) > 0, для u ∈ (a0, a1].

Обобщая свойства примера 6.2.2 предположим, что имеет место
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представление

K(u) = K(a1) + µ(a1 − u)k−1 + µ1(a1 − u)k..., u → a1, k > 1.

F (u) = ν(a1 − u)q + ν1(a1 − u)q+1..., q > 0, u → a1 − 0, ν < 0.

F (a1) = 0,
dF

du
|u=a1>0, µν = const. (6.39)

Пример 6.2.2 демонстрирует другую ситуацию в которой также

может быть построено асимптотическое решение. Важнейшим

фактом для рассматриваемого класса уравнений, когда возмож-

но построение локализованных решений, является выполнение

неравенства

K(W ) − b2 < 0, W ∈ (a0, a1). Поскольку оказывается , что

коэффициент в уравнении (6.17) оказывается отрицательным.

Из такой ситуации, оказывается, существует выход, и решение

с областью изменения (a0, a1) может быть построено: ν < 0, µ >

0.

Краевая задача (6.17) в данном случае имеет вид

b
dW

dξ
− d

dξ
(K(W )− b2)

dW

dξ
)− F (W ) = 0,

W |ξ→−∞ = a0, W |ξ→0 = a1. (6.40)

и предполагается выполнение следующих условий

F (W ) < 0, K(W )−K(a1) > 0, W ∈ (a0, a1),

dF

dW
|W=a0

< 0. (6.41)

Теорема 6.2.3
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Пусть выполнены условия (6.39), (6.41) на коэффициенты урав-

нения, входящего в задачу (6.40), а также условия

k > 1, k + q = 2, u + max δ(x,t)√
λ(x,t)

<
√

K(a1)− 2
√
|ν|µ для лю-

бых x ∈ R, t ∈ [0, T ].

Тогда, асимптотическое локализованное решение краевой зада-

чи (6.15),(6.16) имеет вид (6.25).

Функция W1(ξ, t) является решением краевой задачи (6.40)16

при значении константы

b = b(t) = −
√

K(a1) + δ(−ϕ0,t)√
λ(−ϕ0,t)

,

где функция ϕ0(t)удовлетворяет ОДУ

dϕ0(t)
dt = −

√
K(a1)λ(−ϕ0, t).

Функция β0(t) имеет вид

β0(t) = 1/
√

λ(−ϕ0, t).

Справедливы асимптотические представления функции W :

при ξ → 0, a1 −W1 = C0 |ξ|α + o(|ξ|α), α = 1
k−1 = 1

1−q .

При ξ → −∞, имеет место оценка

W1 − a0 ∼ exp( lξ
K(a0)−K(a1)

),

где l константа дается формулой
16t здесь рассматривается как параметр.
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l =
b+
√

b2+4(K(a0)−K(a1))F
′(a0)

2 , b < 0.

Функция g(τ, t) определяется в Лемме 6.2.4, где константа K(a0)

заменяется на константу K(a1), и нижний предел во внутрен-

нем интеграле также равен χ = 0.

Доказательство.

Доказательство этой теоремы повторяет доказательство Теоре-

мы 6.2.2 и леммы 6.2.2 в деталях. Подставим решение (6.25)

в уравнение (6.15), мы получим уравнения (6.33) и (6.34). От-

сюда следует краевая задача (6.40) . В данном случае, в силу

описанных выше условий, необходимым условием существова-

ния локализованного решения является неравенство b < 0.

Действительно, умножим уравнение (6.40) на dW
dξ и проинтегри-

руем по области от минус бесконечности −∞ до нуля. Исполь-

зуя краевые условия (6.41) получим

b
∫ 0
−∞(dW

dξ )2dξ =
∫ a1

a0
F (W )dW < 0.

Используя теорему 6.2.2 следует, что уравнение (6.40) связано

с уравнением типа Колмогорова -Петровского- Пискунова- Фи-

шера, аналогичное (6.18). Дальнейшие рассуждения полностью

аналогичны. Доказательство теоремы 6.2.3 завершено.

Имеет место еще один интересный случай. Предположим, что

выполнены условия

F (W ) < 0, K(W )−K(a1) < 0, W ∈ (a0, a1),

dF

dW
|W=a0

< 0. (6.42)
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Здесь справедливы представления сформулированные в Теоре-

ме 6.2.3 и условия

k + q = 2, µ < 0, ν < 0. Этот случай разобран в [184] стр.191.

Заключение

1)разработан новый метод построения решений квазилинейных

дифференциальных уравнений с частными производными вто-

рого порядка параболического, эллиптического и гиперболиче-

ского типов в параметрической форме. Метод основан на

конструктивной замене независимых переменных и решения.

Для квазилинейных параболических не вырождающихся урав-

нений с частными производными второго порядка исходное урав-

нение сводится к системе четырех уравнений первого порядка с

частными производными. Доказано, что условие разрешимости

этой системы сводится к одному равенству с помощью ранее

неизвестного тождества. см. Теоремы 1.2.1.– Теорема 1.2.3.

Построены решения в явной и параметрической форме полули-

нейного параболического уравнения Фитц-Хью-Нагумо-Семенова,

уравнения Зельдовича , уравнения близкого к уравнению Колмогорова-

Петровского-Пискунова-Фишера с большим функциональным

произволом.( См.глава 1). Построены семейства точных реше-

ний полулинейных классических параболических уравнений в

параметрической форме в трехмерной ситуации, для функций

f(Z) и f(t, Z). Построены примеры в которых решение вы-

числяется через решение уравнения Абеля второго порядка (
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§1.7). Аналогично строятся решения квазилинейных парабо-

лических уравнений, коэффициенты которых зависят от неиз-

вестной функции и независимых переменных ( §1.6).

2)Метод применен для построения точных решений уравнения

Гамильтона –Якоби–Беллмана вида (50) соответстующих зада-

че синтеза оптимального управления математическим маятни-

ком находящимся под воздействием случайных возмущений. Тео-

рема 2.3.1.,Теорема 2.3.2,Теорема 2.4.1. Решения задач для ква-

зилинейных параболических уравнений с переменными коэф-

фициентами выражаются, в данном случае, через решения за-

дач для линейных параболических уравнений. Решена задача

синтеза оптимального управления движением тела переменной

массы, находящейся под воздействием гауссовские случайные

возмущения в детерминированном случае.

3)Описан и обоснован метод построения новых классов точных

решений в параметрической форме квазилинейных эллиптиче-

ских уравнений. Приведены примеры построения решений, в

частности решено уравнение с кубической нелинейностью. См.главу

3. Теоремы 3.1.1.– 3.1.3.

4)Построены с помощью предлагаемого метода решения ква-

зилинейного невырождающегося гиперболического уравнения в

двумерном и трехмерном случаях. См. главу 4.

5) Исследована важная в приложениях система уравнений Белоусова-

Жаботинского и Курасава-Танаки. Найдены примеры решения

задач Коши со специальными начальными данными. См. главу

5.
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6)Проведена классификация особенностей, которые могут рас-

пространяться по ненулевому фону в моделях, связанных с ква-

зилинейными вырождающимися гиперболическими уравнения-

ми, методом многоугольников Ньютона. Построены асимпто-

тические решения задачи Коши со специальными начальными

данными, с медленно меняющимися коэффициентами для ква-

зилинейных вырождающихся гиперболических уравнений. Най-

дены необходимые условия существования таких решений.

Приложение

6.3 Содержание приложения.

1) Приложение к параграфу 1.2 Главы 1......................стр.1.

2)Приложение к параграфу 5.4 Главы 5.......................стр.12.
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