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Введение 
 

Актуальность темы. В настоящей работе изучается система 

дифференциальных уравнений с запаздыванием. Правая часть сис-

темы нелинейна и непрерывна по фазовым переменным. Матрица 

соответствующей линейной однородной системы непрерывна. Изу-

чаемая нелинейная система имеет тривиальное решение. Задача ис-

следования: поиск условий существования малых ненулевых реше-

ний двухточечной задачи системы дифференциальных уравнений с 

запаздыванием в окрестности нулевого решения. 

В период становления классической механики господствова-

ло мнение, что скорость изменения (движения) реальных систем в 

настоящий момент зависит только от их состояния (положения) в 

этот же момент времени. Стало быть, для описания таких систем с 

целью предсказания их поведения в будущем вполне пригодны 

обыкновенные дифференциальные уравнения 

( ) ( )( )txtFtx ,=′ , [ [∞∈ ,0tt , 

( )nxxxx ...,,, 21= , ( )nFFFF ...,,, 21= . 

Более детальное изучение окружающего нас мира привело 

исследователей к необходимости учитывать во многих случаях то, 

что состояние физических систем в данный момент времени суще-

ственно зависит от их состояний в прошлом. 

В 70-х годах XIX в. Больцман предложил теорию упругого 

последействия, в основе которой находилось соотношение 

( ) ( ) ( )∫
∞−

−=
t

dTtkt τττϕ , 

где ϕ  – деформация; T  – напряжение деформируемого тела; k  – 
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функция релаксации. Эта теория получила дальнейшее развитие в 

работах Вольтерра. 

Понятие последействия в механике Вольтерра переносит в 

область биологии [14], и далее возводит явление последействия в 

общий принцип естествознания (принцип остаточного действия) и 

развивает теорию интегральных и интегро-дифференциальных 

уравнений, учитывающих остаточные, наследственные эффекты в 

поведении динамических систем. 

По свидетельству академика Ю.Н. Работнова [54], теория ли-

нейной наследственности Вольтерра нашла приложения в ряде раз-

делов механики и математической физики (механика деформируе-

мого твердого тела, теория поведения полимерных материалов при 

умеренных напряжениях, описание внутреннего трения в металлах, 

когда амплитуды напряжений очень малы). 

Другим классом математических моделей явлений и процес-

сов с последействием являются дифференциально-функциональные 

уравнения. Такие уравнения содержат операции дифференцирова-

ния и сдвига аргумента, поэтому пригодны для описания движения 

систем, скорость которых в данный момент зависит не только от 

состояния в данный момент, но и от прошлых состояний. В про-

стейшем случае систем с запаздыванием вместо обыкновенных 

дифференциальных уравнений следует рассматривать уравнения 

( ) ( ) ( )( )[ ]txtxtFtx τ,,=′ , 

где ( ) ( )ttt ∆−=τ , ( ) 0≥∆ t . 

В плане классификации дифференциальных уравнений с за-

паздывающим аргументом различаются случаи сосредоточенного  

( ) ( ) ( )( ) ( )∑
=

+−=
k

i
ii tfttxtatx

1

τ& , 1≥k  



 

 

 

5  

и распределённого  

( ) ( ) ( )
( )

( )tfdtxtptx
t

+−= ∫
σ

τττ
0

,& , ( ) 0≥tσ  

запаздываний. 

Известно, что специалисты по математической физике XVIII 

в. изучали дифференциально-функциональные уравнения в связи с 

попытками распространения механики конечных систем на сплош-

ные среды, но в дальнейшем для развития механики сплошных сред 

стали применяться уравнения в частных производных. Замечатель-

ным является опосредованное возникновение дифференциально-

функциональных уравнений в процессе решения краевых задач для 

уравнений в частных производных гиперболического типа, описы-

вающих различные волновые процессы. Дифференциально-

функциональные уравнения всё чаще используются непосредствен-

но как математические модели реальных явлений и процессов в 

различных областях естествознания, в частности в биологии, эко-

номики, физике. В ряде работ [59, 60, 78] на основе анализа различ-

ного рода экологических систем показано, что для их описания 

можно использовать уравнения с сосредоточенным или распреде-

лённым запаздываниями. 

Динамические системы с запаздыванием и процессы, проис-

ходящие в таких системах, в большинстве случаев описываются 

дифференциальными уравнениями с отклоняющимся аргументом 

или системами таких уравнений. Дифференциальные уравнения с 

отклоняющимся аргументом, которыми описываются динамические 

процессы в реальных системах, как правило, являются нелинейны-

ми. Но так как линейные дифференциальные уравнения с откло-

няющимся аргументом сравнительно легче поддаются исследова-
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нию и теория таких уравнений разработана достаточно хорошо то, 

при решении различных теоретических и особенно практических 

задач нелинейные системы приближенно заменяются линейными. 

Такая линеаризация задач во многих случаях является законной. Но 

иногда, как, например, в теории колебаний, линеаризация уравне-

ний является недопустимой, так как приводит к весьма грубым и 

даже ошибочным результатам. Поэтому разработка теории систем 

нелинейных дифференциальных уравнений с запаздыванием, в ча-

стности теории колебаний нелинейных систем с запаздыванием, 

имеет большое теоретическое и практическое значение. 

Цель работы заключается в получении достаточных условий 

существования малых ненулевых решения двухточечной краевой 

задачи системы n  дифференциальных уравнений с запаздыванием 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ µµ ,,,,~,~,~ xTxtftfxTtBxtAxtAx ++++=& ,                (0.1) 

в которой ( )tA , ( )λ,~ tA , ( )λ,~ tB – непрерывные ( )nn ×  – матрицы, 

( )λ,~ tf , ( )λ,,, yxtf  – непрерывные n -мерные вектор-функции, µT  – 

оператор сдвига (определение дано в §1.1 первой главы). 

Методика исследования. Задача поиска условий существо-

вания нетривиальных решений двухточечной краевой задачи сис-

темы (0.1) сводится к задаче поиска условий существования нену-

левой неподвижной точки нелинейного оператора. Построение не-

линейного оператора основано как на свойствах матрицы линейно-

го приближения, так и на свойствах нелинейных членов правой час-

ти системы. 

Основные результаты, имеющиеся по данной проблеме. 

Основы качественной теории обыкновенных дифференциальных 

уравнений были заложены А. Пуанкаре [53] и А.М. Ляпуновым 

[32]. Методы исследования колебаний нелинейных систем, осно-
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ванные на работах Ляпунова и Пуанкаре, сводятся к представлению 

периодических решений исследуемых систем в виде степенных ря-

дов, составленных по степеням малого параметра и малых началь-

ных отклонений, абсолютно и равномерно сходящихся для этих 

значений на любом заданном конечном промежутке времени. 

Большой вклад в развитие этих методов внесли А.А. Андронов, 

А.А. Витт, С.Э. Хайкин [7, 8], И.Г. Малкин [33, 34], Л.И. Мандель-

штам [35, 36] и другие ученые. Основные идеи качественного ис-

следования систем дифференциальных уравнений содержатся в 

книге В.В Немыцкого и В.В. Степанова [45]. 

Для исследования квазилинейных и нелинейных систем без 

запаздывания особенно широкое распространение получили сле-

дующие методы: Пуанкаре-Ляпунова-Малкина исследования пе-

риодических и почти-периодических решений [7, 8, 15, 32, 33, 34, 

47, 53], эквивалентной линеаризации нелинейностей [27], осредне-

ния [10, 40, 41, 58], сравнения [17], асимптотические методы [9, 38, 

61]. 

В работе [17] уравнением сравнения является дифференци-

альное уравнение, не имеющее периодических решений, за исклю-

чением состояния равновесия. Близость правых частей сравнивае-

мых уравнений порождает существование однотипных решений.  

Г.В. Каменковым [22] был развит метод исследования коле-

баний нелинейных систем с помощью функций Ляпунова. Он рас-

сматривал системы как с одной, так и со многими степенями свобо-

ды, квазилинейные и существенно нелинейные. Особенно эффек-

тивный метод построения периодических решений квазилинейных 

и существенно нелинейных систем был предложен им при исследо-

вании систем второго порядка. После перехода к полярным 

координатам θ,r  им была введена замена 
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натам θ,r  им была введена замена ( )r V Vu V ui
i

m
i

m

i

i i= + + +
=

∞

∑µ ( ) ( )1

1
K , где 

ui
k( )  - некоторые полиномы от sin , cosθ θ , подлежащие определению. 

Этот метод, кроме ответа на вопрос о существовании периодиче-

ских решений по членам с конечной степенью µ  и исследования 

проблемы устойчивости, позволяет решить задачу об оценке той 

величины малого параметра, при которой и менее которой постро-

енные периодические решения существуют. Методом функций Ля-

пунова решается задача о существовании периодических решений у 

существенно нелинейных дифференциальных уравнений в статье 

[16].  

В теории колебаний нелинейных систем с запаздыванием ме-

тоды Пуанкаре-Ляпунова-Малкина нашли развитие в работах Н.Н. 

Красовского, А. Халаная, Л.Э. Эльсгольца, С.Н. Шиманова и др. 

[26, 69, 73, 74, 75]. В прикладных работах [9, 30] применяется метод 

эквивалентной линеаризации. Асимптотический метод Крылова-

Боголюбова для систем с запаздыванием частного вида впервые 

применен в работе С.И. Тетельбаума и Г.Н. Рапопорта [66]. Эти ме-

тоды получили дальнейшее развитие в работах Рубаника В.П. [56, 

57], Азбелева Н.В., Максимова В.П., Рахматуллиной Л.Ф. [2 - 6] и 

их учеников.  

Книга В.П. Рубаника [56] посвящена теории периодических 

решений линейных и квазилинейных колебательных систем с за-

паздыванием, особое внимание уделено изложению асимптотиче-

ских методов исследования колебаний в квазилинейных системах с 

запаздывающими связями и их приложениям. 

В работе Б.Г. Гребенщикова [19] рассмотрена нестационарная 

линейная неоднородная система с запаздыванием, линейно завися-
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щим от времени t : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftxtBtxtAtx ++= µˆˆ& ,                             (0.2) 

00 >≥ tt , const=µ , 10 << µ , ( ) ( )ηϕη =x  : 00 tt ≤≤ηµ , с почти периоди-

ческими матрицами и вектор-функцией. Для системы (0.2) найдены 

условия существования единственного почти периодического ре-

шения, которое является асимптотически устойчивым. 

В работе М.Т. Терёхина [64] изучается проблема существова-

ния ненулевого периодического решения функционально-

дифференциального уравнения вида 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )txtxFtxAtx λλ +=& ,                               (0.3) 

где ( )tx  – n -мерный вектор, ( ) ( )( )tFA λλ ,  – nn× -матрицы, mE∈λ  – па-

раметр, sE  – s -мерное векторное пространство. Для исследуемой 

системы получены достаточные условия того, чтобы 00 =λ  являлось 

бифуркационным значением параметра λ  системы (0.3) Приводится 

пример. 

Основными методами исследования большинства работ [6, 

11, 19, 29, 62, 63, 64, 69], содержащих исследования по проблеме 

существования решения двухточечной краевой задачи системы с 

отклоняющимся аргументом, являются методы функций Грина, по-

следовательного приближения, малого параметра и осреднения. 

Содержание работы. Настоящая работа содержит результаты 

исследования системы (0.1) с точки зрения существования ненуле-

вых решений двухточечной краевой задачи в малой окрестности 

тривиального решения. В отличие от работ [6, 19, 29] в диссертации 

рассмотрена система дифференциальных уравнений запаздывающе-

го типа, имеющая векторный параметр и запаздывание специально-

го вида. Запаздывание носит такой характер, что не требуется вво-

дить начальную функцию, как для систем с постоянным запаздыва-
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нием, вместо этого начальное условие выглядит также как и клас-

сическое: ( ) α=0x , то есть начальный промежуток вырождается в 

точку. Также в работе не используется метод разложения решения 

по степеням параметра и начальных данных. Результаты настоящей 

работы применимы для исследования систем функционально-

дифференциальных уравнений, зависящих от параметра, в критиче-

ском случае порядка выше первого. В отличие от работ [62, 63, 64, 

65, 69], посвященных исследованию проблемы существования ре-

шения двухточечной краевой задачи (или периодических решений), 

в основе исследований, содержащихся в диссертации, лежит специ-

альным образом построенный вид решения системы (0.1), что по-

зволило для решения двухточечной краевой задачи существенно 

привлечь свойства нелинейных частей системы. В диссертационной 

работе используется метод решения нелинейных недифференци-

альных уравнений отличающийся от методов, использованных в 

работах [1, 21]. 

Во введении содержатся: обоснование актуальности темы, 

цель работы, методика исследования, краткий обзор результатов 

других авторов, краткое содержание работы. Диссертация состоит 

из трех глав, разбитых на параграфы и приложения. 

В §1.1 главы 1 вводятся основные определения (оператор 

сдвига и малое решение). Формулируется постановка задачи. В §1.2 

главы 1 доказана теорема существования, единственности и непре-

рывной зависимости решений системы функционально-

дифференциальных уравнений от параметра и начальных данных. В 

§1.3 главы 1 находятся оценки решений, исследуется структура ре-

шений системы (0.1) 

В главе 2 получены достаточные условия существования не-
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нулевых решений двухточечной краевой задачи системы с парамет-

ром (0.1), с использованием свойств нелинейных членов. В §2.1 

двухточечная краевая задача решается по первому приближению. В 

§§2.2, 2.3 исследования ведутся с использованием нелинейных чле-

нов системы. Приводятся примеры. 

В главе 3 рассмотрен частный случай системы (0.1), построе-

ны математические модели: 1) модель динамического взаимодейст-

вия сегментов финансового рынка; 2) математическая модель про-

тивовирусного иммунного ответа. В построенных моделях найдены 

условия существования ненулевых решений двухточечной краевой 

задачи. 

В приложении содержится анализ программы написанной ав-

тором для численного решения систем дифференциальных уравне-

ний с параметром и запаздыванием. Проводится тестирование про-

граммы на системах дифференциальных уравнений, для которых 

решение найдено в аналитическом виде. Результаты представлены в 

виде графиков. 

Необходимые сведения по теории обыкновенных дифферен-

циальных уравнений взяты из [12, 13, 20, 34, 50, 51, 52, 70], по тео-

рии дифференциальных уравнений с запаздыванием – из [5, 42, 43, 

56, 72, 74], по качественной теории – из [11, 24, 25, 44, 45, 48, 49, 

69, 71, 75], по функциональному анализу – из [23, 31, 67], по линей-

ной алгебре – из [18, 28]. 

На защиту выносятся следующие положения: 

Структура решений нелинейной системы функционально-

дифференциальных уравнений вида (0.1).  

Достаточные условия существования решений двухточечной 

краевой задачи системы (0.1) по первому приближению. 
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Алгоритм разрешимости решения двухточечной краевой за-

дачи в критическом случае (когда решение двухточечной краевой 

задачи зависит от нелинейных членов системы). 

Достаточные условия существования нетривиального реше-

ния системы дифференциальных уравнений (0.1) частного вида.  

Апробация диссертации. Основные результаты докладыва-

лись на заседаниях научно-исследовательского семинара по качест-

венной теории дифференциальных уравнений в Рязанском государ-

ственном педагогическом университете, на кафедре дифференци-

альных уравнений и математического анализа Нижегородского го-

сударственного университета, на VIII Международной конферен-

ции "Математика. Компьютер. Образование" в г. Пущино, на VI 

Всероссийской научно-технической конференции студентов, моло-

дых ученых и специалистов "Новые информационные технологии в 

научных исследованиях и в образовании" в Рязанской государст-

венной радиотехнической академии, на Воронежской весенней ма-

тематической школе «Современные методы в теории краевых задач, 

Понтрягинские чтения – XII» в г. Воронеж, на XXIII Конференции 

молодых ученых механико-математического факультета МГУ им. 

М.В. Ломоносова. 

Основные результаты исследований опубликованы в работах 

[80 – 89]. 
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Глава I 
Свойства решений системы дифференциальных уравнений 

с запаздыванием 

 

В главе исследуются свойства решений системы дифферен-

циальных уравнений с запаздыванием в окрестности нулевого ре-

шения. В первом параграфе вводятся основные определения и обо-

значения. Во втором – доказывается теорема о существовании, 

единственности и непрерывной зависимости решений от начальных 

данных и параметра системы общего вида и находится оценка ре-

шений исследуемой системы. В третьем параграфе исследуется сис-

тема, в которой выделены линейные относительно x  члены, нахо-

дятся оценки, и изучается структура решений. 

 

§1.1. Постановка задачи 

Пусть nVω  – множество определенных и непрерывных на сег-

менте [ ]ω,0  n -мерных вектор-функций, nnW ×
ω  – множество опреде-

ленных и непрерывных на сегменте [ ]ω,0  ( )nn × -матриц, вектор-

функция ( ) ( ) [ ]{ }nitttRCM i
n

t ,1,,0,0,| 1 =∈≤≤∈=∈ ωµµµµ .  

Определение 1.1.  Оператор µT , действующий на ( ) nVtu ω∈  

и ( )[ ] nn
ij WtutU ×∈= ω)(  по закону 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )⋅⋅⋅=⋅ nnuuuuT µµµµ ,...,,)( 2211 , 

( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

















⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=⋅

nnnnnnn

n

n

uuu

uuu
uuu

UT

µµµ

µµµ
µµµ

µ

...
.....

...
...

21

22222221

11112111

 – ( )nn × -матрица, 

назовем оператором сдвига. 
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Определенный оператор обладает рядом свойств: 

1) µT – линейный оператор относительно действия на вектор-

функцию; 

2) если ( )tU1 , ( ) nnWtU ×∈ ω2 , то ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )tUTtUTtUtUT 2121 µµµ +=+ ; 

3) если a  – постоянный n -мерный вектор, ( ) nnWtU ×∈ ω , то 

( )( ) ( )( )atUTatUT µµ = ; 

4) если ( ) nVtu ω∈ , ( ) nnWtU ×∈ ω  то ( ) ( )( )∫∫ ′=
tt

dssuTEdssuT
00

µµµ  и 

( ) ( )( )∫∫ ′=
tt

dsEsUTdssUT
00

µµµ , где ( )ndiagE µµµµ ′′′=′ ...,,, 21 . 

Справедливость свойств 1 – 3 очевидна. Докажем четвертое 

свойство. С этой целью заметим, что выполняется равенство 

( )
( )

( )( ) ( )∫∫ ′=
ttg

dssgsghdssh
00

, в котором ( )th  – непрерывная функция, 

( ) ( )RCtg 1∈  (см. [68], С. 135). Тогда, используя определение опера-

тора сдвига, получим справедливость свойства 4. 

Сформулированные свойства необходимы для доказательства 

последующих теорем. 

В дальнейшем в работе будут приняты следующие обозначе-

ния: { }i
ni

xx
,1

max
=

= , ∑
==

=
n

j
ji

ni
gG

1,1
max , ( )

[ ]
( )sGG

ts
t

,0
sup
∈

=⋅ , ( )
[ ]

( )sxx
ts

t
,0

sup
∈

=⋅ , где x  

– n -мерный вектор, G  – ( )nn × -матрица. 

Обозначим множества: ( ) { }δδ ≤∈= xExxD n , , 

( ) { }δλλλδ ≤∈=Λ ,mE . Рассмотрим систему функционально-

дифференциальных уравнений с запаздыванием 

( )λµ ,,, xTxtFx =& ,                                       (1.1) 

где [ ]ω,0∈t , ( )0δDx∈ , ( )0δλ Λ∈ , 0δ  – некоторое число, 00 >δ , tM∈µ , 
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вектор-функция ( )λ,,, yxtF  определена, непрерывна и удовлетворя-

ет условию Липшица с постоянной K  на множестве 

[ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD : 

( ) ( ) { }21212211 ,max,,,,,, yyxxKyxtFyxtF −−≤− λλ . 

Определение 1.2.  Решение системы (1.1) ( )txx =  с на-

чальными условиями ( ) α=0x  и такое, что ( ) ( )δDtx ∈ , ] ]0,0 δδ ∈  для 

любых [ ]ω,0∈t , ( )0δλ Λ∈  будем обозначать ( )λαµ ,,,txx =  и назовём 

малым решением системы (1.1). 

 

ДВУХТОЧЕЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА. Пусть дано урав-

нение (1.1), вектор-функция запаздывания tM∈µ  и отрезок времени 

[ ]ω,0 . Требуется найти начальное значение ( )0δα D∈  и параметр 

( )0δλ Λ∈  такие, что система (1.1) при αα =  и λλ =  имеет малое ре-

шение ( )λαµ ,,,tx , определённое на сегменте [ ]ω,0  и удовлетво-

ряющее краевым условиям  

( ) ( )λαµωλαµ ,,,,,,0 xx = .                         (Задача I) 

Можно потребовать более общее соотношение 

( ) ( )λαµλαµω ,,,0,,, xNx = ,                      (Задача II) 

где N  – nn× -матрица. 

 

§1.2. Непрерывная зависимость решений от начальных 

данных и параметра 

 

Теорема 1.1. Пусть выполнены следующие условия: 

1. вектор-функция ),,,( λyxtF  определена, непрерывна и 

удовлетворяет условию Липшица с постоянной 0>K  на множест-

ве [ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD ; 
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2. система (1.1) при 0=λ  имеет определенное на сегмен-

те [ ]ω,0  решение ( )tx ψ=  такое, что ( ) 0δψ
ω
<⋅ . 

Тогда существует 0>δ , что для любой точки ( )λα, , удовле-

творяющей неравенствам ( ) δψα ≤− 0 , δλ ≤ , система (1.1) имеет 

единственное решение ( )λαϕ ,,tx =  с начальным условием 

αλαϕ =),,0( , определенное и непрерывное на множестве 

( ) [ ] ( ){ }δλδψαωλα ≤≤−∈ ,0,,0,, tt  и ( ) 0,, δλαϕ
ω
≤⋅ . 

Доказательство. Из множества [ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD  мож-

но выделить замкнутое подмножество следующим образом: выбе-

рем 00 δδ <<  такое, что точка ( ) [ ] ( ) ( ) ( )000,0,,, δδδωλ Λ×××∈ DDyxt  и 

δψ ≤⋅−
t

x )( , δψ ≤⋅−
t

y )( , δλ ≤ . 

Введем обозначения: 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ){ }δψδδωλλδ ≤⋅−Λ××∈=
t

xDxtxtE ,,0),,(,, 01 , 

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ){ }.)(,)(,,0,,,,,, 002 δψδψδδδωλλδ ≤⋅−≤⋅−Λ×××∈=
tt

yxDDyxtyxtE  

Вектор-функция ),,,( λyxtF  на множестве 

[ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD  определена и непрерывна, следовательно, 

она обладает этими же свойствами на множестве ( )δ2E . Кроме того 

множество ( )δ2E  замкнуто и ограничено, поэтому ),,,( λyxtF  по 

теореме Кантора равномерно непрерывна на множестве ( )δ2E . Это 

значит, что  

( )( ) [ ]( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ∧≤⋅−Λ∈∀∈∀∈∀≤>∃>∀ 1111 ,,0,00 δψδλδωδδδε
t

xDyxt  

( ) ( ) ( ) ( )( ) )ελψψλδψ µµ <⋅⋅⋅−⋅→≤⋅−∧
tt

TFyxFTy ,,,,,,1 . 

Выберем 0>ε  и 0>δ  такими, что ( )
2

1 δε ω <−Ke
K

, 






≤ 1,

2
min δδδ . 

Введем обозначения:  



 

 

 

17  

( ) ( ) ( ){ }δλδψαλαδ ≤≤−= ,0,U ,  

( ) ( ) [ ] ( ){ }δλδψαωλαδ ≤≤−∈= ,0,,0,, ttV . 

Задача сводится к тому, чтобы доказать, что вектор-функция 

( )λαϕ ,,t  определена и непрерывна на ( )δV . 

Доказательство будем вести методом последовательного при-

ближения. Пусть точка ( ) ( )δλα U∈, . Нулевое приближение опреде-

лим следующим образом: 

( ) ( ) ( )0,,0 ψαψλαϕ −+= tt . 

Функция ( )λαϕ ,,0 t  определена и непрерывна на множестве 

( )δV  и ( ) ( ) ( ) δδψαψλαϕ <≤−=⋅−⋅ 0,,0 t
 для любого λ , δλ ≤ . Таким 

образом, точка ( )( ) ( )δλλαϕ 10 ,,,, Ett ∈  и ( ) αλαϕ =,,00 . 

Первое приближение положим 

( ) ( ) ( )( ) ξλλαξϕλαξϕξαλαϕ µ dTFt
t

∫+=
0

001 ,,,,,,,,, . 

Для функции выполняются следующие утверждения: 

( ) αλαϕ =,,01 , функция непрерывна на ( )δV . Найдем оценку нормы 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
t

t

t
dTF 0,,,,,,,,,,,

0
0001 ψψξλλαξϕλαξϕξλαϕλαϕ µ +⋅−=⋅−⋅ ∫ . 

По условию вектор-функция ( )tx ψ=  является решением сис-

темы (1.1), поэтому верно равенство ( ) ( ) ( )( )λψψψ µ ,,, tTttFt =& , откуда 

после интегрирования будем иметь ( ) ( ) ( ) ( )( )∫=−
t

dTFt
0

,,,0 ξλξψξψξψψ µ . 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( )( )[∫ −=⋅−⋅
t

t
TF

0
0001 ,,,,,,,,,,, λλαξϕλαξϕξλαϕλαϕ µ  

( ) ( )( )] εωεξλξψξψξ µ ≤<− tdTF
t

,,, . 

Заметим, что ( ) ( )
2

111 δεωεεω ω ≤−<−+= Ke
K

K
K

. Кроме того, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) δδεψλαϕλαϕλαϕψλαϕ ω ≤+−≤⋅−⋅+⋅−⋅≤⋅−⋅ 1,,,,,,,, 0011
K

ttt
e

K
, 

следовательно, ( )( ) ( )δλλαϕ 11 ,,,, Ett ∈ . 

Второе приближение зададим аналогично первому: 

( ) ( ) ( )( ) ξλλαξϕλαξϕξαλαϕ µ dTFt
t

∫+=
0

112 ,,,,,,,,, . 

Очевидно ( ) αλαϕ =,,02 . Так как функция ( )λαϕ ,,1 t  непрерыв-

на на множестве ( )δV , точка ( )( ) ( )δλλαϕ 11 ,,,, Ett ∈  и на множестве 

( )δ2E  вектор-функция ( )λ,,, yxtF  непрерывна, то вектор-функция 

( )λαϕ ,,2 t  непрерывна на ( )δV . Найдем оценку для нормы 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ≤−=⋅−⋅ ∫
t

t

t
dTFTF

0
001112 ,,,,,,,,,,,,,,,,,, ξλλαξϕλαξϕξλλαξϕλαξϕξλαϕλαϕ µµ

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }]
!2

,,,,,,,,,max
2

0
0101

ωεξλαϕλαϕλαϕλαϕ
ξµξ

KdssTssK
t

≤−−≤ ∫ . 

Покажем, что второе приближение не выходит из области 

( ) δψ ≤⋅−
t

x , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤⋅−⋅+⋅−⋅≤⋅−⋅
ttt

ψλαϕλαϕλαϕψλαϕ ,,,,,,,, 1122  

( ) δδεδεωωε ω ≤+−<++≤ 1
!2

2
Ke

K
K . 

Таким образом, точка ( )( ) ( )δλλαϕ 12 ,,,, Ett ∈ . 

Третье приближение зададим равенством 

( ) ( ) ( )( ) ξλλαξϕλαξϕξαλαϕ µ dTFt
t

∫+=
0

223 ,,,,,,,,, . 

Функция ( )λαϕ ,,3 t  непрерывна на множестве ( )δV , 

( ) ( )
!3

,,,,
3

2
23

ωελαϕλαϕ K
t
≤⋅−⋅  и ( ) ( ) δψλαϕ <⋅−⋅

t
,,3 . Следовательно, точка 

( )( ) ( )δλλαϕ 13 ,,,, Ett ∈ . 

Продолжая далее, получим функциональную последователь-

ность приближений ( ){ }λαϕ ,,tk , где  
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( ) ( ) ( )( ) ξλλαξϕλαξϕξαλαϕ µ dTFt
t

kkk ∫ −−+=
0

11 ,,,,,,,,,  ( )...,2,1=k ,       (*) 

определенную на множестве ( )δV . Докажем, что последователь-

ность сходится к некоторой функции ( )λαϕ ,,t . Для этого составим 

ряд ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ...,,,,...,,,,,, 1010 +⋅−⋅++⋅−⋅+⋅ − tktkttt
λαϕλαϕλαϕλαϕλαϕ  . 

Данный ряд равномерно на множестве ( )δV  сходится по при-

знаку Вейерштрасса, так как, начиная со второго члена, можариру-

ется сходящимся рядом ∑
∞

=1 !k

kk

k
K

K
ωε . Следовательно, функциональная 

последовательность равномерно сходится на множестве ( )δV . Обо-

значим ее предельную функцию через ( )λαϕ ,,t . Так как все функ-

ции последовательности ( ){ }λαϕ ,,tk  непрерывны на множестве ( )δV , 

то и функция ( )λαϕ ,,t  также будет непрерывной на множестве ( )δV . 

Докажем, что функция ( )λαϕ ,,tx =  будет решением системы 

(1.1). Действительно, так как для любого k  ( ) αλαϕ =,,0k , то 

( ) αλαϕ =,,0 , следовательно функция ( )λαϕ ,,tx =  удовлетворяет на-

чальным условиям. Покажем, что эта функция обращает систему 

(1.1) в тождество.  

Так как функция ( )λ,,, yxtF  определена и непрерывна на 

замкнутом ограниченном множестве ( )δ2E , то она равномерно не-

прерывна на этом множестве. Поэтому  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( →≤⋅−∧≤⋅−∈∀>∃>∀ **
2

* ,,,00 δψδψδλδε µ tt
TyxEyxt  

( ) )ελψψλ µ <⋅⋅⋅−⋅→
t

TFyxF ),),(,(),,,( . 

Последовательность ( ){ }λαϕ ,,tk  равномерно на множестве 

( )δV  сходится к функции ( )λαϕ ,,t , следовательно, найдется такой 

номер 0k , что для любых номеров 0kk >  и точек ( ) ( )δλα Vt ∈,,  вы-
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полняется неравенство ( ) ( ) *,,,, δλαϕλαϕ <⋅−⋅
tk , тогда верно неравен-

ство ( ) ( )( ) ( ) ελλαϕλαϕλλαϕλαϕ µµ <⋅⋅⋅−⋅⋅⋅
tkk TFTF ),,,(),,,(,,,,,,,, . 

При 0kk >  получим неравенство 

( ) ( )( ) ( ) εωεξλλαξϕλαξϕξξλλαξϕλαξϕξ µµ ≤<−∫∫ tdTFdTF
t

tt

kk
00

),,,(),,,(,,,,,,,, . 

В силу произвольности 0>ε , получим 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫ =
∞→

tt

kkk
dTFdTF

00

,,,,,,,,,,,,,,lim ξλλαξϕλαξϕξξλλαξϕλαξϕξ µµ . 

Переходя к пределу при ∞→k  в равенстве (*), получим 

( ) ( ) ( )( ) ξλλαξϕλαξϕξαλαϕ µ dTFt
t

∫+=
0

,,,,,,,,, . Дифференцируя по-

следнее равенство, будем иметь тождество 

( ) ( ) ( )( )λλαϕλαϕλαϕ µ ,,,,,,,,, tTttFt =& . 

Таким образом, функция ( )λαϕ ,,tx =  является решением сис-

темы (1.1), удовлетворяющим начальным условиям ( ) αλαϕ =,,0 , к 

тому же эта функция непрерывна на множестве ( )δV . 

Докажем далее, что полученное решение ( )λαϕ ,,tx = , удовле-

творяющее данным начальным условиям, будет единственным.  

Допустим, что, кроме решения ( )λαϕ ,,tx = , существует дру-

гое решение ( )λαϕ ,,tx = , причем ( ) ( ) αλαϕλαϕ == ,,0,,0  и есть зна-

чения [ ]ω,0∈t , при которых ( ) ( )λαϕλαϕ ,,,, tt ≠ . Рассмотрим функ-

цию ( ) ( )λαϕλαϕλα ,,,,),,( ttt −=Φ . Функция ),,( λαtΦ  непрерывна и 

не равна тождественно нулю на промежутке [ ]ω,0 . Пусть 

0),,( ≠Φ λαt  при значениях t , близких к 0 . Рассмотрим отрезок 

[ ]h,0 , где h – достаточно малое число, 0 < <h ω . По определению 

функции, 0),,( ≥Φ λαt  на промежутке ( )h,0 . Так как ),,( λαtΦ  – не-
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прерывная функция, то на сегменте [ ]h,0  она достигает своего мак-

симума θ > 0 при некотором значении t t= * , где 0 < ≤t h* . 

Так как ( )λαϕ ,,tx =  и ( )λαϕ ,,tx =  – решения системы (1.1), то 

имеем тождества 
( ) ( ) ( )( )λλαϕλαϕλαϕ

µ ,,,,,,,,, tTttF
dt
td

= , ( ) ( ) ( )( )λλαϕλαϕλαϕ
µ ,,,,,,,,, tTttF

dt
td

= , 

откуда 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )λλαϕλαϕλλαϕλαϕλαϕλαϕ

µµ ,,,,,,,,,,,,,,,,,, tTttFtTttF
dt

ttd
−=

− . 

Интегрируя предыдущее равенство в пределах от 0 до t  

( )ht ≤≤0 , получим 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∫ −=−
t

dssTssFsTssFtt
0

,,,,,,,,,,,,,,,,,, λλαϕλαϕλλαϕλαϕλαϕλαϕ µµ . 

Оценим норму ( ) ( )
t

λαϕλαϕ ,,,, ⋅−⋅ , 

( ) ( ) tKtK
ht

θλαϕλαϕλαϕλαϕ =⋅−⋅≤⋅−⋅ ),,(),,(,,,, . 

Таким образом, hK
t

θλαϕλαϕ ≤⋅−⋅ ),,(),,(  при 0 ≤ ≤t h . Следо-

вательно, при *tt =  имеем hKθθ ≤ . Так как h  можно выбрать сколь 

угодно малым, возьмем 
K

h 1
< . Тогда из предыдущего неравенства 

получим θ θ< , что невозможно. Полученное противоречие доказы-

вает единственность. Теорема доказана полностью. 

Отметим важное следствие доказанной теоремы. 

 

Следствие 1.1. Пусть выполнены условия: 

1. вектор-функция ),,,( λyxtF  определена, непрерывна и 

удовлетворяет условию Липшица с постоянной 0>K  на множест-

ве [ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD ; 

2. система (1.1) при 0=λ  имеет решение 0≡x . 
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Тогда существует 0>δ , что для любой точки ( )λα, : δα ≤ , 

δλ ≤  система (1.1) имеет единственное решение ( )λαϕ ,,tx =  с на-

чальным условием αλαϕ =),,0( , определенное и непрерывное на 

множестве ( ) [ ]{ }δλδαωλα ≤≤∈ ,,,0,, tt  и ( ) 0,, δλαϕ
ω
≤⋅ . 

 

Теорема 1.2. Пусть вектор-функция ( )λ,,, yxtF  удовле-

творяет условию Липшица с постоянной 0>K  на множестве 

[ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD  и 0),0,0,( ≡λtF , ( )λαµ ,,,txx =  – малое ре-

шение системы (1.1), тогда верно неравенство ( ) αλαµ
ω

Cx ≤⋅ ,,, , 

где ωKeC = . 

Доказательство. Решение дифференциального уравнения 

(1.1) запишем в виде ( ) ( ) ( )( )dssxTsxsFtx
t

∫+=
0

,,,,,,,,,,,, λλαµλαµαλαµ µ . 

Тогда ( ) ( ) dsxKx
t

st ∫ ⋅+≤⋅
0

,,,,,, λαµαλαµ , откуда, используя нера-

венство Гронуолла-Беллмана, имеем ( ) Kt
t

ex αλαµ ≤⋅ ,,, . Следова-

тельно, ( ) αλαµ
ω

Cx ≤⋅ ,,, , ωKeC = . 

 

§1.3. Исследование свойств решений: оценка и структура 

Рассмотрим систему 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ µµ ,,,,~,~,~ xTxtftfxTtBxtAxtAx ++++=& ,         (1.2) 

где ( )tA , ( )λ,~ tA , ( )λ,~ tB – непрерывные ( )nn ×  – матрицы, ( )λ,~ tf , 

( )λ,,, yxtf  – непрерывные n -мерные вектор-функции. 

Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравне-

ний 

( )xtAx =& . 
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Фундаментальная матрица ( )stX ,  этой системы – решение 

матричного уравнения ( ) ( ) ( )stXtA
t

stX ,,
=

∂
∂  с начальным условием 

( ) EssX =, . Матрица ( )stX ,  обладает свойствами: 

1) ( ) ( ) ( )ssXstXstX ,,, 11=  для любых Rsst ∈1,, ; 

2) ( ) ( )tsXstX ,, 1−= ; 

3) если матрица ( )tA  ограничена, ( ) ∞<=
∈

M
Rt

AtAsup , то 

( ) 1, −≤− −stAMeEstX , ( ) stAMestX −≤,  для Rst ∈, . 

Первое свойство проверяется непосредственной подстанов-

кой в уравнение для фундаментальной матрицы. Второе – следует 

из первого, если ss =1 , ts = . Третье свойство следует из неравенства 

Гронуолла-Беллмана. 

В частности, используя свойство 3), получим ( ) XCstX ≤, , 

ts ≤≤0 , ω≤≤ t0 , 1≥XC  – некоторое постоянное число. 

 

Теорема 1.3. Пусть вектор-функция ( )λ,,, yxtf  удовле-

творяет условию Липшица с постоянной 0>K  на множестве 

[ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD  и 0),0,0,( ≡λtf , ( )λαµ ,,,txx =  – малое ре-

шение системы (1.2), тогда верно неравенство  

( ) ( ) 







+≤⋅ ∫ dssfCx

ω

ω
λαλαµ

0

,~,,, , 

 где 
( ) ( )( )∫

=
++

ω

λλ
0

,~,~ dsKsBsAC

X

X

eCC . 

Доказательство. Решение дифференциального уравнения 

(1.4) запишем в виде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ++++=
t

dsxTxsfsfxTsBxsAstXtXtx
0

,,,,~,~,~,0,,,, λλλλαλαµ µµ . 
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Тогда  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,,,,~,~,~,,,
00 








⋅++++≤⋅ ∫∫
t

s

t

XXt
dsxKsBsAdssfCCx λαµλλλαλαµ

откуда, используя неравенство Гронуолла-Беллмана, имеем  

( ) ( )
( ) ( )( )∫









+≤⋅

++

∫
t

X dsKsBsACt

Xt
edssfCx 0

,~,~

0

,~,,,
λλ

λαλαµ . 

Следовательно, ( ) ( ) 







+≤⋅ ∫ dssfCx

ω

ω
λαλαµ

0

,~,,, , 
( ) ( )( )∫

=
++

ω

λλ
0

,~,~ dsKsBsAC

X

X

eCC . 

 

Следствие 1.2. Пусть вектор-функция ( )λ,,, yxtf  удовле-

творяет условию  

( )( ) ( ) ( ) ( ) { }( ),,max,,,,,,,,, 2121221102121
pp yyxxKyxtfyxtfDyyxx −−≤−∈∀ λλλδ  

1≥p , ( ) 0≥λK , ( ) 00 =K  и 0),0,0,( ≡λtf , ( )λαµ ,,,txx =  – малое реше-

ние системы (1.2), тогда верно неравенство 

( ) ( ) 







+≤⋅ ∫ dssfCx

t

t
0

,~ˆ,,, λαλαµ , 

 где ( ) ( ) ( ){ } 







++= ∫ −

t
p

XX dsKsBsACCC
0

1
0,~,~expˆ δλλλ . 

 

Следствие 1.3. Пусть вектор-функция ( )λ,,, yxtf  удовле-

творяет условию Липшица с постоянной 0>K  на множестве 

[ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD  и 0),0,0,( ≡λtf , ( )λαµ ,,,txx =  – малое ре-

шение системы (1.2), матрица ( ) constAtA =≡  и все её характери-

стические числа ( )Aiρ  имеют отрицательные вещественные час-

ти: ( ) 0Re <Aiρ , тогда существуют числа 0>N  и ( )Aii
ρβ Remin0 <<  

такие, что выполняется неравенство  
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( ) ( ) 







+≤⋅ ∫ dssfCx

t

t
0

,~,,, λαλαµ , 
( ) ( )( ) tdsKsBsAeN

t
t

NeC
βλλβ −++∫

=
−

0

,~,~

. 

Докажем теперь теорему, в которой говорится о структуре 

решения системы (1.2). 

 

Теорема 1.4. Пусть ( )λ,,, yxtf  удовлетворяет условию 

Липшица с постоянной 0>K  на множестве 

[ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD  и ( ) 0,0,0, ≡λtf , тогда малое решение сис-

темы (1.2) ( )λαµ ,,,txx =  имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( )λαµϕλµϕαλµλαµ ,,,,,,,,,, ttttx ++Φ= , 

где ( ) ( )∑
+∞

=

Φ=Φ
0

,,,,
k

k tt λµλµ  – непрерывная ( )nn× -матрица, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −− Φ+Φ=Φ
t

kkk dssTsBssAstXt
0

11 ,,,~,,,~,,, λµλλµλλµ µ  ( )...,2,1=k , 

( ) ( )0,,,0 tXt ≡Φ λµ ; ( ) ( )∑
+∞

=

=
0

,,,,,,
k

k tt λαµϕλαµϕ , ( ) ( )∑
+∞

=

=
0

,,,,
k

k tt λµϕλµϕ  

– непрерывные n -мерные вектор-функции,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −− +=
t

kkk dssTsBssAstXt
0

11 ,,,,~,,,,~,,,, λαµϕλλαµϕλλαµϕ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −− +=
t

kkk dssTsBssAstXt
0

11 ,,,~,,,~,,, λµϕλλµϕλλµϕ µ  

( )...,2,1=k , ( ) ( ) ( ) ( )( )∫=
t

dssxTsxsfstXt
0

0 ,,,,,,,,,,,,, λλαµλαµλαµϕ µ , 

( ) ( ) ( )∫=
t

dssfstXt
0

0 ,~,,, λλµϕ , 

матрица ( )λµ,,tΦ  и вектор-функции ( )λµϕ ,,t  и ( )λαµϕ ,,,t  удовле-

творяют неравенствам 
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( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )





















−

⋅+⋅

⋅+⋅
+≤⋅Φ






 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,~,~

1,,
,~,~ tCBEA

ttt

tt
Xt

Xtte
BEA

BA
C

λλ

µ

µ

λλ

λλ
λµ , 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )









−

⋅+⋅

⋅
≤⋅






 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,~

,,
,~,~ tCBEA

tt

t
t

Xtte
BEA

f λλ

µ

µ

λλ

λ
λµϕ , 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )









−

⋅+⋅






 ⋅+

≤⋅





 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,~

,,,
,~,~ tCBEA

tt

t

t

Xtte
BEA

tfCK λλ

µ

µ

λλ

λα
λαµϕ . 

 

Доказательство. Пусть ( )λαµ ,,,txx =  – малое решение сис-

темы (1.2). Запишем это решение в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ++++=
t

dsxTxsfsfxTsBxsAstXtXtx
0

,,,,~,~,~,0,,,, λλλλαλαµ µµ . 

Обозначим ( ) ( )0,,,0 tXt ≡Φ λµ , ( ) ( ) ( )∫=
t

dssfstXt
0

0 ,~,,, λλµϕ  (для 

удобства записей рекуррентных соотношений), 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫=
t

dssxTsxsfstXt
0

0 ,,,,,,,,,,,,, λλαµλαµλαµϕ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ +=
t

dssxTsBsxsAstXt
0

*
0 ,,,,~,,,,~,,,, λαµλλαµλλαµϕ µ . 

Найдём оценки норм этих вектор-функций и матрицы: 

( ) Xt
C=⋅Φ λµ,,0 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tfCdsfCdssfstX
t

tXtX

t

t

t ∫∫ ⋅≤⋅≤=⋅
00

0 ,~,~,~,,, λλλλµϕ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) KtCxdssxTsxsfstX Xt
t

t

t
λαµλλαµϕ µ ,,,,,,,,,,

0
0 ⋅≤=⋅ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) txBAC
tttXt

λαµλλλαµϕ ,,,,~,~,,,*
0 ⋅





 ⋅+⋅≤⋅ . 

Решение системы (1.2) будет иметь вид 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )λαµϕλαµϕλµϕαλµλαµ ,,,,,,,,,,,,, *
0000 tttttx +++Φ= . 

Так как ( )λαµ ,,,txx =  – известная вектор-функция, то её мож-

но подставить в вектор-функцию ( )λαµϕ ,,,*
0 t , получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } +++Φ=∫
t

dsssssAstXt
0

000
*
0 ,,,,,,,,~,,,, λαµϕλµϕαλµλλαµϕ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } +++Φ+ ∫
t

dssssTsBstX
0

000 ,,,,,,,,~, λαµϕλµϕαλµλ µ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ++
t

dssTsBssAstX
0

*
0

*
0 ,,,,~,,,,~, λαµϕλλαµϕλ µ . 

Обозначим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ Φ+Φ=Φ
t

dssTsBssAstXt
0

001 ,,,~,,,~,,, λµλλµλλµ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ +=
t

dssTsBssAstXt
0

001 ,,,~,,,~,,, λµϕλλµϕλλµϕ µ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ +=
t

dssTsBssAstXt
0

001 ,,,,~,,,,~,,,, λαµϕλλαµϕλλαµϕ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ +=
t

dssTsBssAstXt
0

*
0

*
0

*
1 ,,,,~,,,,~,,,, λαµϕλλαµϕλλαµϕ µ . 

Найдём оценки норм полученных вектор-функций и матрицы: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) tBACdssBsAC
ttX

t

Xt 




 ⋅+⋅≤+≤⋅Φ ∫ λλλλλµ ,~,~,~,~,, 2

0

2
1 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ≤⋅+⋅≤⋅ ∫
t

ssXt
dsTsBsAC

0
001 ,,,~,,,~,, λµϕλλµϕλλµϕ µ  

( ) ( ) ( )
2

,~,~,~ 22 tCfBEA X

ttt
λλλ µ ⋅





 ⋅+⋅≤ ′ , 

( ) ( ) ( ){ } ( )
2

,,,,~,~,,,
22

1
tCKxBEA X

tttt
λαµλλλαµϕ µ ⋅⋅+⋅≤⋅ ′ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2

,,,,~,~,~,~,,,
22

*
1

tCxBEABA X
tttttt

λαµλλλλλαµϕ µ ⋅




 ⋅+⋅




 ⋅+⋅≤⋅ ′

           Решение системы (1.2) примет вид 
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( ) ( ) ( )[ ] *
1101010 ,,,,,,, ϕϕϕϕϕαλµλµλαµ +++++Φ+Φ= tttx . 

Продолжая этот процесс, на k -том шаге будем иметь выра-

жение  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λαµϕλαµϕλµϕαλµλαµ ,,,,,,,,,,,,, *

000

tttttx k

k

r
r

k

r
r

k

r
r +++Φ= ∑∑∑

===

, 

где матрица ( )λµ,,trΦ  и вектор-функции ( )λµϕ ,,tr , ( )λαµϕ ,,,tr  и 

( )λαµϕ ,,,* tk  определяются по рекуррентным формулам: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ −− Φ+Φ=Φ
t

rrr dssTsBssAstXt
0

11 ,,,~,,,~,,, λµλλµλλµ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ≤⋅Φ⋅+⋅Φ⋅≤⋅Φ ∫ −′−

t

srssrsXtr dsBEAC
0

11 ,,,~,,,~,, λµλλµλλµ µ  

( ) ( ) ( ) ≤⋅Φ




 ⋅+⋅≤ ∫ −′

t

srttX dsBEAC
0

1 ,,,~,~ λµλλ µ  

( ) ( ) ( ) ( )
!

,~,~,~,~ 11r

r
tCBEABA

rr
X

tttt

+−

′ 




 ⋅+⋅




 ⋅+⋅≤ λλλλ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ −− +=
t

rrr dssTsBssAstXt
0

11 ,,,~,,,~,,, λµϕλλµϕλλµϕ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ≤⋅




 ⋅+⋅≤⋅ ∫ −′

t

srttXtr dsBEAC
0

1 ,,,~,~,, λµϕλλλµϕ µ  

( ) ( ) ( ) ( )!1
,~,~,~ 11

+
⋅





 ⋅+⋅≤

++

′ r
tCfBEA

rr
X

t

r

tt
λλλ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ −− +=
t

rrr dssTsBssAstXt
0

11 ,,,,~,,,,~,,,, λαµϕλλαµϕλλαµϕ µ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ≤⋅




 ⋅+⋅≤⋅ ∫ −′

t

srttXtr dsBEAC
0

1 ,,,,~,~,,, λαµϕλλλαµϕ µ  

( ) ( ) ( ) ( )!1
,,,,~,~ 11

+
⋅





 ⋅+⋅≤

++

′ r
tCKxBEA

rr
X

t

r

tt
λαµλλ µ , 

( )kr ...,,2,1= , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ −− +=
t

kkk dssTsBssAstXt
0

*
1

*
1

* ,,,,~,,,,~,,,, λαµϕλλαµϕλλαµϕ µ , 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
!1

,,,,~,~,~,~,,,
11

*

+
⋅





 ⋅+⋅




 ⋅+⋅≤⋅

++

′ k
tCxBEABA

kk
X

t

k

tttttk λαµλλλλλαµϕ µ

          В пределе при +∞→k , получим формулу 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λαµϕλαµϕλµϕαλµλαµ ,,,,,,,,,,,,, *

000

tttttx
r

r
r

r
r

r ∞+

+∞

=

+∞

=

+∞

=

+++Φ= ∑∑∑ . 

Докажем равномерную сходимость полученных рядов. 

Матричный ряд ( )∑
+∞

=

Φ
0

,,
r

r t λµ  сходится равномерно, так как мо-

жарируется по норме сходящимся рядом 

( ) ( ) ( ) ( ) =




 ⋅+⋅




 ⋅+⋅+ ∑

+∞

=
′

1

1-r

!
,~,~,~,~

r

rr
X

ttttXX r
tCBEABACC λλλλ µ  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) =




 ⋅+⋅

⋅+⋅

⋅+⋅
+= ∑

∞+

=
′

′ 1

r

!
,~,~

,~,~
,~,~

r

rr
X

tt
tt

tt
XX r

tCBEA
BEA

BA
CC λλ

λλ

λλ
µ

µ

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )





















−

⋅+⋅

⋅+⋅
+=






 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,~,~

1
,~,~ tCBEA

tt

tt
X

Xtte
BEA

BA
C

λλ

µ

µ

λλ

λλ
, 

сумму ряда обозначим матрицей ( )λµ,,tΦ . Исходя из предыдущих 

равенств, можно сделать вывод, что матрица ( )λµ,,tΦ  ограничена 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )





















−

⋅+⋅

⋅+⋅
+≤⋅Φ






 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,~,~

1,,
,~,~ tCBEA

tt

tt
Xt

Xtte
BEA

BA
C

λλ

µ

µ

λλ

λλ
λµ . 

Ряд ( )∑
+∞

=0
,,

r
r t λµϕ  так же сходится, так как его компоненты огра-

ничены по норме компонентами ряда  

( ) ( ) ( ) ( ) =
+

⋅




 ⋅+⋅∑

+∞

=

++

′
0

11

!1
,~,~,~

r

rr
X

t

r

tt r
tCfBEA λλλ µ  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) =
+






 ⋅+⋅

⋅+⋅

⋅
= ∑

∞+

=

+++

′

′ 0

111

!1
,~,~

,~,~
,~

r

rr
X

r

tt
tt

t

r
tCBEA

BEA

f
λλ

λλ

λ
µ

µ

 

( )
( ) ( )

( ) ( )









−

⋅+⋅

⋅
=






 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,~
,~,~ tCBEA

tt

t Xtte
BEA

f λλ

µ

µ

λλ

λ
, 
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сумму ряда обозначим вектор-функцией ( )λµϕ ,,t , тогда вектор-

функция ( )λµϕ ,,t  ограничена: 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )









−

⋅+⋅

⋅
≤⋅






 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,~

,,
,~,~ tCBEA

tt

t
t

Xtte
BEA

f λλ

µ

µ

λλ

λ
λµϕ . 

Аналогично сходится ряд ( )∑
+∞

=0

,,,
r

r t λαµϕ  и его сумма ( )λαµϕ ,,,t  

так же ограничена 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

≤







−

⋅+⋅

⋅
≤⋅






 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,,,
,,,

,~,~ tCBEA

tt

t
t

Xtte
BEA

Kx λλ

µ

µ

λλ

λαµ
λαµϕ  

( )

( ) ( )
( ) ( )









−

⋅+⋅






 ⋅+

≤





 ⋅+⋅

′

′

1
,~,~

,~
,~,~ tCBEA

tt

t Xtte
BEA

tfCK λλ

µ

µ

λλ

λα
. 

Вектор-функция ( )λαµϕ ,,,* t∞+  тождественно обращается в нуль, 

так как  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0
!1

,,,,~,~,~,~lim,,,
11

* =
+

⋅




 ⋅+⋅




 ⋅+⋅=⋅

++

′
+∞→∞+ k

tCxBEABA
kk

X
t

k

ttttkt
λαµλλλλλαµϕ µ

 Таким образом, получили представление решения в виде 

( ) ( ) ( ) ( )λαµϕλµϕαλµλαµ ,,,,,,,,,, ttttx ++Φ= . 

Теорема доказана. 

 

Следствие 1.4. Если непрерывные матрицы ( )λ,~ tA  и ( )λ,~ tB  

и вектор-функции ( )λ,~ tf  и ( )λ,,, yxtf  таковы, что ( ) 00,~
≡tA , 

( ) 00,~ ≡tB , ( ) 00,~
≡tf , ( )λ,,, yxtf  удовлетворяет условию Липшица с 

постоянной 0>K  на множестве [ ] ( ) ( ) ( )000,0 δδδω Λ××× DD  и 

( ) 0,0,0, ≡λtf , то выполнены тождества 

( ) ( )0,0,, tXt ≡Φ µ , ( ) 00,, ≡µϕ t , ( ) 00,0,, ≡µϕ t , 

( ) E≡Φ λµ,,0 , ( ) 0,,0 ≡λµϕ , ( ) 0,,,0 ≡λαµϕ . 

Доказательство следует из теоремы 1.4. 
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Рассмотрим систему 

( ) ( ) ( ) ( )λλλ µµµ ,~,,,,,, 21 tfxTxTxtFxxTxtFxtAx +++=& ,           (1.3) 

где ( )λ,,,1 yxtF , ( )λ,,,2 yxtF  – непрерывные по совокупности своих 

аргументов ( )nn ×  – матрицы, ( )λ,~ tf  – непрерывная n -мерная век-

тор-функция. 

 

Теорема 1.5. Малое решение системы (1.3) ( )λαµ ,,,txx =  

имеет вид  

( ) ( ) ( )λµϕαλαµλαµ ,,,,,,,, tttx +Φ= , 

где ( ) ( )∑
+∞

=

Φ=Φ
0

,,,,,,
k

k tt λαµλαµ  – непрерывная ( )nn× -матрица, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −− Φ+Φ=Φ
t

kkk dssTxTxsFsxTxsFstXt
0

1211 ,,,,,,,,,,,,,,,, λαµλλαµλλαµ µµµ  

( )...,2,1=k , ( ) ( )0,,,,0 tXt ≡Φ λαµ ; ( ) ( )∑
+∞

=

=
0

,,,,
k

k tt λµϕλµϕ  – непрерыв-

ная n -мерная вектор-функция, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −− +=
t

kkk dssTxTxsFsxTxsFstXt
0

1211 ,,,,,,,,,,,,, λµϕλλµϕλλµϕ µµµ  

( )...,2,1=k , ( ) ( ) ( )∫=
t

dssfstXt
0

0 ,~,,, λλµϕ . 

Для матрицы ( )λαµ ,,,tΦ  и вектор-функции ( )λµϕ ,,t  верны оценки: 

( ) ( )

















 −

+

+
+≤⋅Φ ′+

′

11,,, 21

21

21 tCFEF
Xt

Xe
FEF

FF
C µ

µ

λαµ , 

( )
( ) ( )






 −

+

⋅
≤⋅ ′+

′

1
,~

,, 21

21

tCFEFt
t

Xe
FEF

f
µ

µ

λ
λµϕ . 

Доказательство повторяет доказательство теоремы 1.4.  

 



 

 

 

32  

Теорема 1.6. Если в системе (1.2) 

( ) ( )( ) ( )11 ,,~ pp OtAtA λλλ += , ( ) ( )( ) ( )22 ,,~ pp OtBtB λλλ += , ( ) ( ) ( ) ( )33 ,~,~ pp otftf λλλ += , 

( ) ( ) ( ) ( )qq zoyxtfyxtf += λλ ,,,,,, , где ( )λ,, yxz = , ( ) ( )λ,1 tA p , ( ) ( )λ,2 tB p , ( ) ( )λ,~
3 tf p  

– формы порядка 1p , 2p , 3p  по λ , ( ) ( )λ,,, yxtf q  – форма порядка q  

по z , то малое решение системы (1.2) представимо в виде 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ˆˆ,,,,,0,,,, 123312
qppqpp zoOoztftgtHtXtx ++++++= αλλµλαλµλαµ

где ( )λα ,ˆ =z , { }2112 ,min ppp = , ( ) ( )λµ,,12 tH p , ( )( )λ,3 tg p  – формы поряд-

ка 12p  и 3p  по λ , ( ) ( )ztf q ˆ,  – форма порядка q  по ẑ . 

Доказательство. Пусть ( )λαµ ,,,txx =  – малое решение сис-

темы (1.2). Из теоремы 1.4. получим равенство  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] { }( )=++++=Φ ∫ 211121
,min

0

0,,0,,,0,,, pppp
t

pp OOOdssXTsBsXsAstXtXt λλλλλλµ µ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] { }( )2121
,min2

0

0,,0,,,0, pp
t

pp OdssXTsBsXsAstXtX λλλ µ +++= ∫ .  

Обозначим { }2112 ,min ppp = , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )121221 ,,0,,0,,,
0

pp
t

pp OtHdssXTsBsXsAstX λλµλλ µ +=+∫ , 

следовательно, имеем ( ) ( ) ( )( ) ( )1212 ,,0,,, pp OtHtXt λλµλµ ++=Φ . 

Аналогично, получим выражения 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )3333 ,,~,,,
0

ppp
t

p otgodssfstXt λλλλλµϕ +=+= ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )=+= ∫
q

t
q zodssxTsxsfstXt

0

,,,,,,, λλαµϕ µ  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )qqq
t

q zoztfzodssXTsXsfstX ˆˆ,,ˆ,0,,0,,,
0

+=+= ∫ µλαα µ . 

Таким образом, решение системы (1.2) представляется в виде 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ˆˆ,,,,,0,,,, 123312 qppqpp zoOoztftgtHtXtx ++++++= αλλµλαλµλαµ

что и требовалось доказать. 
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Теорема 1.7. Пусть  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),,,,,,,,,, 321321
3211

rrrrrr zOzOOyxtRyxtRtRyxtF +++++= λλλλ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,,,,,,,, 321321
3212

qqqqqq zOzOOyxtQyxtQtQyxtF +++++= λλλλ

( ) ( ) ( ) ( )pp otftf λλλ += ,~,~ , 

где ( )λ,, yxz = , ( )yxz ,= , ( ) ( )λ,~ tf p , ( ) ( )λ,1
1 tR r  и ( ) ( )λ,1

1 tQ q  – формы поряд-

ка p , 1r  и 1q  по λ ; ( ) ( )yxtR r ,,2
2  и ( ) ( )yxtQ q ,,2

2  – формы порядка 2r  и 2q  

по x  и y ; ( ) ( )λ,,,3
3 yxtR r  и ( ) ( )λ,,,3

3 yxtQ q  – формы порядка 3r  и 3q  по x , 

y  и λ . 

Тогда малое решение системы (1.3) представимо в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( )+++++= λαµαµλµλαµ ,ˆ,,,,,,0,,,, 321
321 tgztHtHtHtXtx pppp  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]αλαλ 312 ˆ1 pppp zOOoo ++++ + , 

где ( )λα ,ˆ =z , { }111 ,min qrp = , { }222 ,min qrp = , { }333 ,min qrp = , ( ) ( )λµ ,,1
1 tH p  

и ( ) ( )λ,tg p  – 1p  и p -формы по λ , ( ) ( )αµ ,,2
2 tH p  – 2p -форма по α , 

( ) ( )ztH p ˆ,,3
3 µ  – формы порядка 3p  по ẑ . 

Доказательство. Пусть ( )λαµ ,,,txx =  – малое решение сис-

темы (1.3). Из теоремы 1.5 и условия теоремы получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] =+++=Φ ∫ ...0,,,,0,,,,,0,,,,
0

21

t

dssXTxTxsFsXxTxsFstXtXt µµµ λλλαµ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ++++= ∫
t

rrr dssXsxTsxsRsxTsxsRsRstXtX
0

321 0,,,,,,,,0, 321 λλ µµ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ++++∫
t

qqq dssXTsxTsxsQsxTsxsQsQstX
0

321 0,,,,,,,, 321
µµµ λλ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )321321 qqqrrr zOzOOzOzOO ++++++ λλ . 

Обозначим  

{ }111 ,min qrp = , { }222 ,min qrp = , { }333 ,min qrp = . 

Матрицу ( )λαµ ,,,tΦ  можно записать так 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[∫ +++=Φ
t

rr sXTsXsRsRstXtXt
0

21 0,,0,,,,0,,,, 21 ααλλαµ µ  

( ) ( ) ( )( )] ( ) ++ dssXsXTsXsR r 0,,0,,0,,3
3 λαα µ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ++++∫
t

qqq dssXTsXTsXsQsXTsXsQsQstX
0

321 0,,0,,0,,0,,0,,,, 321
µµµ λααααλ  

( ) ( ) ( )321 ˆ ppp zOOO +++ αλ . 

Введём обозначения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )1111 ,0,,0,,, 1
0

11
pp

t
qr OtHdssXTsQsXsRstX λλλλ µ +=+∫ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] =+∫
t

qr dssXTsXTsXsQsXsXTsXsRstX
0

22 0,0,,0,,0,0,,0,,, 22
µµµ αααα  

( ) ( ) ,,, 22
2

pp OtH ααµ +=  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] =+∫
t

qr dssXTsXTsXsQsXsXTsXsRstX
0

33 0,,0,,0,,0,,0,,0,,, 33
µµµ λααλαα  

( ) ( )33 ˆˆ,,3
pp zOztH += µ . 

Тогда, получим выражение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )++++=Φ ztHtHtHtXt ppp ˆ,,,,,,0,,,, 321
321 µαµλµλαµ  

( ) ( ) ( )321 ˆ ppp zOOO +++ αλ . 

Аналогично, получим выражение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ppp
t

p otgodssfstXt λλλλλµϕ +=+= ∫ ,,~,,,
0

. 

Таким образом, решение системы (1.3) можно представить в 

виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )+++++= λαµαµλµλαµ ,ˆ,,,,,,0,,,, 321
321 tgztHtHtHtXtx pppp  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]αλαλ 312 ˆ1 pppp zOOoo ++++ + , 

что и требовалось доказать. 
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Пример. 

Рассмотрим скалярное дифференциальное уравнение с запаз-

дыванием 

( ) ( )txxtxxaxx µλλµλλ 22
4321 −++++=& ,                 (1.4) 

где 10 << µ , ( )4321 ,,, λλλλλ = . 

Для уравнения (1.4) найдём вид его решений. Заметим, что 

( ) ( )staestX −=, , тогда, согласно теоремы 1.6, будем иметь равенства 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ,
1

0,0,,,, 21
0

))1((
2

0
1

0
21

1

µ
λλλλλλλµ

µ
µ

µ −
−

+=+=+= ∫∫∫ −−

a
eeetdsedsedssXTsXstXtH

tata
ta

t
sta

t
ta

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a

edsedsstXtg
tat

sta
t 1,, 3

0
3

0
3

1 −
=== ∫∫ − λλλλ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) == ∫
t

dssXTsXsfstXtf
0

22 ,0,,0,,,,,, λααλαµ µ  

( )[ ] ( )[ ] =−=−= ∫∫ −−
t

sasata
t

sasasta dseeedseee
0

12
4

2

0

2222
4

µµ λαααλ  

( )
( )









−
−

−−=
−

12
11

12

4

2

µ
λα µ ta

ta
ta ee

a
e . 

Таким образом, решение уравнения (1.4) имеет вид 

( ) ( )
( )

+
−

+







−
−

++=
a

e
a

eeetetx
tatata

tata 1
1

,,, 3
21

λα
µ

λλλαµ
µ

 

( )
( )

( ) ( )αλ
µ

λα µ

ooee
a
e ta

ta
ta

++







−
−

−−+
−

12
11

12

4

2

. 
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Глава II 
Двухточечная краевая задача 

системы дифференциальных уравнений с запаздыванием 

 

В главе находятся достаточные условия существования реше-

ния двухточечной краевой задачи системы дифференциальных 

уравнений с запаздыванием в малой окрестности тривиального ре-

шения. В первом параграфе двухточечная краевая задача решается 

по первому приближению. Во втором параграфе исследуется сис-

тема (1.2), используя свойства нелинейных членов системы. В 

третьем параграфе рассматривается система (1.3). 

 

§2.1. Решение двухточечной краевой задачи нелинейной 

системы дифференциальных уравнений с запаздыванием по 

линейной части 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ µµ ,,,,~,~,~ xTxtftfxTtBxtAxtAx ++++=& .            (2.1) 

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия: 

1) непрерывные вектор-функции ( )λ,~ tf  ( )λ,,, yxtf  удовле-

творяют условиям: 

( ) 00,~
≡tf , 

[ ]( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) { }( )yxKyxtfDyxt ,max,,,,,0 00 λλδλδω ≤Λ∈∀∈∀∈∀ ,  

( ) 0lim
0

=
→

λ
λ

K ; 

2) непрерывные матрицы ( )λ,~ tA  и ( )λ,~ tB  удовлетворяют ус-

ловиям: ( ) 00,~
≡tA , ( ) 00,~ ≡tB ; 

3) ( )( ) 00,det ≠−EX ω . 

Тогда система (2.1) имеет малое решение двухточечной 
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краевой задачи. 

Доказательство. На основании теоремы 1.4. и следствия 1.4. 

первой главы, получим, что решение системы (2.1) можно записать 

в виде ( ) ( )( ) ( ) ( )λαµϕλµϕαλµλαµ ,,,,,,,0,),,,( * ttttXtx ++Φ+= , где 

( ) 00,,* ≡Φ µt , ( ) 00,0,, ≡µϕ t , ( ) 00,, ≡µϕ t . 

Из условия ( ) ( ) αω == 0xx  будем иметь уравнение 

( ) ( )[ ] ( ) ( )λαϕλϕαλω ,0, * +=Φ−− XE .                        (*) 

Из условия 3) следует существование числа 01 >δ  такого, что 

( ) ( )[ ] 00,det * ≠Φ+− λω EX , 1δλ ≤ , 0≠λ , следовательно, существует об-

ратная матрица ( ) ( )[ ] 1*0, −
Φ+− λω EX . Зададим оператор 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]λαϕλϕλωα ,0, 1* +Φ+−=Γ
−EX . 

Пусть 0δεα ≤≤ . Найдем оценку нормы оператора Γ :  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]λαϕλϕλωα ,0, 1* +Φ+−≤Γ
−EX . 

Используя оценки вектор-функций ( )λϕ  и ( )λαϕ ,  (см. теорему 

1.4.), заметим, что  

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )






 −

⋅+⋅

⋅++⋅
≤+

⋅+⋅

′

′ 1
,~,~

,~,~
,

,~,~ ωλλ

ωµω

ωω ωµω

λλ

ωλαλλ
λαϕλϕ XCBEA

e
BEA

fKCf
. 

Обозначим функцию ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
ωµω

ωλλ

λλ
λ

ωµω

,~,~
1

,~,~

⋅+⋅

−
=Θ

′

⋅+⋅ ′

BEA
e XCBEA

, очевидно, 

эта функция ограничена снизу постоянной ωXC . После обозначения 

оценка нормы оператора Γ  примет вид 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }αλλωλλλωα
ω

KCfKCEX +⋅+ΘΦ+−≤Γ
− ,~10, 1* . 

Возможны варианты: 

1) если ( ) 0,~
>⋅

ω
λf  при 1δλ ≤ , 0≠λ , то из условий 1) и 2), 

следует, что можно выбрать такое 02 >δ , что 
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( )
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )ωλ
ελ

λλω
λ

ω KC
KC

EX
f

+














−

ΘΦ+−
<⋅

− 10,

1,~
1*

 при ( )2δλ Λ∈ .  

2) Если ( ) 0,~
=⋅

ω
λf  при 1δλ ≤ , то из условий ( ) 0lim

0
=

→
λ

λ
K  и 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
0

0,
1

0,

1lim
11*0

>
−

=
ΘΦ+−

−−→ ωωλλωλ
XCEXEX

 следует существование 

числа 02 >δ  такого, что выполнено неравенство 

( )
( ) ( )[ ] ( )CEX

K
λλω

λ
ΘΦ+−

<
−1*0,

1  при ( )2δλ Λ∈ . 

Выберем { }21,min δδδ = , тогда получим неравенство ( ) εα <Γ . 

Следовательно, по принципу неподвижной точки Шаудера опера-

тор ( )αΓ  для любого ( )δλ Λ∈ , 0≠λ  в области ( )εα D∈  имеет 

неподвижную точку *α , которой отвечает решение ),,,( * λαµtx  

системы (2.1) с условием ** ),,,( αλαµω =x . Теорема доказана. 

 

Замечание 2.1. В теореме 2.1 если 0=λ , то 0=α  – единст-

венное решение системы (*), то есть в этом случае при выполнении 

условия 3) теоремы 2.1 система дифференциальных уравнений (2.1) 

имеет только тривиальное решение двухточечной краевой задачи. 

Действительно, при 0=λ  система (2.1) примет вид ( )xtAx =& , а сис-

тема (*) – вид ( )[ ] 00, =− αωXE , но так как ( )( ) 00,det ≠−EX ω , то 0=α  – 

единственное решение. 

 

Пример 2.1. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 2-го по-

рядка с запаздыванием 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )





++++=

++++=

,
,

1
2
12

3
122212

2
2222

2221
3
211211

2
1111

txtxtxtxatx

txtxtxtxtxatx

µλλµλλλ

µλλµλλλ
&

&
         (2.2) 

где 21, µµ  – числа, 10 1 << µ , 10 2 << µ . 

Найдем условия, при которых эта система (2.2) имеет реше-

ние двухточечной краевой задачи. 

Введем обозначения 

( )21, xxx = , ( )21, λλλ = , 









=

2

1

0
0
a

a
A , ( ) 








= 2

2

2
1

0
0~
λ

λ
λA , ( ) 








=

21

21

0
0~
λλ

λλ
λB , 

( ) 







= 3

1

3
2~
λ
λ

λf , ( ) 







= 2

12

221,,
y
yx

yxf
λ
λ

λ , 

( ) ( ) ( )( )txtxtxT 2211 , µµµ = . 

Тогда систему (2.2) можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) ( )λλλλ µµ ,,~~~ xTxffxTBxAAxx ++++=& .                    (2.3) 

Фундаментальная матрица системы Axx =&  имеет вид  

( )
( )

( ) 







=

−

−

sta

sta

e
e

stX
2

1

0
0

, . 

Проверим выполнение условий теоремы 2.1. Первые два ус-

ловия, очевидно, выполнены ( 10 =δ , ( ) 21 λλλ +=K ). Заметим, что 

0
10

01
det

2

1

≠








−
−

ω

ω

a

a

e
e , значит, выполнено третье условие. Таким об-

разом, система (2.2) имеет решение двухточечной краевой задачи. 

 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с запаз-

дыванием 

( ) ( ) ( ) ( )λλλ µµµ ,~,,,,,, 21 tfxTxTxtFxxTxtFxtAx +++=& .       (2.4) 
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Теорема 2.2. Пусть выполнены условия: 

1) матрицы ( )λ,,,1 yxtF , ( )λ,,,2 yxtF  – непрерывны по со-

вокупности своих аргументов и удовлетворяют условиям: 

( ) 00,0,0,1 ≡tF , ( ) 00,0,0,2 ≡tF ; 

2) непрерывная вектор-функция ( )λ,~ tf  удовлетворяет ус-

ловию  ( ) 00,~
≡tf ; 

3) ( )( ) 00,det ≠−EX ω . 

Тогда система (2.4) имеет малое решение двухточечной 

краевой задачи. 

Доказательство. Пусть ( )λαµ ,,,txx =  – малое решение сис-

темы (2.4). Согласно теореме 1.5, это решение имеет вид 

( ) ( ) ( )[ ] ( )λµϕαλαµλαµ ,,,,,0,,,, * tttXtx +Φ+= , 

где 

( ) ( )




 −

+

+
≤⋅Φ ′+

′

1,,, 21

21

21* tCFEF

tt

tt
Xt

Xtte
FEF

FF
C µ

µ

λαµ , 

( )
( ) ( )






 −

+

⋅
≤⋅ ′+

′

1
,~

,, 21

21

tCFEF

tt

t
t

Xtte
FEF

f
µ

µ

λ
λµϕ . 

Следовательно, из условия ( ) ( ) αω == 0xx  получим уравнение 

( ) ( )[ ] ( )λϕαλαω =Φ−− ,0, *XE .                             (**) 

Обозначим матрицу ( ) ( ) ( )λαωλα ,0,, *Φ−−=Φ XE . 

Из условия 1) следует, что существует окрестности ( )εα D∈ , 

00 δε ≤<  и ( )1δλ Λ∈ , 010 δδ ≤< , в которых ( ) 0,det ≠Φ λα , следователь-

но, существует обратная матрица ( )λα ,1−Φ .  

Зададим оператор ( ) ( )λϕλαα ,1−Φ=Γ . 

Пусть 0δεα ≤≤ . Используя оценку нормы вектор-функции 

( )λϕ , заметим, что  
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( ) ( )
( ) ( ) ( )






 −

+

⋅Φ
≤Φ≤Γ ′+

′

−

− 1
,~,

, 21

21

1

1 ω

ωµω

ω ωµω

λλα
λϕλαα XCFEFe

FEF

f
. 

Выберем такое 020 δδ ≤< , что 

( )
[ ]

( )
( ) 1

1

21
1

,
,~ 21

−
+

−

′





 −

Φ

+
<⋅ ′ ωωµω

ω

ωµω

λα

ε
λ XCFEFe

FEF
f  при ( )2δλ Λ∈ . Это мож-

но сделать на основании условия 2). 

Таким образом, если взять { }21,min δδδ = , то εα <Γ . Следова-

тельно, по принципу Шаудера оператор Γ  для любого ( )δλ Λ∈ , 0≠λ  

в области ( )εα D∈  имеет неподвижную точку *α , которой отвечает 

решение ),,,( * λαµtx  системы (2.4), удовлетворяющее условию 
** ),,,( αλαµω =x . Теорема доказана. 

 

Замечание 2.2. В теореме 2.2 если 0=λ , то существует та-

кое 0>δ , что единственным решением ( )δα D∈  системы (**) явля-

ется 0=α , то есть в этом случае при выполнении условия 3) теоре-

мы 2.2 малым решением двухточечной краевой задачи системы 

дифференциальных уравнений (2.4) является только тривиальное 

решение. Действительно, при 0=λ  система (2.4) примет вид 

( ) ( ) ( ) xTxTxtFxxTxtFxtAx µµµ 0,,,0,,, 21 ++=& , а система (**) – вид  

( ) ( )[ ] 00,0, * =Φ−− ααωXE ,                          (***) 

но так как ( )( ) 00,det ≠−EX ω , то существует число 1ε , 010 δε ≤<  такое, 

что матрица ( ) ( )[ ]0,0, * αω Φ−− XE  является неособенной при 

( )1εα D∈ , следовательно, 0=α  – единственное решение системы 

(***) в окрестности ( )1εα D∈ . Что и требовалось доказать. 
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§2.2. Исследование системы (1.2) в случае, когда решение 

двухточечной задача зависит от нелинейной части 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (2.1): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ µµ ,,,,~,~,~ xTxtftfxTtBxtAxtAx ++++=& .       (2.1) 

Пусть ( )λαµ ,,,txx =  – малое решение системы (2.1), 

( ) ( )( ) ( )11 ,,~ pp OtAtA λλλ += , ( ) ( ) ( ) ( )22 ,,~ pp OtBtB λλλ += , ( ) ( ) ( ) ( )33 ,~,~ pp otftf λλλ += , 

( ) ( ) ( ) ( )qq zoyxtfyxtf += λλ ,,,,,, , где ( )λ,, yxz = , ( ) ( )λ,1 tA p , ( ) ( )λ,2 tB p , 

( ) ( )λ,~
3 tf p  – формы порядка 1p , 2p , 3p  по λ , ( ) ( )λ,,, yxtf q  – форма 

порядка q  по ( )λ,, yxz = , причем порядок по x  и y  не меньше 2, то-

гда, согласно теореме 1.6, решение можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ˆˆ,,,,,0,,,, 123312
qppqpp zoOoztftgtHtXtx ++++++= αλλµλαλµλαµ

где ( )λα ,ˆ =z , { }2112 ,min ppp = , ( ) ( )λµ,,12 tH p , ( )( )λ,3 tg p  – формы поряд-

ка 12p  и 3p  по λ , ( ) ( )ztf q ˆ,  – форма порядка q  по ẑ . 

Из условия ( ) ( ) αω == 0xx  получим систему 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )qppqpp zoOozfgHXE ˆˆ,,0, 123312 ++++=−− αλλµλαλµω .  (2.5) 

Далее будем предполагать, что ( )( ) nrXErang <=− 0,ω , 112 ≥p , 

rm > . 

Пусть ( ) 







=−

0
0,

K
XE ω , K  – nr × -матрица, rrankK = . Это пред-

ставление можно всегда получить, умножая слева на неособенную 

матрицу, которая исходную матрицу преобразует к нужному виду. 

Систему (2.5) запишем в виде 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





++++=

+++++=

.ˆˆ,,

,ˆˆ,,
123312

123312

222

111

qppqpp

qppqpp

zoOozfgH

zoOozfgHK

αλλµλαλµ

αλλµλαλµα
      (2.6) 
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Предположим, что 12123 , pqpp >>  и 
( ) ( ) ( )

0
ˆˆ,

lim
12

1

0
=

+

→ p

qq zozf

λ

µ
λ

, 

( ) ( ) ( )
0

ˆˆ,
lim

12

2

0
=

+

→ p

qq zozf

λ

µ
λ

. 

Введем замену eρλ = , e  – m -мерный вектор, 0>= λρ , 1=e , 

тогда систему (2.6) можно записать 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )





=

+=

.,

,,
12

121212

2

1

ραµ

ραµρα

oeH

oeHK
p

ppp

                              (2.7) 

Обозначим матрицу ( ) ( ) ( )






=

eH
K

eH p ,
,

12
2 µ

µ  и вектор-функцию 

( )
( ) ( ) ( )

( ) 






 +
=

ρ
ραµρ

ραµ
o

oeH
ev

ppp 121212 ,
,,, 1 . Используя обозначения систему 

(2.7) представим в виде  

( ) ( )eveH ,,,, ραµαµ = .                                    (2.8) 

 

Теорема 2.3. Если найдется такой вектор 1, =ee , для 

которого ( ) 0,det ≠eH µ , 12123 , pqpp >> , 
( ) ( ) ( )

0
ˆˆ,

lim
12

1

0
=

+

→ p

qq zozf

λ

µ
λ

, 

( ) ( ) ( )
0

ˆˆ,
lim

12

2

0
=

+

→ p

qq zozf

λ

µ
λ

, то система дифференциальных уравнений 

(2.1) имеет малое ненулевое решение двухточечной краевой задачи. 

Доказательство. Так как по условию ( ) 0,det ≠eH µ , то сущест-

вует обратная матрица ( )eH ,1 µ− .  

Оператор ( ) ( )eveH ,,,,: 1 ραµµα −→Γ  имеет в области ( )0δD  не-

подвижную точку. Действительно, пусть 0δα ≤ , тогда выберем та-

кие числа 01 >δ  и 02 >δ , для которых ( )
( )eH

o p

,2
012

µ
δρ <  при 1δρ <  и 
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( ) ( )eH
o

,
0

µ
δρ <  при 2δρ < . Положим 

( ) ( )( )( )






=

−− 1212
1

1
1

210 ,,2,,,min pp eHeH µµδδδδ  (или { }210 ,,min δδδδ = , ес-

ли ( ) ( ) 0,12
1 =eH p µ ), тогда ( ) ( ) 0

1 ,,,, δραµµ <− eveH  при δρ < . Следова-

тельно, по принципу Шаудера оператор Γ  в области ( )0δD  имеет 

неподвижную точку ( )0
* δα D∈  при любом фиксированном δρ < . 

Значит система дифференциальных уравнений (2.1) имеет малое 

ненулевое решение ( )**,,, λαµtxx = , eρλ =* , являющееся решением 

двухточечной краевой задачи. Теорема доказана. 

 

Пример 2.2. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 2-го по-

рядка с запаздыванием 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





+++=

++++=

,
,

1
2
1

3
2

3
122212

2
22

221
3
1

3
211211

2
111

txtxtxtx

txtxtxtxtxatx

µλλµλλλ

µλλµλλλ
&

&
 

где 21, µµ  – числа, 10 1 << µ , 10 2 << µ . 

Найдем условия, при которых эта система имеет решение 

двухточечной краевой задачи. 

Введем обозначения 

( )21, xxx = , ( )21, λλλ = , 









=

00
0a

A , ( ) 







= 2

2

2
1

0
0~
λ

λ
λA , ( ) 








=

21

21

0
0~
λλ

λλ
λB , 

( ) 







= 3

1

3
2~
λ
λ

λf , ( ) 







= 2

1
3
2

22
3
1,,

y
yx

yxf
λ
λ

λ , 

( ) ( ) ( )( )txtxtxT 2211 , µµµ = . 

Тогда исследуемую систему можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) ( )λλλλ µµ ,,~~~ xTxffxTBxAAxx ++++=& . 
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Фундаментальная матрица системы Axx =&  имеет вид  

( )
( )









=

−

10
0

,
stae

stX . 

Решение предыдущей системы в точке ω=t , согласно теореме 

1.6, можно представить в виде 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )523 ,,,,,,,0,,,, λααλλλαµλαλµλαµ oOotftgtHtXtx ++++++= , 

где ( ) ( ) ( )
( ) 
















+

−
−

+
=

ωλλλ
µ
λλ

ωλ
λµ

ωµωω

221

1

212
1

0

0
1,

1 aaa ee
a

eH , ( ) ( )













−=

ωλ

λ
λ

ω

3
1

3
2 1ae

ag , 

( )
( )

( )
















−

−
=

1
2

1
,,

12

1

2
1

3
2

2
2

3
1

ωµ

ω

µ
αλ

αλ

λαµ
a

a

e
a

e
af . 

 

Введем замену eρλ = , ( )21, eee = , 0>= λρ , 1=e , тогда  

( )
( ) 









+
−

=
ω

µ
ω

2210
01

,
eee

e
eH

a

, ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 















+








−

−
+=

ρ

ρα
µ

ωρραµ
ωµωω

o

oee
a

eeeeev
aaa 2

1
1

212
1

2 1

1,,, . 

Возьмем вектор 





=

2
1,1e , очевидно, 1=e  и 

( ) ( ) 01
4

3

4
30
01

,det ≠−=
−

= ω

ω
ωωµ a

a

e
e

eH , следовательно, выполнено условие 

теоремы 2.3, и исследуемая система дифференциальных уравнений 

имеет малое ненулевое решение двухточечной краевой задачи 

( )λαµ ,,,txx = , 





=

2
, ρρλ  при любом достаточно малом 0>ρ . 

 

Пусть rn−ααα ,...,, 21  линейно независимые решения системы 

( )[ ] 00, =− αωXE . Составим ( )rnn −× -матрицу [ ]rnG −= ααα ,...,, 21 . То-

гда с помощью замены βα G= , β  – )( rn − -мерный вектор систему 
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(2.5) можно привести к виду  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0ˆˆ,ˆ, 123312 =+++++

qppqpp zoOozfgH ββ βλλµλβλµ , 

в котором ( ) ( ) ( ) ( )GHH pp λµλµ ,, 1212 = , ( )λββ ,ˆ =z  – ( )rmn −+ -мерный век-

тор. 

Обозначим n -мерную вектор-функцию (форму порядка 

{ }qppp ,,1min 312 +=  по βẑ ) 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )



















<+<

>+<

+>+>

+<=+

+>+=+

+>+=+

+==++

=

.,1если,ˆ,ˆ
,,1если,

,1,1если,,

,1если,ˆ,ˆ
,1,1если,ˆ,ˆ,

,1,1если,,

,1если,ˆ,ˆ,

ˆ

312

3123

12312

123

12312

12123

123

3

12

3

12

312

312

pqpqzf

pqppg

pppqH

pqpzfg

pppqzfH

pqppgH

pqpzfgH

zu

q

p

p

qp

qp

pp

qpp

β

β

β

β

β

µ

λ

βλµ

µλ

µβλµ

λβλµ

µλβλµ

 

Тогда предыдущая система примет вид 

( )p
zozu ββ ˆ)ˆ( = .                                         (2.9) 

Сделаем замену переменных ez ρβ =ˆ , e  – ( )rmn −+ -мерный 

вектор, 0ˆ >= βρ z , 1=e , тогда систему (2.9) можно записать 

( ) ( )
p

poeu
ρ
ρ

= .                                          (2.10) 

 

Лемма 2.1. Пусть выполнено условие ( ) ( )( )01, ≠=∀ euee . Тогда 

система (2.9) не имеет решений отличных от нуля в некоторой 

малой окрестности нуля, а система дифференциальных уравнений 

(2.1) не имеет малых нетривиальных решений двухточечной крае-

вой задачи. 

Доказательство. По условию ( ) 0≠eu , следовательно, сущест-

вует число 0>M  такое, что ( ) Meu ≥  для любого вектора 1, =ee . Но 
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с другой стороны, существует число 011 0, δδδ ≤<  такое, что 

( ) Mo
p

p

<
ρ
ρ  при 0,1 ≠< ρδρ . Таким образом, в система (2.10) не име-

ет решений при 0,1 ≠< ρδρ . Значит система (2.9) не имеет ненуле-

вых решений, удовлетворяющих неравенству 1ˆ δβ <z . Тогда система 

дифференциальных уравнений (2.1) не имеет ненулевых малых ре-

шений ( )λαµ ,,,txx =  двухточечной краевой задачи при 1δα G< , 

1δλ < . Лемма доказана. 

 

Теорема 2.4. Если существует такой ( )rmn −+ -мерный 

вектор 1, 00 =ee , что ( ) 00 =eu  и ( ) nerankU =0 , где ( )
0

0
eee

ueU
=∂

∂
=  – мат-

рица Якоби, то система (2.9) имеет ненулевое решение 

( ) 0,ˆ *** ≠= λββz , 
G

z 0*ˆ δ
β ≤ , а система дифференциальных уравнений 

(2.1) имеет ненулевое решение ( )**,,, λαµtxx = , удовлетворяющее 

равенству ( ) *** ,,, αλαµω =x , ** βα G= , 0
* δα ≤ . 

Доказательство. Разлагая вектор-функцию ( )eu  в ряд Тейло-

ра вблизи точки 0ee = , получим 

( ) ( ) ( )eoeeUeu ∆+∆= 0 , 

где ( )
0

0
eee

ueU
=∂

∂
=  – матрица Якоби, 0eee −=∆ . Подставим это пред-

ставление вектор-функции в уравнение (2.10), будем иметь уравне-

ние 

( ) ( ) ( )
p

poeoeeU
ρ
ρ

+∆=∆0 . 
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По условию ( ) nerankU =0 , тогда составим неособенную nn× -

матрицу ( )01 eU  из n  линейно независимых столбцов матрицы ( )0eU  

и обозначим 1e∆  – n -мерный вектор, составленный из соответст-

венных компонент вектора e∆ , ( )02 eU  – ( )rmn −× -матрица (остав-

шиеся столбцы матрицы ( )0eU ), 2e∆  – ( )rm − -мерный вектор (остав-

шиеся компоненты вектора e∆ ). Таким образом, получим систему 

( ) ( ) ( ) ( ) 2020
1

11 eeUeUeooe p

p

∆−∆+=∆ −

ρ
ρ . 

Убедимся, что существуют числа 01 >δ  и 02 >δ , 12 δδ ≤  такие, 

что ( ) ( ) ( )
2
1

2020
1

1
δ

≤∆−∆ − eeUeUeo  при 11 δ≤∆e , 22 δ≤∆e . Действительно, 

так как ( ) ( ) eeeo ∆∆=∆ χ , ( )e∆χ  – непрерывная неотрицательная функ-

ция и ( ) 00 =χ , то существует число 1,0 11 <> δδ  такое, что выполнено 

неравенство ( )
4
1

≤∆eχ  при 1δ≤∆e . Выберем число 02 >δ , 12 δδ ≤ , для 

которого верно неравенство ( ) ( )
4
1

2020
1

1
δ

<∆− eeUeU  при 22 δ≤∆e . В итоге, 

получим выполнимость неравенства 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
244
111

2020
1

12020
1

1
δδδ

=+<∆+∆≤∆−∆ −− eeUeUeoeeUeUeo  при 11 δ≤∆e , 

22 δ≤∆e . 

Зафиксируем числа 1,0 11 <> δδ  и 02 >δ , 12 δδ ≤ . Пусть 11 δ≤∆e  

и 22 δ≤∆e . Из условия 
( )

0lim
0

=
→ p

po
ρ

ρ
ρ

 найдем такое число 03 >δ , 

( )G1

0
3 1 δ

δδ
+

< , чтобы выполнялось неравенство ( )
2
1δ

ρ
ρ

≤p

po  при 3δρ ≤ .  

Тогда получим, что оператор  

( ) ( ) ( ) ( ) 2020
1

11: eeUeUeooe p

p

∆−∆+→∆Γ −

ρ
ρ  
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отображает область 11 δ≤∆e  в себя при 22 δ≤∆e  и 3δρ ≤ , следова-

тельно, по принципу неподвижной точки Шаудера оператор Γ  в 

указанной области имеет неподвижную точку *
1e∆ , а система (2.9) 

при любом фиксированном 3δρ ≤ , 0≠ρ  имеет решение 

( )*
0

*ˆ eez ∆+= ρβ , причем 0*
0

*
0 >∆−>∆+ eeee  и 0≠ρ , значит 0ˆ* ≠βz .  

Заметим, что 
G

z 0*ˆ δ
β < , так как 

( ) ( )
GG

eez 0
1

1

0*
0

* 1
1

ˆ δδ
δ
δρβ =+
+

<∆+= . Теорема доказана. 

 

Пусть выполнено условие 

( ) ( ) ( )( )nrerankUeuee <=<==∃ 10000 0&01, , 1rrm +> , 

в котором ( )
0

0
eee

ueU
=∂

∂
=  – матрица Якоби. 

Рассмотрим систему  

( ) ( ) ( )
p

poeoeeU
ρ
ρ

+∆=∆0 .                              (2.11) 

Введём замену eLe ~∆=∆ , где e~∆  – ( )1rrmn −−+ -мерный вектор, 

L  – ( ) ( )1rrmnmn −−+×+ -матрица, составленная из ( )1rrmn −−+  ли-

нейно независимых решений системы ( ) 00 =yeU . Тогда предыдущая 

система примет вид 

( ) ( )
p

poeo
ρ
ρ

=∆~ . 

Пусть ( ) ( ) ( )k
k eoeeo ~~~ ∆+∆=∆ η , ( )ek

~∆η  – форма порядка 2≥k . То-

гда получим систему ( ) ( ) ( )
p

p
k

k
oeoe
ρ
ρη +∆=∆ ~~ . Сделаем замену пере-

менной, положив γρ~~ =∆e , γ  – ( )1rrmn −−+ -мерный вектор, 

1,0~~ =≠∆= γρ e . Предыдущую систему можно привести к виду 
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( ) ( ) ( )
kp

p

k

k

k
oo

ρρ
ρ

ρ
ργη ~~
~

+= .                                  (2.12) 

Если ( ) 0≠γηk  для любого 1, =γγ , то существует множество в 

окрестности точки 0ˆ =βz , в которой система (2.9) не имеет ненуле-

вых решений. Тогда естественно предположить существование век-

тора 1, 00 =γγ , для которого ( ) 00 =γηk . 

 

Теорема 2.5. Если существует ( )1rrmn −−+ -мерный век-

тор 1, 00 =γγ  такой, что ( ) 00 =γηk  и ( ) nrank =Ω 0γ , где ( )
0

0
γγγ

ηγ
=∂

∂
=Ω k  

– матрица Якоби, то найдутся числа 0>δ  и 0~
>δ  такие, что для 

любых фиксированных чисел 0, ≠< ρδρ  и 0~,~~ ≠< ρδρ  система (2.12) 

имеет ненулевое решение *
0 γγγ ∆+= . Система (2.9) имеет ненуле-

вое решение ( )( ) ( )***
00

* ,~ˆ λβγγρρβ =∆++= Lez , 
G

z 0*ˆ δ
β < , а система 

дифференциальных уравнений (2.1) имеет ненулевое решение 

( )**,,, λαµtxx = , удовлетворяющее равенству ( ) *** ,,, αλαµω =x , 
** βα G= , 0

* δα ≤ . 

Доказательство. Разложим вектор-функцию ( )γηk  в ряд 

Тейлора вблизи точки 0γγ = : 

( ) ( ) ( )γγγγη ∆+∆Ω= ok 0 , 

где ( )
0

0
γγγ

ηγ
=∂

∂
=Ω k  – матрица Якоби, γγγ −=∆ 0 . Подставим это пред-

ставление вектор-функции в систему (2.12), будем иметь уравнение 

( ) ( ) ( ) ( )
kp

p

k

k ooo
ρρ
ρ

ρ
ργγγ ~~
~

0 ++∆=∆Ω . 
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По условию ( ) nrank =Ω 0γ , тогда составим неособенную nn× -

матрицу ( )01 γΩ  из n  линейно независимых столбцов матрицы ( )0γΩ  

и обозначим 1γ∆  – n -мерный вектор, составленный из соответст-

венных компонент вектора γ∆ , ( )02 γΩ  – ( )1rrmn −−× -матрица (ос-

тавшиеся столбцы матрицы ( )0γΩ ), 2γ∆  – ( )1rrm −− -мерный вектор 

(оставшиеся компоненты вектора γ∆ ). Таким образом, получим 

систему 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2020
1

11 ~~
~

γγγ
ρρ
ρ

ρ
ργγ ∆ΩΩ−++∆=∆ −

kp

p

k

k ooo . 

Как было показано в доказательстве теоремы 2.4, существуют 

числа 01 >δ , 01 γδ <  и 122 ,0 δδδ ≤>  такие, что 

( ) ( ) ( )
3

1
2020

1
1

δγγγγ ≤∆ΩΩ−∆ −o  при 11 δγ ≤∆ , 22 δγ ≤∆ .  

Зафиксируем числа 01 >δ  и 02 >δ , 12 δδ ≤ . Пусть 11 δγ ≤∆  и 

22 δγ ≤∆ . Из условия 
( )

0~

~
lim

0~ =
→ k

ko

ρ

ρ
ρ

 найдем такое число 03 >δ , 

( )1
3 1

1
δ

δ
+

<
L

, чтобы выполнялось неравенство ( )
3~

~
1δ

ρ
ρ

<k

ko  при 3
~ δρ ≤ . 

Зафиксируем 3
~0 δρ ≤< . Так как 

( )
0~lim

0
=

→ kp

po

ρρ

ρ
ρ

, то существует число 

04 >δ , ( )[ ]GL 13

0
4 11 δδ

δδ
++

<  такое, что ( )
3~
1δ

ρρ
ρ

≤kp

po  при 4δρ ≤ . Тогда по-

лучим, что оператор  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2020
1

11 ~~
~

: γγγ
ρρ
ρ

ρ
ργγ ∆ΩΩ−++∆→∆Γ −

kp

p

k

k ooo  

отображает область 11 δγ ≤∆  в себя при 22 δγ ≤∆ , 3
~ δρ ≤  и 4δρ ≤ , сле-

довательно, по принципу неподвижной точки Шаудера оператор Γ  

в указанной области имеет неподвижную точку *
1γ∆ . Итак, система 
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(2.12) при любых фиксированных числах 3
~ δρ ≤ , 0~ ≠ρ  и 4δρ ≤ , 0≠ρ  

будет иметь решение *
0 γγγ ∆+= , система (2.9) – решение 

( )( )*
00

* ~ˆ γγρρβ ∆++= Lez , причем ( ) ≥∆++= *
00

* ~ˆ γγρρβ Lez  

( ) 01~1 1 >+−≥ δρρ L , так как 0≠ρ  и ( )11
1~
δ

ρ
+

<
L

, значит 0ˆ* ≠βz .  

Заметим, что 
G

z 0*ˆ δ
β < , так как 

( ) ( )[ ] ( )( )
G

L
GL

Lez 0
13

13

0*
00

* 11
11

~ˆ δδδ
δδ

δγγρρβ =++
++

<∆++= . Теорема 

доказана. 

Пусть ( ) nrank <Ω 0γ , тогда процедура получения условий суще-

ствования решения двухточечной краевой задачи может быть про-

должена до тех пор, пока размерность krrrm +++≥ L1  ( k  – номер 

процедуры). Если 11 ++++< krrrm L , то далее этим методом получить 

достаточные условия существования малого решения двухточечной 

краевой задачи будет невозможно. Следовательно, процедура оста-

новится. 

 

Пример 2.3. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 2-го по-

рядка с запаздыванием 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





+++=

++++=

,
,

2
12

3
12212

2
22

221
3
21211

2
111

txtxtxtx

txtxtxtxtaxtx

µλλµλλλ

µλλµλλλ
&

&
         (2.13) 

где µ  – число, 10 << µ . 

Найдем условия, при которых эта система имеет ненулевое 

решение двухточечной краевой задачи. 

Введем обозначения 

( )21, xxx = , ( )21, λλλ = , 
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







=

00
0a

A , ( ) 







= 2

2

2
1

0
0~
λ

λ
λA , ( ) 








=

21

21

0
0~
λλ

λλ
λB , 

( ) 







= 3

1

3
2~
λ
λ

λf , ( ) 







= 2

12

221,,
y
yx

yxf
λ
λ

λ . 

Тогда систему (2.13) можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )λµλµλλ ,,~~~ txxfftxBtxAtAxtx ++++=& .      (2.14) 

Фундаментальная матрица системы Axx =&  имеет вид  

( )
( )









=

−

10
0

,
stae

stX . 

Решение системы (2.14), согласно лемме 1.1, можно предста-

вить в виде 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )323 ,,,,,,,0,,,, λααλλλαµλαλµλαµ oOotftgtHtXtx ++++++= , 

где ( ) ( ) ( )
( ) 
















+

−
−

+
=

t

ee
a

tetH
tatata

221

212
1

0

0
1,,

λλλ
µ

λλ
λλµ

µ

, ( ) ( )













−=

t

e
atg

ta

3
1

3
2 1,
λ

λ
λ , 

( )
( )

( )
















−

−
=

1
2

1
,,,

2
2
12

2
21

ta

ta

e
a

e
atf

µ

µ
αλ

αλ

λαµ . 

Из условия ( ) ( ) αω == 0xx  получим систему 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )3ˆˆ,,0, zozfgHXE ++=−− µλαλµω , ( )λα ,ˆ =z . 

Заметим, что ( )[ ] 210, <=− EXrank ω , следовательно, ответ на 

поставленный вопрос может дать теорема 2.4. 

Система ( )[ ] 00, =− αωXE  имеет решением вектор ( )1,0 . Тогда 

с помощью замены βα 







=

1
0 , R∈β  предыдущую систему можно 

привести к виду  



 

 

 

54  

( ) ( ) ( )
( ) ( )







=+++

=+−+−

,0ˆ

,0ˆ11

33
1221

3
2

1
3
2

β

β
ωω

ωλωβλλλ

βλλ

zo

zoe
a

e
a

aa

 или 
( )

( ) ( )





=+++

=++

,0ˆ

,0ˆ
33

1221

32
1

3
2

β

β

λβλλλ

βλλ

zo

zo
 

в котором ( )21,,ˆ λλββ =z . 

Обозначим вектор-функцию ( ) ( ) 








++
+

= 3
1221

2
1

3
2ˆ

λβλλλ
βλλ

βzu . 

Сделаем замену переменных ez ρβ =ˆ , ( )321 ,, eeee = , 0ˆ >= βρ z , 

1=e , тогда предыдущую систему запишем в виде ( ) ( )
3

3

ρ
ρoeu = . 

Найдем решения системы ( ) 0=eu , для этого запишем эту сис-

тему в развернутом виде:  

( )





=++

=+

.0

,0
3
21332

2
12

3
3

eeeee

eee
 

Решения полученной системы с условием 1=e  имеют вид 









−=

yy
e 1,1,1 30 , 








−−=

yy
e 1,1,1 30 , y  – действительное решение урав-

нения 0157 =−− yy  (это уравнение имеет единственное действитель-

ное решение 191,1≈y ). 

Матрица Якоби имеет вид 

( )
( ) 









+++
=

∂
∂

=
3121

2
231332

2
3

2
121

23
32

eeeeeeeeee
eeee

e
ueU , 

( ) ( )


















+−+







−

−
==

yyyyyy

yy
eUeU 2131111

312

3622

23

00 . 

Заметим, что 072
31111

12

det 9

5

622

3

≠
+

−=


















+







−

−

y
y

yyyy

y , следова-

тельно, ( ) ( ) 200 == erankUerankU .  
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Таким образом, для системы (2.14) выполнены условия тео-

ремы 2.4: существует вектор 







−=

yy
e 1,1,1 30 , для которого ( ) 00 =eu  и 

( ) 20 =erankU , значит, система (2.14) имеет нетривиальное малое ре-

шение двухточечной краевой задачи. 

 

§2.3. Исследование системы (1.3) в случае, когда решение 

двухточечной задача зависит от нелинейной части 

 

Рассмотрим систему  

( ) ( ) ( ) ( )λλλ µµµ ,~,,,,,, 21 tfxTxTxtFxxTxtFxtAx +++=& ,      (2.15) 

в которой  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )321321 ,,,,,, 3211
rrrrrr zozooztRztRtRyxtF +++++= λλλ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )321321 ,,,,,, 3212
qqqqqq zozooztQztQtQyxtF +++++= λλλ , 

( ) ( ) ( ) ( )pp otftf λλλ += ,~,~ , 

где ( )λ,, yxz = , ( )yxz ,= , ( ) ( )λ,~ tf p , ( ) ( )λ,1
1 tR r  и ( ) ( )λ,1

1 tQ q  – формы поряд-

ка p , 1r  и 1q  по λ ; ( ) ( )ztR r ,2
2  и ( ) ( )ztQ q ,2

2  – формы порядка 2r  и 2q  по z ; 
( )( )ztR r ,3
3  и ( ) ( )ztQ q ,3

3  – формы порядка 3r  и 3q  по z . Тогда решение, 

согласно лемме 1.2, можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )+++++= λαµαµλµλαµ ,ˆ,,,,,,0,,,, 321
321 tgztHtHtHtXtx pppp  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]αλαλ 312 ˆ1 pppp zOOoo ++++ + , 

где ( )λα ,ˆ =z , { }111 ,min qrp = , { }222 ,min qrp = , { }333 ,min qrp = , 
( ) ( )λµ ,,1
1 tH p  и ( ) ( )λ,tg p  – 1p  и p -формы по λ , ( ) ( )αµ ,,2

2 tH p  – 2p -

форма по α , ( ) ( )ztH p ˆ,,3
3 µ  – формы порядка 3p  по ẑ . 

Условие существования решения двухточечной задачи зада-

ется системой 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )+=−−−− λαµαµλµω pppp gzHHHXE ˆ,,,0, 321
321  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]αλαλ 312 ˆ1 pppp zOOoo ++++ + . 

Как и в предыдущем параграфе будем предполагать, что 

( )( ) nrXErank <=− 0,ω , rm > . 

Пусть rn−ααα ,...,, 21  линейно независимые решения системы 

( )[ ] 00, =− αωXE . Составим ( )rnn −× -матрицу [ ]rnG −= ααα ,...,, 21 . То-

гда с помощью замены βα G= , β  – )( rn − -мерный вектор предыду-

щую систему можно привести к виду  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )+=++ λβµβµλµ β

pppp gzHHH ˆ,,, 321
321  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]βλβλ β
312 ˆ1 pppp zOOoo ++++ + , 

в котором ( ) ( ) ( ) ( )GHH pp λµλµ ,, 11
11 −= , ( ) ( ) ( ) ( )GGHH pp βµβµ ,, 22

22 −= , 
( ) ( ) ( ) ( )GzHzH pp

ββ µµ ˆ,ˆ, 33
33 −= , ( )λββ ,ˆ =z  – ( )rmn −+ -мерный вектор. 

Обозначим n -мерную вектор-функцию (форму порядка 

{ } 11,,,min 321 +−= ppppp  по βẑ ) 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )






















−>−>−>

>>−=+

>>−=+

>>−=+

>−==++

>−==++

>−==++

−<==++

−===+++

=

.1,1,1если,

,,,1если,ˆ,

,,,1если,,

,,,1если,,

,,1если,ˆ,,

,,1если,ˆ,,

,,1если,,,

,1если,ˆ,,,

,1если,ˆ,,,

ˆ

321

323133

232122

121311

213232

123131

132121

321321

321321

3

2

1

32

31

21

321

321

ppppppg

ppppppgzH

ppppppgH

ppppppgH

pppppgzHH

pppppgzHH

pppppgHH

ppppzHHH

ppppgzHHH

zu

p

pp

pp

pp

ppp

ppp

ppp

ppp

pppp

λ

λβµ

λββµ

λβλµ

λβµβµ

λβµλµ

λββµλµ

βµβµλµ

λβµβµλµ

β

β

β

β

β

β  

Тогда система примет вид 

( ) ( )p
zozu ββ ˆˆ = .                                     (2.16) 

Сделаем замену переменных ez ρβ =ˆ , e  – ( )rmn −+ -мерный 

вектор, 0ˆ >= βρ z , 1=e , тогда систему (2.16) можно записать 
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( ) ( )
p

poeu
ρ
ρ

= .                                     (2.17) 

Система (2.17) в точности совпадает с системой (2.10). Даль-

нейшие рассуждения ведутся аналогично рассуждениям предыду-

щего параграфа. 

Следует отметить, что для системы (2.17) справедливы тео-

ремы 2.4 и 2.5., в формулировках которых необходимо заменить 

систему (2.1) на систему (2.15). 

 

Замечание 2.3. Теоремы 2.1, 2.3, 2.4 и 2.5 остаются спра-

ведливыми и в случаях, когда ( ) 0,~
≡λtf  при любых [ ]ω,0∈t  и 

( )0δλ Λ∈ . 

 

Пример 2.4. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 2-го по-

рядка с запаздыванием 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )λµλµλµ ftxtxtxFtxtxtxFtAxtx ~,,,, 21 +++=& ,      (2.18) 

где ( )21, xxx = , ( )321 ,, λλλλ = , 







=

00
0a

A , 

( ) 








++−+
++−++

=
1211

2
322

21232131
1 ,,

yxyy
yxxyx

yxF
λλλ
λλλ

λ , ( ) 








++++
+−+

=
1122111

2
11322

2 ,,
yxxx

xyy
yxF

λλλ
λλ

λ , 

( ) 







= 2

2

31~
λ
λλ

λf , µ  – число, 10 << µ . 

Найдем условия, при которых эта система имеет малое нену-

левое решение двухточечной краевой задачи. 

Фундаментальная матрица системы Axx =&  имеет вид  

( )
( )









=

−

10
0

,
stae

stX . 
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Решение системы (2.18), согласно лемме 1.2, в момент време-

ни ω=t  можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αλαλλααµλµωλαµω OoogHHXx ++++++= 2221
2

1
1 ,,0,,,, , 

где ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 

















+−+−

−−
−

++
=

ωλλ
µ
λλ

λ
µ

λωλλ
λµ

ωµω

ωωµωω

21
12

32
31

1
1

211

12
1,

aa

aaaa

e
a

e
a

e
a

ee
a

e
H , 

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) 


















+−−
+

+−

−−







−
−

−−−
=

+ ωα
µ
α

µ
αα

ωαα
µ

ωαα

αµ
ωµωµω

ωω
ωµω

ωω
ω

2
1112

1
2

2
1

1
2

11
1

1

1
1

1
,

aaa

aa
aa

aa
a

e
a

e
a

e
a

ee
aa

eeee
a
e

H , 

( ) ( ) ( )












 −=
ωλ

λλ
λ

ω

2
2

31
2 1ae

ag . 

Из условия ( ) ( ) αω == 0xx  получим систему 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )21
2

1
1 ˆ,,0, zogHHXE +=−−− λααµλµω , ( )λα ,ˆ =z . 

Заметим, что ( )[ ] 210, <=− EXrank ω , следовательно, ответ на 

поставленный вопрос может дать теорема 2.4. 

Система ( )[ ] 00, =− αωXE  имеет решением вектор ( )1,0 . Тогда 

с помощью замены βα 







=

1
0 , R∈β  предыдущую систему можно 

привести к виду  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )








=+++

=−+





 −+−

,ˆ2

,ˆ1112

22
221

2313

β

β
ωωω

ωλβωβωλλ

λλ
ββλ

zo

zoe
a

e
a

e
a

aaa

 

где ( )λββ ,ˆ =z . 

Обозначим ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) 
















+++

−+





 −+−

=

ωλβωβωλλ

λλββλ ωωω

β
2
221

313

2

1112
ˆ

aaa e
a

e
a

e
azu , тогда 

предыдущая система примет вид ( ) ( )p
zozu ββ ˆˆ = . 
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Сделаем замену переменных ez ρβ =ˆ , ( )4321 ,,, eeeee = , 

0ˆ >= βρ z , 1=e , тогда предыдущую систему можно записать 

( ) ( )
2

2

ρ
ρoeu = . 

Заметим, что вектор 
















−+

++
−=

2
131

2
3

3
1

3
1

2
331

2
1

1
*

2
3,,

2
,

eeee

ee
e

eeeeee  бу-

дет решением системы ( ) 0=eu .  

Найдем значение матрицы Якоби вектор-функции ( )eu  в точке 
*ee = : 

( )
( ) ( ) ( )

( )

.

0222

2
210

2
3

1

2
3

12

3113
1

2
331

2
1

1

1

2
331

2
1

1
2
131

2
3

3
1

1
2
131

2
3

3
1

*

























+







+

++
−








 ++
−

−

−+

−



















+
−+

−

=

eeee
e

eeee
e

e
eeee

e
a

e

eeee

e
a

ee
eeee

e
a

e

eU

aaa

ωωω

ωωω

 Пусть 11 =e  и 
2
1

3 −=e , тогда 





 −−−=

7
4,

2
1,

8
3,1*e , 

( )
( ) ( ) ( )

















 −−
−

−

=
002

4
9

8
1190

7
14

7
16

*

ωω

ωωω

a
e

a
e

a
e

eU

aaa

. Так как 

( ) ( )
( ) 0
7

117

2
4

9
7

14
7

16

det ≠
−

=














 −
−

−

a
ea

e
a

e
a

aa

ω

ωω

ω

ωω
, то ( ) 2* =erankU . Таким обра-

зом, для вектора 





 −−−=

7
4,

2
1,

8
3,1*e  выполнены условия теоремы 

2.4, значит система дифференциальных уравнений (2.18) имеет ма-

лое ненулевое решение двухточечной краевой задачи. 
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Глава III 
 

Математические модели. 

 

В главе рассмотрены частный случай системы (1.3) и прило-

жения теории, разработанной в предыдущих главах. В первом пара-

графе рассмотрена система (1.3) частного вида и для этой системы 

получены достаточные условия существования и отсутствия нену-

левого решения двухточечной краевой задачи в малой окрестности 

нулевого решения. Во втором параграфе построена и исследована 

математическая модель динамического взаимодействия сегментов 

финансового рынка. Найдены условия, при которых исследуемая 

система возвращается в первоначальное положение. В третьем па-

раграфе рассмотрена математическая модель противовирусного 

иммунного ответа. 

 

§3.1. Исследование системы (1.3) при ( ) 0,~
≡λtf  в критиче-

ском случае 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с запаз-

дыванием (1.3) частного вида 

( ) ( ) ( ) xTxTxtFxxTxtFxtAx µµµ λλ ,,,,,, 21 ++=& .           (3.1) 

Пусть ( ) ( )( ) ( )[ ]λλλ othyxtF ij += ,,,, 1
1 , ( ) ( )( ) ( )[ ]λλλ othyxtF ij += ,,,, 2

2 , где 

( )thij
1  и ( )thij

2  – непрерывные m -мерные вектор-функции ( )nji ,1, = , 

( )⋅⋅,  – скалярное произведение векторов. Тогда, согласно следствию 

1.5, решение системы (3.1) в момент времени ω=t  можно записать 

в виде ( ) ( ) ( )( )αλαµωω ,,0, *Φ+= Xx , ( ) ( ) ( )λλαµλαµ O+Φ=Φ ,,,, 1
* , 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] =+=Φ ∫
ω

µµµ λλωλαµ
0

211 0,,,,0,,,,,,, dssXTsxTsxsFsXsxTsxsFsX  

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )[ ] ( ){ } ( )λλλω
ω

µ OdssXTshsXshsX ijij ++= ∫
0

21 0,,0,,, .  

Введем обозначение 

( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )[ ] ( ){ } ( )[ ]λψλλωλ
ω

µ ,0,,0,,,
0

21
jiijij dssXTshsXshsX =+=Φ ∫ , 

где ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]∑ ∫
=

+=
n

kk
kkkjkkkjkkiji dsshsxshsxsx

1, 0

2
,

1
,

1

111
0,0,,

ω

µωψ  – постоянные 

m -мерные векторы, ( ) ( )[ ]n
ji stxstX

1
,, =  – фундаментальная матрица 

системы ( )xtAx =& , ( ) EssX =, . 

Для решения двухточечной краевой задачи ( ) ( ) αω == 0xx  бу-

дем иметь уравнение 

( ) ( ) ( )( ) 00, =+Φ+− αλλω OEX .                             (3.2) 

 

Теорема 3.1. Если ( )( ) 00,det ≠− EX ω , то система (3.1) не 

имеет малого ненулевого решения двухточечной краевой задачи. 

Доказательство. Так как по условию ( )( ) 00,det ≠− EX ω , то 

существует число 0>δ  такое, что ( ) ( ) ( )( ) 00,det ≠+Φ+− λλω OEX  при 

δλ ≤ . Следовательно, 0=α  – единственное решение системы (3.2) 

при δλ ≤ , это значит, что система (3.1) не имеет ненулевого реше-

ния двухточечной краевой задачи при δλ ≤ . Теорема доказана. 

 

Пусть ( )( ) nrEXrank <=−0,ω . Будем считать, что 

( ) ( )00, GEX =−ω , G  – rn× -матрица, rrankG = . Такое представление 

матрицы ( ) EX −0,ω  всегда можно сделать, введя замену переменной 

βα P= , 0det ≠P  такую, что ( )( ) ( )00, GPEX =−ω . Составим ( )mn × -
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матрицы ( )Τ=Ψ iniii ,,2,1 ...,,, ψψψ , ( )ni ,1= .  

 

Теорема 3.2. Пусть существует номер { }nrq ...,,1+∈  такой, 

что nrank q =Ψ , nm > . Тогда существует такое 0>δ , что для любо-

го *λ , δλ ≤*  существует 0* ≠α , для которых малое решение 

( )**,,, λαµtxx =  системы (3.1) удовлетворяет условию 

( ) ( )**** ,,,,,,0 λαµωλαµ xx = . 

Доказательство. Пусть номер { }nrq ...,,1+∈  такой, что 

nrang q =Ψ . Заметим, что решение уравнения ( )λλ oq =Ψ , ( )nrq ,1+=  

обнуляет столбец с номером q  матрицы ( ) ( ) ( )( )λλω OEX +Φ+−0, , 

следовательно, вектор ( )0,...,0,,...,0,0 qαα =  будет при 0≠qα  нену-

левым решением системы (3.2).  

Предположим, что минор n -го порядка матрицы qΨ  уже на-

ходится слева (перестановкой столбцов этого всегда можно дос-

тичь). Вектор λ  разобьем на два: ( )nλλλλ ...,,,ˆ
21=  и 

( ) ( )mnnnm λλλλλλλ ...,,,~...,,~,~~
2121 ++− == . Получим уравнение 

( ) λλλ
~ˆ

qq o Ψ+=Ψ , где qΨ  – неособенная ( )nn × -матрица.  

Зададим оператор ( ) ( ) λλλ
~ˆ 1

qqo ΨΨ+=Γ − . Выберем такое число 

0>δ , чтобы выполнялось неравенство ( )
2
δ

λ ≤o  при δλ ≤ . Пусть 

δλ ≤ˆ , выберем число 0>δ  таким, чтобы при δλ ≤
~  выполнялось 

неравенство 
2

~1 δ
λ ≤ΨΨ −

qq . Тогда при δλ ≤
~  в области δλ ≤ˆ  опера-

тор Γ  имеет неподвижную точку ( )λλλ
~ˆˆ *=  (при 0~

→λ , ( ) 0~*̂ →λλ ). 

Значит, q -й столбец матрицы системы (3.2) равен нулю. Это озна-

чает, что система (3.2) имеет ненулевое решение 



 

 

 

63  

( )0...,,0,...,,0,0*
qαα = , поэтому решение системы (3.1) 

( )**,,, λαµtxx = , где ( )nmn −= λλλλλλλ
~...,,~,~,ˆ...,,ˆ,ˆ

21
**

2
*
1

*  с начальными ус-

ловиями ( ) ***,,,0 αλαµ =x  удовлетворяет условию 

( ) ( )**** ,,,,,,0 λαµωλαµ xx = . Теорема доказана. 

 

Теорема 3.3. Если существуют число k , rnk −≤≤1  и набор 

номеров kiii ,,, 21 L , niiir k ≤<<<< L21  такие, что knrank =Ψ , 





















Ψ

Ψ

Ψ

=Ψ

ki

i

i

M
2

1

, knm > , то система дифференциальных уравнений (3.1) 

имеет малое решение ( )**,,, λαµtxx = , 

( )0...,,0,,0...,,0,,0...,,0,...,,0,0
21

*
kiii αααα = , удовлетворяющее условию 

( ) ( )**** ,,,,,,0 λαµωλαµ xx = . 

Доказательство. Заметим, что решение системы kn  уравне-

ний  

( )
( )

( )











=Ψ

=Ψ

=Ψ

,

,

,

2

1

λλ

λλ

λλ

o

o

o

ki

i

i

LLL
 

обнуляет столбцы с номерами kiii ,,, 21 L  матрицы 

( ) ( ) ( )( )λλω OEX +Φ+−0, , следовательно, вектор 

( )0...,,0,,0...,,0,,0...,,0,...,,0,0
21 kiii αααα =  будет при 0≠

jiα , kj ,1=  не-

нулевым решением системы (3.2).  

Предположим, что минор kn -го порядка матрицы Ψ  уже на-

ходится слева (перестановкой столбцов этого всегда можно дос-

тичь). Вектор λ  разобьем на два: ( )knλλλλ ...,,,ˆ
21=  и 
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( ) ( )mknknknm λλλλλλλ ...,,,~...,,~,~~
2121 ++− == . Получим систему уравнений 

( ) λλλ
~ˆ Ψ+=Ψ o , где Ψ  – неособенная ( )knkn× -матрица.  

Зададим оператор ( ) ( ) λλλ
~ˆ 1ΨΨ+=Γ −o . Выберем такое число 

0>δ , чтобы выполнялось неравенство ( )
2
δ

λ <o  при δλ ≤ . Пусть 

δλ ≤ˆ , выберем число 0>δ , δδ ≤  таким, чтобы при δλ ≤
~  выпол-

нялось неравенство 
2

~1 δ
λ ≤ΨΨ − . Тогда при δλ ≤

~  в области δλ ≤ˆ  

оператор Γ  имеет неподвижную точку ( )λλλ
~ˆˆ *=  (при 0~

→λ , 

( ) 0~*̂ →λλ ). Значит, столбцы с номерами kiii ,,, 21 L  матрицы системы 

(3.2) равны нулю. Это означает, что система (3.2) имеет при 

( )λλλ
~ˆˆ *= , δλ ≤

~  ненулевое решение 

( )0...,,0,,0...,,0,,0...,,0,...,,0,0
21

*
kiii αααα = , поэтому решение системы 

(3.1) ( )**,,, λαµtxx = , ( )knmkn −= λλλλλλλ
~...,,~,~,ˆ...,,ˆ,ˆ

21
**

2
*
1

*  с начальным ус-

ловием ( ) ***,,,0 αλαµ =x  удовлетворяет равенству 

( ) ( )**** ,,,,,,0 λαµωλαµ xx = . Теорема доказана. 

 

Пусть ( ) ( ) ( )[ ]1,,,, 1
1

p
ij othyxtF λλλ += , ( ) ( ) ( )[ ]2,,,, 2

2
p

ij othyxtF λλλ += , где 

( )λ,1 thij  и ( )λ,2 thij  – непрерывные m -мерные вектор-функции, формы 

по λ  порядков 1p  и 2p  соответственно ( )nji ,1, = . Тогда, согласно 

следствию 1.5, решение системы (3.1) в момент времени ω=t  мож-

но записать в виде ( ) ( ) ( )( )αλαµωω ,,0, *Φ+= Xx , 

( ) ( ) ( )λλαµλαµ O+Φ=Φ ,,,, 1
* , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] =+=Φ ∫
ω

µµµ λλωλαµ
0

211 0,,,,0,,,,,,, dssXTsxTsxsFsXsxTsxsFsX  
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( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){ } ( )p
ijij OdssXTshsXshsX λλλω

ω

µ ++= ∫
0

21 0,,0,,, , { }21,min ppp = .  

Введем обозначение 

( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){ }

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( )















>

<

=+

=Φ

∫

∫

∫

.если,0,,,

,если,0,,,

,если,0,,0,,,

21
0

2

21
0

1

21
0

21

ppdssXTshsX

ppdssXshsX

ppdssXTshsXshsX

ij

ij

ijij

ω

µ

ω

ω

µ

λω

λω

λλω

λ  

где ( ) ( )[ ]n
ji stxstX

1
,, =  – фундаментальная матрица системы ( )xtAx =& , 

( ) EssX =, . Матрица ( )λΦ  является формой по λ  порядка p . 

Как и в предыдущем случае, для решения двухточечной крае-

вой задачи ( ) ( ) αω == 0xx  будем иметь систему (3.2). 

Далее будем предполагать, что ( )( ) nrEXrank <=−0,ω  и 

( ) ( )00, GEX =−ω , G  – rn× -матрица, rrankG =  (см. абзац перед тео-

ремой 3.2). Пусть ( )λϕ i  ( )ni ,1=  – столбцы матрицы ( )λΦ .  

Введем замену переменной:  eρλ = , 0>= λρ , 1=e . 

Теорема 3.4. Если существуют вектор 1, 00 =ee  и номер k , 

nkr ≤<  такие, что ( ) 00 =ekϕ  и ( ) nerank k =Ω 0 , ( ) ( )
e

ee k
k ∂

∂
=Ω

ϕ  – матри-

ца Якоби, nm > , то система дифференциальных уравнений (3.1) 

имеет малое ненулевое решение двухточечной краевой задачи. 

Доказательство. Заметим, что решение системы  

( ) ( )p
k o λλϕ =                                          (*) 

обнуляет столбец с номером k  матрицы ( ) ( ) ( )( )λλω OEX +Φ+−0, , 

следовательно, вектор ( )0...,,0,...,,0,0 kαα =  при 0≠kα  будет ненуле-

вым решением системы (3.2).  

Так как ( )λϕ k  является формой порядка p , то ( ) ( )ee k
p

k ϕρρϕ = . 
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Следовательно, система (*) равносильна системе 

( ) ( )
p

p

k
oe

ρ
ρ

ϕ = .                                           (**) 

Разложим вектор-функцию ( )ekϕ  в окрестности точки 0ee =  в 

ряд Тейлора: ( ) ( ) ( )eoeee kk ∆+∆Ω= 0ϕ , 0eee −=∆  и подставим получен-

ную формулу в систему (**), будем иметь систему 

( ) ( ) ( )
p

p

k
oeoee

ρ
ρ

+∆=∆Ω 0 . 

Предположим, что минор n -го порядка матрицы ( )0ekΩ  уже 

находится слева (перестановкой столбцов этого всегда можно дос-

тичь). Вектор e∆  разобьем на два: ( )neeee ∆∆∆=∆ ...,,,ˆ 21  и 

( ) ( )mnnnm eeeeeee ∆∆∆=∆∆∆=∆ ++− ...,,,~...,,~,~~
2121 . Получим систему уравне-

ний ( ) ( ) ( ) ( )
p

p

kk
oeoeeee

ρ
ρ

+∆+∆Ω=∆Ω ~ˆ 00 , где ( )0ekΩ  – неособенная nn × -

матрица.  

Зададим оператор ( ) ( ) ( ) ( )
p

p

kk
oeoeeee

ρ
ρ

+∆+∆ΩΩ→∆Γ − ~ˆ: 00
1 . Выбе-

рем такое число 0>δ , чтобы выполнялось неравенство ( )
3
δ

≤∆eo  

при δ≤∆e . Пусть δ≤∆ê , выберем числа 01 >δ , δδ ≤1  и 02 >δ  таки-

ми, чтобы выполнялись неравенства ( ) ( )
3

~
00

1 δ
<∆ΩΩ− eee kk  при 1

~ δ≤∆e  

и ( )
3
δ

ρ
ρ

≤p

po  при 2δρ ≤ . Тогда при 1
~ δ≤∆e  и 2δρ ≤  в области δ≤∆ê  

оператор Γ  имеет неподвижную точку *ˆˆ ee ∆=∆ . Значит, столбец с 

номером k  матрицы системы (3.2) равен нулю при *e∆= ρλ , 

( )eee ~,ˆ** ∆∆=∆ , 1
~ δ≤∆e , 2δρ ≤ . Это означает, что система (3.2) имеет 

при *e∆= ρλ  ненулевое решение ( )0...,,0,...,,0,0*
kαα = , поэтому ре-

шение системы (3.1) ( )λαµ ,,, *txx = , *e∆= ρλ  с начальным условием 
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( ) **,,,0 αλαµ =x  удовлетворяет равенству ( ) ( )λαµωλαµ ,,,,,,0 ** xx = . 

Теорема доказана. 

 

Теорема 3.5. Если существуют вектор 1, 00 =ee  и номера 

kiii ,,, 21 L , niiir k ≤<<<< L21 , rnk −≤≤1  такие, что ( ) 00 =e
jiϕ  и 

( ) knerank =Ω 0 , ( )

( )
( )

( )



















Ω

Ω

Ω

=Ω

e

e

e

e

ki

i

i

L
2

1

, ( )
( )

e

e
e j

j

i
i ∂

∂
=Ω

ϕ
 – матрица Якоби ( )kj ,1= , 

knm > , то система дифференциальных уравнений (3.1) имеет нену-

левое малое решение двухточечной краевой задачи. 

Доказательство.  Решение системы  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )












=

=

=

p
i

p
i

p
i

o

o

o

k
λλϕ

λλϕ

λλϕ

LLLL

,

,

2

1

                                    (***) 

делает нулевыми столбцы с номерами kiii ,,, 21 L  матрицы 

( ) ( ) ( )( )λλω OEX +Φ+−0, , следовательно, вектор 

( )0...,,0,,0...,,0,,0...,,0,...,,0,0
21

*
kiii αααα =  при 0≠

jiα , kj ,1=  ненулевым 

решением системы (3.2).  

Так как ( )λϕ
ji  является формой порядка p , то ( ) ( )ee

jj i
p

i ϕρρϕ = , 

kj ,1= . Следовательно, система (***) равносильна системе 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
















=

=

=

.

,

,

2

1

p

p

i

p

p

i

p

p

i

oe

oe

oe

k ρ
ρ

ϕ

ρ
ρ

ϕ

ρ
ρ

ϕ

LLLL

                                     (****) 
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Разложим вектор-функции ( )e
jiϕ  в окрестности точки 0ee =  в 

ряд Тейлора: ( ) ( ) ( )eoeee
jj ii ∆+∆Ω= 0ϕ , kj ,1= , 0eee −=∆  и подставим 

полученные формулы в систему (****), будем иметь систему 

( ) ( ) ( )
p

poeoee
ρ
ρ

+∆=∆Ω 0 . 

Как и раньше, предположим, что минор kn -го порядка матри-

цы ( )0ekΩ  уже находится слева. Вектор e∆  разобьем на два: 

( )kneeee ∆∆∆=∆ ...,,,ˆ 21  и ( ) ( )mknknknm eeeeeee ∆∆∆=∆∆∆=∆ ++− ...,,,~...,,~,~~
2121 . 

Получим систему уравнений  

( ) ( ) ( ) ( )
p

poeoeeee
ρ
ρ

+∆+∆Ω=∆Ω ~ˆ 00 , 

где ( )0eΩ  – неособенная knkn× -матрица.  

Зададим оператор ( ) ( ) ( ) ( )
p

poeoeeee
ρ
ρ

+∆+∆ΩΩ→∆Γ − ~ˆ: 00
1 . Выбе-

рем такое число 0>δ , чтобы выполнялось неравенство ( )
3
δ

≤∆eo  

при δ≤∆e . Пусть δ≤∆ê , выберем числа 01 >δ , δδ ≤1  и 02 >δ  таки-

ми, чтобы выполнялись неравенства ( ) ( )
3

~
00

1 δ
<∆ΩΩ− eee  при 1

~ δ≤∆e  и 

( )
3
δ

ρ
ρ

≤p

po  при 2δρ ≤ . Тогда при 1
~ δ≤∆e  и 2δρ ≤  в области δ≤∆ê  

оператор Γ  имеет неподвижную точку *ˆˆ ee ∆=∆ , так как δ<∆Γ ê . 

Значит, столбцы с номерами kiii ,,, 21 L  матрицы системы (3.2) равны 

нулю при *e∆= ρλ , ( )eee ~,ˆ** ∆∆=∆ , 1
~ δ≤∆e , 2δρ ≤ . Это означает, что 

система (3.2) имеет при *e∆= ρλ  ненулевое решение 

( )0...,,0,,0...,,0,,0...,,0,...,,0,0
21

*
kiii αααα = , поэтому решение системы 

(3.1) ( )λαµ ,,, *txx = , *e∆= ρλ  с начальным условием ( ) **,,,0 αλαµ =x  

удовлетворяет равенству ( ) ( )λαµωλαµ ,,,,,,0 ** xx = . Теорема дока-
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зана. 

 

Пример 3.1. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с запаз-

дыванием второго порядка 

( ) ( ) xTxTxFxxTxFAxx µµµ λλ ,,,, 21 ++=& , 

где ( )21, xxx = , ( )321 ,, λλλλ = , 







=

00
0a

A , ( ) ( ) ( )( )txtxtxT 211 , µµµ = , 

( ) 








+−+−
++−++

=
1

2
3211

2
213

3
2

3
232

2
2

3
21

2
121

1 2
3

,,
yx
xyx

yxF
λλλλλλ
λλλλλλλ

λ , 

( ) 








+−+−+−
++−+−+

=
2

3
11231

3
11

3
332

3
1

4
3122

3
22

2
1321

2 2
32

,,
yyx

yyx
yxF

λλλλλλλλ
λλλλλλλλ

λ ,  

( ) ( )0,1,11
11 =th , ( ) ( )1,3,01

12 =th , ( ) ( )1,0,11
21 −=th , ( ) ( )0,1,21

22 −=th , 

( ) ( )1,1,12
11 −=th , ( ) ( )0,2,32

12 =th , ( ) ( )1,1,02
21 −=th , ( ) ( )2,1,12

22 −=th .  

Фундаментальная матрица системы Axx =&  равна 

( )
( )









=

−

10
0

,
stae

stX .  

Найдем векторы jiψ , ( )2,1, =ji : 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∫
=









+=

2

1,

2
,

0

1
,

01

1111
0,,0,,

kk
kkkjkkikkjkkiji hdssxsxhdssxsx

ωω

µωωψ , 

( ) ( ) ( ) ( ) =







+= ∑ ∫∫

=

2

1,

2
,

0
11

1
,

0
1111

1

1111
0,,0,,

kk
kkkkkkkkk hdssxsxhdssxsx

ωω

µωωψ

( ) ( )

( ) =










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


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
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













−
+
















= ∫∫ −−
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a
eeedseedsee
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( ) ( ) ( ) ( ) =
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Составим ( )32× -матрицы: 

( ) ( ) ( ) ( )
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

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
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Заметим, что 
( ) ( ) ( ) 015

0

1513
det ≠

−
−=













 −−

a
e

a
e

a
e a

aa
ω

ωω

ω

ω
, следова-

тельно, 22 =Ψrank . 

Таким образом, выполнены условия теоремы 3.2, значит, су-

ществует ненулевое решение ( )**,,, λαµtxx = , ( )2
* ,0 αα = , 
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( ) ( )( )33
*
23

*
1

* ,ˆ,ˆ λλλλλλ =  рассматриваемой системы дифференциальных 

уравнений, являющееся решением двухточечной краевой задачи. 

 

Пример 3.2. 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с запаз-

дыванием 

( ) ( ) xTxTxFxxTxFAxx µµµ λλ ,,,, 21 ++=& , 

где ( )21, xxx = , ( )321 ,, λλλλ = , 







=

00
0a

A , ( ) ( ) ( )( )txtxtxT 211 , µµµ = , 
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
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


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λ ,  

( ) 2
2

2
1

1
11 λλλ +=h , ( ) 21

1
12 3 λλλ =h , ( ) 2

132
1
21 λλλλ −=h , ( ) 32

2
1

1
22 2 λλλλ −=h , 

( ) 2
3

2
2

2
1

2
11 λλλλ −+=h , ( ) 32

2
12 2 λλλ =h , ( ) 2

321
2
21 λλλλ −=h , ( ) 2

1
2
3

2
22 2 λλλ −=h . 

Фундаментальная матрица системы Axx =&  равна 
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Согласно теории, обозначим матрицу  
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Введем замену переменной:  eρλ = , 0>= λρ , 1=e . 

Заметим, что вектор 





−=

22
9,1,

11
3

0e  является решением сис-

темы ( ) 02 =eϕ . Найдем значение матрицы Якоби вектор-функции 

( )e2ϕ  в точке 0ee = :  

( )
( ) ( )
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






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ωω

a
e

a
e

e

aa
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Очевидно, ( ) 202 =Ω erank , тогда для вектора 0e  выполнены условия 

теоремы 3.4. Следовательно, рассматриваемая система дифферен-

циальных уравнений имеет малое ненулевое решение двухточечной 

краевой задачи. 

 

§3.2. Модель в экономике 

При построении модели динамического взаимодействия сег-

ментов финансового рынка следует принять условия: 

• средний уровень доходности сегментов на достаточно 

протяженном интервале времени можно считать одина-

ковым; 

• ликвидность, риск и налоговая политика остаются не-

изменными на интервале моделирования. 

Модель является условной, так как она не привязана к кон-



 

 

 

73  

кретным показателям деятельности банков или к показателям ба-

ланса конкретного банка. 

Введем непрерывные дифференцируемые функции времени 

( )tx1 , ( )tx2 , …, ( )txn , которые в каждый момент времени принимают 

значения, равные объему операций на определенном сегменте фи-

нансового рынка в рублях, n  – количество сегментов. 

Определим коэффициенты ijp  по формуле: 

( )jiij LLarctgSp −=
π
2 , 

где S  – коэффициент, зависящий от ставки рефинансирования и от 

величины налоговых отчислений (этот параметр модно принять 

равным ставке рефинансирования, уменьшенной пропорционально 

налоговым отчислениям), iL  – коэффициент, характеризующий 

привлекательность финансового сегмента (коэффициент ликвидно-

сти). Составим матрицу [ ] n
ijpP

1
= . 

Знак коэффициента ijp  определяет направление перемещения 

фондов между секторами: при ji LL >  средства переходят из j -го 

сегмента в i -й. 

Изменение денежной массы сегмента в результате инфляции 

или эмиссии, а также в результате операций внутри данного сектора 

определяют параметры iλ , ni ,1= , которые численно равны относи-

тельным приращениям объемов сегментов в денежном выражении 

после выплаты необходимых налоговых отчислений.  

Тогда для описания динамики объемов сегментов финансово-

го рынка, с учетом запаздываний, получим систему дифференци-

альных уравнений 

( ) ( )xTxfxTB
dt
dx

µµλ ,+= ,                               (3.3) 
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где ( )nxxxx .,..,, 21= , ( )mλλλλ ,...,, 21=  – m -мерный вектор ( nm = ), 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )⋅⋅⋅=⋅ nnxxxxT µµµµ ,...,, 2211 , ( ) ( )ndiagB λλλλ ,...,, 21= , 

( ) ( )Pyxxxdiagyxf n,...,,, 21= . 

Ставится задача поиска условий, при которых исследуемая 

система за время ω=t  самопроизвольно перейдет в исходное со-

стояние (решение двухточечной краевой задачи ( ) ( )ωxx =0 ). 

Решение системы (3.3) в момент времени ω=t , согласно тео-

реме 1.6, можно представить в виде 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ,ˆ,,, 2zofHEx +++= ααλλαµω  

где ( ) ( )λωλ BH = , ( ) ( ) ααααωα Pdiagf n,...,, 21= , ( )λα ,ˆ =z . 

Тогда условие существования решения двухточечной краевой 

задачи представляет система уравнений 

( ) ( ) ( ) 0ˆ 2 =++ zofH ααλ . 

Заметим, что ( )( ) nXErang <=− 00,ω , тогда исследования будем 

вести аналогично §2.2 второй главы. 

Обозначим вектор-функцию ( ) ( ) ( )ααλ fHzu +=ˆ . 

Сделаем замену переменных ez ρ=ˆ , e  – n2 -мерный вектор, 

1=e , 0ˆ >= zρ , тогда предыдущую систему можно записать 

( ) ( )
2

2

ρ
ρoeu = .                                     (3.4) 

Найдем решения системы уравнений ( ) 0=eu . С этой целью за-

метим, что эта система эквивалентна системе 

( ) ( )( ) 0
...

,...,,,...,, 2

1

21221 =



















+++
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nnnn

e

e
e

Peeediageeediag , 

или в развернутом виде 
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( )
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

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Решением предыдущей системы будет вектор  

( ) ( ) ( )( ).,...,,,,...,, 11,112121121221 −−++−++−++−= nnnnnnnnn epepepepepepeeee LLL

Матрица Якоби для вектор-функции ( )eu  имеет вид 

( )


















=

nnnnn

n

n

eepep

eepep
eepep

eU

000

000
000

21

222221

111112

KK

KKKKKKKK

KK

KK

, 

откуда непосредственно следует, что ( ) nerankU =  при 0...21 ≠neee . 

 

Теорема 3.6. Пусть существуют числа neee ,...,, 21  та-

кие, что выполнены неравенства 10 1 ≤< e , 10 2 ≤< e , . . ., 10 ≤< ne , 

11212 ≤++ nnepep L , 12121 ≤++ nnepep L , 111,11 ≤++ −− nnnn epep L , где хотя бы в 

одном из предыдущих неравенств выполнено равенство. 

Тогда система (3.3) имеет ненулевое решение двухточечной 

задачи. 

Доказательство. Из условия теоремы следует, что существу-

ет вектор 0e , 10 =e : 

( ) ( ) ( )( ),,...,,,,...,, 11,1121211212210 −−++−++−++−= nnnnnnnnn epepepepepepeeee LLL  

притом ( ) nerankU =0 . Тогда выполнены условия теоремы 2.4, следо-

вательно, система (3.4) имеет ненулевое решение ( )*** ,ˆ λα=z , а сис-

тема дифференциальных уравнений (3.3) имеет ненулевое решение 

( )**,,, λαµtxx = , удовлетворяющее равенству ( ) *** ,,, αλαµω =x . 

Теорема доказана. 
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Замечание 3.1. Если запаздывания носят периодический (се-

зонный) характер с периодом ω , то решение двухточечной краевой 

задачи ( ) ( )ωxx =0  будет периодическим решением исследуемой сис-

темы. 

 

§3.3. Моделирование в иммунологии 

Математические модели в биологии рассмотрены в работах 

Марри Дж. [37], Марчука Г.И. [38], Митропольского Ю.А. [39], Ро-

мановского Ю.М., Степановой Н.В., Чернавского Д.С. [55], Coel 

N.S., Maitra S.C., Montroll E.W. [76], Cunningham W.J. [77], Mac-

Donald N. [78]. В работах [38, 79] подробно описан процесс по-

строения математической модели противовирусного иммунного от-

вета. Этим вопросом занимался так же Никишов А.А. [46]. Модель 

представляется системой дифференциальных уравнений с малым 

постоянным запаздыванием [38] 

ffffmVmVEf CVkFVMVCpbECnbV σγγ −−−+=& , 

EMbMMVM VMVMfMV −−= αγ& , 

( ) ( ) ( )[ ] ( )EEHEVpEVHEHVHHE HHEHMbHMtHtMmbH −+−−−−= *αττρξ& , 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) ( )BB

B
HBV

B
HBV

B
HB

B
HV

B
H

B
HB HHBHMbHMtHtMmbH −+−−−−= *αττρξ& , 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )EEEMbECbEHMtEtHtMmbE EVMMVECEVEEEEVEp −+−−−−−−= *αηητττρξ& , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )BBBHMtBtHtMmbB BBVBBBBVB
B

p −+−−−−= *ατττρξ& ,                   (3.5) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )PPBHMtBtHtMmbP pBVBBBBVp
B

p −+−−−−= *ατττρξ& , 

FFVPF fffff αγηρ −−=& , 

VmVEfV CbECbCVC −−= σ& , 

mCbECbm VmVE ληµ −+=& , 

где ( )tV f  – количество «свободных» вирусов; ( )tMV  – количество 
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стимулированных макрофагов; ( )tH E  – количество T -лимфоцитов-

помощников, принимающих участие в клеточном ответе; ( )tH B  – 

количество T -лимфоцитов-помощников, принимающих участие в 

гуморальном ответе; ( )tE  – количество T -клеток-эффекторов (кил-

леров); ( )tB  – количество иммунокомпетентных B -лимфоцитов, 

способных принять сигнал к стимуляции от стимулированных мак-

рофагов VM  и помощников BH ; ( )tP  – количество плазматических 

клеток; ( )tF  – количество антител; ( )tCV  – количество зараженных 

вирусом клеток органа; ( )tm  – нефункционирующая часть поражен-

ного вирусом органа.  

Положительные константы n  и p  означают среднее число ос-

вобождающихся вирусов из одной зараженной клетки, погибшей в 

результате лизиса эффекторами и вирусного поражения соответст-

венно. Константа Eb  характеризует степень взаимодействия между 

VC  и E , mb  – часть зараженных клеток, гибнущих за счет вирусного 

поражения, M  – число макрофагов в организме, mγ  – коэффициент 

взаимодействия между макрофагами и fV , C  – число здоровых кле-

ток в органе, σ  – характеристика взаимодействия между C  и fV , k  

– количество вирусов, проникающих в одну здоровую клетку, 

mM γδγ = , 1≤δ , δ  – величина, обратная количеству свободных виру-

сов, которое может провзаимодействовать с одним макрофагом, Mα  

– величина, обратная времени жизни стимулированных макрофагов, 

коэффициенты Hb , ( )B
Hb , Pb , ( )B

Pb  характеризуют взаимодействия, ( )mξ  

описывает влияние степени поражения органа на стимуляцию 

иммунной системы, Hρ  и ( )B
Hρ  – среднее число образовавшихся 

клеток в одном клоне, Hτ  и ( )B
Hτ  – времена образования соот-

ветствующего клона, Hα  и ( )B
Hα  – величины, обратные временам 
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клона, Hα  и ( )B
Hα  – величины, обратные временам жизни соответст-

венно помощников EH  и BH , *
EH  и *

BH  – постоянные уровни соот-

ветствующих помощников в здоровом организме, Cη  и Mη  – количе-

ство T -киллеров E , необходимое для уничтожения одной заражен-

ной клетки и макрофага. 

Для построения модели будем предполагать, что запаздыва-

ния являются некоторыми функциями времени, которые удовлетво-

ряют двойному неравенству ( ) tti ≤≤ µ0  на промежутке моделирова-

ния. 

Задача состоит в нахождении условий, при которых заражен-

ный малой дозой вирусов орган через время ω=t  восстановится до 

первоначального состояния без медицинского вмешательства. 

Введем новые обозначения:  

1kk = , 2kp = , 3kn = , 1λγ =mM , 14λγ kM = , 14 ≤k , 2λσ =C , 3λ=mb , 4λγ =f , 

5λ=Eb , 6λα =M , 7λ=mb , 8λα =H , 9λ=Hb , 10λρ =H , 11λ=Pb , ( )
12λα =B

H , 
( )

13λ=B
Hb , ( )

14λρ =B
H , ( )

15λ=B
Pb , 16λα =E , 17λη =C , 18λη =M , 19λρ =E , 20λα =B , 

21λρ =B , 22λα =P , 23λρ =P , 24λρ =f , 25λα =f , 26λη =ffV , 27λη = , 28λλ = , 

29λµ = ; 1xVf = , 2xMV = , 3xHE = , 4xHB = , 5xE = , 6xB = , 7xP = , 8xF = , 

9xCV = , 10xm = . 

Тогда система (3.5) запишется в виде 

( ) 955381493212111 xxkxxxkxkx λλλλλ +−++−=& , 

527261142 xxxxkx λλλ −−=& , 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 53211321312101093
0
383 xxxxxxxxxxx λµµξλλλ −−+−=& , 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 642154224221014134
0
4124 xxxxxxxxxxx λµµξλλλ −−+−=& , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]53235333210191152187951755
0
5165 xxxxxxxxxxxxxx −+−−−= µµµξλλλλλλλ& , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]6424644421021156
0
6206 xxxxxxxxxx −+−= µµµξλλλ& , 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )4644421023157
0
7227 µµµξλλλ xxxxxxx +−=& , 

81268257248 xxxxx λλλ −−=& , 

95593129 xxxxx λλλ −−=& , 

952951028927310 xxxxx λλλλλ +−=& , 

или в векторной форме 

( ) ( ) ( )λλλ µ ,,~ xTxffxAx ++=& ,                             (3.6) 

где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )46354424331342322212 ,,,,,,,,, µµµµµµµµµµµ xxxxxxxxxxxT = , 

( )

( )

,

00000000
00000000
00000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
00000000
00000000

28273

32

2524

22

20

16

12

8

614

32211







































−
−

−
−

−
−

−
−

−
+−

=

λλλ
λλ

λλ
λ

λ
λ

λ
λ

λλ
λλλ

λ

k
kk

A

 

( )

( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]
( )[ ]

( )







































−
−

−
−+−−

−−
−−

−
+−

=

95295

955

8126

1084102315

6421084102115

5329631019115218795175

642154272101413

53211325110109

527

9553814

,,

xx
xx
xx

yyyx
xxxyyyx

xxxyyyxxxxx
xxxxxyyx
xxxxxyyx

xx
xxkxx

yxf

λλ
λ
λ

ξλλ
ξλλ

ξλλλλλλ
λξλλ
λξλλ

λ
λλ

λ , ( )







































=

0
0
0

0
0

~

522

420

316

212

18

b
b
b
b
b

f

λ
λ
λ
λ
λ

λ , 

 

0,0,0,0,0 54321 >>>>> bbbbb  – постоянные числа. 

Решение системы (3.5), согласно теореме 1.6 первой главы, в 
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момент времени ω=t  можно представить в виде 

( ) ( )[ ] ( ) ( )2ˆ,,, zofHEx +++= λαλλαµω ,  

где ( ) ( )λωλ AH = , ( ) ( )λωλ ff ~
= , ( )λα ,ˆ =z . 

Тогда условие существования решения двухточечной краевой 

задачи представляет собой систему уравнений ( ) ( ) ( ) 0ˆ =++ zofH λαλ . 

Обозначим вектор-функцию ( ) ( ) ( )λαλ fHzu +=ˆ , тогда система 

примет вид  

( ) ( )2ˆˆ zozu = .                                     (3.7) 

Рассмотрим уравнение ( ) 0ˆ =zu , или в развернутом виде 

( )

( )
( )
( )
( )
( )






















=−
=−

=−
=−
=−
=−
=−

=−
=−

=++−

.0
,0

,0
,0
,0
,0
,0

,0
,0

,0

10289273

9312

825724

7522

6420

5316

4212

318

26114

9321211

αλαλλ
αλαλ

αλαλ
αλ
αλ
αλ
αλ

αλ
αλαλ

αλαλλ

b
b
b
b

b
k

kk

 

Система имеет решение 







= 0,0,,,,,,,0,0 5

25

24
543210 bbbbbb

λ
λ

α . 

Матрица Якоби вектор-функции ( )zu ˆ  имеет вид ( )λ
α

AuU =
∂
∂

= . 

Заметим, что 10=rankU , если ( ) 2121 λλ kk −≠  и 0>iλ  ( )28,1=i , 

следовательно, справедлива  

 

Теорема 3.7. Если ( ) 2121 λλ kk −≠  и 0>iλ  ( )28,1=i , то сис-

тема дифференциальных уравнений (3.6) имеет ненулевое решение 

двухточечной краевой задачи. 

Доказательство. Из условия следует, что 10=rankU . Разло-
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жим вектор-функцию ( )zu ˆ  в ряд Тейлора в близи точки 0αα = : 

( ) ( )αα ∆+∆= oUzu ˆ . 

Подставим это разложение в систему (3.7), получим систему 

( ) ( )2ẑooU +∆=∆ αα . 

Так как ( ) 0detdet ≠= λAU , то будем иметь систему 

( ) ( ) ( ) ( )211 ẑoAoA λαλα −− +∆=∆ . 

Подберем числа 01 >δ , 01 αδ <  и 02 >δ , 12 δδ ≤  такие, что бы 

выполнялись неравенства: ( ) ( )
2
11 δαλ ≤∆− oA  при 1δα ≤∆  и 

( ) ( )
2

ˆ 121 δλ ≤− zoA  при 2ˆ δ≤z . 

Тогда используя принцип неподвижной точки Шаудера, за-

ключим, что оператор ( ) ( ) ( ) ( )211 ˆ: zoAoA λαλα −− +∆→∆Γ  имеет в области 

1δα ≤∆  неподвижную точку *α∆  при 2ˆ δ≤z . Следовательно, система 

(3.6) имеет ненулевое решение ( )**,,, λαµtxx = , *
0

* ααα ∆+= , 2
* δλ ≤ , 

для которого выполняется равенство ( ) ( )**** ,,,,,,0 λαµωλαµ xx = . 

Теорема доказана. 

Если все компоненты вектора *α  неотрицательны, то решение 

двухточечной краевой задачи будет иметь физический смысл. В 

этом случае исследуемая система противовирусного иммунного от-

вета за время ω=t  самопроизвольно вернется в первоначальное со-

стояние. В частности, если запаздывания являются периодическими 

функциями периода кратного ω , то в данной системе будут наблю-

даться колебательные явления, характеризующие хроническое те-

чение заболевания. 



 

 

 

82  

Приложение 
Приложение посвящено численному решению систем с запаз-

дыванием. Разработан алгоритм численного решения систем диф-

ференциальных уравнений с запаздыванием, написана программа в 

среде Delphi 4.0. Результаты представлены в виде графиков. 

 

1. Характеристики программы.  

Программа состоит из трех блоков: 

1. Ввод с клавиатуры или загрузка из ранее сохраненного файла 

и обработка системы, начальных данных и параметров. 

2. Численное решение системы дифференциальных уравнений. 

3. Графическое представление решения. 

Рассмотрим эти блоки подробнее. 

В первом блоке для обработки системы написан алгоритм – 

«Компилятор строки» (функция StrToGraf(A: string; var Err_Leks, 

Err_Num: byte): PGraf). Компилятор по символьному выражению 

правой части системы (динамический массив Sys_S[0..N-1]) и на-

чальным данным (X0_S[0..N-1]) строит графы (Sys_G[0..N-1], 

X0_G[0..N-1]), который позволяет вычислять правые части введен-

ной системы (функция GrafToValue). В функции StrToGraf заложе-

ны 15 стандартных функций ('sqrt', 'sqr', 'exp', 'ln', 'lg', 'sin', 'cos', 'tg', 

'ctg', 'arcsin', 'arccos', 'arctg', 'arcctg', 'abs', 'sigma') и одна специальная 

функция 'x', которая в простейшем случае (отсутствие запаздыва-

ния) выступает как независимая переменная. Функция StrToGraf 

распознает независимые переменные и параметры, обозначенные 

символами 'x', 'X', 'y', 'Y' и 'k', 'K', 'm', 'M', 'p', 'P', 'q', 'Q', 'h', 'H', 'g', 'G' 

соответственно. Номер компоненты пишется справа от символа. 
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В процедуре SearchPoint вычисляется значение функции )(tx  в 

любой точке промежутка, где функция уже определена (динамиче-

ский массив MasX[0..n-1][0..NPoints]). Для этого используется алго-

ритм интерполяции кубическими сплайнами ближайших точек. Вы-

бор интерполяции сплайнами не случаен, сначала производилась 

линейная аппроксимация, но этот способ показал худшие результа-

ты. Если точки лежат достаточно плотно, то искажения не значи-

тельные. Если же шаг велик, то за счет погрешности интерполяции 

мы можем получить неверный результат. С этой целью в программе 

предусмотрен верхний предел шага h . 

Во втором блоке используется измененный явный метод Рун-

ге-Кутта 4(5) порядка с автоматическим управлением длиной шага 

(процедура RKF45). Процедура учитывает машинное ипсилон. 

Третий блок использует визуальные компоненты Delphi 4.0 

(TChart – для построения графика, TStringGrid – для ввода данных и 

другие). Программа позволяет как сохранять данные в файле, так и 

считывать их из файла.  

 

2. Данные тестирования. 

Программа тестировалась на примерах, которые допускают 

аналитическое решение. 

 

Тест 1. Рассмотрим систему  

( )txx µ=& .                                        (П.1) 

Из исследований главы 1 следует, что это решение системы 

(П.1) имеет вид ( ) ( )αµαµ ,,, ttx Φ= , где ( ) ( )∑
+∞

=

Φ=Φ
0

,,
k

k tt µµ , 
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( ) ( )∫ −Φ=Φ
t

kk dssTt
0

1 ,, µµ µ  ( )...,2,1=k , ( ) 1,0 ≡Φ µt . 

Заметим, что  

( ) ( ) tdssTt
t

=Φ=Φ ∫
0

01 ,, µµ µ , 

( ) ( )
2

,,
2

00
12

tsdsdssTt
tt

µµµµ µ ==Φ=Φ ∫∫ , 

( ) ( ) ( )
!32

,,
3

21

0

2

0
23

tdssdssTt
tt

+==Φ=Φ ∫∫ µµµµµ µ  и т.д. 

Для ( )µ,tkΦ  получим выражение ( )
!!

, 2
)1(

1

1

k
t

k
tt

kkkki

k

k

i

−

=
∑

=Φ

−

= µµµ , следова-

тельно, решение будет иметь вид ( )
( )

∑
∞+

=

−

=
0

2
1

!k

kkk

k
ttx µα . 

Полученный ряд сходится при 1≤µ  и Rt∈ . 

Пусть 1=α , 
2
1

=µ , тогда получим решение ( )
( )

∑
∞+

=

−







=

0

2
1

!2
1

k

k
kk

k
ttx . 

Вычислить на компьютере подобное выражение не составляет 

большого труда. 

Результаты расчета: 

Вводимые данные 

• система (f1(t,x,p)=)   x1(p1*t); 

• начальные условия (x01(t,p)=)  1; 

• параметры (p1=)    0,5; 

• интервал времени    [0; 20]. 

Графики решений (рассчитанного программой и точного) 

изображены на рисунке 3.1. 
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Рис. 3.1. 

 
На рисунке 3.1 не видны отклонения рассчитанного решения 

от точного, для того чтобы их увидеть, увеличим масштаб (см. Рис. 

3.2). 

Рис. 3.2. 
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Видно, что отклонения незначительные, относительная по-

грешность %0084,0=ε . Точность алгоритма сильно зависит от шага 

и качества интерполяции кубическими сплайнами. 

 

Тест 2. Рассмотрим систему  

( ) ( ) 





−=

2
sin4 txttx& .                                  (П.2) 

Непосредственно проверяется, что система (П.2) имеет реше-

нием функцию ( ) Cttx += )2cos( . Если учесть, что ( ) Cx += 10 , то реше-

ние примет вид ( ) 1)0()2cos( −+= xttx  или ( ) )0()(sin2 2 xttx +−= . 

Пусть заданы начальные условия ( ) 10 =x , тогда решение сис-

темы (П.2) примет вид ( ) )2cos( ttx = . 

Результаты расчета: 

Вводимые данные 

• система (f1(t,x,p)=)   -4*sin(t)*x1(t/2); 

• начальные условия (x01(t,p)=)  1; 

• параметры      нет; 

• интервал времени    [0; 30]. 

Графики решений (рассчитанного программой и точного) изо-

бражены на рисунке 3.3. 
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Рис. 3.3. 

 
На рисунке 3.3 плохо видны отклонения рассчитанного реше-

ния от точного. Увеличенный масштаб рисунка 3.3 представлен на 

рисунке 3.4. 

Рис. 3.4. 

 
Абсолютная погрешность 05,0=∆ . 
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Тест 3. Рассмотрим систему  

( ) 





 −−=

2
πtxtx& .                                  (П.3) 

Если на начальном промежутке 



− 0;

2
π  задана начальная 

функция ( ) ( )tt sin=ϕ , то система (П.3) имеет решение ( ) ( )ttx sin= . 

Результаты расчета: 

Вводимые данные 

• система (f1(t,x,p)=)   -x1(t-1.5708); 

• начальные условия (x01(t,p)=)  sin(t); 

• параметры      нет; 

• интервал времени    [0; 22]. 

Графики решений системы (П.3) рассчитанного программой и 

точного решения изображены на рисунке 3.5. Абсолютная погреш-

ность 5104 −⋅=∆ , поэтому на рисунке 3.5 не видно тестовой кривой. 

 

Рис. 3.5. 
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Модель 1. Рассмотрим модель, построенную во втором пара-

графе третьей главы. Предположим, что модель динамического 

взаимодействия сегментов финансового рынка состоит из 4-х 

сегментов, тогда система дифференциальных уравнений с запазды-

ванием, описывающая изменение объемов этих сегментов имеет 

вид 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]










+++=
+++=
+++=

+++=

.
,
,

,

33432242114144444

44342232113133333

44243323112122222
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Пусть 101 =L , 52 =L , 73 =L , 94 =L , 1=S , тогда получим 



















−
−−
−−−

=

07,084,05,0
7,007,079,0

84,07,0087,0
5,079,087,00

P , ( )21,0,017,0,2703,0,3318,0 −−=λ , 

( ) ( )tarctgtt −=1µ , ( ) ( )tarctgtt
2
1

2 −=µ , ( ) ( )tarctgtt
3
1

3 −=µ , 

( ) ( )tarctgtt
4
1

4 −=µ , [ ]100,0∈t .  

Решение данной системы с начальным условием ( ) α=0x , 
( )11.0,13.0,2.0,1.0=α  представлено на рисунке 3.6.  

Рис. 3.6. 
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Из рисунка 3.6 видно взаимодействие сегментов. Построенная 

модель по своему виду напоминает систему «хищник-жертва». 

 

Модель 2. Рассмотрим модель противовирусного иммунного 

ответа, построенную в третьем параграфе третьей главы. 

Пусть в системе дифференциальных уравнений с запаздыва-

нием (3.6) 05.054321 ===== bbbbb , 2.01 =λ , 12.02 =λ , 4.13 =λ , 6.04 =λ , 

4.05 =λ , 7.06 =λ , 17 =λ , 7.18 =λ , 49 =λ , 210 =λ , 2.111 =λ , 4.312 =λ , 

3.513 =λ , 1.114 =λ , 215 =λ , 5.116 =λ , 117 =λ , 5.018 =λ , 7.019 =λ , 3.220 =λ , 

521 =λ , 4.122 =λ , 223 =λ , 04.024 =λ , 5.225 =λ , 326 =λ , 4.227 =λ , 328 =λ , 

129 =λ , 21 =k , 12 =k , 13 =k , 8.04 =k , ( ) zez −=ξ , ( ) ( )tarctgtt −=µ .  

Решение системы (3.6) на промежутке [ ]10,0∈t  с начальным 
условием ( ) α=0x , ( )02.0,01,0,01.0,09.0,08.0,03.0,04.0,06.0,001.0,04.0=α  
представлено на рисунке 3.7. 

Рис. 3.7. 
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Заключение 
 

Работа посвящена изучению системы n  функционально-

дифференциальных уравнений вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ µµ ,,,,~,~,~ xTxtftfxTtBxtAxtAx ++++=& ,         (1) 

в которой ( )tA , ( )λ,~ tA , ( )λ,~ tB – непрерывные ( )nn ×  – матрицы, 

( )λ,~ tf , ( )λ,,, yxtf  – непрерывные n -мерные вектор-функции, µT  – 

оператор сдвига. 

Цель работы найти достаточные условия существования не-

нулевых решений двухточечной задачи системы (1). В результате 

исследований изучена структура решений системы (1), получена 

система нелинейных не дифференциальных уравнений, которая ис-

следована с помощью построения операторных уравнений относи-

тельно начальных условий и параметра, определяющих искомые 

решения, а также с помощью теоремы Шаудера о неподвижной 

точке. Рассмотрены случаи, когда задача решается по свойствам не-

линейной части. 

Приложение содержит программу, позволяющую находить 

численные решения системы (1), а так же решения систем с опера-

тором типа Вольтерра и постоянными запаздываниями. Решения 

представляются графически. 



 

 

 

92  

Литература 
 

1. Аваков Е.Р. Теоремы об оценках в окрестности особой точки 

отображения // Мат. заметки. – 1990. – Т. 47, вып. 5. С. 3-13. 

2. Азбелев Н.В., Максимов В.П. Априорные оценки решений за-

дачи Коши и разрешимость краевых задач для уравнений с запаз-

дывающим аргументом // Дифференциальные уравнения. 1979. Т. 

15, № 10. С. 1731-1747. 

3. Азбелев Н.В., Максимов В.П. Уравнения с запаздывающим 

аргументом // Дифференциальные уравнения. 1982. Т. 18, № 12. 

С. 2027-2050. 

4. Азбелев Н.В., Рахматуллина Л.Ф. Функционально-

дифференциальные уравнения // Дифференциальные уравнения. 

1978. Т. 14, № 5. С. 771-797. 

5. Азбелев Н.В., Максимов В.П., Рахматуллина Л.Ф.  Введение в 

теорию функционально-дифференциальных уравнений. М.: Нау-

ка, 1991. 278 с. 

6.  Азбелев Н.В. Краевая задача для одного класса квазилинейных 

уравнений // Труды МИХМа. Выпуск 64. Автоматизация химиче-

ских производств на базе математического моделирования. Тези-

сы докладов. Под ред. Азбелева Н.В. Москва, 1975. С. 52 – 54. 

7. Андронов А.А. Собрание трудов. Изд. АН СССР, 1956. 

8. Андронов А.А., Витт А.А., Хайкин С.Э. Теория колебаний. М.: 

Физматгиз, 1959. 915 с. 

9. Бенуа Е.Ю. Автоколебательные режимы в системах экстремаль-

ного регулирования с запаздыванием // Ученые записи Ленин-

градского госпединститута им. Герцена, 1960, т. 218. 

10.Боголюбов Н.Н., Митропольский Ю.А. Асимптотические ме-



 

 

 

93  

тоды в теории нелинейных колебаний. М.: Гостехиздат, 1955. 

344 с. 

11. Бойчук А.А. Конструктивные методы анализа краевых задач. 

Киев.: Наук. думка, 1990. 96 с. 

12.Вайнберг М.М., Треногин В.А. Теория ветвления решений нели-

нейных уравнений. М.: Наука, 1969. 528 с. 

13. Веретенников В.Г. Устойчивость и колебания нелинейных сис-

тем. М.: Наука, 1984. 320с. 

14.Вольтерра В. Математическая теория борьбы за существование. 

М.: Наука, 1976. 286 с. 

15.Воскресенский Е.В. Асимптотическое равновесие, периодиче-

ские решения и прямой метод Ляпунова // Дифференциальные 

уравнения. 1999. Т. 35, № 6. С. 729-732.  

16.Воскресенский Е. В. О периодических решениях возмущенных 

дифференциальных уравнений // Изв. вузов. Математика. 1991. № 

1. С. 11-14. 

17.Воскресенский Е. В. О периодических решениях нелинейных 

систем и методе сравнения // Дифференциальные уравнения. 

1992. Т. 28, № 4. С. 571-576. 

18.Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. М.: Наука, 1967. 576 с. 

19.Гребенщиков Б.Г. О почти периодических решениях одной не-

стационарной системы с линейным запаздыванием // Сиб. мат. 

журн. 1999. Т. 40, № 3. С. 531–537. 

20.Демидович Б.П. Лекции по математической теории устойчиво-

сти. М.: Наука, 1967. 472 с. 

21.Измаилов А.Ф., Третьяков А.А. Факторанализ нелинейных ото-

бражений. – М.: Физматлит, 1994. 336 с. 

22.Каменков Г.В. Избранные труды. т. I. М.: Наука, 1971. 214с.   



 

 

 

94  

23.Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональный анализ. М.: Нау-

ка, 1984. 572 с. 

24.Красносельский М.А. Оператор сдвига по траекториям диффе-

ренциальных уравнений. М.: Наука, 1966. 332 с. 

25.Красносельский М.А., Забрейко П.П. Геометрические методы 

нелинейного анализа. М.: Наука, 1975. 511 с. 

26.Красовский Н.Н. О периодических решениях дифференциальных 

уравнений с запаздыванием времени. // Докл. АН СССР, 1957. т. 

114 № 2. 

27.Крылов Н.М., Боголюбов Н.Н. Введение в нелинейную механи-

ку. Изд. АН УССР, Киев. 1937. 

28. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. М.: ГИФМЛ, 1963. 432 с.\ 

29. Кюн О.И. Краевая задача для системы нейтральных уравнений 

нейтрального типа // Труды МИХМа. Выпуск 64. Автоматизация 

химических производств на базе математического моделирова-

ния. Тезисы докладов. Под ред. Азбелева Н.В. Москва, 1975. С. 8 

– 11. 

30. Лернер А.Я. Автоколебания в системах с нелинейной скорост-

ной связью при наличии запаздывания в регуляторе. Сб. статей 

по автомат. и электротехн., Изд. АН СССР, 1956.  

31.Люстерник Л.А., Соболев В.И. Элементы функционального 

анализа. М.: Наука, 1965. 510с. 

32. Ляпунов А.М. Общая задача об устойчивости движения. М.: 

Гостехиздат, 1950. 471 с. 

33. Малкин И.Г. Некоторые задачи теории нелинейных колебаний. 

М.:  ГИТТЛ, 1956. 365 с. 

34. Малкин И.Г. Теория устойчивости движения. М.:  Наука, 

1966.532 с. 



 

 

 

95  

35. Мандельштам Л.И. Лекции по теории колебаний. М.: Наука, 

1972. 470с. 

36.Мандельштам Л.И. Полное собрание трудов. Изд. АН СССР, 

тт. 1-3, 1948-1952. 

37. Марри Дж. Нелинейные дифференциальные уравнения в биоло-

гии. М.: Мир, 1983. 397 с. 

38.Марчук Г.И. Математические модели в иммунологии. – М.: Нау-

ка, 1980. 

39.Митропольский Ю.А. Математические методы в биологии. Киев, 

1983. 

40.Митропольский Ю.А. Проблемы асимптотической теории неста-

ционарных колебаний. М.: Наука, 1964. 

41.Митропольский Ю.А. Лекции по методу усреднения в нелиней-

ной механике. Киев.: Наукова думка, 1966. 

42.Мышкис А.Д. Линейные дифференциальные уравнения с запаз-

дывающим аргументом. М.: Наука, 1972. 352 с. 

43. Мышкис А.Д. Общая теория дифференциальных уравнений с 

запаздывающим аргументом // Успехи матем. наук, 1950, 5, № 2 

(36), С. 148-154. 

44. Неймарк Ю.И. Метод точечных отображений в теории нелиней-

ных колебаний. М.: Наука, 1972. 471 с. 

45. Немыцкий В.В., Степанов В.В. Качественная теория дифферен-

циальных уравнений. М.: Гостехиздат, 1949. 550 с. 

46.Никишов А.А. Исследование системы с отклоняющимся аргу-

ментом, описывающей реакцию иммунной системы организма на 

появление в нем вируса // Дифференциальные уравнения. Рязань, 

1994. С.75–78. 

47.Папалекси Н.Д. Собрание трудов. Изд. АН СССР, 1948. 



 

 

 

96  

48.Перов А.И. Признаки устойчивости в критических случаях. // 

Устойчивость и управление для нелинейных трансформи-

рующихся систем: 2-я Международная конференция, Москва, 

25 – 28 сентября, 2000: Тезисы доклада. М. 2000, С. 36. 

49.Перов А.И. Достаточные условия устойчивости линейных 

систем с постоянными коэффициентами в критических случа-

ях. // Автоматика и телемеханика. 2000, № 10. С. 49 – 59. 

50.Плисс В.А. Нелокальные проблемы теории колебаний. М.-Л.: 

Наука, 1964. 367 с. 

51. Плисс В.А. О существовании периодических решений у некото-

рых нелинейных систем // Докл. АН СССР. 1961. Т. 137. №5. С. 

1060-1073. 

52. Понтрягин Л.С. Обыкновенные дифференциальные уравнения. 

М.: Наука, 1974. 332 с. 

53. Пуанкаре А. Избранные труды. М.: Наука, 1971. Т.1. 771 с. 

54.Работнов Ю.Н. Элементы наследственной механики. М.: Наука, 

1977. 336 с. 

55.Романовский Ю.М., Степанова Н.В., Чернавский Д.С. Математи-

ческая биофизика. М.:  Наука, 1984. 304 с. 

56.Рубаник В.П. Колебания квазилинейных систем с запаздывани-

ем. М.: Наука, 1969. 288 с. 

57.Рубаник В.П. Резонансные явления в квазилинейных колеба-

тельных системах с запаздывающими аргументами // Изв. ВУЗ 

СССР. Математика, 1962. № 5 (30). 

58.Сафонов Л.А., Стрыгин В.В. Метод осреднения в линейно-

квадратичных задачах управления // Докл. РАН. 2000. 375, № 2, 

С. 166 – 168. 

59.Свирежев Ю.М., Логофет Д.О. Устойчивость биологических со-



 

 

 

97  

обществ. М.: Наука, 1978. 352 с. 

60.Смит Дж.М. Модели в экологии. М.: Мир, 1976. 184 с. 

61.Стрыгин В.В., Есипенко Д.Г. Гибридный метод построения 

асимптотики для нелинейной сингулярно возмущенной задачи 

Коши с быстро осциллирующими условно-периодическими ко-

эффициентами // Дифференциальные уравнения. 1998. – 34, № 3. 

С. 320 – 325. 

62.Терехин М.Т. О решениях дифференциальных уравнений с от-

клоняющимся аргументом // дифференциальные уравнения. 1983. 

Т. 19, № 4. С. 597-602 

63.Терехин М.Т. О существовании неподвижной точки одного не-

линейного оператора // Дифференциальные уравнения. 1984. Т. 

20, № 9. С. 1561-1565. 

64.Терехин М.Т. Бифуркация периодических решений функцио-

нально-дифференциальных уравнений // Известия высших 

учебных заведений. Математика. № 10 (449). 1999. С. 37–42. 

65.Терехин М.Т., Насыхова Л.Г. Существование бифуркацион-

ного значения параметра системы дифференциальных урав-

нений с отклоняющимся аргументом // Укр. мат. журн. 1997, 

Т. 49. № 6. С. 799–805. 

66.Тетельбаум С.М., Рапопорт Г.Н. К вопросу о применении ме-

тода разложения по степеням малого параметра для исследо-

вания автоколебательных систем с элементами запаздывания 

// Сб. научно-техн. статей Инст. электротехн. АН УССР, вып. 

2, 1948. 

67. Треногин В.А. Функциональный анализ. М.: Наука, 1980. 496 с. 

68. Фихтенгольц Г.М. Курс дифференциального и интегрального 

исчисления. М.: Наука, 1966. Т.2. 608 с. 



 

 

 

98  

69.Халанай А., Векслер Д. Качественная теория импульсных сис-

тем. (Под ред. Рубаника В.П.) М.: Мир, 1971. 313 с. 

70. Хартман Ф. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М.: 

Мир, 1980. 720 с. 

71.Хейл Дж. К. Колебания в нелинейных системах. М.: Мир, 1966. 

230 с. 

72.Шевело В.Н. Осциляция решений дифференциальных уравнений 

с отклоняющимся аргументом. Киев: Наук. думка, 1978. 156 с. 

73.Шиманов С.Н. К теории колебаний квазилинейных систем с за-

паздыванием // Прикл. математ. и механ., 1959, т. 23, вып. 5. 

74.Эльсгольц Л.Э. Введение в теорию дифференциальных уравне-

ний с отклоняющимся аргументом. М.: Наука, 1964. 128 с. 

75.Эльсгольц Л.Э. Качественные методы в математическом анализе. 

М.: Физматгиз, 1955. 

76.Coel N.S., Maitra S.C., Montroll E.W. On the Valterra and other 

nonlinear models of interacting populations. // Revs Mod. Phys., 1971, 

43, № 2, p. 1, p. 231-276. 

77.Cunningham W.J. A nonlinear differential-difference equation of 

growth. // Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 1954, 40, p. 708–713. 

78.Mac-Donald N. Time lags in biological models. Lect. Notes Bio-

math., 1978, № 27. 112 p. 

79.Marchuk G.I., Petrov R.V. The mathematical model of the antiviral 

immune response. – In: Mathematical modeling. – North-Holland, 

1983, p. 161–174. 

80.Теняев В.В. Двухточечная задача неоднородной системы с ли-

нейным запаздыванием / Ряз. гос. пед. ун-т. – Рязань, 2001. – 9 с. 

– Деп. в ВИНИТИ 02.03.2001 г., №  550 – В2001. 

81.Теняев В.В. Двухточечная задача нелинейной системы с линей-



 

 

 

99  

ным запаздыванием / Ряз. гос. пед. ун-т. – Рязань, 2001. – 9 с. – 

Деп. в ВИНИТИ 02.03.2001 г., №  551 – В2001.  

82.Теняев В.В. непрерывная зависимость решений от начальных 

данных и параметра нелинейной системы с запаздыванием / Ряз. 

гос. пед. ун-т. – Рязань, 2001. – 12 с. – Деп. в ВИНИТИ 02.03.2001 

г., №  552 – В2001.  

83. Теняев В.В. Оценки и представление решений систем диффе-

ренциальных уравнений с линейным запаздыванием // Известия 

РАЕН. Дифференциальные уравнения. / РГПУ. Рязань, 2001. № 4. 

С. 96–102. 

84. Теняев В.В. Условия существования и отсутствия решения 

двухточечной краевой задачи нелинейной системы дифференци-

альных уравнений с запаздыванием // Известия РАЕН. Диффе-

ренциальные уравнения. / РГПУ. Рязань, 2001. № 4. С. 103–107. 

85. Теняев В.В. Об одной задаче системы дифференциальных урав-

нений с отклоняющимся аргументом // Известия РАЕН. Диффе-

ренциальные уравнения. / РГПУ. Рязань, 2001. № 5. С. 165–171. 

86. Теняев В.В. Двухточечная задача нелинейной системы с запаз-

дыванием // VIII международная конференция «Математика, 

компьютер, образование» (г. Пущино, 31.01 – 05.02.2001 г. Тези-

сы докладов. Москва: Прогресс-Традиция. 2001 г. С. 236. Тираж 

550 экз.  

87. Теняев В.В. Двухточечная задача системы дифференциальных 

уравнений с запаздыванием // Современные методы в теории 

краевых задач «Понтрягинские чтения». Воронеж, ВГУ, 2001. С. 

151 – 152. Тираж 300 экз.  

88. Теняев В.В. Достаточные условия существования решения 

двухточечной краевой задачи нелинейной системы с запаздыва-



 

 

 

100  

нием // Новые информационные технологии в научных исследо-

ваниях и в образовании (НИТ-2001). VI Всероссийская научно-

техническая конференция студентов, молодых учёных и специа-

листов. Рязань: РГРТА, 2001. С. 16 – 17. Тираж 110 экз.  

89. Теняев В.В. Условия существования решений двухточечной за-

дачи нелинейной системы с линейным запаздыванием. Матема-

тика. Компьютер. Образование. Вып. 8. Часть II. Сборник науч-

ных трудов / Под редакцией Г.Ю. Ризниченко. – М.: «Прогресс-

Традиция», 2001. С. 443 – 449. Тираж 200 экз. 

 


